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Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ
ôóíêöèîíàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

À.ß. Ëåïèí, Ë.À. Ëåïèí

Àííîòàöèÿ. Óêàçàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

x′′ = f(t, x, x′), p(x) + x′(0) = 0, Hx = 0.

ÓÄÊ 517.927

Â ðàáîòå [1] äëÿ êðàåâîé çàäà÷è

x′′ = g(t, x, x′) + h(t, x, x′), t ∈ I = [0, 1],

p x(0) + x′(0) = 0, x(1) = αx(η), p ∈ R, α ≤ 0, 0 < η < 1,

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
x′g(t, x, x′) ≤ 0,

| h(t, x, x′) |≤ α(t) | x | +b(t) | x′ | +u(t) | x |r +v(t) | x′ |k, 0 ≤ r, k < 1,

(| p | +a1) exp(b1) < 1, a1 = ‖a‖ =

∫ 1

0

| a(t) | dt, b1 = ‖b‖,

äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå êðàåâûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â
ðàáîòàõ [2] - [4]. Íàøà öåëü � ðàññìîòðåòü áîëåå îáùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ôóíêöèî-
íàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è äàòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è â
òåðìèíàõ ôóíêöèé a, b è p+ = max{0, p} è íîðì a1, b1 è p+.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

x′′ = f(t, x, x′), p(x) + x′(0) = 0, Hx = 0, (1)

ãäå ôóíêöèÿ f : I×R2 → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è p,H ∈ C(C1(I, R), R).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
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1. Íàéäóòñÿ a, b, c, d ∈ L(I, [0, +∞)) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ e ∈
L(I, [0, +∞)) òàêîå, ÷òî

f(t, x, x′) ≥ −(α(t) + εc(t))x + (b(t) + εd(t))x′ − e(t),
(t, x, x′) ∈ I × [0, +∞)× (−∞, 0],

f(t, x, x′) ≤ −(α(t) + εc(t))x + (b(t) + εd(t))x′ + e(t),
(t, x, x′) ∈ I × (−∞, 0]× [0, +∞).

2. Ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

x′′ = f(t, x, x′), x(τ) = N, x′(τ) = ν, τ ∈ [0, 1], N, ν ∈ R

ïðîäîëæèìî íà èíòåðâàë [0, 1].
3. Íàéäóòñÿ p0 ∈ C(R, [0, +∞)) è p+, q ∈ [0, +∞) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈

C1(I, R)
p0(x(0)) ≥ p(x) ≥ p+x(0)− q, x(0) ≤ 0,

−p0(x(0)) ≤ p(x) ≤ p+x(0) + q, x(0) ≥ 0.

4. Íàéäåòñÿ N1 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ C1(I, R) èç x > N1 ñëåäóåò Hx > 0
è èç x < −N1 ñëåäóåò Hx < 0.

Òåîðåìà 1 Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ = −a(t)y + b(t)y′, y(0) = 1, y′(0) = −p+ (2)

ïîëîæèòåëüíî, òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [5] - [7]), â êîòîðîé
óêàçàíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è

x′′ = f(t, x, x′), H1x = h1, H2x = h2, α ≤ x ≤ β, (3)

ãäå H1, H2 ∈ C(C1(I, R), R), h1, h2 ∈ R, α � íèæíÿÿ ôóíêöèÿ, β � âåðõíÿÿ ôóíêöèÿ
è α ≤ β.

Òåîðåìà 2 Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2) è äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x : I → R óðàâíåíèÿ
x′′ = f(t, x, x′) èç α ≤ x ≤ β ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé

x(a) = α(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x ≤ h1 ∨H2x ≤ h2, (4)

x(a) = α(a) ∧H2x = h2 ⇒ H1x ≤ h1, (5)
x(a) = α(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x ≤ h1 ∨H2x ≥ h2, (6)

x(b) = β(b) ∧H1x = h1 ⇒ H2x ≥ h2, (7)
x(a) = β(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x ≥ h1 ∨H2x ≥ h2, (8)

x(a) = β(a) ∧H2x = h2 ⇒ H1x ≥ h1, (9)
x(a) = β(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x ≥ h1 ∨H2x ≤ h2, (10)

x(b) = α(b) ∧H1x = h1 ⇒ H2x ≤ h2, (11)
òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü H1x = Hx, H2x = p(x)+x′(0) è h1 = h2 = 0.
Íóæíî îïðåäåëèòü α, β è ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé (4) - (11).

Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû ïðè e ∈ L(I, [0, +∞)) è ‖e‖ ≤ ε ðåøåíèå yε : I → R
çàäà÷è Êîøè

y′′ = −(a(t) + εc(t))y + (b(t) + εd(t))y′ − e(t), y(0) = 1, y′(0) = −p+ − ε

áûëî ïîëîæèòåëüíî è óäîâëåòâîðÿëî íåðàâåíñòâó yε(1) > y(1)/2. Èç óñëîâèÿ 1 ïî ε
íàõîäèì e. Ïóñòü

N1 = max{2N1/y(1), ε−1q, ε−1‖e‖}+ 1,

xN � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

x′′ = f(t, x, x′), x(0) = N, x′(0) = ν (12)

ïðè N ≥ N2 è ν ≥ −p+N − q, y∗ � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′+ = −(a(t) + εc(t))y∗ + (b(t) + εd(t))y′∗ − e(t)/(N2 − 1),
y∗(0) = 1, y′∗(0) = −p+ − ε

(13)

è z = x′Ny∗ − y′∗xN . Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî z ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî,
z(0) = x′N(0)y∗(0)− y′∗(0)xN(0) = ν + (p+ + ε)N ≥ −p+N − q + p+N + εN > 0. Ïóñòü

t1 = sup{t ∈ I : (∀τ ∈ [0, t])(z(τ) ≥ 0)}.

Çàìåòèì, ÷òî èç z ≥ 0 íà èíòåðâàëå [0, t1] ñëåäóåò x′N/xN ≥ y′∗y∗. Îòêóäà (ln xN)′ ≥
(ln y∗)′. Èíòåãðèðóÿ îò 0 äî t, èìååì ln xN(t)−ln xN(0) ≥ ln y∗(t)−ln y∗(0). Ñëåäîâàòåëü-
íî, xN(t)/xN(0) ≥ y∗(t)/y∗(0) èëè xN(t) ≥ Ny∗(t). Åñëè t1 = 1, òî z ≥ 0. Ïóñòü
t1 ∈ (0, 1). Åñëè x′N(t1) ≥ 0, òî z(t1) = x′N(t1)y∗(t1)−y′∗(t1)xN(t1) > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ t1. Åñëè x′N(t1) < 0, òî ïóñòü t2 ∈ (t1, 1) òàêîå, ÷òî x′N(t) < 0 è
xN(t) > (N − 1)y∗(t) äëÿ t ∈ (t1, t2). Òîãäà íà èíòåðâàëå [t1, t2]

x′′N = f(t, xN , x′N) ≥ −(a(t) + εc(t))xN + (b(t) + εd(t))x′N − e(t). (14)

Óìíîæàÿ íåðàâåíñòâî (14) íà y∗, óðàâíåíèå (13) íà xN è âû÷èòàÿ, ïîëó÷èì

x′′Ny∗ − y′′∗xN ≥ (b(t) + εd(t))(x′Ny∗ − y′∗xN)− e(t)y∗ + e(t)xN/(N2 − 1)
≥ (b(t) + εd(t))z.

Èç z(t1) = 0 è

x′′Ny∗ − y′′∗xN = (x′Ny∗ − y′∗xN)′ = z′ ≥ (b(t) + εd(t))z

ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî z(t) ≥ 0, t ∈ [t1, t2], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ t1. Èç z ≥ 0 àíàëîãè÷-
íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì xN ≥ Ny∗. Ñëåäîâàòåëüíî, xN ≥ Ny∗ > 2N1y∗/y(1) > N1.
Àíàëîãè÷íî äëÿ ðåøåíèÿ xNτ çàäà÷è Êîøè

x′′ = f(t, x, x′), x(τ) = N, x′(τ) = 0 (15)
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ïðè τ ∈ (0, 1) è N > N2 ïîëó÷àåì îöåíêó xNτ (t) > N1, t ∈ [τ, 1]. Åñëè ðàññìîòðåòü
çàäà÷ó Êîøè (12) ïðè N ≤ −N2 è ν ≤ −p+N + q, òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ïîëó÷èì îöåíêó xN < −N1 è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (15) ïðè N ≤ −N2 ïîëó÷àåì
îöåíêó xNτ < −N1, t ∈ [τ, 1]. Èç óñëîâèÿ 2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå N3 > N2 òàêîãî, ÷òî
ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè (12) ïðè −N2 ≤ N ≤ 0, p0(N) ≤ ν ≤ −p+N + q è 0 ≤ N ≤ N2,
−p+N − q ≤ ν ≤ p0(N) è ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè (15) ïðè τ ∈ (0, 1), −N2 ≤ N ≤ N2

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì | xN(1) |< N3 è | xNτ (1) |< N3. Ïóñòü N4 = 2N3/y(1),
α = x−N4 è β = xN4 , ãäå x−N4 è xN4 � ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (12) ïðè ν = 0. ßñíî,
÷òî α < −N3 è β > N3.

Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (8). Èç x(0) = β(0) è x(1) = β(1) ñëåäóåò
x > N2 > N1. Ñëåäîâàòåëüíî, H1x = Hx > 0. Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (9).
Èç x(0) = β(0) è H2x = p(x) + x′(0) = 0 ñëåäóåò x > N3 > N1. Ñëåäîâàòåëüíî, H1x =
Hx > 0. Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (10). Èç x(0) = β(0) è x(1) = α(1) ñëåäóåò
H2x = p(x) + x′(0) < 0. Äåéñòâèòåëüíî, èç x(0) = β(0) è p(x) + x′(0) ≥ 0 ñëåäóåò
x > N3. Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (11). Ïóñòü x(1) = α(1) è H1x = Hx = 0.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x(0) ≥ N2. Åñëè H2x = p(x)+x′(0) ≥ 0, òî x > N1 è H1x = Hx > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, H2x = p(x) + x′(0) < 0. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé −N2 < x(0) < N2. Åñëè
H2x = p(x) + x′(0) ≥ 0, òî x(1) > −N3. Ñëåäîâàòåëüíî, H2x = p(x) + x′(0) < −0.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x(0) < −N2. ßñíî, ÷òî x < −N2 < −N1. Ñëåäîâàòåëüíî, H1x =
Hx < 0. Óñëîâèÿ (4) - (7) ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåð 1.Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå−p0(x(0)) ≤ p(x) ïðè x(0) ≥ 0 íåëüçÿ îòáðîñèòü.
Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

x′′ = 0, −max{0, x(0)}max{0, x(1)}+ x′(0) = 0, x(0)− 1 = 0.

ßñíî, ÷òî ýòà êðàåâàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó
x′′ = −a(t) max{0, x}+ b(t) min{0, x′},

p+ max{0, x(0)}+ x′(0) = 0, x(1)− 1 = 0.
(16)

Åñëè íàéäåòñÿ τ ∈ (0, 1] òàêîå, ÷òî y(τ) = 0, ãäå y � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2), òî
êðàåâàÿ çàäà÷à (16) íå èìååò ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 3 Åñëè (p+ + a1) exp(b1) < 1, òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå y çàäà÷è
Êîøè (2) ïîëîæèòåëüíî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü τ ∈ (0, 1] òàêîå, ÷òî y(t) > 0
äëÿ t ∈ [0, τ) è y(τ) = 0. Èç y′′ = −a(t)y+b(t)y′ ñëåäóåò y′′ ≥ b(t)y′−a(t) äëÿ t ∈ [0, τ ].
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

z′ = b(t)z − a(t), z(0) = −p+. (17)
Èç òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî y′(t) ≥ z(t), t ∈ [0, τ ]. Äëÿ çàäà÷è Êîøè (17) ðåøåíèå èìååò âèä

z(t) = −p+ exp(

∫ t

0

b(s)ds)−
∫ t

0

a(s) exp(

∫ t

s

b(ξ)dξ)ds. (18)
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Èç (18) ñëåäóåò îöåíêà y′(t) ≥ z(t) ≥ −(p+ + a1) exp(b1), t ∈ [0, τ ]. Ñëåäîâàòåëüíî,
y(τ) ≥ 1− τ(p+ + a1) exp(b1) > 0.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèè 4 âìåñòî ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ Hx > 0
è Hx < 0 ìîæíî ïîòðåáîâàòü Hx ≥ 0 è Hx ≤ 0.
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