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Îá îäíîé ñèíãóëÿðíîé êðàåâîé çàäà÷å
Í.È.Âàñèëüåâ, À.ß.Ëåïèí

Àííîòàöèÿ.Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îñîáåííîñòüþ
äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è.

ÓÄÊ 517.927

Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëàñü ñëåäóþùàÿ ñèíãóëÿðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

y′′ + q(t)f(t, y) = 0, 0 < t < 1,
y(0) = y′(1) + ψ(y(1)) = 0,

(1)

÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èç òåîðèè ìåìáðàí (ñì.[1]-[2]):

y′′ + (
t2

32y2
− λ2

8
) = 0, 0 < t < 1, λ > 0,

y(0) = 0, 2y′(1)− (1 + v)y(1) = 0, 0 < v < 1.
(2)

Íàøà öåëü - ðàññìîòðåòü áîëåå îáùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

x′′ = f(t, x, x′), t ∈ [0, 1] = I, (3)

x(0) = 0, Hx = 0, α ≤ x ≤ β, (4)
ãäå f : I×(0, +∞)×R → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè: f(·, x, y) èçìåðèìà
íà I ïðè ôèêñèðîâàííûõ (x, y) ∈ (0, +∞)×R, f(t, ·, ·) íåïðåðûâíà íà (0, +∞)×R ïðè
ôèêñèðîâàííîì t ∈ I è äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà P ∈ (0, +∞)×R íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ g ∈ L1(I, R) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (t, x, y) ∈ I × P ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
| f(t, x, y) |≤ g(t), H � íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, à α ∈ C(I, R) è β ∈ C((0, 1], R)
� íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: α(0) = 0, α(t) > 0 äëÿ
t ∈ (0, 1], β � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, α ≤ β, äëÿ ëþáîãî a ∈ (0, 1) ôóíêöèè α è β
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà [a, 1] è äëÿ ëþáûõ t1 ∈ (0, 1) è t2 ∈ (t1, 1) èç
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ α′(t1), α′(t2), β′(t1) è β′(t2) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

α′(t2)− α′(t1) ≥
∫ t2

t1

f(t, α(t), α′(t))dt,
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β′(t2)− β′(t1) ≤
∫ t2

t1

f(t, β(t), β′(t))dt.

Íåïðåðûâíîñòü H ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé xi ∈ C(I, R), i = 1, 2, ..., ëåæàùèõ ìåæäó α è β, òàêàÿ, ÷òî íà èíòåðâàëå (0, 1]
xi íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, xi ñõîäÿòñÿ â íîðìå C ê ôóíêöèè x ∈ C(I, R),
êîòîðàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (0, 1], è äëÿ ëþáîãî a ∈ (0, 1) xi

ñõîäÿòñÿ ê x â íîðìå C1 íà èíòåðâàëå [a, 1]. Òîãäà limi→∞ Hxi = Hx.
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ x ∈ C(I, R), ëåæàùàÿ ìåæäó α è β, íàçûâàåòñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) ïðè x(0) = 0, åñëè íà èíòåðâàëå (0, 1] îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (3).

Äàëåå ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ïóñòü a ∈ [0, 1) è b ∈ (a, 1]. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x : (a, b) → R óðàâíåíèÿ (3),

ëåæàùåãî ìåæäó α è β, èç limt→a+ x(t) > 0 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

sup{| x′(t) |: t ∈ (a, b)} < +∞.

2. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x : I → R óðàâíåíèÿ (3), ëåæàùåãî ìåæäó α è β, èç
x(0) = 0 è x(1) = α(1) ñëåäóåò Hx ≤ 0, à èç x(0) = 0 è x(1) = β(1) ñëåäóåò Hx ≥ 0.

Òåîðåìà 1. Åñëè ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ 1 è 2, òî êðàåâàÿ çàäà÷à (3)-(4) èìååò
ðåøåíèå, ëåæàùåå ìåæäó α è β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé α(1) = β(1). ßñíî, ÷òî ðåøåíèå x çàäà÷è
Äèðèõëå

x′′ = f(t, x, x′), x(0) = 0, x(1) = α(1), α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ (0, 1] (5)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (3)-(4), òàê êàê èç óñëîâèÿ 2 ñëåäóåò Hx = 0.
Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå (5). Ïóñòü ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ai ∈ (0, 1), i = 1, 2, ... òàêàÿ, ÷òî limi→∞ ai = 0, à xi : [ai, 1] → R � ðåøåíèå
çàäà÷è Äèðèõëå

x′′ = f(t, x, x′), x(ai) = α(ai), x(1) = α(1), α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [ai, 1].

Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi, i = 1, 2, ... ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ê ðåøåíèþ x :
(0, 1] → R óðàâíåíèÿ (3) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, íà èíòåðâàëå [a1, 1]
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi êîìïàêòíà â íîðìå C1, ÷òî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ 1 è óñëîâèé
Êàðàòåîäîðè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi1, i = 1, 2, ..., êî-
òîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x : [a1, 1] → R óðàâíåíèÿ (3) íà èíòåðâàëå [a1, 1] â íîðìå
C1. Àíàëîãè÷íî íà èíòåðâàëå [a2, 1] íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi2, i = 1, 2, ...
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi1, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x : [a2, 1] → R óðàâíåíèÿ (3)
íà èíòåðâàëå [a2, 1]. Ïðîäîëæàÿ, ïîëó÷èì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè xij, i = 1, 2, ..., j =
1, 2, ..., êîòîðûå ñõîäÿòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëàõ ê ðåøåíèþ x : (0, 1] → R
óðàâíåíèÿ (3). ßñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xii, i = 1, 2, ... ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
x : (0, 1] → R óðàâíåíèÿ (3) â íîðìå C1 íà ëþáîì èíòåðâàëå [ai, 1]. Äëÿ ïðîñòîòû
îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ñõîäèòñÿ ê x. Ïîêà-
æåì, ÷òî limt→0+ inf x(t) = limt→0+ sup x(t). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:

lim
t→0+

inf x(t) < c < d < lim
t→0+

sup x(t). (6)
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Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bi ∈ (0, 1), i = 1, 2, ... òàêàÿ, ÷òî limi→∞ bi =
0, x(bi) > d è x′(bi) = 0. Èç óñëîâèÿ Êàðàòåîäîðè ñëåäóåò, ÷òî ïðè bi, äîñòàòî÷íî
áëèçêîì ê 0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî x(t) > c, t ∈ (0, bi), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðà-
âåíñòâàì (6). Ñóùåñòâîâàíèå limt→0+ x(t) = x0 äîêàçàíî. Äîîïðåäåëèì ðåøåíèå x â 0
ðàâåíñòâîì x(0) = x0. ßñíî, ÷òî x ∈ C(I, R). Ïîêàæåì, ÷òî x(0) = 0. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå: x(0) > 0. Èç óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ x′ îãðàíè÷åíà íà (0, 1)
è x � îáû÷íîå ðåøåíèå. Ïóñòü a ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî α(t) < c = x(0)/2, t ∈ [0, a] è
ðåøåíèÿ y çàäà÷ Êîøè

y′′ = f(t, y, y′), y(a) = x(a), y′(a) = x′(a) (7)

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
y(t) > c, t ∈ [0, a]. (8)

ßñíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ai < a, xi(a) > c è
xi(ai) = α(ai) < c. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ
äëÿ âñåõ i. Òîãäà íàéäóòñÿ bi ∈ (ai, a) òàêèå, ÷òî xi(bi) = c è xi(t) > c, t ∈ (bi, a).
Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ y :
[a, b] → R çàäà÷è Êîøè (7) òàêîìó, ÷òî y(b) = c è y(t) ≥ c äëÿ t ∈ [b, a]. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (8) äîêàçûâàåò, ÷òî x(0) = 0. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
çàäà÷è Äèðèõëå (5) äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé α(1) < β(1) è äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x : I → R óðàâíåíèÿ (3),
ëåæàùåãî ìåæäó α è β, èç x(0) = 0 è x(1) = α(1) ñëåäóåò Hx < 0, à èç x(0) = 0 è
x(1) = β(1) ñëåäóåò Hx > 0. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ b0 ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
a ∈ (0, b0) è äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x : [a, 1] → R çàäà÷è Äèðèõëå

x′′ = f(t, x, x′), x(a) = α(a), x(1) = α(1), α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [a, 1]

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Hlax < 0, ãäå lax(t) = x((t − a)(1 − a)−1). Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai ∈ (0, 1), i = 1, 2, . . . òàêàÿ, ÷òî
limi→+∞ ai = 0 è ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ xi : [ai, 1] → R çàäà÷ Äèðèõëå

x′′ = f(t, x, x′), x(a) = α(a), x(1) = α(1), α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [ai, 1]

òàêèå, ÷òî Hlai
xi ≥ 0. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü xi ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x : (0, 1] → R óðàâíåíèÿ (3) è limt→0+ x(t) = 0. Ïóñòü
x(0) = 0. Òîãäà x ∈ C(I, R). Äëÿ ëþáîãî a ∈ (0, 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ñõîäèòñÿ
ê x íà [a, 1] â íîðìå C1. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ñõîäèòñÿ ê x íà I â
íîðìå C. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå,
÷òî xi(t) < ε äëÿ t ∈ (0, δ) ∩ [ai, 1]. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ ε > 0
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bi ∈ (0, 1), i = 1, 2, ... òàêàÿ, ÷òî limi→∞ bi = 0 è ñïðàâåäëèâû
óñëîâèÿ xi(bi) ≥ ε, x′i(bi) = 0 è xi(t) > ε/2 > α(t) äëÿ t ∈ [ai, bi], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ xi(ai) = α(ai). Ñëåäîâàòåëüíî, limi→∞ Hlai

xi = Hx ≥ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì b0 ∈
(0, 1) äëÿ ëþáîãî a ∈ (0, b0) è ëþáîãî ðåøåíèÿ x : [a, 1] → R çàäà÷è Äèðèõëå

x′′ = f(t, x, x′), x(a) = α(a), x(1) = β(1), α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [a, 1]

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Hlax > 0.
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Äàëåå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2 (ñì.[3]). Ïóñòü a ∈ (0, 1), b ∈ (a, 1], H1 è H2 � íåïðåðûâíûå ôóíêöèî-

íàëû â C1. Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à

x′′ = f(t, x, x′), H1x = 0, H2x = 0, α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [a, b]

èìååò ðåøåíèå, åñëè äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x : [a, b] → R óðàâíåíèÿ (3), ëåæàùåãî
ìåæäó α è β, ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ

x(a) = α(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x ≤ 0 ∨H2x ≤ 0,
x(a) = α(a) ∧H2x = 0 ⇒ H1x ≤ 0,

x(a) = α(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x ≤ 0 ∨H2x ≥ 0,
x(b) = β(b) ∧H1x = 0 ⇒ H2x ≥ 0,

x(a) = β(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x ≥ 0 ∨H2x ≥ 0,
x(a) = β(a) ∧H2x = 0 ⇒ H1x ≥ 0,

x(a) = β(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x ≥ 0 ∨H2x ≤ 0,
x(b) = α(b) ∧H1x = 0 ⇒ H2x ≤ 0.

(9)

Ïðèìåíèì òåîðåìó 2 ê êðàåâîé çàäà÷å

x′′ = f(t, x, x′), x(a) = α(a), Hlax = 0, α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [a, 1] (10)

ïðè a ∈ (0, b0), H1x = x(a)−α(a) è H2x = Hlax. ßñíî, ÷òî óñëîâèÿ (9) âûïîëíÿþòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, êðàåâàÿ çàäà÷à (10) èìååò ðåøåíèå xa. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé xai

, i = 1, 2, ..., êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
x : I → R óðàâíåíèÿ (3). ßñíî, ÷òî x(0) = 0 è èç Hlai

xai
= 0 ñëåäóåò Hx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, êðàåâàÿ çàäà÷à (3)-(4) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ðåøåíèå.
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ α(1) < β(1). Ïóñòü äëÿ ε > 0 Hεx = Hx +

ε(2x(1)− α(1)− β(1)). Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à

x′′ = f(t, x, x′), x(0) = 0, Hεx = 0, α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ (0, 1]

ïî ïðåäûäóùåìó èìååò ðåøåíèå xε. Ïóñòü εi ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî limi→∞ εi = 0 è xεi

ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ x : I → R óðàâíåíèÿ (3). Ñõîäèìîñòü íà I â íîðìå C, à äëÿ
ëþáîãî èíòåðâàëà [a, 1], a ∈ (0, 1) ñõîäèìîñòü â íîðìå C1. Èç limi→∞ Hεi

xεi
= Hx = 0

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3)-(4).
Â ðàáîòå [1] äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (2) íàéäåíî α(t) = a(2λ)−1t− bt2, ãäå a = λ(λ2 +

8/λ)−1/2 è b = a(2λ)−1(1−v)(3−v)−1, è ôàêòè÷åñêè íàéäåíî β(t) = (2λ)−1t+(2λ)−1(1−
v)(1 + v)−1.
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