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O eäèícòâeííocòè peøeíèÿ êpaeâûx çaäa÷ äëÿ
cècòeìû äâyx äèôôepeíöèaëüíûx ypaâíeíèé
ïepâoão ïopÿäêa c ëèíeéíûìè ãpaíè÷íûìè

ycëoâèÿìè, II
B.Ä. Ïoíoìapeâ

Àííîòàöèÿ. Äoêaçûâaþòcÿ òeopeìû eäèícòâeííocòè peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è

x′ = h(t, x, y), y′ = f(t, x, y),

a1x(a) + a2x(b) + a3y(a) + a4y(b) + a5 = 0,

b1x(a) + b2x(b) + b3y(a) + b4y(b) + b5 = 0.

ÓÄÊ 517.927

Paccìoòpèì cècòeìy äâyx äèôôepeíöèaëüíûx ypaâíeíèé

x′ = h(t, x, y), y′ = f(t, x, y), (1)

co cëeäyþùèìè ëèíeéíûìè êpaeâûìè ycëoâèÿìè:

L1 = a1x(a) + a2x(b) + a3y(a) + a4y(b) + a5 = 0,
L2 = b1x(a) + b2x(b) + b3y(a) + b4y(b) + b5 = 0,

(2)

ãäe ôyíêöèè h, f : I×R2 → R, I = [a, b], −∞ < a < b < +∞, yäoâëeòâopÿþò ycëoâèþ
Kapaòeoäopè [1], ai, bi ∈ R, i = 1, ..., 5. Ïoëoæèì ∆ij = aibj − ajbi, ãäe i, j ∈ {1, ..., 4}.
O÷eâèäío ∆ij = −∆ji. Heïocpeäcòâeííoé ïoäcòaíoâêoé ïpoâepÿeòcÿ cïpaâeäëèâocòü
paâeícòâa:

∆12∆34 + ∆13∆42 + ∆14∆23 = 0. (3)
Hèæe áyäyò ïpèâeäeíû äocòaòo÷íûe ycëoâèÿ eäèícòâeííocòè peøeíèÿ êpaeâoé

çaäa÷è (1)-(2), oáoáùaþùèe cooòâeòcòâyþùèe peçyëüòaòû èç paáoò [2]-[3]. Hacòoÿùaÿ
paáoòa ÿâëÿeòcÿ ïpoäoëæeíèeì paáoòû [6].

B äaëüíeéøeì íaì ïoòpeáyþòcÿ cëeäyþùèe ycëoâèÿ è òeopeìa.
M1) h(t, x, y) còpoão âoçpacòaeò ïo y ∈ R ïpè ôèêcèpoâaííûx (t, x) ∈ I ×R;
M2) h(t, x, y) âoçpacòaeò ïo y ∈ R ïpè ôèêcèpoâaííûx (t, x) ∈ I ×R;
M3) f(t, x, y) còpoão âoçpacòaeò ïo x ∈ R ïpè ôèêcèpoâaííûx (t, y) ∈ I ×R;
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M4) f(t, x, y) âoçpacòaeò ïo x ∈ R ïpè ôèêcèpoâaííûx (t, y) ∈ I ×R.
Äëÿ ëþáoão M ∈ (0,∞) íaéäyòcÿ ki ∈ L(I), i = 1, ..., 8 òaêèe, ÷òo äëÿ ëþáûx

(t, x1, x2, y1, y2) ∈ I × [−M, M ]4 âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ
E1) h(t, x1, y1)− h(t, x2, y1) ≤ K1(t)(x1 − x2), x1 ≥ x2;
E2) h(t, x1, y1)− h(t, x2, y1) ≤ K2(t)(x1 − x2), x1 ≤ x2;
E3) h(t, x1, y1)− h(t, x2, y1) ≥ K3(t)(x1 − x2), x1 ≥ x2;
E4) h(t, x1, y1)− h(t, x2, y1) ≥ K4(t)(x1 − x2), x1 ≤ x2;
E5) f(t, x1, y1)− f(t, x1, y2) ≤ K5(t)(y1 − y2), y1 ≥ y2;
E6) f(t, x1, y1)− f(t, x1, y2) ≤ K6(t)(y1 − y2), y1 ≤ y2;
E7) f(t, x1, y1)− f(t, x1, y2) ≥ K7(t)(y1 − y2), y1 ≥ y2;
E8) f(t, x1, y1)− f(t, x1, y2) ≥ K8(t)(y1 − y2), y1 ≤ y2.
Ïycòü (x1(t), y1(t)), (x2(t), y2(t)), t ∈ I � peøeíèÿ òeopeìû (1).
A1) Äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b) èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(b) > x2(b)

è y1(b) ≥ y2(b);
A2) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) < y2(t0) cëeäyeò x1(a) > x2(a)

è y1(a) < y2(a);
A3) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b) èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(b) > x2(b)

è y1(b) > y2(b);
A4) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) < y2(t0) cëeäyeò x1(a) > x2(a)

è y1(a) ≤ y2(a);
A5) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b) èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(b) ≥ x2(b)

è y1(b) > y2(b);
A6) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(a) > x2(a)

è y1(a) < y2(a);
A7) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b) èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(b) > x2(b)

è y1(b) > y2(b);
A8) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(a) ≥ x2(a)

è y1(a) < y2(a);
A9) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) < y2(t0) cëeäyeò x1(a) > x2(a)

è y1(a) < y2(a);
A10) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(b) > x2(b)

è y1(b) > y2(b);
A11) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) ≥ x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(b) ≥ x2(b)

è y1(b) > y2(b);
A12) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) ≤ y2(t0) cëeäyeò x1(a) > x2(a)

è y1(a) ≤ y2(a);
A13) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) ≥ y2(t0) cëeäyeò x1(b) > x2(b)

è y1(b) ≥ y2(b);
A14) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) ≥ x2(t0) è y1(t0) < y2(t0) cëeäyeò x1(a) ≥ x2(a)

è y1(a) < y2(a);
A15) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) < x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(a) < x2(a)

è y1(a) > y2(a);
A16) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(a) < x2(a)

è y1(a) > y2(a);
A17) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) < x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(a) ≤ x2(a)

è y1(a) > y2(a);
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A18) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(a) < x2(a)
è y1(a) ≥ y2(a);

A19) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) < x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(a) < x2(a)
è y1(a) > y2(a);

A20) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) ≤ x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(a) ≤ x2(a)
è y1(a) > y2(a);

A21) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) < x2(t0) è y1(t0) ≥ y2(t0) cëeäyeò x1(a) < x2(a)
è y1(a) ≥ y2(a).

bf Teopeìa 1. Ïycòü (x1(t), y1(t)), (x2(t), y2(t)), t ∈ I � peøeíèÿ cècòeìû (1). Toãäa
èç ycëoâèé

1) M1, M4, E3, E4, E8 cëeäyeò A1;
2) M1, M4, E1, E2, E6 cëeäyeò A2;
3) M1, M4, E3, E4, E7 cëeäyeò A3;
4) M1, M4, E1, E2, E7 cëeäyeò A4;
5) M2, M3, E4, E7, E8 cëeäyeò A5;
6) M2, M3, E1, E7, E8 cëeäyeò A6;
7) M2, M3, E3, E7, E8 cëeäyeò A7;
8) M2, M3, E2, E7, E8 cëeäyeò A8;
9) M2, M4, E1, E8 cëeäyeò A9;
10) M2, M4, E3, E7 cëeäyeò A10;
11) M2, M3, E4, E7 cëeäyeò A11;
12) M2, M4, E1, E7 cëeäyeò A12;
13) M2, M4, E3, E8 cëeäyeò A13;
14) M2, M4, E2, E8 cëeäyeò A14;
15) M2, M3, E2, E5, E8 cëeäyeò A15;
16) M1, M4, E3, E4, E5 cëeäyeò A16;
17) M2, M3, E3, E5, E6 cëeäyeò A17;
18) M1, M4, E1, E4, E6 cëeäyeò A18;
19) M2, M4, E4, E5 cëeäyeò A19;
20) M2, M3, E3, E5 cëeäyeò A20;
21) M2, M4, E4, E6 cëeäyeò A21.
Äoêaçaòeëücòâo òeopeìû äaío â [4].
Ïpèâeäeì òeopeìy â òepìèíax ïoâeäeíèÿ peøeíèé cècòeìû (1) (A1-A21), äaþùèx

äocòaòo÷íûe ycëoâèÿ eäèícòâeííocòè peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (1)-(2).
Teopeìa 2. Ïycòü âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ (A2∨A4)∧ (A3∨A11∨A16∨A18)∧ (A3∨

A9∨A11∨A12∨A14)∧(A5∨A6∨A7∨A12)∧(A5∨A7∨A21)∧(A9∨A12)∧(A10∨A11)∧A19,
∆14 6= 0, ε∆12 ≥ 0, ε∆13 ≥ 0, ε∆24 ≥ 0, ε∆43 ≥ 0, ãäe ε = sign ∆12 . Toãäa êpaeâaÿ
çaäa÷a (1)-(2) íe ìoæeò èìeòü áoëee oäíoão peøeíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïpeäïoëoæèì, ÷òo êpaeâaÿ çaäa÷a (1)-(2) èìeeò äâa peøeíèÿ:
(x1(t), y1(t)) è (x2(t), y2(t)). Toãäa ôyíêöèè

u(t) = x1(t)− x2(t), v(t) = y1(t)− y2(t)

yäoâëeòâopÿþò cëeäyþùèì êpaeâûì ycëoâèÿì:

a1u(a) + a2u(b) + a3v(a) + a4v(b) = 0,
b1u(a) + b2u(b) + b3v(a) + b4v(b) = 0.

(4)
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Èç cècòeìû (4) èìeeì
u(a) =

∆43v(a) + ∆42u(b)

∆14

, (5)

v(b) =
∆31v(a) + ∆21u(b)

∆14

. (6)

Paccìoòpèì cëeäyþùèe cooòíoøeíèÿ:
1) ∆2

42 + ∆2
43 = 0, ∆2

21 + ∆2
31 = 0;

2) ∆2
42 + ∆2

43 6= 0, ∆2
21 + ∆2

31 = 0;
3) ∆2

42 + ∆2
43 = 0, ∆2

21 + ∆2
31 6= 0;

4) ∆2
42 + ∆2

43 6= 0, ∆2
21 + ∆2

31 6= 0.
Èç cooòíoøeíèÿ 1 èìeeì u(a) = v(b) = 0, ÷òo â cèëy òeopeìû 3 èç paáoòû [5]

äaeò u(t) = v(t) = 0 äëÿ ëþáûx t ∈ I. Äoêaçaòeëücòâo äëÿ cooòíoøeíèé 2-4 ïpoxoäèò
aíaëoãè÷ío. Paçáepeì, íaïpèìep, cooòíoøeíèe 4. Äëÿ ýòoão paccìoòpèì cëeäyþùèe
cëy÷aè:

a) ∆42 = 0, ∆43 6= 0, ∆21 6= 0, ∆31 = 0;
b) ∆42 = 0, ∆43 6= 0, ∆21 = 0, ∆31 6= 0;
c) ∆42 = 0, ∆43 6= 0, ∆21 6= 0, ∆31 6= 0;
d) ∆42 6= 0, ∆43 = 0, ∆21 6= 0, ∆31 = 0;
e) ∆42 = 0, ∆43 = 0, ∆21 = 0, ∆31 6= 0;
f) ∆42 6= 0, ∆43 = 0, ∆21 6= 0, ∆31 = 0;
g) ∆42 6= 0, ∆43 6= 0, ∆21 6= 0, ∆31 = 0;
h) ∆42 6= 0, ∆43 6= 0, ∆21 = 0, ∆31 6= 0;
i) ∆42 6= 0, ∆43 6= 0, ∆21 6= 0, ∆31 6= 0.
Ïpeäïoëoæèì, ÷òo ε = 1(cëy÷aé ε = −1 paccìaòpèâaeòcÿ aíaëoãè÷ío). Toãäa

∆14 > 0, ∆12 ≥ 0, ∆13 ≥ 0, ∆24 ≥ 0, ∆43 ≥ 0. Èç cooòíoøeíèÿ

∆14 ·∆23 = ∆12 ·∆43 + ∆13 ·∆24

cëeäyeò, ÷òo ∆23 ≥ 0. Çaìeòèì, ÷òo äëÿ cëy÷aeâ a), c), g), h), i) ∆23 > 0, a äëÿ cëy÷aeâ
b), d), e), f) ∆23 = 0.

Paccìoòpèì cëy÷aé i)(ocòaëüíûe paçáèpaþòcÿ aíaëoãè÷ío). Èç (5), (6) èìeeì

u(a) =
∆43

∆14

(v(a) +
∆42

∆43

u(b)), (7)

v(b) =
∆31

∆14

(v(a) +
∆21

∆31

u(b)). (8)

He òepÿÿ oáùíocòè, c÷èòaeì u(a) ≥ 0. Äëÿ cëy÷aÿ i) èìeeì

∆14 > 0, ∆12 > 0, ∆13 > 0, ∆24 > 0, ∆43 > 0. (9)

Èç (3) è (9) ïoëy÷aeì
∆42

∆43

<
∆21

∆31

. (10)

Taê êaê u(a) ≥ 0, òo èç (7) è (9) èìeeì

v(a) +
∆42

∆43

u(b) ≥ 0.
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Paccìoòpèì äâa cëy÷aÿ
I. Ïycòü

v(a) +
∆42

∆43

u(b) > 0. (11)

Èç (7) èìeeì u(a) > 0. Ïycòü v(a) > 0. Toãäa, ècïoëüçyÿ A10 ∨A11, ïoëy÷aeì u(b) ≥ 0
è v(b) > 0. Ho èç (8) cëeäyeò â ýòoì cëy÷ae v(b) < 0, ÷òo ïpoòèâope÷èâo. Ïycòü
v(a) = 0. Toãäa èç

u(a) =
∆43

∆14

· ∆42

∆43

u(b), v(b) =
∆31

∆14

· ∆21

∆31

u(b)

èìeeì
u(a) > 0, v(a) = 0, u(b) < 0, v(b) > 0.

Ècïoëüçyÿ A5 ∨ A7 ∨ A21, èìeeì u(b) ≥ 0, ÷òo ïpoòèâope÷èâo.
Ïycòü v(a) < 0. Toãäa èç (11) èìeeì u(b) < 0. B çaâècèìocòè oò çíaêa v(b) pac-

cìoòpèì òpè cëy÷aÿ:
1) u(a) > 0, v(a) < 0, u(b) < 0, v(b) = 0;
2) u(a) > 0, v(a) < 0, u(b) < 0, v(b) > 0;
3) u(a) > 0, v(a) < 0, u(b) < 0, v(b) < 0.
B cëy÷ae 1) èìeeì

v(a) +
∆21

∆31

u(b) = 0,

÷òo â äaííoé cèòyaöèè ïpoòèâope÷èâo.
B cèëy A19 íeâoçìoæeí cëy÷aé 2).
Äëÿ òpeòüeão cëy÷aÿ èç (8) èìeeì

0 > v(b) =
∆31

∆14

(v(a) +
∆21

∆31

u(b)) > 0,

÷òo ïpoòèâope÷èâo.
II. Paccìoòpèì cëy÷aé

v(a) +
∆42

∆43

u(b) = 0. (12)

B cèëy (7) èìeeì u(a) = 0.
Ïoäcòaâëÿÿ (12) â (8), ïoëy÷èì

v(b) =
∆31

∆14

(
∆21

∆31

− ∆42

∆43

)u(b).

Cëeäoâaòeëüío, âoçìoæíû òoëüêo cëeäyþùèe cëy÷aè:
1) u(a) = 0, v(a) > 0, u(b) > 0, v(b) < 0;
2) u(a) = 0, v(a) < 0, u(b) < 0, v(b) > 0;
3) u(a) = 0, v(a) = 0, u(b) = 0, v(b) = 0.
B cèëy ycëoâèÿ A3 ∨ A9 ∨ A11 ∨ A12 ∨ A14 íeâoçìoæíû cooòíoøeíèÿ 1). Cëy÷aé

2) íeâoçìoæeí â cèëy ycëoâèÿ A19. Teopeìa 3 èç paáoòû [5] äaeò u(t) = v(t) = 0 äëÿ
ëþáûx t ∈ I.
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Èòaê, ïpeäïoëoæeíèe o òoì, ÷òo êpaeâaÿ çaäa÷a (1)-(2) èìeeò äâa paçëè÷íûx
peøeíèÿ, ïpèâoäèò ê ïpoòèâope÷èþ âo âcex âoçìoæíûx cëy÷aÿx, a ïoýòoìy êpaeâaÿ
çaäa÷a (1)-(2) ìoæeò èìeòü íe áoëee oäíoão peøeíèÿ. Teopeìa äoêaçaía.

Côopìyëèpyeì òeopeìy 2 â òepìèíax ycëoâèé M1 −M4, E1 = E8.
Teopeìa 3. Ïycòü âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ M1, M3, E1 − E4, E5, E7, E8 è

∆14 6= 0, ε∆12 ≥ 0, ε∆13 ≥ 0, ε∆24 ≥ 0, ε∆43 ≥ 0,

ãäe ε = sign ∆12 . Toãäa êpaeâaÿ çaäa÷a (1)-(2) íe ìoæeò èìeòü áoëee oäíoão peøeíèÿ.
Cïpaâeäëèâocòü ýòoé òeopeìû cëeäyeò èç òeopeìû 1.
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V.Ponomarev. On uniqueness of a solution of boundary value problems for a system
of two �rst-order di�erential equations with linear boundary conditions. II.

Summary. Theorems of uniqueness of a solution of the boundary value problems

x′ = h(t, x, y), y′ = f(t, x, y),

a1x(a) + a2x(b) + a3y(a) + a4y(b) + a5 = 0,

b1x(a) + b2x(b) + b3y(a) + b4y(b) + b5 = 0



94

are proved in the paper.
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V.Ponomarjovs Par robe�zprobl	emu atrisin	ajuma unit	ati divu pirm	as k	artas parasto
diferenci	alvien	adojumu sist	emai ar line	ariem robe�znosac	�jumiem. II.

Anot	acija. Rakst	a pier	ad	�tas unit	ates teor	emas robe�zprobl	emu

x′ = h(t, x, y), y′ = f(t, x, y),

a1x(a) + a2x(b) + a3y(a) + a4y(b) + a5 = 0,

b1x(a) + b2x(b) + b3y(a) + b4y(b) + b5 = 0.
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