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Ñâîéñòâà âåðõíèõ è íèæíèõ ôóíêöèé
À.ß.Ëåïèí

Àííîòàöèÿ. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî âåðõíèå è íèæíèå ôóíêöèè ìîæíî çàìåíèòü íà àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå âåðõíèå
è íèæíèå ôóíêöèè.

ÓÄÊ 517.927

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

x′′ = f(t, x, x′), t ∈ I = [a, b], (1)

ãäå ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè. Â ðàáîòå [1] È.Ò.Êèãóðàäçå äàë
îïðåäåëåíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ ôóíêöèé óðàâíåíèÿ (1), êîòîðîå ïðèâåäåì â óäîáíîé
äëÿ íàñ ôîðìå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèè α, β : I → R, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ëèïøèöà,
íàçûâàþòñÿ íèæíåé è âåðõíåé ôóíêöèÿìè óðàâíåíèÿ (1), åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê t1 ∈
(a, b) è t2 ∈ (t1, b), â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå, âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

α′(t2)− α′(t1) ≥
∫ t2

t1

f(t, α(t), α′(t))dt,

β′(t2)− β′(t1) ≤
∫ t2

t1

f(t, β(t), β′(t))dt.

Äëÿ òàê îïðåäåëåííûõ íèæíèõ è âåðõíèõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàç-
ëîæåíèÿ: α′ = α11+α12+α13, β′ = β11+β12+β13, ãäå α11, β11 � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè, α12, β12 � ñèíãóëÿðíûå ôóíêöèè è α13, β13 � ôóíêöèè ñêà÷êîâ. Ïðè ýòîì α12

è α13 íå óáûâàþò, à β12 è β13 íå âîçðàñòàþò.
Ôèêñèðóåì íèæíþþ ôóíêöèþ α óðàâíåíèÿ (1) è âåðõíþþ ôóíêöèþ β óðàâíåíèÿ

(1). Ïóñòü α ≤ β. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò íèæíÿÿ ôóíêöèÿ α∗ ∈ AC1(I, R) è
âåðõíÿÿ ôóíêöèÿ β∗ ∈ AC1(I, R) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

α ≤ α∗ ≤ β∗ ≤ β, α(a) = α∗(a), α′(a) = α′∗(a), α(b) = α∗(b), α′(b) = α′∗(b),
β(a) = β∗(a), β′(a) = β′∗(a), β(b) = β∗(b), β′(b) = β′∗(b).

(2)
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Òåîðåìà 1 Íàéäóòñÿ íèæíÿÿ ôóíêöèÿ α∗ ∈ AC1(I, R) è âåðõíÿÿ ôóíêöèÿ β∗ ∈
AC1(I, R) òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå íèæíåé ôóíêöèè α∗. Èç ëîêàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè (ñì.[2]) äëÿ α ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå δ > 0 òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ
t1 ∈ [a, b) è t2 ∈ (t1, b] èç t2 − t1 < δ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ x : [t1, t2] → R
óðàâíåíèÿ (1) òàêîãî, ÷òî x(t1) = α(t1), x(t2) = α(t2) è α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [t1, t2].
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τi ∈ (a, b), i ∈ {...,−1, 0, 1, ...} òàêàÿ,
÷òî ... < τ−1 < τ0 < τ1 < ..., limi→−∞ τi = a, limi→+∞ τi = b è ðåøåíèÿ xi : [τi, τi+1] → R
óðàâíåíèÿ (1) òàêèå, ÷òî xi(τi) = α(τi), xi(τi+1) = α(τi+1) è α(t) ≤ xi(t) ≤ β(t), t ∈
[τi, τi+1]. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ α0 : I → R ñëåäóþùèì îáðàçîì: α0(a) = α(a), α0(t) =
xi(t), t ∈ [τi, τi+1], i ∈ {...,−1, 0, 1, ...} è α0(b) = α(b). Ïîêàæåì, ÷òî limt→a+ α0(t) =
α(a) è limt→b− α0(t) = α(b). Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn ∈ (a, b), n = 1, 2, ... òàêàÿ, ÷òî limn→∞ tn = a,
limn→∞ α0(tn) = c > α(a) è α′0(tn) = 0, n = 1, 2, .... Íî ðåøåíèå x çàäà÷è Êîøè

x′′ = f(t, x, x′), x(tn) = α0(tn), x′(tn) = α′0(tn) = 0

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó x(t) > α(t), t ∈ [a, tn], ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ α0. Ðàâåíñòâî limt→b− α0(t) = α(b) äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî. Ïîêàæåì, ÷òî α0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî limt→a+ α′0(t) = α′(a) è limt→b− α′0(t) = α′(b). Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn ∈ (a, b), n = 1, 2, ... òàêàÿ,
÷òî limn→∞ tn = a è limn→∞ α′0(tn) = c < α′(a). Ïóñòü c1, c2 ∈ R òàêèå, ÷òî c <
c1 < c2 < α′(a). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α′n(tn) < c1 è èç
tn ∈ (τi, τi+1) ñëåäóåò α′0l(τi) > c2. Òîãäà ñóùåñòâóþò òî÷êè an ∈ (τi, tn) è bn ∈ (an, tn)
òàêèå, ÷òî α′0(an) = c2, α′0(bn) = c1 è c1 < α′0(t) < c2, t ∈ (an, bn). Òîãäà èç

α′0(bn)− α′0(an) =

∫ bn

an

f(t, α0(t), α
′
0(t))dt

ñëåäóåò

c1 − c2 = lim
n→∞

(α′0(bn)− α′0(an)) = lim
n→∞

∫ bn

an

f(t, α0(t), α
′
0(t))dt = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èâî. Ñëó÷àé, êîãäà limn→∞ α′0(tn) = c > α′(a), ðàññìàòðèâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî limt→b− α′0(t) = α′(b). ßñíî, ÷òî äëÿ
ëþáûõ t1 ∈ (a, b) è t2 ∈ (t1, b) èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ α′0(t1) è α′0(t2) ñëåäóåò

α′0(t2)− α′0(t1) ≥
∫ t2

t1

f(t, α0(t), α
′
0(t))dt.

Ñëåäîâàòåëüíî, α0 � íèæíÿÿ ôóíêöèÿ.
Ïóñòü L � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè α0 è g ∈ L1(I, [0,∞)) � ôóíêöèÿ èç

óñëîâèé Êàðàòåîäîðè, äëÿ êîòîðîé

| f(t, x, x′) |≤ g(t), (t, x, x′) ∈ {(t, x, x′) : t ∈ I, α(t) ≤ x ≤ β(t), x′ ∈ [−L,L]}.
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Ðàññìîòðèì òî÷êó τi, äëÿ êîòîðîé α0l(τi) < α0r(τi), è ïîêàæåì, êàê ìîæíî ñãëàäèòü
ôóíêöèþ α0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè τi. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

x′′ = g(t) + c, x(ai) = α0(ai), x′(ai) = α′0(ai), (3)

ãäå ai ∈ (τi−1, τi) è c > 0. Ïóñòü òî÷êà di ∈ (τi, τi+1) äîñòàòî÷íî áëèçêà ê τi, c1 =
4L/(di−τi) è ai ñòîëü áëèçêà ê τi, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3) ïðè c = c1 ïåðåñåêàåò
α0 íà èíòåðâàëå (τi, di). Åñëè c2 äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3) ïðè
c = c2 íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ α0 íà èíòåðâàëå (a0, b0]. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ
c3 ∈ (c1, c2) òàêîå, ÷òî ðåøåíèå x çàäà÷è Êîøè (3) ïðè c = c3 êàñàåòñÿ α0 â òî÷êå
bi ∈ (τi, di). Ïóñòü α1(t) = x(t), t ∈ [ai, bi] è α1(t) = α0(t), t ∈ [a, ai] ∪ [bi, b]. Èç
β′l(τi) ≥ β′r(τi) ñëåäóåò, ÷òî α(τi) = α0(τi) < β(τi). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè di, äîñòàòî÷íî
áëèçêîì ê τi, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî α1 ≤ β. ßñíî, ÷òî α1 � íèæíÿÿ ôóíêöèÿ.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ñãëàæèâàÿ óãëîâûå òî÷êè, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íèæíèõ
ôóíêöèé αn, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè α∗. ßñíî, ÷òî α∗ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L, ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ôóíêöèåé, äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî α ≤ α∗ ≤ β, α∗(a) = α(a), α′∗(a) = α′(a), α∗(b) = α(b) è α′∗(b) = α′(b). Àíàëîãè÷íî
ñòðîèòñÿ β∗.
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