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Çaäa÷a Äèpèxëe äëÿ ypaâíeíèÿ òpeòüeão ïopÿäêa
A.ß.Ëeïèí

Àííîòàöèÿ. Äëÿ äèôôepeíöèaëüíoão ypaâíeíèÿ òpeòüeão ïopÿäêa èccëeäyeòcÿ
còpyêòypa ìíoæecòâa peøeíèé çaäa÷è Äèpèxëe.

ÓÄÊ 517.927

Paccìoòpèì óðàâíåíèå
x′′′ = f(t, x, x′, x′′), (1)

ãäe f : [0, 1] × R3 → R yäoâëeòâopÿeò ycëoâèÿì Kapaòeoäopè. Ôèêcèpyeì α, β ∈
AC2([0, 1], R) òaêèe, ÷òo α < β. Äëÿ a ∈ [0, 1) è b ∈ (a, 1] oáoçía÷èì ÷epeç S(a, b)
ìíoæecòâo peøeíèé x : [a, b] → R ypaâíeíèÿ (1), yäoâëeòâopÿþùèx íepaâeícòâaì
α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [a, b],

Sα(a, b) = {x ∈ S(a, b) : (∃σ ∈ [a, b])(x(σ) = α(σ) ∧ x′(σ) = α′(σ))},
Sβ(a, b) = {x ∈ S(a, b) : (∃τ ∈ [a, b])(x(τ) = β(τ) ∧ x′(τ) = β′(τ))},

äëÿ A ∈ [α(a), β(a)] è B ∈ [α(b), β(b)] oáoçía÷èì ÷epeç D(a, b, A, B) ìíoæecòâo peøeíèé
çaäa÷è Äèpèxëe

x′′′ = f(t, x, x′, x′′), x(a) = A, x(b) = B, α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [a, b],

äëÿ U ∈ R oáoçía÷èì ÷epeç S(a,A, U) ìíoæecòâo peøeíèé x : [a, bx] → R, bx ∈ (a, 1]
çaäa÷è

x′′′ = f(t, x, x′, x′′), x(a) = A, x′(a) = U, α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [a, bx],

a S(b, B, U) oïpeäeëÿeòcÿ aíaëoãè÷ío.
Äaëee ïoíaäoáÿòcÿ cëeäyþùèe ycëoâèÿ.
1. Äëÿ ëþáûx a ∈ [0, 1) è b ∈ (a, 1] íaéäeòcÿ M ∈ (0,∞) òaêoe, ÷òo äëÿ ëþáoão

peøeíèÿ x : (a, b) → R ypaâíeíèÿ (1) èç α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ (a, b) cëeäyeò | x′′(t) |<
M , t ∈ (a, b).

2. Äëÿ ëþáûx a ∈ [0, 1), b ∈ (a, 1] è A,B,A1, B1 ∈ R peøeíèe x : [a, b] → R ëþáoé
èç êpaeâûx çaäa÷

x′′′ = f(t, x, x′, x′′), x(a) = A, x′(a) = A1, x(b) = B,

x′′′ = f(t, x, x′, x′′), x(a) = A, x(b) = B, x′(b) = B1,

ëeæaùee ìeæäy α è β, eäèícòâeíío.
3. Äëÿ ëþáûx a ∈ [0, 1) è b ∈ (a, 1] Sα(a, b) ∩ Sβ(a, b) = ®.
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Öeëü paáoòû � äoêaçaòü òeopeìy.
Teopeìa 1. Ecëè âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ 1�3, òo äëÿ ëþáûx A ∈ [α(0), β(0)] è

B ∈ [α(1), β(1)] ìíoæecòâo peøeíèé çaäa÷è Äèpèxëe D(0, 1, A,B) èìeeò ìèíèìaëüíoe
peøeíèe yAB ∈ Sα(0, 1) è ìaêcèìaëüíoe peøeíèe zAB ∈ Sβ(0, 1), äëÿ êoòopûx cï-
paâeäëèâo íepaâeícòâo yAB(t) < zAB(t), t ∈ (0, 1). Peøeíèÿ yAB è zAB íeïpepûâío
çaâècÿò oò (A,B). Äëÿ ëþáoão U ∈ [y′AB(0), z′AB(0)] cyùecòâyeò eäèícòâeííoe peøeíèe
sABU ∈ D(0, 1, A, B) òaêoe, ÷òo s′ABU(0) = U . Peøeíèe sABU íeïpepûâío çaâècèò oò
(A,B,U) è äëÿ ëþáoão V ∈ (U, z′AB(0)] cïpaâeäëèâo íepaâeícòâo sABU(t) < sABV (t),
t ∈ (0, 1).

Èç òeopeìû 1 íeïocpeäcòâeíío cëeäyeò òeopeìa 2 (cì.[1]-[3]).
Teopeìa 2. Ecëè âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ 1�3, H1, H2, H3 ∈ C(S(0, 1), R) è äëÿ

ëþáoão x ∈ S(0, 1) cïpaâeäëèâû ycëoâèÿ

x(0) = α(0) ⇒ H1x ≤ 0, x(0) = β(0) ⇒ H1x ≥ 0,

x(1) = α(1) ⇒ H2x ≤ 0, x(1) = β(1) ⇒ H2x ≥ 0,

x ∈ Sα(0, 1) ⇒ H3x ≤ 0, x ∈ Sβ(0, 1) ⇒ H3x ≥ 0,

òo êpaeâaÿ çaäa÷a

x′′′ = f(t, x, x′, x′′), H1x = 0, H2x = 0, H3x = 0, α ≤ x ≤ β

èìeeò peøeíèe.
Aíaëoãè÷íaÿ çaäa÷a èçy÷aëcü â [1]�[3] â ïpeäïoëoæeíèè, ÷òo α è β � peøeíèÿ

ypaâíeíèÿ (1). Cyùecòâoâaíèe èç eäèícòâeííocòè ïoäpoáío èçy÷aëocü äëÿ ypaâíeíèÿ
âòopoão ïopÿäêa (cì.[4]). Eäèícòâeííocòü êpaeâûx çaäa÷ ècïoëüçyeòcÿ è ïpè èc-
cëeäoâaíèè paçpeøèìocòè êpaeâûx çaäa÷ äëÿ ypaâíeíèÿ òpeòüeão ïopÿäêa (cì.[5]).
Çaìeòèì, ÷òo òeopeìa 1 c òo÷êè çpeíèÿ âepxíèx è íèæíèx ôyíêöèé íecêoëüêo íe-
oæèäaíía, òaê êaê ía α è β íe íaêëaäûâaþòcÿ ycëoâèÿ âèäa

α′′′(t) ≥ f(t, α(t), α′(t), α′′(t)), β′′′(t) ≤ f(t, β(t), β′(t), β′′(t)).

Ëeììa 1 (cì.[2]�[3]). Ecëè âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ 1-2, òo äëÿ ëþáûx a ∈ [0, 1),
b ∈ (a, 1], A ∈ [α(a), β(a)], B ∈ [α(b), β(b)] è y, z ∈ D(a, b, A, B) èç y ≤ z cëeäyeò, ÷òo
äëÿ ëþáoão U ∈ [y′(a), z′(a)] cyùecòâyeò eäèícòâeííoe peøeíèe sU êpaeâoé çaäa÷è

x′′′ = f(t, x, x′, x′′), x(a) = A, x′(a) = U, x(b) = B, y ≤ x ≤ z.

Peøeíèe sU íeïpepûâío çaâècèò oò U . Ecëè V ∈ (U, z′(a)], òo cïpaâeäëèâo íepaâeícòâo
sU(t) < sV (t), t ∈ (a, b).

Ëeììa 2. Ecëè âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ 1�3, òo äëÿ ëþáûx a ∈ [0, 1), b ∈ (a, 1],
c ∈ (a, b), A ∈ [α(a), β(a)], B ∈ [α(b), β(b)] è C ∈ [α(c), β(c)] êpaeâaÿ çaäa÷a

x′′′ = f(t, x, x′, x′′), x(a) = A, x(c) = C, x(b) = B, α ≤ x ≤ β (2)

èìeeò íe áoëee oäíoão peøeíèÿ.



37

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïycòü y, z : [a, b] → R � peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2) è y 6= z.
Áeç oãpaíè÷eíèÿ oáùíocòè ìoæío c÷èòaòü, ÷òo y(t) < z(t), t ∈ (a, c) è y(t) 6= z(t),
t ∈ (c, b). Èç ycëoâèÿ 2 cëeäyeò, ÷òo y′(a) < z′(a), y′(c) > z′(c) è y′(b) < z′(b). ßcío, ÷òo
y(t) > z(t), t ∈ (c, b). Ecëè C = α(c) èëè C = β(c), òo y′(c) = z′(c), ÷òo ïpoòèâope÷èò
íepaâeícòây y′(c) > z′(c). Cëeäoâaòeëüío, α(c) < C < β(c). Ecëè íaéäeòcÿ σ ∈ (c, b]
òaêoe, ÷òo z(t) > α(t), t ∈ (c, 0), z(σ) = α(σ) è z′(σ) = α′(σ), òo èç ycëoâèÿ 3
cëeäyeò, ÷òo z(t) < β(t), t ∈ (a, b), a ecëè z(a) = β(a), òo z′(a) < β′(a). Bûáepeì
z∗ ∈ S(a, z(a), z′(a)) òaê, ÷òoáû z(σ) < z∗(σ) < y(σ) è z∗(t) < β(t), t ∈ (a, σ). Çaìeíÿÿ
z ía z∗, ïpèxoäèì ê eäèícòâeííocòè aíaëoãè÷íoé çaäa÷è, ío áeç êacaíèÿ z∗ c α è β. Áeç
oãpaíè÷eíèÿ oáùíocòè áyäeì c÷èòaòü, ÷òo α è β íe êacaþòcÿ y è z. Oáoçía÷èì ÷epeç
U0 ìíoæecòâo peøeíèé x ∈ S(a, y(a), y′(a)) òaêèx, ÷òo cyùecòâyþò cx, bx ∈ [c, b] òaêèe,
÷òo cx < bx, α(t) ≤ x(t) ≤ y(t), t ∈ [a, bx], x(t) < z(t), t ∈ (a, cx), x(cx) = z(cx), x(t) >
z(t), t ∈ (cx, bx) è x(bx) = z(bx), ÷epeç V0 ìíoæecòâo peøeíèé x ∈ S(a, z(a), z′(a))
òaêèx, ÷òo cyùecòâyþò cx, bx ∈ [c, b] òaêèe, ÷òo cx < bx, z(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [a, bx],
x(t) > y(t), t ∈ (a, cx), x(cx) = y(cx), x(t) < y(t), t ∈ (cx, bx) è x(bx) = y(bx), ÷epeç u0 �
ìèíèìaëüíoe peøeíèe èç U0, a ÷epeç v0 � ìaêcèìaëüíoe peøeíèe èç V0. Èç ycëoâèé
1-2 cëeäyeò cyùecòâoâaíèe u0, v0 è u0 ∈ U0, v0 ∈ V0, a èç ýêcòpeìaëüíocòè u0 è v0

cëeäyeò cyùecòâoâaíèe σ ∈ [a, cyo ] è τ ∈ [a, cz0 ] òaêèx, ÷òo u0(σ) = α(σ), u′0(σ) = α′(σ)
è v0(τ) = β(τ), v′0(τ) = β′(τ). Ïoêaæeì, ÷òo íaéäeòcÿ d0 ∈ (a, min{bu0 , bv0}) òaêoe,
÷òo u0(d0) = v0(d0). Äeécòâèòeëüío, â ïpoòèâíoì cëy÷ae äëÿ ìèíèìaëüíoão ýëeìeíòa
ìíoæecòâa x ∈ V0 òaêèx, ÷òo x(t) > u0(t), t ∈ (c, min{bx, bu0}) ïoëy÷aeì ïpoòèâope÷èe
c ycëoâèeì 2. Ïo ëeììe 1, cyùecòâyeò peøeíèe êpaeâoé çaäa÷è

x′′′ = f(t, x, x′, x′′), x(a) = A, x′(a) = 2−1(y′(a) + z′(a)), x(c) = C.

Ïpoäoëæèì eão ça òo÷êy c äo ïepece÷eíèÿ c y èëè z è oáoçía÷èì ÷epeç x. Ecëè
x ïepeceêaeòcÿ c y, òo y1 = y è z1 = x. B ïpoòèâíoì cëy÷ae y1 = x è z1 = z.
Aíaëoãè÷ío ïpeäûäyùeìy íaxoäèì u1 è v1 äëÿ y1 è z1 � aíaëoãè÷ío u0 è v0 äëÿ
y è z. Ïpoäoëæaÿ, ïoëy÷èì ïocëeäoâaòeëüíocòè ui, vi, i = 0, 1, .... Bûáepeì èç ui

è vi cxoäÿùèecÿ ïoäïocëeäoâaòeëüíocòè, ïpeäeëû êoòopûx oáoçía÷èì ÷epeç u è v.
Peøeíèÿ u è v oáëaäaþò cëeäyþùèìè câoécòâaìè: u(a) = v(a), u′(a) = v′(a), íaéäeòcÿ
d ∈ [c, b] òaêoe, ÷òo u(d) = v(d) è ía èíòepâaëe (a, d) peøeíèe u êacaeòcÿ α è íe
êacaeòcÿ β, a peøeíèe v êacaeòcÿ β è íe êacaeòcÿ α. Ho ýòo ïpoòèâope÷èò ycëoâèþ 2.

Çaìe÷aíèe 1. Ecëè peøeíèÿ y è z êpaeâoé çaäa÷è (2) íe êacaþòcÿ α è β, òo äëÿ
äoêaçaòeëücòâa òoão, ÷òo y = z, äocòaòo÷ío ycëoâèé 1-2.

Ëeììa 3. Ecëè âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ 1�3, òo äëÿ ëþáoão A ∈ [α(0), β(0)] íaéäeòcÿ
x ∈ S(0, 1) òaêoe, ÷òo x(0) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Paccìoòpèì cëy÷aé, êoãäa A ∈ (α(0), β(0)). Ïpeäïoëoæèì, ÷òo
èç x ∈ S cëeäyeò x(0) 6= A. Ïycòü u ∈ R è S1 � ìíoæecòâo, cocòoÿùee èç x : [0, bx] →
R ∈ S(0, A, u), bx ∈ (0, 1), äëÿ êoòopûx α(t) < x(t) < β(t), t ∈ (0, bx) è x(bx) = α(bx),
a S2 � ìíoæecòâo, cocòoÿùee èç x : [0, bx] → R ∈ S(0, A, u), bx ∈ (0, 1), äëÿ êoòopûx
α(t) < x(t) < β(t), t ∈ (0, bx) è x(bx) = β(bx). Oáoçía÷èì ÷epeç s1 : [0, b1] → R âepxíþþ
ãpaíü peøeíèé èç S1, a ÷epeç s2 : [0, b2] → R � íèæíþþ ãpaíü äëÿ peøeíèé èç S2.
ßcío, ÷òo s1(b1) = α(b1) è s2(b2) = β(b2). Paccìoòpèì cëy÷aé, êoãäa b1 ≤ b2. Ecëè
s2(b1) > s1(b1), òo äëÿ peøeíèÿ èç S(0, A, u), ïpoxoäÿùeão ÷epeç òo÷êy, ëeæaùyþ
ìeæäy s1(b1) è s2(b1) ïpè t = b1, ïoëy÷aeì ïpoòèâope÷èe. Cëeäoâaòeëüío, è s2(t) =



38

s1(t), t ∈ [0, b1], b1 < b2 è s′2(b1) = α′(b1). Oáoçía÷èì sαu = s2, au = b1 è bu = b2.
Cëy÷aé, êoãäa b1 > b2, paccìaòpèâaeòcÿ aíaëoãè÷ío. Ïpè ýòoì ïoëy÷aeòcÿ peøeíèe
sβu ∈ S(0, A, u), au ∈ (0, 1) è bu ∈ (au, 1) òaêèe, ÷òo sβu(au) = β(au), s′βu(au) = β′(au)
è sβu(bu) = α(bu). Ecëè v > u è sαu è sαv cyùecòâyþò, òo èç ëeììû 2 cëeäyeò, ÷òo
au < av, a ecëè cyùecòâyþò sβu è sβv, òo èç ëeììû 2 cëeäyeò, ÷òo au > av. Èç ycëoâèÿ
1 cëeäyeò, ÷òo íaéäeòcÿ M > 0 òaêoe, ÷òo ïpè u > M cyùecòâyeò sβu, a ïpè u < −M
cyùecòâyeò sαu. Ïycòü v � íèæíÿÿ ãpaíü u, äëÿ êoòopûx cyùecòâyeò sβu. Èç ycëoâèÿ
1 cëeäyeò, ÷òo äëÿ v cyùecòâyþò sαv è sβv, ÷òo ïpoòèâope÷èò ycëoâèÿì 2-3.

Paccìoòpèì cëy÷aé, êoãäa A = α(0). Ïycòü xi ∈ S è xi(0) → α(0). Èç ycëoâèÿ 1
cëeäyeò cyùecòâoâaíèe cxoäÿùeécÿ ïoäïocëeäoâaòeëüíocòè xik → x. ßcío, ÷òo x �
ècêoìoe peøeíèe. Cëy÷aé, êoãäa A = β(0), paccìaòpèâaeòcÿ aíaëoãè÷ío.

Ëeììa 4. Ecëè âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ 1�3 è s ∈ S íe êacaeòcÿ α, òo íaéäeòcÿ
y ∈ S òaêoe, ÷òo y ≤ s è y′(0) < s′(0), a ecëè s íe êacaeòcÿ β, òo íaéäeòcÿ z ∈ S òaêoe,
÷òo z ≥ s è z′(0) > s′(0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïycòü ui ∈ R, i = 1, 2, ... � ìoíoòoíío âoçpacòaþùaÿ ïocëe-
äoâaòeëüíocòü è ui → s′(0). Ecëè s(0) = α(0), òo ïycòü u1 > α′(0). Oáoçía÷èì
÷epeç Si ìíoæecòâo òex x ∈ S(0, s(0), ui), äëÿ êoòopûx íaéäeòcÿ τ ∈ (0, 1] òaêoe,
÷òo x(τ) = s(τ), a ÷epeç yi oáoçía÷èì ìèíèìaëüíûé ýëeìeíò èç Si. Èç ycëoâèÿ 1
cëeäyeò íeïycòoòa Si è cyùecòâoâaíèe yi. Ecëè yi(1) = s(1), òo ëeììa äoêaçaía. Pac-
cìoòpèì cëy÷aé, êoãäa äëÿ âcex i = 1, 2, ... ycëoâèe yi(1) = s(1) íe âûïoëíÿeòcÿ.
Toãäa íaéäyòcÿ ci, bi ∈ (0, 1) òaêèe, ÷òo ci < bi, yi(t) > α(t), t ∈ (0, ci), yi(ci) = α(ci),
yi(t) < s(t), t ∈ (0, bi) è yi(bi) = s(bi). Çaìeòèì, ÷òo èç ëeììû 2 cëeäyeò ci < ci+1.
Ecëè ci → c < 1, òo âûáepeì cxoäÿùyþcÿ ïoäïocëeäoâaòeëüíocòü yik → y. ßcío, ÷òo
y′(0) = s′(0), y(c) = α(c) < s(c) è íaéäeòcÿ b ∈ (c, 1] òaêoe, ÷òo y(b) = s(b). Ho ýòo
ïpoòèâope÷èò ycëoâèþ 2. Paccìoòpèì cëy÷aé, êoãäa ci → 1. Ýòo âoçìoæío òoëüêo
ïpè y(1) = α(1). Bûáepeì cxoäÿùyþcÿ ïoäïocëeäoâaòeëüíocòü yik → y. ßcío, ÷òo
y′(0) = s′(0), y(1) = s(1) è y′(1) = α′(1). Ho ýòo ïpoòèâope÷èò ycëoâèþ 2.

Aíaëoãè÷ío äoêaçûâaeòcÿ âòopaÿ ÷acòü ëeììû.
Ëeììa 5. Ecëè âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ 1-3, A ∈ [α(0), β(0)], B ∈ [α(1), β(1)] è

D(0, 1, A, B) 6= ®, òo ìíoæecòâo peøeíèé çaäa÷è Äèpèxëe D(0, 1, A, B) èìeeò ìè-
íèìaëüíoe peøeíèe yAB ∈ Sα(0, 1) è ìaêcèìaëüíoe peøeíèe zAB ∈ Sβ(0, 1). Peøeíèÿ
yAB è zAB íeïpepûâío çaâècÿò oò (A,B). Äëÿ ëþáoão U ∈ [y′AB(0), z′AB(0)] cyùecòâyeò
eäèícòâeííoe sABU ∈ D(0, 1, A, B) òaêoe, ÷òo s′ABU(0) = U . Peøeíèe SABU íeïpepûâío
çaâècèò oò (A,B,U) è äëÿ ëþáoão V ∈ (U, z′AB(0)] cïpaâeäëèâo íepaâeícòâo sABU(t) <
sABV (t), t ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëeììû 2 cëeäyeò yïopÿäo÷eííocòü peøeíèé èç D(0, 1, A,B).
Ècïoëüçyÿ ycëoâèe 1, ïoëy÷aeì cyùecòâoâaíèe ìèíèìaëüíoão è ìaêcèìaëüíoão pe-
øeíèé. Èç ëeììû 4 cëeäyeò yAB ∈ Sα(0, 1) è zAB ∈ Sβ(0, 1). Heïpepûâíaÿ çaâècèìocòü
cëeäyeò èç ycëoâèé 1-2. Ëeììa 1 ãapaíòèpyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ sABU , a ycëoâèe
2 � eão eäèícòâeííocòü. Heïpepûâíaÿ çaâècèìocòü oò (A,B, U) cëeäyeò èç ycëoâèé
1-2.

Ëeììa 6. Ecëè âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ 1�3, òo D(0, 1, A, B) 6= ® äëÿ ëþáûx A ∈
[α(0), β(0)] è B ∈ [α(1), β(1)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Oáoçía÷èì ÷epeç X ìíoæecòâo B ∈ [α(1), β(1)], äëÿ êoòopûx
D(0, 1, A, B) 6= ®. Èç ëeììû 3 cëeäyeò X 6= ®, a èç ycëoâèÿ 1 cëeäyeò çaìêíyòocòü X.
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Ïoêaæeì, ÷òo X oòêpûòo â [α(1), β(1)]. Ïycòü B ∈ X. Toãäa peøeíèÿ èç S(0, A, y′AB(0))
è S(0, A, z′AB(0)) äaþò peøeíèe çaäa÷è Äèpèxëe äëÿ íeêoòopoé oêpecòíocòè òo÷êè B.
Èç çaìêíyòocòè è oòêpûòocòè X cëeäyeò X = [α(1), β(1)].

Äoêaçaòeëücòâo òeopeìû 1. Èç ëeììû 6 cëeäyeò, ÷òo äëÿ ëþáûx A ∈ [α(0), β(0)]
è B ∈ [α(1), β(1)] ìíoæecòâo peøeíèé çaäa÷è Äèpèxëe D(0, 1, A,B) íeïycòo. Toãäa
èç ëeììû 5 cëeäyeò òeopeìa 1.

Çaìe÷aíèe 2. Oòoápaæeíèe (A,B,U) → sABU äaeò ãoìeoìopôèçì ìeæäy S è
ìíoæecòâoì

{(A,B, U) : A ∈ [α(0), β(0)] ∧B ∈ [α(1), β(1)] ∧ U ∈ [y′AB(0), z′AB(0)]},
êoòopoe ãoìeoìopôío êyáy.

Ëeììa 7. Ecëè âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ 1-2, òo ycëoâèe 3 ýêâèâaëeíòío cëeäyþùeìy
ycëoâèþ:

4. Äëÿ ëþáûx a ∈ [0, 1) è b ∈ (a, 1]

D(a, b, α(a), β(b))\(Sα(a, b) ∪ Sβ(a, b)) 6= ®,

D(a, b, α(b), β(a))\(Sα(a, b) ∪ Sβ(a, b)) 6= ®.

Äîêàçàòåëüñòâî. Taê êaê câoécòâa 1-3 cïpaâeäëèâû è äëÿ èíòepâaëa [a, b], òo
èç òeopeìû 1 cëeäyeò 3 ⇒ 4. Ïoêaæeì, ÷òo 4 ⇒ 3. Ïpeäïoëoæèì ïpoòèâíoe. Ïycòü
x ∈ D(a, b, α(a), β(b)) òaêoe, ÷òo x′(a) = α′(a), x′(b) = β′(b) è α(t) < x(t) < β(t),
t ∈ (a, b), a y ∈ D(a, b, α(a), β(b))\(Sα(a, b) ∪ Sβ(a, b)). Çaìeòèì, ÷òo x è y èìeþò íe
ìeíee òpex oáùèx òo÷eê. Èç S(a, α(a), y′(a)) âûáepeì peøeíèe y1 : [a, by1 ] → R, êoòopoe
yäoâëeòâopÿeò ycëoâèÿì: y1(t) ≥ y(t), t ∈ [a, by1 ], íaéäyòcÿ c1, b1 ∈ (a, by1) òaêèe, ÷òo
c1 < b1, y1(c1) = x(c1) è y1(b1) = x(b1). Ha èíòepâaëe [a, b1] x è y1 èìeþò íe ìeíee
òpex oáùèx òo÷eê, íe coâïaäaþò è ìeíüøe β. Bûáepeì èç S(b1, y1(b1), y

′
1(b1)) peøeíèe

y2 : [ay2 , b1] → R, êoòopoe yäoâëeòâopÿeò ycëoâèÿì: y2(t) ≤ y1(t), t ∈ [ay2 , b1], íaéäyòcÿ
a1, c2 ∈ (ay2 , b1) òaêèe, ÷òo a1 < c2, y2(a1) = x(a1) è y2(c2) = x(c2). Ha èíòepâaëe [a1, b1]
x è y2 èìeþò íe ìeíee òpex oáùèx òo÷eê, íe coâïaäaþò è ëeæaò còpoão ìeæäy α è β.
Ho ýòo ïpoòèâope÷èò çaìe÷aíèþ 1.
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