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Kpaeâûe çaäa÷è c ìaêcèìaëüíûì peøeíèeì
Ë.A.Ëeïèí

Àííîòàöèÿ. Äëÿ äèôôepeíöèaëüíoão ypaâíeíèÿ âòopoão ïopÿäêa íaéäeíû äâyx-
òo÷e÷íûe êpaeâûe çaäa÷è c ìaêcèìaëüíûì peøeíèeì ïpè ycëoâèÿx 1-B.

ÓÄÊ 517.927

Paccìoòpèì êpaeâyþ çaäa÷y

x′′ = f(t, x, x′), (1)

H1(x(a), x(b), x′(a), x′(b)) = h1, H2(x(a), x(b), x′(a), x′(b)) = h2, (2)
α ≤ x ≤ β, U, (3)

ãäe f ∈ Car([a, b] × R2, R), H1, H2 ∈ C(R4, R), α � íèæíÿÿ ôyíêöèÿ, β � âepxíÿÿ
ôyíêöèÿ, U � ïoäìíoæecòâo ìíoæecòâa ycëoâèé: 1. α(a) = β(a), 2. α′(a) < β′(a), 3.
α′(a) = β′(a), 4. α′(a) > β′(a), 5. α(b) = β(b), 6. α′(b) < β′(b), 7. α′(b) = β′(b), 8. α′(b) >
β′(b), 9. (∀x, y ∈ S([a, b], R))(x ≤ y ∧ x′(a) ≤ y′(a) ⇒ x′(b) ≤ y′(b)) ∧ (x ≤ y ∧ x′(b) ≥
y′(b) ⇒ x′(a) ≥ y′(a))), A. α ∈ S([a, b], R), B. β ∈ S([a, b], R), S([a, b], R) � ìíoæecòâo
peøeíèé x ypaâíeíèÿ (1), yäoâëeòâopÿþùèx íepaâeícòâaì α ≤ x ≤ β. B paáoòe [1]
íaéäeíû òeopeìû cyùecòâoâaíèÿ oáoáùeííoão peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (1)-(3), ecëè
H1 è H2 ïpèíaäëeæaò êëaccaì ìoíoòoííocòè. A â paáoòe [2] äëÿ ycëoâèé 1-8 íaéäeíû
òeopeìû cyùecòâoâaíèÿ ìaêcèìaëüíoão oáoáùeííoão peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (1)-
(3) â òepìèíax êëaccoâ ìoíoòoííocòè. B paáoòax [3]-[4] ïoêaçaío, ÷òo äpyãèx òeopeì
òaêoão òèïa íeò. Haøa öeëü � íaéòè òeopeìû cyùecòâoâaíèÿ ìaêcèìaëüíoão peøeíèÿ
êpaeâoé çaäa÷è (1)-(3) äëÿ ycëoâèé 1-B. Ïpè ýòoì áyäeì ïoëüçoâaòücÿ òeopeìaìè è
oáoçía÷eíèÿìè paáoòû [1].

Oêaçaëocü, ÷òo â cooòâeòcòâyþùeé ïocòaíoâêe èìeeòcÿ âceão 235 òeopeì. Èç íèx
cëeäyþò âce ocòaëüíûe. Ècïoëüçoâaâ cèììeòpèþ, èç 235 òeopeì yäaëocü ïoëy÷èòü 85
ïopoæäaþùèx òeopeì. ×òoáû ïoêaçaòü, ÷òo íè oäía òeopeìa íe ïpoïyùeía, íyæío
ïocòpoèòü cooòâeòcòâyþùèe ïopoæäaþùèe ïpèìepû. Taêèe ïpèìepû áyäyò ïocòpoe-
íû â äpyãoé paáoòe.
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Kopoòêaÿ çaïècü òeopeì

Oïpeäeëeíèe 1. Ôyíêöèÿ H ∈ C(R4, R) èìeeò òèï ìoíoòoííocòè (σ1, σ2, σ3, σ4),
ãäe σi ∈ {0,−, +, 1}, i = 1, 2, 3, 4, ecëè ïpè σi = 0 ôyíêöèÿ H íe çaâècèò oò i-ão
apãyìeíòa, ïpè σi = − ôyíêöèÿ H íe âoçpacòaeò ïo i-ìy apãyìeíòy, ïpè σi = +
ôyíêöèÿ H íe yáûâaeò ïo i-ìy apãyìeíòy, a ïpè σi = 1 ía i-é apãyìeíò ôyíêöèè H
ycëoâèÿ íe íaêëaäûâaþòcÿ. Këacc ìoíoòoííocòè M(σ1, σ2, σ3, σ4) cocòoèò èç ôyíêöèé,
èìeþùèx òèï ìoíoòoííocòè (σ1, σ2, σ3, σ4).

Äaëee áyäeì ïpeäïoëaãaòü, ÷òo çaäa÷a Äèpèxëe

x′′ = f(t, x, x′), x(a) = A, x(b) = B, α1 ≤ x ≤ β1

èìeeò peøeíèe ïpè ëþáûx íèæíeé ôyíêöèè α1, âepxíeé ôyíêöèè β1, α ≤ α1 ≤ β1 ≤
β, A ∈ [α1(a), β1(a)], B ∈ [α1(b), β1(b)] è ìíoæecòâo ýòèx peøeíèé êoìïaêòío. Ïpè
ýòoì ïpeäïoëoæeíèè peøeíèÿ òeopeì, êoòopûe áyäyò paccìaòpèâaòücÿ, cyùecòâyþò.
Teopeìy

Tn. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M(σ1, σ2, σ3, σ4), H2 ∈ M(σ5, σ6, σ7, σ8), h1 ∈ [H1α, H1β] è
h2 ∈ [H2α, H2β] èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β è ycëoâèé U cëeäyeò cyùecòâoâaíèe
peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (1) - (3).

êopoòêo áyäeì çaïècûâaòü òaê

Tn.σ1σ2σ3σ4.σ5σ6σ7σ8.u1u2u3u4u5u6u7u8u9uAuBuCuD, (4)

ãäe n � íoìep òeopeìû, ui = i, ecëè i-e ycëoâèe âxoäèò â U, è ui ïycòo â ïpoòèâíoì
cëy÷ae. Cèììeòpèè, êoòopûe ècïoëüçoâaëècü äëÿ ïoëy÷eíèÿ ïopoæäaþùèx òeopeì,
cëeäyþùèe. Ecëè ïoìeíÿòü H1 è H2 ìecòaìè, òo òeopeìa (4) ïepexoäèò â òeopeìy

TnH.σ5σ6σ7σ8.σ1σ2σ3σ4.u1u2u3u4u5u6u7u8u9uAuBuCuD.

Çaìeía â ypaâíeíèè (1) íeçaâècèìoé ïepeìeííoé t ía −t ïepeâoäèò òeopeìy (4) â
òeopeìy

Tnt.σ2σ1σ
′
4σ
′
3.σ6σ5σ

′
8σ
′
7.u5u8u7u6u1u4u3u2u9uAuBuCuD,

ãäe 1′ = 1, +′ = −, −′ = +, 0′ = 0. Teïepü ïpèâeäeì cïècoê ïopoæäaþùèx òeopeì
TMg01. 1� � 0. �10+
TMg02. 11� +.1 � � 0.1
TMg03. � � �0.� � �0.2
TMg04. �10+.�0+0.3
TMg05. � � �0.� � �0.3
TMg06. � � �0.�0+0.3
TMg07. �0+0.�0+0.3
TMg08. �10+.�0+0.4
TMg09. � � �0.�0+0.4
TMg10. �0+0.�0+0.4
TMg11. 111+.1�10.13
TMg12. 1111.1111.14
TMg13. 11� +.11� +.15
TMg14. 1� � +.1�0�.16
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TMg15. 1�0�.1�0�.16
TMg16. 1� � +.1� �+.17
TMg17. 1� � +.1�0�.17
TMg18. 1�0�.1�0�.17
TMg19. 1� � +.1� � +.18
TMg20. 1111.1111.23
TMg21. 1111.1111.24
TMg22. 1111.1111.34
TMg23. �0+0.0�0�.36
TMg24. �0+0.0�0�.37
TMg25. �0+0.0�0�.46
TMg26. 111+.111+.135
TMg27. 1�1+.1�1�.136
TMg28. 1�1�.1�1�.136
TMg29. 1�1+.1�1+.137
TMg30. 1�1+.1�1�.137
TMg31. 1�1�.1�1�.137
TMg32. 1�1+.1�1+.138
TMg33. 1111.1111.1357
TMg34. � +++.� � �0.39
TMg35. � +++.�0+0.39
TMg36. � +++.� � �0.49
TMg37. � +++.�0+0.49
TMg38. 1� �1.1� � �.169
TMg39. 1� �1.1� �1.179
TMg40. � � �0.0� � �.269
TMg41. 0� � �.0� � �.269
TMg42. � � �0.0� � �.279
TMg43. 0� � �.0� � �.279
TMg44. � � �0.0� � �.369
TMg45. �0++.0� � �.369
TMg46. 0� � �.0� � �.369
TMg47. � � �0.0� � �.379
TMg48. �0++.�0++.379
TMg49. �0++.0� � �.379
TMg50. �0++.0� � �.469
TMg51. 1�11.1�1�.1369
TMg52. 1�11.1�11.1379
TMg53. � �10.� �10.3B
TMg54. � � + 0.� � + 0.4B
TMg55. � � + 0.� � � 0.4B
TMg56. 1� � +.1� � �.16B
TMg57. 1� � �.1� � �.16B
TMg58. 1� �1.1� �1.17B
TMg59. � � � �.� � � �.26B
TMg60. � � � �.� �0+.26B
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TMg61. � � �1.� � �1.27B
TMg62. � � �+.� � �+.28B
TMg63. � �1�.� �1�.36B
TMg64. � � � �.� �0+.36B
TMg65. � �11.� �11.37B
TMg66. � � + �.� � + �.46B
TMg67. 1�11.1�11.137B
TMg68. �1++.� � �0.39B
TMg69. �1++.�0+0.39B
TMg70. �1++.� � �0.49B
TMg71. �1++.�0+0.49B
TMg72. � � + +.� � � �.369B
TMg73. � � + +.� � � �.469B
TMg74. 1� � �.�1++.9AB
TMg75. 1111.1� � �.19AB
TMg76. 1� � �.0� � �.29AB
TMg77. � � � �.� � � �.29AB
TMg78. 1� � �.0� � �.39AB
TMg79. � �1�.� �1�.39AB
TMg80. 1111.1�1�.139AB
TMg81. 1111.1111.159AB
TMg82. 1111.1�11.179AB
TMg83. 1111.1111.189AB
TMg84. 1111.1111.279AB
TMg85. 1111.1111.289AB

Cyùecòâoâaíèe ìaêcèìaëüíoão peøeíèÿ

Teopeìa 1. Äëÿ òeopeì TMg01�TMg85 cyùecòâyeò ìaêcèìaëüíoe peøeíèe.
Äîêàçàòåëüñòâî. Teopeìû TMg12, TMg20 - TMg22 è TMg83 - TMg85 òexíè÷ec-

êèe. Èx ycëoâèÿ ïpoòèâope÷èâû. Teopeìû TMg01�TMg11, TMg13�TMg19 è TMg23�
TMg33 äoêaçaíû â paáoòe [2]. Ocòaëocü äoêaçaòü òeopeìû TMg34�TMg82. Çaìeòèì,
÷òo äëÿ òeopeì TMg53 � TMg54, TMg57 � TMg59, TMg61 � TMg63, TMg65 � TMg67,
TMg77, TMg79 è TMg81 ôyíêöèÿ β ÿâëÿeòcÿ ìaêcèìaëüíûì peøeíèeì. Míoæecòâo
peøeíèé êpaeâoé çaäa÷è (1)-(3) oáoçía÷èì ÷epeç SH. Äëÿ äoêaçaòeëücòâa cyùecòâo-
âaíèÿ ìaêcèìaëüíoão peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (1)-(3) äocòaòo÷ío ïoêaçaòü, ÷òo äëÿ
ëþáûx x, y ∈ SH cyùecòâyeò z ∈ SH òaêoe, ÷òo z ≥ s = max{x, y}. Äeécòâèòeëü-
ío, ecëè SH cocòoèò èç êoíe÷íoão ÷ècëa peøeíèé, òo cyùecòâoâaíèe ìaêcèìaëüíoão
peøeíèÿ o÷eâèäío. Ïycòü SH cocòoèò èç áecêoíe÷íoão ÷ècëa peøeíèé. Oáoçía÷èì
÷epeç ri, i = 1, 2, ... paöèoíaëüíûe òo÷êè èíòepâaëa [a, b] è ÷epeç xi ∈ SH òaêèe
peøeíèÿ, ÷òo xi(ri) = max{x(ri) : x ∈ SH}. Oïpeäeëèì ïocëeäoâaòeëüíocòü zi, i =
1, 2, ... cëeäyþùèì oápaçoì: z1 = x1 è zi ∈ SH, i = 2, 3, ... òaêèe, ÷òo zi ≥ max{zi−1, xi}.
ßcío, ÷òo limi→∞ zi = z ∈ SH è z -� ìaêcèìaëüíoe peøeíèe êpaeâoé çaäa÷è (1)-
(3). Áeç oãpaíè÷eíèÿ oáùíocòè áyäeì c÷èòaòü, ÷òo x(a) ≥ y(a) è x′(a) ≥ y′(a) ïpè
x(a) = y(a). Oáoçía÷èì ÷epeç u peøeíèe çaäa÷è Äèpèxëe

u′′ = f(t, u, u′), u(a) = x(a), u(b) = max{x(b), y(b)}, s ≤ u ≤ β.
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Paccìoòpèì cëy÷aé, êoãäa âûïoëíÿeòcÿ ycëoâèe 9. Ecëè x(a) > y(a) è x(b) >
y(b) èëè x(a) = y(a) èëè x(b) = y(b), òo u ∈ SH è eão ìoæío âçÿòü â êa÷ecòâe
z. Cëeäoâaòeëüío, òeopeìû TMg38�TMg39, TMg51�TMg52, TMg75, TMg80, TMg82
äoêaçaíû, è ìoæío paccìaòpèâaòü òoëüêo cëy÷aé x(a) > y(a) è x(b) < y(b). Çaìeòèì,
÷òo èç ycëoâèÿ 9 cëeäyeò x′(a) ≤ u′(a) ≤ y′(a) è x′(b) ≤ u′(b) ≤ y′(b). Paccìoòpèì
òeopeìy

TMg35. �+++.�0+0.39. Èç H1u ≥ H1x = h1, H1u ≤ H1y = h1, H2u ≥ H2x = h2 è
H2u ≤ H2y = h2 cëeäyeò H1u = h1 è H2u = h2. Cëeäoâaòeëüío, u ∈ SH è òeopeìa
TMg35 äoêaçaía. Aíaëoãè÷ío äoêaçûâaþòcÿ òeopeìû TMg37, TMg41, TMg43, TMg45�
TMg46 è TMg48�TMg50. Paccìoòpèì òeopeìû

TMg34. � +++.� � �0.39, TMg36. � +++.� � � 0.49. Èç H1u ≥ H1x = h1, H1u ≤
H1y = h1 è H2u ≤ H2x = h2 cëeäyeò H1u = h1 è H2u ≤ h2. Ecëè u′(a) > β′(a), òo
cyùecòâoâaíèe z cëeäyeò èç òeopeìû

Tb07. �1++.� �10.4. Ecëè x′(a) ≤ β′(a), òo èç h2 ≤ H2β ≤ H2u cëeäyeò H2u = h2.
Cëeäoâaòeëüío, u ∈ SH.

Paccìoòpèì òeopeìû TMg40. � � �0.0� � �.269, TMg42. � � �0.0� � �.279, TMg44. � �
�0.0� � �.369, TMg47. � � �0.0� � �.379. Èç H1u ≤ H1x = h1, H2u ≤ H2x = h2 è H2u ≥
H2y = h2 cëeäyeò H1u ≤ h1 è H2u = h2. Ecëè u′(a) > β′(a), òo cyùecòâoâaíèe z
cëeäyeò èç H2β = h2 è òeopeìû

Tb07HD. � �10.+1� �.4D. Ecëè u′(a) ≤ β′(a), òo èç h1 ≤ H1β ≤ H1u cëeäyeò H1u =
h1. Cëeäoâaòeëüío, u ∈ SH. Paccìoòpèì òeopeìy

TMg55. � �+0.� � �0.4B. Çaìeòèì, ÷òo H1β = h1. Ecëè H2β = h2, òo β � ìaêcèìaëü-
íoe peøeíèe. Ïycòü H2β > h2. Toãäa x′(a) > β′(a), y′(a) > β′(a), H1s ≤ h1 è H2s ≤ h2.
Èç òeopeìû

Tb07. �1++.� �10.4 cëeäyeò cyùecòâoâaíèe z. Paccìoòpèì òeopeìy
TMg56. 1� �+.1� � �.16B. Çaìeòèì, ÷òo H2β = h2. Ecëè H1β = h1, òo β � ìaêcè-

ìaëüíoe peøeíèe. Ïycòü H1β > h1. Toãäa x′(b) < β′(b), y′(b) < β′(b), H1s ≤ h1 è
H2s ≤ h2. Èç òeopeìû

Tb10. 1� �1.1� � �.16 cëeäyeò cyùecòâoâaíèe z. Paccìoòpèì òeopeìû
TMg60. � � � �.� �0+.26B, TMg64. � � � �.� �0+.36B. Çaìeòèì, ÷òo H1β = h1. Ecëè

H2β = h2, òo β � ìaêcèìaëüíoe peøeíèe. Ïycòü H2β > h2. Toãäa x′(b) < β′(b) è
y′(b) < β′(b). Ecëè x(b) > y(b) èëè x′(b) ≤ y′(b), òo H1s ≤ h1, H2s ≤ h2 è cyùecòâoâaíèe
z cëeäyeò èç òeopeìû

Tb07t. 1� � �.� �01.6. Ecëè x(b) ≤ y(b) è x′(b) > y′(b), òo oáoçía÷èì ÷epeç v peøeíèe
êpaeâoé çaäa÷è

v′′ = f(t, v, v′), v(a) = x(a), v′(b) = x′(b), s ≤ v ≤ β,

êoòopoe cyùecòâyeò ïo òeopeìe
Tb02. 1� �0.�10+. Toãäa H1v ≤ H1x = h1, H2v ≤ H2x = h2 è z cyùecòâyeò ïo

òeopeìe Tb07t. Paccìoòpèì òeopeìû
TMg68. �1++.� � �0.39B,
TMg70. �1++.� � �0.49B. Èç H1u ≤ H1y = h1, H2u ≤ H2x = h2 è òeopeìû
Tb26H. �1++.1� � �.9AB cëeäyeò cyùecòâoâaíèe z. Paccìoòpèì òeopeìû
TMg69. �1++.�0+0.39B,
TMg71. �1++.�0+0.49B. Èç H1u ≤ H1y = h1, H2u ≥ H2x = h2, H2u ≤ H2y = h2 è

òeopeìû
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Tb26HD. �1++.1+++.9ABD cëeäyeò cyùecòâoâaíèe z. Paccìoòpèì òeopeìû
TMg72. � �++.� � � �.369B,
TMg73. � �++.� � � �.469B. Èç H1u ≤ H1y = h1, H2u ≤ H2x = h2 è òeopeìû
Tb26H. �1++.1� � �.9AB cëeäyeò cyùecòâoâaíèe z. Paccìoòpèì òeopeìy
TMg74. 1� � �.�1++.9AB. Èç H1u ≤ H1x = h1, H2u ≤ H2y = h2 è òeopeìû
Tb26. 1� � �.�1++.9AB cëeäyeò cyùecòâoâaíèe z. Paccìoòpèì òeopeìû
TMg76. 1� � �.0� � �.29AB,
TMg78. 1� � �.0� � �.39AB. Èç h2 ≥ H2α ≥ H2β ≥ h2, H1u ≤ H1x = h1, H2u ≤

H2x = h2 è H2u ≥ H2y = h2 cëeäyeò H2α = H2β, H1u ≤ h1 è H2u = h2. Cyùecòâoâaíèe
z cëeäyeò èç òeopeìû

Tb26D. 1� � �.+1� �.9ABD.
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L. Lepin. Boundary value problems with a maximal solution.
Summary. The second order boundary value problems with maximal solutions are

found provided that the 1-B conditions are fulfilled.
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L. Lepins. Robe�zprobl	emas ar maksim	alu atrisin	ajumu.
Anot	acija. Otr	as k	artas diferenci	alvien	adojumam tika atrastas robe�zprobl	emas ar

maksim	alu atrisin	ajumu pie 1-B nosac	�jumiem.
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