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ANOTĀCIJA

Māc̄ıbu l̄ıdzekl̄ı ir ietverti uzdevumi un ı̄ss teorijas izklāsts par šādām
tēmām: reāla skaitļa modulis, funkcija, robeža, funkcijas nepārtraukt̄ıba.
Darbā iekļauti uzdevumu atrisināšanas paraugi, auditorijā risināmie uzde-
vumi un mājas darbu uzdevumi. Pielikumā apkopoti uzdevumi indi-
viduālajam darbam.



1. Reālā skaitļa modulis

1.1. defin̄ıcija. Par reālā skaitļa a moduli (absolūto vērt̄ıbu) sauc
max(a,−a) un apz̄ımē |a|.

Tādējādi

|a| =
{

a, ja a ≥ 0,
−a ja a < 0.

Moduļa ı̄paš̄ıbas.

1. |a + b| ≤ |a|+ |b|;
2. | − a| = |a|;
3.

∣∣|a| − |b|
∣∣ ≤ |a− b|;

4. |a| < c tad un tikai tad, ja −c < a < c;

5. |a| > c tad un tikai tad, ja a < −c vai a > c;

6. |a · b| = |a| · |b|;
7. |ab | = |a|

|b| , ja b 6= 0.

Risinot vienādojumus un nevienād̄ıbas, kas satur moduli, ir izdev̄ıgi lie-
tot intervālu metodi, kuras pamatā ir nepārtrauktu funkciju ı̄paš̄ıba: ja
funkcija f intervālā (a; b) ir nepārtraukta un nevienā š̄ı intervāla punktā tās
vērt̄ıba nav 0, tad visos intervāla punktos funkcijas vērt̄ıbas ir vai nu tikai
pozit̄ıvas, vai ar̄ı tikai negat̄ıvas. Ja pieņem, ka funkcija f ir nepārtrauk-
ta intervālā I un to intervāla punktu skaits, kuros š̄ıs funkcijas vērt̄ıbas
vienādas ar nulli, ir gal̄ıgs, tad šie punkti sadala intervālu I apakšintervā-
los, pie tam katra apakšintervāla visos punktos funkcijas f vērt̄ıbas ir vai
nu pozit̄ıvas, vai ar̄ı negat̄ıvas. Lai noteiktu funkcijas vērt̄ıbu z̄ımi kādā
apakšintervālā, pietiek aprēķināt funkcijas vērt̄ıbu br̄ıvi izraudz̄ıtā dotā
apakšintervāla punktā.

1.1. piemērs. Konstruēt funkcijas f(x) = |x + 1| grafiku.

Šo uzdevumu var atrisināt ar vairākiem paņēmieniem.
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1. paņēmiens.

Pārveido š̄ıs funkcijas anal̄ıtisko izskatu, izmantojot moduļa defin̄ıciju.
Punkts x = −1 sadala koordinātu taisni divos intervālos. Katrā no
šiem intervāliem (1.1. z̄ım.) nosaka funkcijas izskatu.

1.1. z̄ım.

Intervālā (−∞;−1) ir spēkā x + 1 < 0, tāpēc

|x + 1| = −(x + 1)

un
f(x) = −(x + 1).

Intervālā [−1; +∞) ir spēkā x + 1 ≥ 0, tāpēc

f(x) = x + 1.

Tātad doto funkciju var uzrakst̄ıt šādi:

f(x) =

{ −x− 1, ja x < −1,
x + 1, ja x ≥ −1.

Konstruē š̄ıs funkcijas grafiku (1.2. z̄ım).

1.2. z̄ım.
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2. paņēmiens.

Konstruē funkcijas f(x) = x+1 grafiku un grafika to daļu, kas atrodas
zem Ox ass, attēlo simetriski attiec̄ıbā pret Ox asi (1.3. z̄ım.).

1.3. z̄ım.

3. paņēmiens.

Funkcijas f(x) = |x + 1| grafiku var iegūt no funkcijas f(x) = |x|
grafika, veicot paralēlo pārnesi par vienu vien̄ıbu pa kreisi (1.4. z̄ım.).

1.4. z̄ım.
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1.2. piemērs. Konstruēt funkcijas f(x) = |x + 1|+ |x− 1| grafiku.

Lietojot intervālu metodi un moduļa defin̄ıciju, pārveido dotās fun-
kcijas anal̄ıtisko izskatu.

1.5. z̄ım.

1. Ja x < −1, tad x + 1 < 0 un x− 1 < 0, tāpēc |x + 1| = −(x + 1)
un |x− 1| = −(x− 1).

Tātad
f(x) = −(x + 1)− (x− 1) = −2x.

2. Ja −1 ≤ x < 1, tad x + 1 ≥ 0 un x− 1 < 0, tāpēc |x + 1| = x + 1
un |x− 1| = −(x− 1).

Tātad
f(x) = x + 1− (x− 1) = 2.

3. Ja x ≥ 1, tad x + 1 > 0 un x − 1 ≥ 0, tāpēc |x + 1| = x + 1 un
|x− 1| = x− 1.

Tātad
f(x) = x + 1 + x− 1 = 2x.

Ņemot vērā funkcijas anal̄ıtisko izskatu katrā no minētajiem intervāliem,
var rakst̄ıt:

f(x) =




−2x, ja x < −1,

2, ja −1 ≤ x < 1,
2x, ja x ≥ 1.

Konstruē š̄ıs funkcijas grafiku (1.6. z̄ım.).
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1.6. z̄ım.

1.3. piemērs. Atrisināt vienādojumu |x + 1| − |x + 2|+ |x− 3| = 5.

Punkti x = −2, x = −1 un x = 3 koordinātu taisni sadala četros
intervālos (1.7. z̄ım.). Katrā no šiem intervāliem katra no izteiksmēm,
kas atrodas zem moduļa z̄ımes, saglabā savu z̄ımi.

1.7. z̄ım.

Lietojot moduļa defin̄ıciju, katrā no šiem intervāliem doto vienādoju-
mu var pārrakst̄ıt šādi:

1.

{
x < −2,
−(x + 1) + x + 2− (x− 3) = 5,{
x < −2,
x = −1.

x ∈ ∅, jo x = −1 nepieder šim intervālam.

2.

{ −2 ≤ x < −1,
−(x + 1)− (x + 2)− (x− 3) = 5{ −2 ≤ x < −1,
x = −5

3 ,

x = −5

3
.
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3.

{ −1 ≤ x < 3,
x + 1− (x + 2)− (x− 3) = 5,{ −1 ≤ x < 3,
x = −3.

x ∈ ∅, jo x = −3 nepieder šim intervālam.

4.

{
x ≥ 3,
x + 1− (x + 2) + x− 3 = 5,{
x ≥ 3,
x = 9.

x = 9.

Atbilde. x ∈
{
−5

3
; 9

}
.

1.4. piemērs. Atrisināt nevienād̄ıbu |3x− 5| − |2x + 3| > 0.

Punkti x = −3
2 un x = 5

3 sadala koordinātu taisni tr̄ıs intervālos
(1.8. z̄ım.).

1.8. z̄ım.

Pārraksta doto nevienād̄ıbu katrā no šiem intervāliem.

1.

{
x < −3

2 ,

−(3x− 5) + (2x + 3) > 0,{
x < −3

2 ,

x < 8.

x < −3

2
, tātad x ∈

(
−∞,−3

2

)
.

2.

{ −3
2 ≤ x < 5

3 ,

−(3x− 5)− (2x + 3) > 0,{ −3
2 ≤ x < 5

3 ,

x < 2
5 ,

− 3

2
≤ x <

2

5
.

x ∈
[
−3

2
;
2

5

)
.
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3.

{
x ≥ 5

3 ,

3x− 5− (2x + 3) > 0,{
x ≥ 5

3 ,

x > 8.

x > 8, tātad x ∈ (8; +∞).

Lai uzrakst̄ıtu atbildi, apvieno iegūtos rezultātus uz koordinātu taisnes
(1.9. z̄ım.).

1.9. z̄ım.

Atbilde. x ∈ (−∞; 2
5

) ∪ (8; +∞).

1.5. piemērs. Atrisināt nevienād̄ıbu |1− 2x| < 3.

Doto nevienād̄ıbu var atrisināt, izmantojot moduļa 4. ı̄paš̄ıbu.

−3 < 1− 2x < 3,

−4 < −2x < 2,

−1 < x < 2.

Atbilde. x ∈ (−1; 2).

1.6. piemērs. Atrisināt nevienād̄ıbu |3x− 8| ≥ 4.

Doto nevienād̄ıbu var atrisināt, izmantojot moduļa 5. ı̄paš̄ıbu.

3x− 8 ≥ 4 vai 3x− 8 ≤ −4,

3x ≥ 12 3x ≤ 4,

x ≥ 4 x ≤ 4

3
,

x ∈ [4; +∞) x ∈
(
−∞;

4

3

]
.

Atbilde. x ∈ (−∞; 4
3

] ∪ [4; +∞).

1.7. piemērs. Atrisināt vienādojumu | sin x| − sin x = 2.

1. Ja sin x ≥ 0, tad | sin x| = sin x, tāpēc{
sin x ≥ 0,
sin x− sin x = 2,

x ∈ ∅.
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2. Ja sin x < 0, tad | sin x| = − sin x, tāpēc{
sin x < 0,
− sin x− sin x = 2,{
sin x < 0,
sin x = −1,

sin x = −1.

x = −π
2 + 2πn, n ∈ Z.

Atbilde. x ∈ {−π
2 + 2πn, n ∈ Z}

.

Auditorijā risināmie uzdevumi

1. Konstruēt grafikus funkcijām

(a) f(x) = x− |3x + 1| − 2,

(b) f(x) = 5|x| − |1− x|,
(c) f(x) = | cos x|+ 1.

2. Atrisināt vienādojumus

(a) |2x− 3| = 2x− 3,

(b) | cos x| = cos x,

(c) |x| = x + 3,

(d) |x− 3|+ |x + 1| = 4,

(e) 2|3− 2x| − x− 2 = x.

3. Atrisināt nevienād̄ıbas

(a) |2x− 4| ≥ 6,

(b) |1 + x| ≤ 2,

(c) |x− 1| − |x + 4| > 0,

(d) |x + 3| − |x + 1| < 2,

(e)
∣∣ x
x+1

∣∣ > x
x+1 ,

(f)
∣∣x+2
x−1

∣∣ > 3,

(g) 2
√

x2 ≥ (x− 1)2 + 2,

(h)
∣∣∣2−3|x|

1+|x|

∣∣∣ < 1.
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Mājas darba uzdevumi

1. Konstruēt grafikus funkcijām

(a) f(x) = |2x− 1|+ 3|x|,
(b) f(x) = |4− x| − 2|1− x|+ 3,

(c) f(x) = | sin x| − 2.

2. Atrisināt vienādojumus

(a) x− |3x− 1| = 3,

(b) |2x− 5| − |3x + 6| = 6,

(c) | sin x| = sin x,

(d) 4
(
sin2 x− | cos x|) = 1.

3. Atrisināt nevienād̄ıbas

(a) |3x− 4| ≤ 5,

(b) |x2 + 3x− 4| > x2 + 3x− 4,

(c) |3x− 5| − |2x + 3| > 0,

(d) 2x2 − 7
(√

x
)2 ≤ 4,

(e)
∣∣∣x2−5x+4

x2−4

∣∣∣ < 1.

2. Funkcijas jēdziens. Vienādas funkcijas.

Funkcijas, kas uzdota ar formulu, defin̄ıcijas

apgabala noteikšana

Par atbilst̄ıbu sauc sakārtotu pāru (x; y) patvaļ̄ıgu kopu S.

Pirmo elementu x kopu sauc par atbilst̄ıbas defin̄ıcijas apgabalu
D(S), bet otro elementu y kopu - par atbilst̄ıbas vērt̄ıbu apgabalu E(S).

Atbilst̄ıbu S sauc par viennoz̄ımı̄gu, ja katram x ∈ D(S) eksistē
vien̄ıgs y ∈ E(S), ka (x; y) ∈ S.
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2.1. defin̄ıcija. Par funkciju sauc katru viennoz̄ımı̄gu atbilst̄ıbu.

Ja f ir funkcija un x ∈ D(f), tad y = f(x) sauc par funkcijas f vērt̄ıbu
punktā x (skat.1).

Divas funkcijas f un g uzskata par vienādām, ja

1. tām ir vienādi defin̄ıcijas apgabali,

2. katram x ∈ D(f) = D(g) izpildās f(x) = g(x).

Par funkcijas f grafiku sauc kopu

Γf =
{
(x; y)

∣∣ x ∈ D(f), y = f(x)
}
.

2.1. piemērs. f(x) = x2 + 2x− 1.
Atrast f(0), f(a + 1), f(a) + 1, f

( 1
x

)
, 1

f(x) , f
(
f(x)

)
.

Ievietojot argumenta x vietā 0, iegūst

f(0) = 02 + 2 · 0− 1 = −1.

Analogi

f(a + 1) = (a + 1)2 + 2(a + 1)− 1 = a2 + 4a + 2,

f(a) + 1 = a2 + 2a− 1 + 1 = a2 + 2a,

f

(
1

x

)
=

(
1

x

)2

+ 2 · 1

x
− 1 =

1

x2 +
2

x
− 1,

1

f(x)
=

1

x2 + 2x− 1
.

Lai atrastu f
(
f(x)

)
, argumenta x vietā ievieto x2 + 2x− 1.

f
(
f(x)

)
= (x2 +2x−1)2 +2(x2 +2x−1)−1 = x4 +4x3 +2x2−4x+1.

2.2. piemērs.

f(x) =





x2 + 1, ja x < −2,
sin x, ja −2 < x < 2,
lg x, ja x ≥ 2.

Atrast f(−5), f(−2), f(0), f(2), f(10).

Funkcija ir definēta ar 3 formulām visiem x ∈ R \ {−2}.
1Tā bieži apz̄ımē ar̄ı pašu funkciju f .
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Tā kā −5 ∈ (−∞;−2), tad f(−5) = (−5)2 + 1 = 26.

Skaitlis −2 6∈ D(f), t.i., funkcija šajā punktā nav definēta, un funkci-
jas vērt̄ıba punktā −2 neeksistē.

Skaitlis 0 ∈ (−2; 2), tāpēc f(0) = sin 0 = 0.

Skaitlis 10 ∈ [2, +∞), tāpēc f(10) = lg 10 = 1.

2.3. piemērs. Noskaidrot, vai dotās funkcijas ir vienādas.

1. f(x) = x2−1
x+1 , ϕ(x) = x− 1,

2. f(x) = x + 1, ϕ(x) =
√

(x + 1)2,

3. f(x) = lg(1− x2), ϕ(x) = lg(1 + x) + lg(1− x).

1. D(f) = R \ {−1}, D(ϕ) = R.

Tā kā D(f) 6= D(ϕ), tad dotās funkcijas nav vienādas.

2. D(f) = D(ϕ) = R,

f(x) 6= ϕ(x) visiem x ∈ (−∞;−1), piemēram, f(−2) = −1,
ϕ(−2) = 1. Tātad dotās funkcijas nav vienādas.

3. Nosaka funkciju defin̄ıcijas apgabalus.

D(f) : 1− x2 > 0,

x2 < 1,

− 1 < x < 1.

D(ϕ) :

{
1 + x > 0,
1− x > 0,{
x > −1,
x < 1,

− 1 < x < 1.

Tātad D(f) = D(ϕ) = (−1; 1).

Visiem x ∈ (−1; 1) ir spēkā

f(x) = lg(1−x2) = lg
(
(1−x)(1+x)

)
= lg(1−x)+lg(1+x) = ϕ(x).

Tātad dotās funkcijas ir vienādas.
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Auditorijā risināmie uzdevumi

1. f(x) = x
3 + sin 2x. Atrast f(3x), f

( 1
x

)
, 1

f(x) , f(x + 1), f(x) + 1.

2. f(x) =

{
4 + x, ja −1 ≤ x ≤ 0,

2x ja 0 < x < +∞.

Atrast f(−2), f(−1), f(0), f(1).

3. f(x) = x2 + 1
x2 − 2x− 2

x . Parād̄ıt, ka f
( 1

x

)
= f(x).

4. ϕ(t) = 3
√

1− t3. Parād̄ıt, ka ϕ
(
ϕ(t)

)
= t.

5. Noteikt, kuras no dotajām funkcijām ir vienādas.

(a) f(x) =
√

x
√

x− 1, ϕ(x) =
√

x(x− 1),

(b) f(x) = x, ϕ(x) = |x|,
(c) f(x) = lg x2, ϕ(x) = 2 lg x,

(d) f(x) = lg(x2 − 4x), ϕ(x) = lg x + lg(x− 4),

(e) f(x) =
x− 1

x3 − 1
, ϕ(x) =

1

x2 + x + 1
,

(f) f(x) = 1, ϕ(x) = sin2 x + cos2 x.

Mājas darba uzdevumi

1. ϕ(x) = lg x2. Aprēķināt ϕ(−10), ϕ(−0, 001), ϕ(100).

2. F (y) = sin π
y + cos πy. Aprēķināt F (1), F (2), F (3), F (6).

3. u(x) =





x, ja x < −2,
1, ja |x| ≤ 2,

5− x2 ja x > 2.

Atrast u(−3), u(−2), u(0), u(2), u(3).

4. f(x) = x2 − 2x + 3. Atrisināt vienādojumus.

(a) f(x) = f(−1),

(b) f(x) = f(0),

(c) f(x + 1) = f(1).
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5. Noteikt, kuras no dotajām funkcijām ir vienādas.

(a) f(x) = x, ϕ(x) =
√

x2;

(b) f(x) = lg(2x− x2), ϕ(x) = lg(2− x) + lg x;

(c) f(x) = lg 101−x, ϕ(x) = 1− x;

(d) f(x) = 3log3 x2

, ϕ(x) = x2;

(e) f(x) = lg
1− x

1 + x
, ϕ(x) = lg(1− x)− lg(1 + x).

Defin̄ıcijas apgabala noteikšana anal̄ıtiski definētām

funkcijām

Visbiežāk funkciju uzdod anal̄ıtiski, t.i., ar formulu. Tādā gad̄ıjumā fun-
kcijas defin̄ıcijas apgabalu ı̄paši nenorāda. Ar defin̄ıcijas apgabalu saprot
tās argumenta vērt̄ıbas, ar kurām formulai ir jēga. Piemēram,

1. f(x) = 1
xn , n ∈ N, tad x 6= 0 jeb x ∈ R \ {0};

2. f(x) = m
√

x, m ir pāra skaitlis, tad x ≥ 0 jeb x ∈ [0; +∞);

3. f(x) = loga x, tad x > 0 jeb x ∈ (0; +∞);

4. f(x) = tg x, tad x 6= π
2 + πk jeb x ∈ R \ {

π
2 + πk, k ∈ Z}

;

5. f(x) = ctg x, tad x 6= πk jeb x ∈ R \ {πk, k ∈ Z};
6. f(x) = arcsin x, tad |x| ≤ 1 jeb x ∈ [−1; 1];

7. f(x) = arccos x, tad |x| ≤ 1 jeb x ∈ [−1; 1].

2.4. piemērs. Noteikt funkcijas

f(x) =

√
lg

5x− 1

2
+ arcsin

3x− 2

5

defin̄ıcijas apgabalu.

Dotās funkcijas defin̄ıcijas apgabals ir abu saskaitāmo defin̄ıcijas ap-

15



gabalu kopējā daļa.




lg 5x−1
2 ≥ 0,

5x−1
2 > 0,∣∣3x−2
5

∣∣ ≤ 1,

{
5x ≥ 3,
−3 ≤ 3x ≤ 7,

{ 5x−1
2 ≥ 1,

|3x− 2| ≤ 5,

{
x ≥ 3

5 ,

−1 ≤ x ≤ 7
3 .{

5x− 1 ≥ 2,
−5 < 3x− 2 ≤ 5,

Atbilde. x ∈ [3
5 ;

7
3

]
.

2.5. piemērs. Noteikt funkcijas

f(x) =
1√

sin 2x

defin̄ıcijas apgabalu.

Šoreiz

sin 2x > 0,

2πk < 2x < π + 2πk (k ∈ Z),

πk < x <
π

2
+ πk (k ∈ Z).

Atbilde. x ∈ ⋃
k∈Z

(
πk; π

2 + πk
)
.

2.6. piemērs. Noteikt funkcijas

f(x) = arcctg
6− 7x

5x2 + 3
+

√
log0,3(2x− 1)

defin̄ıcijas apgabalu.

Šoreiz jāatrisina nevienād̄ıbu sistēma:




5x2 + 3 6= 0,
log0,3(2x− 1) ≥ 0,
2x− 1 > 0,

{
2x− 1 ≤ 1,
2x > 1,

{
x ≤ 1,
x > 1

2 .

Atbilde. x ∈ (1
2 ; 1

]
.
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Auditorijā risināmie uzdevumi

Noteikt funkciju defin̄ıcijas apgabalus.

1. f(x) = x3 − 3x + 2;

2. f(x) = x−3
x+1 ;

3. f(x) = 1
x2−1 ;

4. f(x) = x
x2+1 ;

5. f(x) =
√

6x− 8− x2;

6. f(x) = lg 5+3x
2−5x ;

7. f(x) = arccos 2x
1+x ;

8. f(x) =
√−x + 1√

2+x
;

9. f(x) = arcsin
(
lg x

10

)− sin x;

10. f(x) = 5x+7
lg(7−x) − 7

(x+3)2 ;

11. f(x) = x−1
log2(7x+4) − arccos x

3 ;

12. f(x) = 3

√
lg 3x−7

5 + 3
x

5−x ;

13. f(x) = arcsin x2−1
5 − x

x3−2x2 ;

14. f(x) = 3x
arcsin 5

x

+ lg(x2 − 36);

15. f(x) = arctg 2x−7
7x−x2 + 5 arccos 5

3x−1 .

Mājas darba uzdevumi

Noteikt funkciju defin̄ıcijas apgabalus.

1. f(x) = 2x2 + x− 3;

2. f(x) =
√

x
sin πx ;

3. f(x) = arcsin(1− x) + lg(lg x);

4. f(x) =
√

2x+9
lg(5−x) +

√
7

2x−3 ;

5. f(x) =
√

lg 5x−8
3 − arcctg 3x

6−x ;
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6. f(x) = arccos 7
x − 3 lg(81− x2);

7. f(x) =
√

log0,5(7− 2x)− 3
sin x

5x−15 .

3. Reālā main̄ıgā reālu funkciju klasifikācija

3.1. Pāra un nepāra funkcijas

Apskata funkcijas, kuru defin̄ıcijas apgabali ir simetriski attiec̄ıbā pret
koordinātu sākuma punktu, t.i., funkcijas, kurām reizē ar x defin̄ıcijas
apgabalam pieder ar̄ı −x.

3.1. defin̄ıcija. Funkciju f sauc par pāra funkciju, ja f(−x) = f(x)
visiem x ∈ D(f).

3.2. defin̄ıcija. Funkciju f sauc par nepāra funkciju, ja f(−x) = −f(x)
visiem x ∈ D(f).

No š̄ım defin̄ıcijām seko, ka pāra funkcijas grafiks ir simetrisks attiec̄ıbā
pret ordinātu asi, bet nepāra funkcijas grafiks ir simetrisks attiec̄ıbā pret
koordinātu sākuma punktu.

3.1. piemērs. Noteikt, vai dotās funkcijas ir pāra vai nepāra funkcijas.

1. f(x) = x3 cos 5x,

2. ϕ(t) = 2t+2−t

3t2 + t42−t2,

3. f(x) = lg(2− x).

1. D(f) = R, tātad simetrisks attiec̄ıbā pret koordinātu sākuma
punktu.

Atrod

f(−x) = (−x)3 cos(−5x) = −x3 cos 5x = −f(x).

Atbilde. Dotā funkcija ir nepāra funkcija.

2. D(ϕ) = R \ {0} - simetriska attiec̄ıbā pret koordinātu sākuma
punktu kopa.

ϕ(−t) =
2−t + 2t

3t2
+ t42−t2 = ϕ(t).

Atbilde. Dotā funkcija ir pāra funkcija.
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3. D(f) = (−∞; 2) - nav simetrisks attiec̄ıbā pret koordinātu sākuma
punktu, tāpēc dotā funkcija nevar būt ne pāra, ne nepāra funkcija.

Auditorijā risināmie uzdevumi

Noteikt, vai dotās funkcijas ir pāra vai nepāra funkcijas.

1. f(x) = 4− 2x4 + 6x6.

2. f(x) = x−2
x2+4 .

3. f(x) = 1+2x

1−2x .

4. f(x) = sin2 x− cos2 x;

5. f(x) = |x|
x .

6. f(x) = lg
(
x +

√
x2 + 1

)
.

7. Funkcija y = f(x) ir definēta slēgtā intervālā [−a; a]. 3.1. z̄ımējumā
attēlots š̄ıs funkcijas grafiks intervālā [0; a]. Turpināt funkcijas grafiku
intervālā [−a; 0), ja zināms, ka

(a) f - pāra funkcija,

(b) f - nepāra funkcija.

3.1. z̄ım.

8. Pierād̄ıt, ka divu pāra funkciju reizinājums ir pāra funkcija.
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Mājas darba uzdevumi

1. Noteikt, vai dotās funkcijas ir pāra vai nepāra funkcijas.

(a) f(x) = |x|+ 3x2

;

(b) f(x) = x3 sin2 x + cosx
x ;

(c) f(x) = sin 2x + x2√x;

(d) ϕ(x) = lg 3−x
3+x ;

(e) f(t) = 2et + t tg t.

2. Pierād̄ıt, ka divu pāra funkciju summa ir pāra funkcija.

3.2. Periodiskas funkcijas

Apskata funkcijas, kuru defin̄ıcijas apgabali apmierina šādu nosac̄ıjumu:
visiem x ∈ D(f) ar̄ı (x + nT ) ∈ D(f) (n ∈ Z, T 6= 0).

3.3. defin̄ıcija. Funkciju f sauc par periodisku funkciju ar periodu
T 6= 0, ja katram x ∈ D(f) ir pareiza vienād̄ıba

f(x + T ) = f(x).

Par funkcijas periodiem der ar̄ı skaitļi nT , kur n ∈ Z. Vismazāko no
šiem skaitļiem sauc par mazāko pozit̄ıvo periodu2.

3.2. piemērs. Pierād̄ıt, ka f(x) = sin 2x+tg x ir periodiska funkcija un
atrast tās periodu.

D(f) = R.

Tā kā sinusa periods ir 2π un tangensa periods ir π, tad

f(x) = sin 2x + tg x = sin(2x + 2π) + tg(x + π) =

= sin 2(x + π) + tg(x + π) = f(x + π),

tātad dotā funkcija ir periodiska, un tās periods T = π.

3.3. piemērs. Pierād̄ıt, ka funkcija f(x) = sin x2 nav periodiska.

Pieņem, ka eksistē tāds skaitlis T > 0, ka visiem x ∈ R ir spēkā
vienād̄ıba

sin x2 = sin(x + T )2. (∗)
2Parasti to sauc par periodu.
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Izvēloties x = 0, iegūst: 0 = sin T 2. Izsakot T un ievietojot šo T

vērt̄ıbu vienād̄ıbā (*), nonāk pie pretrunas. Tās noz̄ımē, ka funkcija
f(x) = sin x2 nav periodiska3.

Auditorijā risināmie uzdevumi

Noteikt, vai funkcijas ir periodiskas, periodiskām funkcijām noteikt to
periodus.

1. f(x) = 4; 2. f(x) = sin x + tg
x

2
;

3. f(x) = 3 cos λx, λ − const; 4. f(x) = sin πx;

5. f(x) =

√
tg

x

2
.

Mājas darba uzdevumi

1. f(x) = ctg
x

2
; 2. f(x) = tg(x− 3);

3. f(x) = 1 + sin
(πx

3

)
; 4. sin 2x + 2 sin 3x;

5. f(x) = 0, 1 cos x + cos 3x; 6. f(x) = sin(wx + ϕ0), kur w,ϕ0 − const .

4. Apvērstā (inversā) funkcija

4.1. defin̄ıcija. Funkciju f , kas iegūst katru savu vērt̄ıbu tikai vienā
defin̄ıcijas apgabala punktā, sauc par apvēršamu funkciju.

Piemēram, intervālā I stingri monotona funkcija ir apvēršama šajā in-
tervālā.

4.2. defin̄ıcija. Funkciju g, kas apvēršamās funkcijas f vērt̄ıbu apgabala
katrā punktā x iegūst tādu vērt̄ıbu y, ka f(y) = x, sauc par funkcijas
f apvērsto (inverso) funkciju.

Tātad apvērsto funkciju g var definēt tikai apvēršamai funkcijai f , pie
tam D(g) = E(f) un E(g) = D(f).

Apvēršamai funkcijai f eksistē vien̄ıgā apvērstā funkcija g, un tās grafiks
ir simetrisks funkcijas f grafikam attiec̄ıbā pret taisni y = x.

Lai funkcijai y = f(x), x ∈ D(f), atrastu apvērsto funkciju,
3Skat.[12, 36. lpp.].
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1. pārliecinās par to, ka funkcija y = f(x) ir apvēršama tās defin̄ıcijas
apgabalā4,

2. atrisina vienādojumu y = f(x) attiec̄ıbā pret x : x = g(y),

3. argumentu apz̄ımē ar x un funkcijas vērt̄ıbu - ar y : y = g(x).

4.1. piemērs. Atrast funkcijas f(x) = 5
x+1

x apvērsto funkciju un noteikt
tās defin̄ıcijas apgabalu.

Dotā funkcija ir apvēršama, tās defin̄ıcijas apgabals

D(f) = (−∞; 0) ∪ (0; +∞).

Lai atrastu funkcijas apvērsto funkciju, jāatrisina vienādojums
y = 5

x+1
x attiec̄ıbā pret x.

x + 1

x
= log5 y,

x =
1

log5 y − 1
.

Argumentu apz̄ımējot ar x, iegūst

g(x) =
1

log5 x− 1
.

Atrod D(g):
{

log5 x− 1 6= 0,
x > 0,{
x 6= 5,
x > 0.

Tātad x ∈ (0; 5) ∪ (5; +∞).

4.2. piemērs. Atrast funkcijas f(x) = x2 apvērsto funkciju, noteikt tās
defin̄ıcijas apgabalu un konstruēt dotās un apvērstās funkcijas grafiku.

D(f) = R. Dotā funkcija nav apvēršama defin̄ıcijas apgabalā, tāpēc
jāizvēlas funkcijas sašaurinājums, piemēram, uz intervālu [0; +∞).

Šajā intervālā funkcija ir augoša, tātad tā ir apvēršama.

No vienādojuma y = x2 atrodam, ka x =
√

y (pirms saknes jāņem
“+′′ z̄ıme, jo x > 0) ir dotās funkcijas apvērstā funkcija.

Visbeidzot, g(x) =
√

x, D(g) = [0; +∞).
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4.1. z̄ım.

Auditorijā risināmie uzdevumi

Atrast dotajām funkcijām apvērstās funkcijas un noteikt to defin̄ıcijas
apgabalus. 1. un 4. piemērā konstruēt dotās un apvērstās funkcijas grafiku.

1. f(x) = 3x − 5;

2. f(x) = 2
x

x−2 ;

3. f(x) = log5
x−2

3 ;

4. f(x) =
√

x + 8;

5. f(x) = 5−x
5+x ;

6. f(x) = 8+x3

8−x3 ;

7. f(x) = arccos 4
3x−1 ;

8. f(x) = sin(5x− 1), ja x ∈ [− π
10 + 1

5 ;
π
10 + 1

5

]
;

9. f(x) = cos2 x− sin2 x, ja x ∈ [
0; π

2

]
.

4Ja f nav apvēršama D(f), tad izveido funkcijas sašaurinājumu uz kopu, kurā f ir apvēršama.
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Mājas darba uzdevumi

1. f(x) = 3
√

x− 1; 2. f(x) = (x + 2)2;

3. f(x) = arcctg 3x; 4. f(x) = 1 + ln(x + 5);

5. f(x) = log2
3

x
; 6. f(x) = x2 − 1;

7. f(x) = sin 2x.

5. Konverǧentas skaitļu virknes

5.1. defin̄ıcija. Skaitli a sauc par virknes (an) robežu, ja jebkuram
ε > 0 eksistē tāds naturāls skaitlis N (atkar̄ıgs no ε), ka visiem n > N

izpildās nevienād̄ıba
|an − a| < ε.

Raksta lim
n→+∞

an = a un saka, ka virkne (an) konverǧē uz skaitli a.

Atrisinot nevienād̄ıbu |an − a| < ε attiec̄ıbā uz an, iegūst:

a− ε < an < a + ε.

Tas noz̄ımē, ka visiem n > N an pieder punkta a ε - apkārtnei, t.i.,
an ∈ (a− ε; a + ε). Ārpus š̄ıs apkārtnes atrodas tikai gal̄ıgs skaits virknes
locekļu.

Virknes locekļus var attēlot kā koordinātu taisnes punktus (5.1. z̄ım.),
var ar̄ı konstruēt virknes (kā funkcijas atsevǐsķa gad̄ıjuma) grafiku koordi-
nātu plaknē. Šoreiz koordinātu plaknē iegūst izolētus punktus (5.2. z̄ım.).

Piemēram, an = 1
n2 lim

n→∞
an = 0. Skaitlim ε = 0, 1 N = 3, jo, sākot ar

a4 = 1
16 , visi virknes locekļi atrad̄ısies intervālā (-0,1;0,1) (5.1. z̄ım.).

5.1. z̄ım.
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5.1. piemērs. Lietojot virknes robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt, ka

lim
n→∞

2n + 3

4n− 1
=

1

2
.

Skaitlim ε = 0, 1 atrast atbilstošo N .

Pārveido starp̄ıbu
∣∣∣∣an − 1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
2n + 3

4n− 1
− 1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
4n + 6− 4n + 1

2(4n− 1)

∣∣∣∣ =
7

2(4n− 1)
.

Atrisina nevienād̄ıbu
7

2(4n− 1)
< ε

attiec̄ıbā pret n:

n >
7 + 2ε

8ε
.

Ja izvēlas N =
[7+2ε

8ε

]
, tad visiem n > N izpildās nevienād̄ıba

∣∣∣∣an − 1

2

∣∣∣∣ < ε.

Tādējādi lim
n→∞

an = 1
2 .

Piemēram, ja ε = 0, 1, tad

N =

[
7 + 2 · 0, 1

8 · 0, 1
]

=

[
7, 2

0, 8

]
= 9.

Tas noz̄ımē, ka visi virknes locekļi, sākot ar 10., atrodas punkta 1
2ε -

apkārtnē, t.i., intervālā
(2

5 ;
3
5

)
.

Dotās virknes robežas ǧeometriskā interpretācija ir sniegta 5.2. z̄ım.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

an 1,67 1 0,81 0,73 0,68 0,65 0,63 0,61 0,60 0,59

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

an 0,58 0,57 0,57 0,56 0,56 0,56 0,55 0,55 0,55 0,54

5.2. piemērs. Lietojot virknes robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt, ka

lim
n→∞

√
n− 2− 1√
n− 2− 2

= 1.
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5.2. z̄ım.

Pārveido starp̄ıbu

|an − 1| =
∣∣∣∣
√

n− 2− 1√
n− 2− 2

− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
√

n− 2− 1−√n− 2 + 2√
n− 2− 2

∣∣∣∣ =

=
1∣∣√n− 2− 2

∣∣ =
1√

n− 2− 2
,

n > 6.

Atrisina nevienād̄ıbu

1√
n− 2− 2

< ε,

√
n− 2− 2 >

1

ε
,

√
n− 2 >

1

ε
+ 2,

n− 2 >

(
1

ε
+ 2

)2

,

n >

(
1

ε
+ 2

)2

+ 2.

Ja izvēlas

N = max

{[(
1

ε
+ 2

)2

+ 2

]
; 6

}
,

tad visiem n > N izpildās nevienād̄ıba |an − 1| < ε. Tādējādi
lim
n→∞

an = 1.
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5.3. piemērs. Lietojot virknes robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt, ka

lim
n→∞

5n

1− 5n
= −1.

Pārveido starp̄ıbu

∣∣an − (−1)
∣∣ =

∣∣∣∣
5n + 1− 5n

1− 5n

∣∣∣∣ =
1

5n − 1
.

Atrisina nevienād̄ıbu

1

5n − 1
< ε,

5n − 1 >
1

ε
,

5n >
1

ε
+ 1,

n > log5

(
1

ε
+ 1

)
.

Ja izvēlas N =
[
log5

(1
ε + 1

)]
, tad visiem n > N izpildās nevienād̄ıba

|an + 1| < ε, tādējādi lim
n→∞

an = −1.

Auditorijā risināmie uzdevumi

Lietojot virknes robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt dotās vienād̄ıbas. Skaitlim
ε = 0, 1 atrast atbilstošo N .

1. lim
n→∞

n

3n + 1
=

1

3
; 2. lim

n→∞
3n− 4

n + 1
= 3;

3. lim
n→∞

3n2 − 1

4n2 + 1
=

3

4
; 4. lim

n→∞

√
n + 1− 2√
n + 1 + 2

= 1;

5. lim
n→∞

3n − 2

3n
= 1.
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Mājas darba uzdevumi

Lietojot virknes robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt dotās vienād̄ıbas. Skaitlim
ε = 0, 1 atrast atbilstošo N .

1. lim
n→∞

3n− 7

2n + 13
=

3

2
; 2. lim

n→∞

√
n + 1√
n− 1

= 1;

3. lim
n→∞

9− n3

1 + 2n3 = −1

2
; 4. lim

n→∞
2n

1− 2n
= −1;

5. lim
n→∞

3n2

2− n2 = −3.

6. Funkcijas robeža

6.1. Funkcijas gal̄ıga robeža

6.1. defin̄ıcija. Skaitli A sauc par funkcijas f robežu punktā a

(a ∈ R), ja jebkuram ε > 0 eksistē tāds δ > 0 (atkar̄ıgs no ε), ka
visiem x, kuriem 0 < |x− a| < δ, izpildās nevienād̄ıba

∣∣f(x)− A
∣∣ < ε.

No ǧeometriskā viedokļa tas noz̄ımē: lai cik šaura ar̄ı nebūtu horizontālā
josla starp taisnēm y = A−ε un y = A+ε, funkcijas grafiks, izņemot varbūt
punktu

(
a; f(a)

)
, visiem x ∈ (a− δ; a + δ) atrodas šajā joslā (6.1. z̄ım.).

Raksta: lim
x→a

f(x) = A.
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6.1. z̄ım.

6.1. piemērs. Lietojot funkcijas robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt, ka

lim
x→1

(5x− 4) = 1.

Skaitlim ε = 0, 5 atrast atbilstošo δ. Sniegt ǧeometrisko interpretāciju.

Pārveido starp̄ıbu

|f(x)− A| = |5x− 4− 1| = 5|x− 1|.
Atrisina nevienād̄ıbu 5|x− 1| < ε attiec̄ıbā pret |x− 1|:

|x− 1| < ε

5
.

Tādējādi var ņemt δ = ε
5 .

Tātad jebkuram ε > 0 eksistē tam atbilstošais δ = ε
5 > 0, ka visiem

x, kuriem 0 < |x− 1| < δ, t.i., 0 < |x− 1| < ε
5 , izpildās nevienād̄ıba

|f(x)− A| = |5x− 4− 1| = 5|x− 1| < 5
ε

5
= ε.

Saskaņā ar funkcijas robežas defin̄ıciju lim
x→a

f(x) = A

lim
x→1

(5x− 4) = 1.

Ja ε = 0, 5, tad δ = 0,5
5 = 0, 1.
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6.2. z̄ım.

6.2. piemērs. Lietojot funkcijas robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt, ka

lim
x→3

(x2 − 2) = 7.

Skaitlim ε = 0, 001 atrast atbilstošo δ.

Pārveido starp̄ıbu
∣∣f(x)− A

∣∣ = |x2 − 2− 7| = |x2 − 9| = |x− 3| · |x + 3| =
= |x− 3| ·

∣∣(x− 3) + 6
∣∣ ≤ |x− 3| · (|x− 3|+ 6

)
=

= |x− 3|2 + 6|x− 3|.
Atrisina nevienād̄ıbu

|x− 3|2 + 6|x− 3| < ε

attiec̄ıbā pret |x− 3|.
Ja |x− 3| apz̄ımē ar k, tad iegūst nevienād̄ıbu

k2 + 6k − ε < 0.

Atbilstošā kvadrātvienādojuma

k2 + 6k − ε = 0

saknes ir k1 = −3−√9 + ε un k2 = −3 +
√

9 + ε.

Nevienād̄ıbas
k2 + 6x− ε < 0
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atrisinājums ir

−3−√9 + ε < k < −3 +
√

9 + ε.

Tādējādi
−3−√9 + ε < |x− 3| < −3 +

√
9 + ε.

Tā kā
−3−√9 + ε < 0,

tad
0 < |x− 3| < −3 +

√
9 + ε.

Tātad var ņemt δ = −3 +
√

9 + ε.

Kādu ar̄ı neizvēlētos ε > 0, eksistē tam atbilstošais δ = −3 +
√

9 + ε,
ka visiem x, kuriem

0 < |x− 3| < −3 +
√

9 + ε,

izpildās nevienād̄ıba

|f(x)− A| = |x2 − 2− 7| < ε.

Saskaņā ar funkcijas robežas defin̄ıciju

lim
x→3

(x2 − 2) = 7.

Auditorijā risināmie uzdevumi

Lietojot funkcijas robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt dotās vienād̄ıbas. Skaitlim
ε = 0, 1 atrast atbilstošo δ.

1.

(a) lim
x→2

(2x− 1) = 3; (b) lim
x→4

(
5− x

4

)
= 4;

(c) lim
x→1

(5− 3x2) = 2; (d) lim
x→4

(x2 − 4x + 5) = 5.

2. Lietojot funkcijas robežas defin̄ıciju, pārbaud̄ıt, vai ir pareiza vienād̄ıba
lim
x→1

(3x + 2) = −1.

Mājas darba uzdevumi

Lietojot funkcijas robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt dotās vienād̄ıbas. Skaitlim
ε = 0, 5 atrast atbilstošo δ.

1. lim
x→−1

(3x + 5) = 2; 2. lim
x→3

(x

3
+ 4

)
= 5;

3. lim
x→1

(2x2 − 3) = −1; 4. lim
x→5

(x2 − 5x + 6) = 6.
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6.2. Funkcijas bezgal̄ıga robeža

Apskata gad̄ıjumu, kad lim
x→a

f(x) ir bezgal̄ıba. Atkar̄ıbā no tā, vai a ir

skaitlis vai viens no simboliem “bezgal̄ıba” (plus bezgal̄ıba, mı̄nus bezgal̄ı-
ba, bezgal̄ıba bez z̄ımes), ir iespējami 12 gad̄ıjumi.

Piemēram, lim
x→a

f(x) = +∞, a ∈ R.

Šoreiz simbolu +∞ sauc par funkcijas f(x) robežu punktā a, ja jeb-
kuram skaitlim M > 0 eksistē tāds δ > 0, ka visiem x, kuriem
0 < |x− a| < δ, izpildās nevienād̄ıba f(x) > M .

Ģeometriski tas noz̄ımē: lai cik liels ar̄ı nebūtu skaitlis M > 0, eksistē
tāds intervāls (a − δ; a + δ), ka visiem x no š̄ı intervāla funkcijas grafiks
atrodas virs taisnes y = M (6.3. z̄ım.).

6.3. z̄ım.

Piemēram, lim
x→−∞

f(x) = ∞.

Šoreiz simbolu ∞ sauc par funkcijas f(x) robežu punktā −∞, ja
jebkuram skaitlim M > 0 eksistē tāds skaitlis N > 0, ka visiem x, kuriem
x < −N , izpildās nevienād̄ıba

∣∣f(x)
∣∣ > M .

Ģeometriski tas noz̄ımē: lai cik liels ar̄ı nebūtu M > 0, eksistē tāds in-
tervāls (−∞;−N), ka visiem x, kas pieder šim intervālam, funkcijas grafiks
atrodas zem taisnes y = −M vai virs taisnes y = M .

6.3. piemērs. Lietojot funkcijas robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt, ka

lim
x→−2

1

2 + x
= ∞.
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Skaitlim M = 5 atrast atbilstošo δ.

Izvēlas patvaļ̄ıgu skaitli M > 0, apskata nevienād̄ıbu
∣∣∣∣

1

2 + x

∣∣∣∣ > M

un atrisina to attiec̄ıbā pret |x + 2|:

|x + 2| < 1

M
.

Tādējādi δ = 1
M .

Kādu ar̄ı neizvēlētos M > 0, eksistē δ = 1
M > 0, ka visiem x, kuriem

0 < |x + 2| < δ, izpildās nevienād̄ıba

∣∣f(x)
∣∣ =

1

|x + 2| >
1

δ
= M.

Tādējādi
lim

x→−2
f(x) = ∞.

Ja M = 5, tad δ = 1
5 .

Ģeometriski tas noz̄ımē, ka visiem x, kas pieder intervālam
(
−2− 1

5
;−2 +

1

5

)
= (−2, 2;−1, 8),

funkcijas grafiks atrodas zem taisnes y = −5 vai virs taisnes y = 5
(6.4. z̄ım.).
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6.4. z̄ım.

6.4. piemērs. Lietojot funkcijas robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt, ka

lim
x→∞

(x2 − 1) = +∞.

Izvēlas patvaļ̄ıgu skaitli M > 0, apskata nevienād̄ıbu

x2 − 1 > M

un atrisina to attiec̄ıbā pret |x|:
x2 > M + 1,

|x| >
√

M + 1,

tādējādi
N =

√
M + 1.

Kādu ar̄ı neizvēlētos M > 0, eksistē tāds N =
√

M + 1 > 0, ka visiem
x, kuriem |x| > √

M + 1, izpildās nevienād̄ıba:

f(x) = x2 − 1 >
(√

M + 1
)2
− 1 = M.

Tādējādi
lim
x→∞

f(x) = +∞.

(6.5. z̄ım.).
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6.5. z̄ım.

Auditorijā risināmie uzdevumi

Lietojot funkcijas robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt:

1. lim
x→−1

2

x + 1
= ∞; 2. lim

x→ 1
2

5

2x− 1
= ∞;

3. lim
x→2

1

(x− 2)2 = +∞; 4. lim
x→1

2

(x− 1)3 = −∞;

5. lim
x→1

1

x2 − 1
= ∞; 6. lim

x→1

1
3
√

(x− 1)2
= +∞;

7. lim
x→−∞

(x2 + 1) = +∞; 8. lim
x→∞

(x3 − 1) = ∞;

9. lim
x→0

2
1

x2 = +∞.

Mājas darba uzdevumi

Lietojot funkcijas robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt:

1. lim
x→2

3

2− x
= ∞; 2. lim

x→− 1
3

2

1 + 3x
= ∞;

3. lim
x→4

1

(4− x)2 = +∞; 4. lim
x→2

5

(2− x)5 = ∞;

5. lim
x→−2

2

x2 − 4
= ∞; 6. lim

x→−1

1
3
√

(1 + x)2
= +∞;

7. lim
x→+∞

(1− x2) = −∞; 8. lim
x→∞

(1− x4) = −∞;

9. lim
x→0

(
1− e

1
x2

)
= −∞.
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7. Robežu izskaitļošana

Robežu izskaitļošanai izmanto šādas gal̄ıgu robežu ı̄paš̄ıbas.

1. Ja eksistē gal̄ıga robeža lim
x→a

f(x) = A (A ∈ R), tad f ir ierobežota

funkcija punkta x = a apkārtnē.

2. Ja funkcija f ir konstanta punkta x = a apkārtnē, t.i., visiem x ∈ U(a)
f(x) = k − const, tad lim

x→a
f(x) = k.

3. Ja funkcijai f eksistē gal̄ıga robeža lim
x→a

f(x) = A, tad eksistē ar̄ı robeža

š̄ıs funkcijas modulim |f |, pie tam lim
x→a

∣∣f(x)
∣∣ = |A|.

4. Ja lim
x→a

f(x) = A (a ∈ R), tad lim
x→a

(
f(x)− A

)
= 0.

5. Ja eksistē gal̄ıgas robežas lim
x→a

f(x) = A1 un lim
x→a

g(x) = A2, tad eksistē

gal̄ıga robeža šo funkciju summai, pie tam

lim
x→a

(
f(x) + g(x)

)
= A1 + A2.

6. Ja eksistē gal̄ıga robeža lim
x→a

f(x) = A, tad eksistē gal̄ıga robeža š̄ıs

funkcijas reizinājumam ar konstanti k, pie tam lim
x→a

(
kf(x)

)
= kA.

7. Ja funkcija f definēta un ierobežota punkta x = a kādā apkārtnē un
funkcijai g eksistē robeža lim

x→a
g(x) = 0, tad eksistē robeža šo funkciju

reizinājumam, pie tam

lim
x→a

(
f(x) · g(x)

)
= 0.

8. Ja eksistē gal̄ıgas robežas lim
x→a

f(x) = A1 un lim
x→a

g(x) = A2, tad eksistē

gal̄ıga robeža šo funkciju reizinājumam, pie tam

lim
x→a

(
f(x) · g(x)

)
= A1 · A2.

9. Ja eksistē gal̄ıgas robežas lim
x→a

f(x) = A1 un lim
x→a

g(x) = A2, pie tam

A2 6= 0, tad eksistē gal̄ıga robeža funkcijai f
g , pie tam

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

A1

A2
.
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10. Ja eksistē robežas lim
x→a

ϕ(x) = b, lim
u→b

f(u) = B un salikta funkcija

f
(
ϕ(x)

)
ir definēta punkta x = a pārdurtā apkārtnē, pie tam šajā

apkārtnē ϕ(x) 6= b, tad punktā x = a eksistē robeža saliktai funkcijai
f
(
ϕ(x)

)
, un š̄ı robeža ir B, t.i.,

lim
x→a

f
(
ϕ(x)

)
= B.

Tā kā virkne ir funkcijas ı̄pašs gad̄ıjums, tad visas š̄ıs ı̄paš̄ıbas ir spēkā
ar̄ı virknēm.

Var būt gad̄ıjumi, kad robežu izskaitļošana, izmantojot iepriekš uzskai-
t̄ıtās ı̄paš̄ıbas, nav iespējama.

1. Ja
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

ϕ(x) = 0,

tad robežas

lim
x→a

f(x)

ϕ(x)

gad̄ıjumā 9. ı̄paš̄ıbu pielietot nedr̄ıkst un runā par “0
0” veida nenoteik-

t̄ıbu.

2. Ja
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

ϕ(x) = ∞,

tad robežas

lim
x→a

f(x)

ϕ(x)

gad̄ıjumā sastopas ar “∞∞” veida nenoteikt̄ıbu.

3. Skaitļojot robežu lim
x→a

(
f(x) − ϕ(x)

)
, kur lim

x→a
f(x) un lim

x→a
ϕ(x) ir bez-

gal̄ıbas ar vienādām z̄ımēm, sastopas ar “∞−∞” veida nenoteikt̄ıbu.

4. Eksistē nenoteikt̄ıbas, kas ir sast̄ıtas ar lim
x→a

(
f(x)

)ϕ(x)
atrašanu

(1∞, 00,∞0).

Nenoteikt̄ıbas var novērst,

1. veicot algebriskus vai trigonometriskus pārveidojumus (funkciju sada-
lot reizinātājos vai saskaitāmajos, vienādojot daļu saucējus, atņemot
vai pieskaitot kādu izteiksmi, dalot un reizinot ar kādu funkciju, izne-
sot kop̄ıgo reizinātāju pirms iekavām, utt.),
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2. atsevǐsķas funkcijas aizstājot ar ekvivalentām bezgal̄ıgi mazām fun-
kcijām,

3. izmantojot tā saucamās “ievērojamās robežas”:

(a) lim
x→0

sinx
x = 1,

(b) lim
x→0

(1 + x)
1
x = e,

lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
= e,

(c) lim
x→0

loga(1+x)
x = 1

ln a ,

lim
x→0

ln(1+x)
x = 1,

(d) lim
x→0

ax−1
x = ln a (a > 0),

lim
x→0

ex−1
x = 1,

(e) lim
x→0

(1+x)α−1
x = α.

Nenoteikt̄ıbu “0 · ∞” viegli var pārveidot par vienu no nenoteikt̄ıbām
“0

0” vai “∞∞”. Piemēram, ja lim
x→a

f(x) = 0 un lim
x→a

ϕ(x) = ∞, tad reizinājumu

f · ϕ pārveido šādi:

f · ϕ =
f
1
ϕ

.

Tādā veidā nenoteikt̄ıba “0 · ∞” tiek pārveidota par nenoteikt̄ıbu “0
0”.

Nenoteikt̄ıbu “∞−∞” var pārveidot par nenoteikt̄ıbu “0
0” šādi:

f − ϕ =

1
ϕ − 1

f
1

f ·ϕ
.

Lietojot logaritmēšanu, nenoteikt̄ıbas “1∞”, “00”, “∞0” var pārveidot
par nenoteikt̄ıbu “0·∞”. Par šāda veida nenoteikt̄ıbu tās var ar̄ı pārveidot,
uzrakstot funkciju fϕ šādi:

fϕ = eϕ ln f .

7.1. piemērs. Atrast

lim
x→2

x3 − 4x2 + x + 6

x2 − 4
.

Tā kā
lim
x→2

(x3 − 4x2 + x + 6) = 0
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un
lim
x→2

(x2 − 4) = 0,

tad šajā piemērā sastopas ar nenoteikt̄ıbu “0
0”. Lai to novērstu, sadala

skait̄ıtāju un saucēju reizinātājos, sāısina daļu ar (x − 2) (kas šoreiz
tiecas uz 0), un nenoteikt̄ıba tiek novērsta:

lim
x→2

x3 − 4x2 + x + 6

x2 − 4
= lim

x→2

(x− 2)(x2 − 2x− 3)

(x− 2)(x + 2)
=

= lim
x→2

x2 − 2x− 3

x + 2
= −3

4
.

7.2. piemērs. Atrast

lim
x→0

√
1 + 5x−√1 + 3x

x
.

Šis piemērs satur nenoteikt̄ıbu “0
0”. Lai to novērstu, “pārnes” iracio-

nalitāti no daļas skait̄ıtāja uz saucēju, reizinot skait̄ıtāju un saucēju
ar skait̄ıtājam saist̄ıto izteiksmi, t.i., ar

(√
1 + 5x +

√
1 + 3x

)
:

lim
x→0

√
1 + 5x−√1 + 3x

x
=

= lim
x→0

(√
1 + 5x−√1 + 3x

) (√
1 + 5x +

√
1 + 3x

)

x
(√

1 + 5x +
√

1 + 3x
) =

= lim
x→0

1 + 5x− 1− 3x

x
(√

1 + 5x +
√

1 + 3x
) = lim

x→0

2x

x
(√

1 + 5x +
√

1 + 3x
) =

= 2 · 1

2
= 1.

7.3. piemērs. Atrast

lim
x→2

3
√

10− x− 2

x− 2
.

Šis piemērs satur nenoteikt̄ıbu “0
0”. Lai to novērstu, skait̄ıtāju papildi-

na l̄ıdz divu skaitļu kubu starp̄ıbai, reizinot daļas skait̄ıtāju un saucēju

ar
(

3
√

(10− x)2 + 2 3
√

10− x + 4
)

(skat.5; tādā veidā iracionalitāte no

5Tiek izmantota formula (a− b)(a2 + ab + b2) = a3 − b3.
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skait̄ıtāja tiek “pārnesta” uz saucēju):

lim
x→2

3
√

10− x− 2

x− 2
= lim

x→2

(
3
√

10− x
) ((

3
√

10− x
)2

+ 2 3
√

10− x + 4
)

(x− 2)
((

3
√

10− x
)2

+ 2 3
√

10− x + 4
) =

= lim
x→2

10− x− 8

(x− 2)
((

3
√

10− x
)2

+ 2 3
√

10− x + 4
) =

= lim
x→2

−(x− 2)

(x− 2)
((

3
√

10− x
)2

+ 2 3
√

10− x + 4
) = − 1

12
.

7.4. piemērs. Atrast

lim
x→∞

2x3 + 3x + 5

3x3 − x2 + 3
.

Šis piemērs satur nenoteikt̄ıbu “∞∞”. Lai to novērstu, skait̄ıtāja un
saucēja polinomus jādala ar x augstāko pakāpi (šoreiz ar x3):

lim
x→∞

2x3 + 3x + 5

3x3 − x2 + 3
= lim

x→∞
2 + 3

x2 + 5
x3

3− 1
x + 3

x3

=
2 + 0 + 0

3− 0 + 0
=

2

3
.

7.5. piemērs. Atrast lim
x→+∞

(
x−√x2 − 3

)
.

Šis piemērs satur nenoteikt̄ıbu “∞−∞”. Lai to novērstu, doto fun-
kciju reizina un dala ar tās saist̄ıto izteiksmi, t.i., ar

(
x +

√
x2 − 3

)
:

lim
x→+∞

(
x−

√
x2 − 3

)
= lim

x→+∞

(
x−√x2 − 3

) (
x +

√
x2 − 3

)

x +
√

x2 − 3
=

= lim
x→+∞

x2 − x2 + 3

x +
√

x2 − 3
= lim

x→+∞
3

x +
√

x2 − 3
= 0.

7.6. piemērs. Atrast lim
x→0

1−cos x
x2 .

Šis piemērs satur nenoteikt̄ıbu “0
0”. Lai to novērstu, iepriekš izsakot

1− cos x = 2 sin2 x
2 , izmanto pirmo ievērojamo robežu, t.i.,

lim
x→0

sin x

x
= 1 .
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lim
x→0

1− cos x

x2 = lim
x→0

2 sin2 x
2

x2 = 2 lim
x→0

sin2 x
2(

x
2

)2 · 4
=

=
1

2

(
lim
x→0

sin x
2

x
2

)2

=
1

2
· 12 =

1

2
.

7.7. piemērs. Atrast lim
x→∞

(
1− 1

x2

)x
.

Šis piemērs satur nenoteikt̄ıbu “1∞”. Lai to novērstu, izmanto otro
ievērojamo robežu, t.i.,

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

lim
x→∞

(
1− 1

x2

)x

= lim
x→∞

((
1 +

1

−x2

)−x2
) x

−x2

= e
− lim

x→∞
1
x = e0 = 1

(skat. 6).

7.8. piemērs. Atrast lim
x→∞

(2x+3
2x+1

)x+1
.

Šis piemērs satur nenoteikt̄ıbu “1∞”. lai to novērstu, izmanto otro
ievērojamo robežu. Uzdevumu var atrisināt ar diviem paņēmieniem.

1. paņēmiens.

lim
x→∞

(
2x + 3

2x + 1

)x+1

= lim
x→∞

(
2x + 3

2x + 1

)x

· lim
x→∞

2x + 3

2x + 1
=

= lim
x→∞

(
1 + 3

2x

1 + 1
2x

)x

· 1 =
lim
x→∞

((
1 + 3

2x

) 2x
3

) 3
2

lim
x→∞

((
1 + 1

2x

)2x
) 1

2

=
e

3
2

e
1
2

= e.

2. paņēmiens.

lim
x→∞

(
2x + 3

2x + 1

)x+1

= lim
x→∞

(
1 +

2

2x + 1

)x

· 1 =

= lim
x→∞

((
1 +

2

2x + 1

) 2x+1
2

) 2
2x+1 ·x

=

= e
lim

x→∞
2x

2x+1 = e
lim

x→∞
1

1+ 1
2x = e1 = e.

6Tiek izmantota eksponentfunkcijas nepārtraukt̄ıba.
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7.9. piemērs. Atrast lim
x→0

(1− 3x)
1
x .

Šis piemērs satur nenoteikt̄ıbu “1∞”. Lai to novērstu, izmanto otro
ievērojamo robežu, šoreiz

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

lim
x→0

(1− 3x)
1
x = lim

x→0

(
(1− 3x)

1
−3x

)−3x· 1x
=

= lim
x→0

(
(1− 3x)−

1
3x

)−3
= e−3.

7.10. piemērs. Atrast lim
x→1

(1− x) tg πx
2 .

Šis piemērs satur nenoteikt̄ıbu “0 · ∞”.

lim
x→1

(1− x) tg
πx

2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Apz̄ımē 1− x = t, tad x = 1− t,

tg πx
2 = tg π

2 (1− t) =

= tg
(

π
2 − π

2 t
)

= ctg πt
2 .

Ja x → 1, tad t → 0.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= lim
t→0

(
t ctg

πt

2

)
= (0 · ∞) = lim

t→0

t

tg πt
2

=

(
0

0

)
= lim

t→0

tπ
2(

tg π
2 t

)
π
2

=
2

π

(skat. 7)

7.11. piemērs. Atrast lim
x→0

ln(1+2x)
sin 3x .

Šis piemērs satur nenoteikt̄ıbu “0
0”. Lai to novērstu, lieto robežu

lim
x→0

ln(1+x)
x = 1 un pirmo ievērojamo robežu:

lim
x→0

ln(1 + 2x)

sin 3x
= lim

x→0

ln(1+2x)
2x 2x

sin 3x
3x 3x

=
2

3
lim
x→0

ln(1+2x)
2x

sin 3x
3x

=
2

3
· 1

1
=

2

3
.

7Tiek izmantota robeža lim
t→0

πt
2

tg πt
2

= 1.
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Auditorijā risināmie uzdevumi

Atrast robežas

1. lim
x→−1

x2 + 5x− 3

log2(x
2 + 1)

; 2. lim
x→0

(
x

lg |x| + 2 cos x

)
;

3. lim
x→+∞

(lg x− 2−x); 4. lim
x→−π

4

cos x + sin x

cos 2x
;

5. lim
x→2

x2 − 5x + 6

x2 − 3x + 2
; 6. lim

x→3

3− x

x3 − 27
;

7. lim
x→3

x2 − 9

x2 − 3x
; 8. lim

x→−1

3x2 + 2x− 1

−x2 + x + 2
;

9. lim
x→−2

(
1

2 + x
− 12

8 + x3

)
; 10. lim

x→π
6

2 sin2 x + sin x− 1

2 sin2 x− 3 sin x + 1
;

11. lim
x→0

3−√x + 9

x
; 12. lim

x→−5

x + 5√
x + 30 + x

;

13. lim
x→2

√
4x + 1− 3√
x + 2− 2

; 14. lim
x→−2

3
√

x− 6 + 2

2 + x
;

15. lim
x→1

3
√

x− 1√
x− 1

; 16. lim
x→0

√
1 + x− 1

3
√

1 + x− 1
;

17. lim
x→∞

2x3 + 1

3x4 + 2x2 − 1
; 18. lim

n→∞
0, 1n5 − n3 + 1

2n3 + 3n2 ;

19. lim
x→∞

(2x− 3)(3x + 5)(4x− 6)

3x3 + x− 1
; 20. lim

x→∞
x

3
√

x3 + 10
;

21. lim
n→∞

n!

(n + 1)!− n!
; 22. lim

x→∞

(
x− x3

x2 + 1

)
;

23. lim
x→+∞

(√
x− 3−√x

)
; 24. lim

x→+∞
(
x−√2x− 3

)
;

25. lim
x→0

sin 15x

5x
; 26. lim

x→0

sin(x + 2)

x + 2
;

27. lim
x→0

tg x
2

x
; 28. lim

x→0

cos x

x
;

29. lim
x→0

tg 3x

sin 5x
; 30. lim

x→0
(4x ctg x);

31. lim
x→0

x

1− cos x
; 32. lim

x→∞

(
(x− 3) sin

2

3x

)
;

33. lim
x→π

2

ctg x
π
2 − x

; 34. lim
x→0

4x

arcsin 12x
;
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35. lim
x→−2

arctg(x + 2)

4− x2 ; 36. lim
x→−2

tg πx

x + 2
;

37. lim
x→0

(
ctg 2x ctg

(
π

2
− x

))
; 38. lim

x→∞

(
1− 1

x

)x

;

39. lim
x→∞

(
1− 1

x

)x+1

; 40. lim
x→∞

(
x

x + 1

)x

;

41. lim
x→∞

(
1 +

2

x

)x

; 42. lim
x→∞

(
x + 7

x + 1

)x

;

43. lim
n→∞

(
n2 − 9

2 + n2

)n2−3

; 44. lim
x→∞

3

√(
3x− 4

3x + 2

)x (
3x− 4

3x + 2

)
;

45. lim
x→+∞

(
5x3 + 2

5x3

)√
x

; 46. lim
x→∞

(
x2 + 5x− 3

x2 − 2

)x
3

;

47. lim
x→0

(1 + x)
2
x ; 48. lim

x→0
(1− 3x)

1
x ;

49. lim
x→0

(
7x + 3

9x + 3

) 1
x

; 50. lim
x→0

(
1− 4x

1 + 2x

) 9
4x

;

51. lim
x→0

(1 + x + x2)
1

sin x ; 52. lim
x→0

(cos x)
1
x ;

53. lim
x→0

(cos2 x)
1
2x ; 54. lim

x→1
(7− 6x)

x
3x−3 ;

55. lim
n→∞

(
5n

(
ln(n− 9)− ln(n + 4)

))
; 56. lim

x→0

5
(
ln(3− 7x)− ln 3

)

3x
;

57. lim
x→e

ln x− 1

x− e
; 58. lim

x→0

e−x − 1

4x
;

59. lim
x→0

8x − 6x

x
.

Mājas darba uzdevumi

Atrast robežas

1. lim
x→1

x4 − 1

x3 + 5x− 2
; 2. lim

x→−∞

(
2 +

1√
1− x

− 2

x3

)
;

3. lim
x→π

4

sin
(

π
6 − 2x

)

cos
(
2x + π

6

) ; 4. lim
x→0

x3 − x2 + 2x

x2 + x
;

5. lim
x→− 1

2

2x2 − 7x− 4

−2x2 + 5x + 3
; 6. lim

x→1

(
3

x3 − 1
− 1

x− 1

)
;
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7. lim
x→−1

x + 1

x +
√

x + 2
; 8. lim

x→−2

2−√6 + x√
7− x− 3

;

9. lim
x→0

3
√

1− x2 − 1

x2 − 3x
; 10. lim

x→64

√
x− 8

4− 3
√

x
;

11. lim
x→∞

x2 − 5x + 1

3x + 7
; 12. lim

x→∞
2x2 − x + 3

x3 − 8x + 5
;

13. lim
x→+∞

(√
x2 + 1−

√
x2 − 1

)
; 14. lim

x→0

1− cos x

3 sin2 x
2

;

15. lim
x→0

1− cos 3x

tg2 6x
; 16. lim

x→1

sin(1− x)

x2 − 1
;

17. lim
x→0

1− cos3 x

x− sin 2x
; 18. lim

x→0

sin 7x− sin 2x

sin x
;

19. lim
x→0

1−√cos x

1− cos x
; 20. lim

x→0

tg x

arcsin 3x
;

21. lim
n→∞

(
3n− 1

8 + 3n

)n+3
4

; 22. lim
x→∞

(
2x− 3

x− 1

)x

;

23. lim
x→∞

(
x2 + 2

2x2 + 1

)x2

; 24. lim
x→∞

(
x2 + 2x + 1

x2 + 3

)
;

25. lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

; 26. lim
x→+∞

(
1 + x

2 + x

) 1−√x
1−x

;

27. lim
x→1

(
x− 1

x2 − 1

)x+1

; 28. lim
x→0

(
1 + 4x

1− 11x

) 4
3x

;

29. lim
x→0

(1 + sin x)
1
x ; 30. lim

x→0

(
x2 − 2x + 3

x2 − 3x + 2

) sin x
x

;

31. lim
x→0

ln(7x + 2)− ln 2

5x
; 32. lim

x→0

e2x − e5x

x
;

33. lim
x→0

1− 4x

1− ex
; 34. lim

x→e

ln x3 − 3

x− e
;

35. lim
x→0

ln(1 + x)

5x − 1
.

8. Bezgal̄ıgi mazas funkcijas un to sal̄ıdzināšana

8.1. defin̄ıcija. Funkciju α sauc par bezgal̄ıgi mazu funkciju punktā
a, ja lim

x→a
α(x) = 0.
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Pieņemsim, ka α un β ir bezgal̄ıgi mazas funkcijas punktā a.

Apz̄ımē

c = lim
x→a

α(x)

β(x)
.

1. Ja c = 0, tad α sauc par augstākas kārtas bezgal̄ıgi mazu fun-
kciju, sal̄ıdzinot ar β, kad x → a, un raksta: α = o(β) (skat.
8).

2. Ja c 6= 0, un c ∈ R, tad α, β sauc par vienādas kārtas bezgal̄ıgi
mazām funkcijām, kad x → a.

Pie tam, ja c = 1, t.i., ja

lim
x→a

α(x)

β(x)
= 1,

tad α un β sauc par ekvivalentām bezgal̄ıgi mazām funkcijām,
kad x → a, un raksta: α ∼ β (x → a).

8.2. defin̄ıcija. Funkciju α sauc par k-tās kārtas bezgal̄ıgi mazu
funkciju, sal̄ıdzinot ar bezgal̄ıgi mazu funkciju β, kad x → a,
ja α un βk ir vienādas kārtas bezgal̄ıgi mazas funkcijas, kad x → a.

8.1. piemērs. Sal̄ıdzināt bezgal̄ıgi mazas funkcijas:

1. α(x) =
√

2 + x−√2 un β(x) = x, kad x → 0;

2. α(x) = tg x un β(x) = x, kad x → 0;

3. α(x) = sin3 x un β(x) = x, kad x → 0.

1. Atrodam doto bezgal̄ıgi mazo funkciju attiec̄ıbas robežu, kad
x → 0:

lim
x→0

√
2 + x−√2

x
= lim

x→0

(√
2 + x−√2

) (√
2 + x +

√
2
)

x
(√

2 + x +
√

2
) =

= lim
x→0

2 + x− 2

x
(√

2 + x +
√

2
) = lim

x→0

1√
2 + x +

√
2

=
1

2
√

2
.

Tātad dotās funkcijas ir vienādas kārtas bezgal̄ıgi mazas funkcijas,
kad x → 0.

8Lasa: α ir omikrons no β.
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2. Atrod

lim
x→0

α(x)

β(x)
= lim

x→0

tg x

x
= 1.

Dotās funkcijas ir ekvivalentas bezgal̄ıgi mazas funkcijas, kad
x → 0, t.i., tg x ∼ x (x → 0).

3. Atrod

lim
x→0

α(x)

β(x)
= lim

x→0

sin3 x

x
= lim

x→0

(
sin x

x
sin2 x

)
= 0.

Funkcija α(x) = sin3 x ir augstākas kārtas bezgal̄ıgi maza funkcija,
sal̄ıdzinot ar β(x) = x, kad x → 0.

Tā kā

lim
x→0

α(x)

β3(x)
= lim

x→0

sin3 x

x3 = 1,

tad α ir 3. kārtas bezgal̄ıgi maza funkcija, sal̄ıdzinot ar β, kad
x → 0.

Izskaitļojot robežas, dažkārt ir izdev̄ıgi bezgal̄ıgi mazās funkcijas aizstāt
ar tām ekvivalentām funkcijām. Tāda pieeja vienkāršo robežu atrašanu.

8.2. piemērs. Atrast robežu lim
x→0

sin2 3x
1−cos 5x .

Piemērā ir dota divu bezgal̄ıgi mazu funkciju sin2 3x un 1−cos 5x, kad
x → 0, attiec̄ıba. Lai atrastu šo robežu, š̄ıs bezgal̄ıgi mazās funkcijas,
kad x → 0, aizstāj ar tām ekvivalentām bezgal̄ıgi mazām funkcijām:

sin2 3x ∼ (3x)2 un 1− cos 5x ∼ 2

(
5x

2

)2

(x → 0),

jo

1− cos 5x = 2 sin2 5x

2
.

Tādējādi

lim
x→0

sin2 3x

1− cos 5x
= lim

x→0

9x2

25x2

2

=
18

25
.

Auditorijā risināmie uzdevumi

1. Sal̄ıdzināt bezgal̄ıgi mazo funkciju δ(x) = x2, kad x → 0, ar šādām
bezgal̄ıgi mazām funkcijām:
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(a) γ(x) = tg3 3x;

(b) γ(x) = 2− 2 cos x;

(c) γ(x) = ln2(1 + 3x).

2. Pierād̄ıt, ka dotās bezgal̄ıgi mazās funkcijas norād̄ıtajos punktos ir
ekvivalentas:

(a)
√

1 + x− 1 ∼ x
2 , kad x → 0;

(b) sin x + tg x ∼ 2x, kad x → 0;

(c) 1−x
1+x ∼ 1−√x, kad x → 1.

3. Atrast robežas:

(a) lim
x→0

sin 15x
tg 10x ;

(b) lim
x→0

sin2 x
1−cos x ;

(c) lim
x→0

arctg2 5x
x sin 2x ;

(d) lim
x→0

arcsin 3
√

x4

x
√

x
.

Mājas darba uzdevumi

Atrast robežas

1. lim
x→0

arcsin x
3

tg 2x
; 2. lim

x→0

x3 + 2x2

sin2 x
4

;

3. lim
x→0

tg 5x

2x− x2 ; 4. lim
x→0

ln2(1 + 2x)

sin2 6x
.

9. Nepārtrauktas funkcijas

9.1. defin̄ıcija. Funkciju f sauc par nepārtrauktu punktā x0 ∈ D(f),
ja lim

∆x→0
∆f(x0) = 0, kur

∆f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0)

ir funkcijas f pieaugums punktā x0.
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9.2. defin̄ıcija. Funkciju f sauc par nepārtrauktu kopā E ⊂ D(f),
ja tā ir nepārtraukta š̄ıs kopas katrā punktā.

9.3. defin̄ıcija. Funkciju, kas ir nepārtraukta savā defin̄ıcijas apgabalā,
sauc par nepārtrauktu funkciju.

9.1. piemērs. Pierād̄ıt, ka funkcija f(x) = 2 − x + x2 ir nepārtraukta
punktā x0 = 1.

∆f(1) = f(1+∆x)−f(1) = 2− (1+∆x)+(1+∆x)2− (2−1+1) =

= ∆x + ∆x2 = ∆x(1 + ∆x).

Atrod
lim

∆x→0
∆f(1) = lim

∆x→0
∆x(1 + ∆x) = 0,

saskaņā ar defin̄ıciju funkcija f(x) = 2−x+x2 ir nepārtraukta punktā
x0 = 1.

Ja ir jāpierāda funkcijas nepārtraukt̄ıba kādā kopā (vai defin̄ıcijas ap-
gabalā), tad izvēlas patvaļ̄ıgu š̄ıs kopas punktu x0 un pierāda funkcijas
nepārtraukt̄ıbu šajā punktā.

9.2. piemērs. Pierād̄ıt, ka f(x) = 1
x+1 ir nepārtraukta funkcija.

D(f) = R \ {−1}. Izvēlas patvaļ̄ıgu x0 ∈ D(f), atrod ∆f(x0):

∆f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0) =
1

x0 + ∆x + 1
− 1

x0 + 1
=

=
−∆x

(x0 + 1)(x0 + ∆x + 1)
.

Tad

lim
∆x→0

∆f(x0) = lim
∆x→0

−∆x

(x0 + ∆x + 1)(x0 + 1)
= 0.

Tā kā x0 ir patvaļ̄ıgs funkcijas defin̄ıcijas apgabala punkts, tad funkcija
f ir nepārtraukta funkcija.

9.3. piemērs. Pierād̄ıt, ka f(x) = sin x ir nepārtraukta funkcija.

Pieņem, ka x0 ∈ D(f) = R.

∆f(x0) = sin(x0 + ∆x)− sin x0 = 2 sin
∆x

2
cos

(
x0 +

∆x

2

)
.
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Atrod

lim
∆x→0

∆f(x0) = 2 lim
∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

· ∆x

2
cos

(
x0 +

∆x

2

)
= 0,

jo

lim
∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

· ∆x

2
= 1 · 0 = 0 un cos

(
x0 +

∆x

2

)

ir ierobežota funkcija.

Tātad f(x) = sin x ir nepārtraukta funkcija.

Auditorijā risināmie uzdevumi

Pierād̄ıt, ka dotās funkcijas ir nepārtrauktas.

1. f(x) = 2− x2; 2. f(x) =
1

x2 + 1
;

3. f(x) = ex; 4. f(x) = x− 1.

Mājas darba uzdevumi

Pierād̄ıt, ka dotās funkcijas ir nepārtrauktas.

1. f(x) = 1− x3; 2. f(x) =
1

x + 3
;

3. f(x) = 3
√

2 + x; 4. f(x) = ln x.

10. Vienpusējās robežas, to izskaitļošana.

Funkcijas pārtraukuma punkti un to klasifikācija

10.1. Funkcijas vienpusējās robežas

10.1. defin̄ıcija. Punktu A sauc par funkcijas f robežu punktā x =
a (a 6= +∞) no labās puses, ja punkta A patvaļ̄ıgai apkārtnei U(A)
eksistē punkta x = a tāda apkārtne U(a), ka visiem x > a un x ∈ U(a)
izpildās sakar̄ıba: f(x) ∈ U(A).
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Apz̄ımē:
lim
x→a
x>a

f(x) = lim
x→a+0

f(x) = f(a + 0).

Analogi definē ar̄ı funkcijas robežu punktā no kreisās puses. Ac̄ımre-
dzami, ja funkcijai f punktā a eksistē vienādas vienpusējās robežas, tad
šajā punktā tai eksistē robeža, kas ir vienāda ar tās vienpusējām robežām.
Ir spēkā ar̄ı apgrieztais apgalvojums.

10.2. defin̄ıcija. Funkciju f sauc par nepārtrauktu punktā a ∈ D(f)
no kreisās puses (no labās puses), ja

lim
x→a
x<a

f(x) = f(a) (lim
x→a
x>a

f(x) = f(a)).

10.1. piemērs.

1. lim
x→2
x>2

4
(x− 2)3 = +∞,

jo (x− 2)3 ir pozit̄ıva bezgal̄ıgi maza funkcija, kad x → 2;

lim
x→2
x<2

4

(x− 2)3 = −∞,

jo (x− 2)3 ir negat̄ıva bezgal̄ıgi maza funkcija, kad x → 2.

2. lim
x→0
x<0

(
6

1
x + 5

)
= 5,

jo lim
x→0
x<0

6
1
x = 0 (ja x → 0, bet x < 0, tad 1

x ir negat̄ıva bezgal̄ıgi

liela funkcija);

lim
x→0
x>0

(
6

1
x + 5

)
= +∞,

jo lim
x→0
x>0

6
1
x = +∞ (ja x → 0, bet x > 0, tad 1

x ir pozit̄ıva bezgal̄ıgi

liela funkcija).

3. f(x) =





− 1
x−1 , ja x < 0,

0, ja x = 0,
x, ja 0 < x < 1,
2, ja 1 ≤ x ≤ 2.

lim
x→0
x<0

f(x) = lim
x→0
x<0

(
− 1

x− 1

)
= 1, lim

x→0
x>0

f(x) = lim
x→0
x>0

x = 0,

lim
x→1
x<1

f(x) = lim
x→1
x<1

x = 1, lim
x→1
x>1

f(x) = lim
x→1
x>1

2 = 2.
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Auditorijā risināmie uzdevumi

1. Atrast vienpusējās robežas funkcijām

1. lim
x→π

4−0
tg 2x; 2. lim

x→π
4 +0

tg 2x;

3. lim
x→2
x<2

lg(2− x)

2− x
; 4. lim

x→1
x>1

log7 log4 x;

5. lim
x→1
x<1

1

1 + 2
1

x−1

; 6. lim
x→1
x>1

1

1 + 2
1

x−1

;

7. lim
x→0
x>0

(
1

log3 x
+ 2 arccos x

)
.

2. Atrast vienpusējās robežas punktos x = 0 un x = π
2 funkcijai

f(x) =





1
x , ja x < 0,

sin x, ja 0 < x < π
2 ,

0, ja x > π
2 .

10.2. Funkcijas pārtraukuma punkti un to klasifikācija

No punktā nepārtrauktas funkcijas defin̄ıcijas seko, ka funkcija ir nepār-
traukta punktā x0 ∈ D(f) tad un tikai tad, ja

lim
x→x0
x<x0

f(x) = lim
x→x0
x>x0

f(x) = f(x0).

10.3. defin̄ıcija. Punktu x0 ∈ D(f) sauc par funkcijas pārtraukuma
punktu, ja šajā punktā funkcija nav nepārtraukta.

Tātad visi funkcijas defin̄ıcijas apgabala punkti iedalās funkcijas pār-
traukuma un nepārtraukt̄ıbas punktos.

10.4. defin̄ıcija. Funkcijas pārtraukuma punktu x0 sauc par tās novēr-
šama rakstura pārtraukuma punktu, ja punktā x0 eksistē gal̄ıgas
un vienādas funkcijas vienpusējās robežas, bet tās nav vienādas ar
funkcijas vērt̄ıbu šin̄ı punktā, t.i.,

lim
x→x0
x<x0

f(x) = lim
x→x0
x>x0

f(x) 6= f(x0).
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10.5. defin̄ıcija. Funkcijas pārtraukuma punktu x0 sauc par tās 1. veida
pārtraukuma punktu, ja punktā x0 eksistē gal̄ıgas un dažādas fun-
kcijas vienpusējās robežas, t.i.,

lim
x→x0
x<x0

f(x) 6= lim
x→x0
x>x0

f(x)

(skat. 9).

10.6. defin̄ıcija. Funkcijas pārtraukuma punktu, kas nav ne funkci-
jas novēršama rakstura pārtraukuma punkts, ne funkcijas 1. veida
pārtraukuma punkts, sauc par funkcijas 2. veida pārtraukuma
punktu.

Tātad funkcijas II veida pārtraukuma punkti ir funkcijas tie pārtrau-
kuma punkti, kuros vismaz viena no š̄ıs funkcijas vienpusējām robežām ir
bezgal̄ıga vai neeksistē.

Uzskatāmı̄bas labad var izveidot šādu shēmu:

¨
§

¥
¦D(f)

Funkcijas
nepārtraukt̄ıbas punkti

Funkcijas
pārtraukuma punkti

Funkcijas novēršama
rakstura

pārtraukuma punkti

Funkcijas 1. veida
pārtraukuma punkti

Funkcijas 2. veida
pārtraukuma punkti

zztttttttttttttttttttttt

$$JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

zzttttttttttttttttt

²²
ttjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

10.1. z̄ım.

10.2. piemērs. Atrast funkcijas

f(x) =





2− x, ja x ≤ 0,
cos x, ja 0 < x < π

2 ,

0, ja x ≥ π
2

9Šoreiz lim
x→x0

f(x) neeksistē.
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pārtraukuma punktus un noteikt to veidu. Konstruēt funkcijas she-
matisku grafiku.

Dotās funkcijas defin̄ıcijas apgabals D(f) = R.

Katrā no intervāliem (−∞; 0),
(
0; π

2

)
,
(

π
2 ; +∞)

funkcija ir nepārtraukta,
jo ir uzdota ar nepārtrauktām funkcijām, atbilstoši y = 2− x,
y = cos x, y = 0.

Atliek izpēt̄ıt funkcijas raksturu punktos x = 0 un x = π
2 .

Atrod vienpusējās robežas funkcijai punktā x = 0.

Tā kā f(x) = 2− x, kad x < 0, tad

lim
x→0
x<0

f(x) = lim
x→0
x<0

(2− x) = 2.

Tā kā f(x) = cos x, kad 0 < x < π
2 , tad

lim
x→0
x>0

f(x) = lim
x→0
x>0

cos x = 1.

Šoreiz
lim
x→0
x<0

f(x) 6= lim
x→0
x>0

f(x),

tāpēc x = 0 ir funkcijas I veida pārtraukuma punkts.

Atrod vienpusējās robežas funkcijai punktā x = π
2 :

lim
x→π

2
x<π

2

f(x) = lim
x→π

2
x<π

2

cos x = 0, lim
x→π

2
x>π

2

f(x) = lim
x→π

2
x>π

2

0 = 0.

f
(

π
2

)
= 0.

Funkcija ir nepārtraukta punktā x = π
2 , jo

lim
x→π

2
x<π

2

f(x) = lim
x→π

2
x>π

2

f(x) = f
(π

2

)
= 0.

Atz̄ımēsim, ka punktā x = 0 funkcija ir nepārtraukta no kreisās puses
(10.2. z̄ım.).
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10.2. z̄ım.

10.3. piemērs. Atrast funkcijas

f(x) =

{
x, ja x ≤ 0,
1
x , ja x > 0,

pārtraukuma punktus un noteikt to veidu. Konstruēt funkcijas she-
matisku grafiku.

10.3. piemērā dotās funkcijas defin̄ıcijas apgabals D(f) = R. Katrā
no intervāliem (−∞; 0) un (0; +∞) funkcija ir nepārtraukta.

Atrod vienpusējās robežas funkcijai punktā x = 0:

lim
x→0
x<0

f(x) = lim
x→0
x<0

x = 0, lim
x→0
x>0

f(x) = lim
x→0
x>0

1

x
= +∞.

Pie tam, f(0) = 0, tātad punkts x = 0 ir funkcijas f(x) 2. veida
pārtraukuma punkts.

Ar̄ı šoreiz punktā x = 0 funkcija ir nepārtraukta no kreisās puses, jo

lim
x→0
x<0

f(x) = f(0) = 0

(skat. 10.3. z̄ım.).
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10.3. z̄ım.

10.4. piemērs. Atrast funkcijas

f(x) =





2x, ja x < 1,
−3, ja x = 1,
4

3−x , ja x > 1,

pārtraukuma punktus un noteikt to veidu. Konstruēt funkcijas she-
matisku grafiku.

10.4. piemērā dotās funkcijas D(f) = R \ {3}.
Šoreiz atrod funkcijas vienpusējās robežas punktos x = 1 un x = 3.

lim
x→1
x<1

f(x) = lim
x→1
x<1

2x = 2, lim
x→1
x>1

f(x) = lim
x→1
x>1

4

3− x
= 2;

f(1) = −3.

Tātad
lim
x→1
x<1

f(x) = lim
x→1
x>1

f(x) 6= f(1).

Punkts x = 1 ir funkcijas novēršama rakstura pārtraukuma punkts.

lim
x→3
x<3

f(x) = lim
x→3
x<3

4

3− x
= +∞, lim

x→3
x>3

f(x) = lim
x→3
x>3

4

3− x
= −∞.

Punkts x = 3 nav funkcijas pārtraukuma punkts, jo tas nepieder tās
defin̄ıcijas apgabalam. Dotās funkcijas shematisks grafiks ir attēlots
10.4. z̄ım.
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10.4. z̄ım.

Auditorijā risināmie uzdevumi

1. Lietojot funkciju shematiskus grafikus, izpēt̄ıt funkcijas raksturu punktā
x0.

10.5. z̄ım.
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10.6. z̄ım.

10.7. z̄ım.
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10.8. z̄ım.

10.9. z̄ım.
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10.10. z̄ım.

10.11. z̄ım.
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10.12. z̄ım.

10.13. z̄ım.
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10.14. z̄ım.

2. Atrast funkciju pārtraukuma punktus un noteikt to veidu; konstruēt
funkciju shematiskus grafikus.

(a) f(x) =
x2 − 25

x− 5
; (b) f(x) =

{ |x|
x , ja x 6= 0,
0, ja x = 0;

(c) f(x) =
3

x2 + 5x
; (d) f(x) =

5x

2x2 + 5x− 3
;

(e) f(x) = 3
1

x−5 ; (f) f(x) =

{
x3−1
x−1 , ja x 6= 1,

5, ja x = 1;

(g) f(x) =

{
1

x−1 , ja x ≤ 3,

2x− 11
2 , ja x > 3;

(h) f(x) =

{
1

x2−5x , ja x 6= 0,

3, ja x = 0;

(i) f(x) =

{
x2, ja x < 1,

2x− 1, ja x ≥ 1;
(j) f(x) =





− 1
x−1 , ja x < 0,

0, ja x = 0,
x, ja 0 < x < 1,
2, ja 1 ≤ x ≤ 2;

(k) f(x) =

{ 2
x , ja x ≤ 2,

ln(x− 2), ja x > 2;
(l) f(x) =

{
cos π

2x, ja x < 0,
x− 1, ja x ≥ 0;

(m) f(x) =





x, ja |x| < 1,
1, ja |x| > 1,
−1, ja x = 1;

(n) f(x) =

{
sin 1

x , ja x < 0,
x + 1, ja x ≥ 0;

(0) f(x) =

{
tg x, ja |x| < π

2 ,
1
x2 , ja |x| ≥ π

2 .
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Mājas darba uzdevumi

Atrast funkciju pārtraukuma punktus un noteikt to veidu. Konstruēt
shematisku funkcijas grafiku.

1. f(x) = x2−4
x+2 ;

2. f(x) = 1−x
x2−5x+6 ;

3. f(x) = e
1
x ;

4. f(x) =





2− x2, ja x ≤ 0,
cos x, ja 0 < x < 3π

2 ,

0, ja x ≥ 3π
2 ;

5. f(x) =

{
x3 + 1, ja x ≤ 1,

x2, ja x > 1;

6. f(x) =




−x2, ja x < 0,
3, ja x = 0,
1
x2 , ja x > 0;

7. f(x) =




−x3 + 1, ja x < −1,

0, ja −1 < x < 0,√
x, ja x ≥ 0;

8. f(x) =

{ 1
x+2 , ja −1 ≤ x < 1,

x2 + 1, ja x ≥ 1;

9. f(x) =





x, ja x ≤ 0,
1− x, ja 0 < x ≤ 1,

1
1−x , ja x > 1;

10. f(x) =





5x, ja −1 ≤ x < 1,
x− 1, ja 1 < x ≤ 4,

1, ja x = 1.

11. Pielikums

I.1. Konstruēt funkciju grafikus.

1. f(x) = |1− x| − 3|x + 2|+ x;

2. f(x) = |x− 3| − 2|x + 1| − x + 1;
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3. f(x) = 3|x + 1| − |x− 1|+ 6;

4. f(x) = 2|x− 1| − |2 + x|+ x;

5. f(x) = |2− 4x| − |4 + 2x| − x;

6. f(x) = |2− x|+ |3 + x|+ x;

7. f(x) = |x− 5|+ 3|x− 1| − x + 1;

8. f(x) = |x− 2|+ |x− 8| − 5− x;

9. f(x) = |x− 1|+ |x− 7| − 6;

10. f(x) = |2x− 1| − |x + 1|+ x− 2;

11. f(x) = |x + 2| − |x + 3|+ |4− x;

12. f(x) = |x|+ 3x + 1− |x− 6|;
13. f(x) = x + 2|x + 1| − |5− x|;
14. f(x) = |x− 4|+ |x + 1| − x + 3;

15. f(x) = |x− 7| − |5− x|+ x + 3;

16. f(x) = |2x− 1|+ |x + 2| − 4x + 2;

17. f(x) = |1− 3x| − |2x + 3| − 4;

18. f(x) = |x− 1|+ |2− x| − 3 + x;

19. f(x) = |x + 2| − |8− x|+ 2x− 2;

20. f(x) = x− |1− 3x|+ |2x| − 3;

21. f(x) = |x + 1|+ |2− x| − 5− x;

22. f(x) = |x + 3|+ 2x− |1− x|+ 4;

23. f(x) = 5x− |1− x|+ |3x + 5| − 4;

24. f(x) = 2|x− 1| − |1− 2x|+ 3x + 5;

25. f(x) = x + 2− 3|5− x|+ |7 + x|.

I.2. Atrisināt vienādojumus.

1. x2 − 4x + |x− 3|+ 3 = 0;
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2. x2 − 6x + |x− 4|+ 8 = 0;

3. x2 + 4x + |x + 1|+ 3 = 0;

4. (x + 1)2 − 2|x + 1|+ 1 = 0;

5. x2 + 2x− 3|x + 1|+ 3 = 0;

6. x2 + 6x + |x + 2|+ 8 = 0;

7. |2x + 1| − |3− x| = |x− 4|;
8. |x− 1|+ |1− 2x| = 2|x|;
9. |x| − 2|x + 1|+ 3|x + 2| = 0;

10. |x + 1| − |x|+ 3|x− 1| = x + 2;

11. |x| − 2|x + 1|+ 3|x + 2| = 0;

12. |x|+ 2|x + 1| − 3|x− 3| = 0;

13. |x2 − 9|+ |x− 2| = 5;

14. |x2 − 1|+ x + 1 = 0;

15. |x2 − 4| − |9− x2| = 5;

16. |x2 − 9|+ |x2 − 4| = 5;

17. x2 + 4|x− 3| − 7x + 11 = 0;

18. x2 − 4|x + 1|+ 5x + 3 = 0;

19. |2x− 1| = |x + 1|+ |x− 2|;
20. |x + 2| − |x + 3|+ |x− 4| = 6;

21. |x|+ 3|x + 1| = |x− 6|;
22. |x|+ 2|x + 1| = |x− 5|;
23. |x− 4|+ |x + 1| − |x + 3| = 6;

24. |x− 7| − |x + 3|+ |x− 5| = −1;

25. |2x− 1|+ |x + 2| − |4x| = 2.

I.3. Atrisināt nevienād̄ıbas.
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1. x2 − 3|x|+ 2 > 0;

2. x2 − |5x− 3| − x < 2;

3. x2 + 5|x| − 24 > 0;

4. |x2 − 3x− 15| < 2x2 − x;

5. |x2 + x + 10| ≤ 3x2 + 7x + 2;

6. |2x2 + x + 11| > x2 − 5x + 6;

7. 3x2 − |x− 3| < x− 2;

8. |x− 6| > |x2 − 5x + 9|;
9. |x|+ |x− 1| > 5;

10. |x + 1|+ |x− 2| > 5;

11. |2x + 1|+ |5x− 2| ≥ 1;

12. |3x− 1|+ |2x− 3| − x < 2;

13. |x− 1|+ |2− x| > 3 + x;

14. |4− x| − |2− 3x| ≥ 4;

15. |x− 3|+ |2x + 1| < 8;

16. |2x− 5| − |3x + 6| > −3;

17. |5− 3x| − |3x− 1| ≤ 2;

18. |1− 3x| − |2x + 3| ≥ 0;

19. |x + 3| − |x + 1| < 2;

20. |x + 2|+ |x− 2| ≤ 12;

21. |x− 2| ≤ 2x2 − 9x + 9;

22. |x + 3|+ |x− 2| < 13;

23. 2|x + 3| − 3|x− 2| > 6;

24. |x + 3| − |x− 2| > 2x− 3;

25. |x− 2|+ 3|x + 3| > 4x + 25.
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II. Noteikt ar formulu uzdotās funkcijas defin̄ıcijas apgabalu.

1. f(x) =
√

x + 7 + 1
lg(3+x) ;

2. f(x) = arccos(2 + x)−
√

2+x
1−x ;

3. f(x) = lg(x2 − 5x + 4) + 1√
25−x2

;

4. f(x) = arccos 1−3x
4 +

√
1− x2;

5. f(x) = 1
5
√

3x−4 +
√

lg 3x
5−2x ;

6. f(x) =
√

lg 3x+1
2x−1 − arcsin(1− x);

7. f(x) = x+7
lg(3x+2) + arccos 5x

7 ;

8. f(x) = lg 3x−8
5 + 3

x
7−x ;

9. f(x) = 3

√
1

3x−2 +
√

2x+5
log2(3−x) ;

10. f(x) = arcsin 3−2x
5 +

√
3− x;

11. f(x) =
√

log0,5(9− 2x)− 2
cos x
2x−4 ;

12. f(x) =
√

x + 7 + 1
lg(3+x) ;

13. f(x) =
√

16−x2

log2(x+1)−1 + 3
x+1

x ;

14. f(x) =
√

5x+1
log0,3(4−x) −

√
1

x−2 ;

15. f(x) =
√

lg 5x−8
3 + 4

3x
6−x ;

16. f(x) = lg(36− x2) + 2 arccos 5
x ;

17. f(x) = 2
cos x

12−3x + 3
√

log0,2(5− 3x);

18. f(x) = 5x+7
lg(7−x) − 7

(x+3)2 ;

19. f(x) = arcsin x
5 − 3x−4

log5(4x−7) ;

20. f(x) = 4

√
log0,3(1− 4x) + 2 arctg

3
√

8−3x
24x2−1 ;
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21. f(x) =
√

lg 5x−18
3 − 2

x
6x−x2 ;

22. f(x) = 2x+3√
3x−x2

− arcsin 2
3x−1 ;

23. f(x) = 15x2−1√
5x2+7x

− lg(x2 − 6x);

24. f(x) =
√

3− x + arcsin 3−2x
5 ;

25. f(x) = arcsin x−3
2 − lg(4− x).

III. Noteikt, kuras no dotajām funkcijām ir pāra funkcijas, kuras - nepāra
funkcijas.

1. f(x) = | sin x|−3
tg x3 ;

2. f(x) = 1−4x

4x+1 ;

3. f(x) = lg
(
2x +

√
4x2 + 1

)
;

4. f(x) = lg 2+x
2−x + x tg2 x;

5. f(x) = lg 1+x
1−x − 4;

6. f(x) = 1
3x − 1

3−x ;

7. f(x) = 1
2(e

x + e−x);

8. f(x) =
√

1 + x + x2 −√1− x + x2;

9. f(x) = e3x−e−3x

2 ;

10. f(x) = 1
2 lg x2 + 2− x sin 3x;

11. f(x) = e2x+1
e−2x−1 ;

12. f(x) = xex−1
ex+1 ;

13. f(x) = tg2 x− cos x + 4;

14. f(x) = x 3
√

x− ctg 2x;

15. f(x) = 3
√

(x + 1)2 + 3
√

(x− 1)2;

16. f(x) = x
√

x2 − ctg 2x + 3x;

17. f(x) = tg3 x− 2x4 − sin 2x;
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18. f(x) = x2 + |x| − 2;

19. f(x) = 6x5 − 2 sin x;

20. f(x) = 2 tg x + sin 2x;

21. f(x) = 2|x|
x2 − 3;

22. f(x) = (22x−1)x
2x ;

23. f(x) = (x−2)2 ctg5 x+1
1−cos 3x ;

24. f(x) = 2 sin x
2 − x + x3;

25. f(x) = sin x
x + x5 ctg2 x.

IV. Noteikt, vai dotās funkcijas ir periodiskas un noteikt periodu.

1. f(x) = sin πx
2 + 1;

2. f(x) = a sin 4x + b cos 3x (a, b ∈ R);

3. f(x) = sin x
2 + ctg x;

4. f(x) = sin 5x
2 − cos x;

5. f(x) = sin 3x
2 + 1− tg x;

6. f(x) = sin 2x− 2 tg x
2 ;

7. f(x) = cos πx
4 − sin πx

6 ;

8. f(x) = sin πx
3 + sin πx

4 ;

9. f(x) = 2 sin 3x + 3 sin x;

10. f(x) = sin x + cos 2x;

11. f(x) = sin
(
2πx + π

3

)
+ 2 sin

(
3π + π

4

)
+ 3 sin πx;

12. f(x) = 1 + tg 3x− cos 2x;

13. f(x) = 10 sin 3x + tg 5x;

14. f(x) =
√

tg 3x− sin 3x;

15. f(x) = 3 sin 5x
8 + 2 cos 7x

8 ;
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16. f(x) = sin 3πx
4 − cos 3πx

2 ;

17. f(x) = 2 sin x
2 + 3 tg x

2 ;

18. f(x) = sin 2x+3
6π ;

19. f(x) = − cos x−1
2 ;

20. f(x) = 2 sin(3x + 5);

21. f(x) = 4 sin πx+1
3 ;

22. f(x) = 1 + tg
(5x

6 + 1
)
;

23. f(x) = sin x
3 + ctg x

4 ;

24. f(x) = 1
cos 2x + tg x

2 ;

25. f(x) = sin 2x + 2 sin 3x.

V. Katrai no dotajām funkcijām atrast apvērsto funkciju un noteikt
apvērstās funkcijas defin̄ıcijas un vērt̄ıbu apgabalu.

1. f(x) = arcsin 3
2+x ;

2. f(x) = 3
√

x + 1;

3. f(x) = arctg 3x;

4. f(x) = lg(x− 1);

5. f(x) = cos3 x, x ∈ [0; π];

6. f(x) = 3
√

1− x3;

7. f(x) = 5cos x, x ∈ [0; π];

8. f(x) = cos(3x− 2), x ∈ [2
3 ;

π
3 + 2

3

]
;

9. f(x) = log2
x−5

4 ;

10. f(x) = arcsin 3
4x−1 ;

11. f(x) = 1 + lg(x + 2);

12. f(x) = 2x

1+2x ;

13. f(x) = 2 sin 3x, x ∈ [−π
6 ; π

5

]
;
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14. f(x) = 10x−10−x

10x+10−x ;

15. f(x) = 10x+1;

16. f(x) = log2(1− x2), x > 0;

17. f(x) = lg x
2 ;

18. f(x) = log5
4
x ;

19. f(x) = 3
√

x3 − 27;

20. f(x) = 2x
1+x ;

21. f(x) = 7 + ln(x + 14);

22. f(x) = sin3 x, x ∈ [−π
2 ,

π
2

]
;

23. f(x) = ln(x2 − 1), x > 0;

24. f(x) = 3
√

x3 − 125;

25. f(x) = lg(x3 − 1).

VI. Lietojot virknes robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt, ka lim
n→∞

an = a. Skaitlim

ε = 0, 01 atrast atbilstošo N .

1. an =
4 + 2n

1− 3n
, a = −2

3
; 2. an =

3n− 2

2n− 1
, a =

3

2
;

3. an =
7n− 1

n + 1
, a = 7; 4. an =

n

2n + 1
, a =

1

2
;

5. an =
5n − 1

5n
, a = 1; 6. an =

5n + 3

2n− 1
, a =

5

2
;

7. an =
n2 + 4

5n2 − 2
, a =

1

5
; 8. an =

3n2 + 1

n2 + 4
, a = 3;

9. an =
n− 2

n + 2
, a = 1; 10. an =

7n + 4

2n + 1
, a =

7

2
;

11. an =
3n2 + 1

5− n2 , a = −3; 12. an =
5n− 2

7n + 3
, a =

5

7
;

13. an =
5n

n + 1
, a = 5; 14. an =

4n + 3

8n− 1
, a =

1

2
;

15. an =
n + 2

n + 1
; a = 1; 16. an =

3− n2

1 + 2n2 , a = −1

2
;
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17. an =
5n2 − 3

3n2 + 1
, a =

5

3
; 18. an =

1− 2n2

2− 4n2 , a =
1

2
;

19. an =
4n

2− 4n
, a = −1; 20. an =

5− 3n

7n + 4
, a = −3

7
;

21. an =
4− 7n

5− n
, a = 7; 22. an =

5n− 8

3n + 11
, a =

5

3
;

23. an =
2n − 1

2n
, a = 1; 24. an =

2n− 3

4n + 5
, a =

1

2
;

25. an =
5n + 6

n + 1
, a = 5.

VII. Lietojot funkcijas robežas defin̄ıciju, pierād̄ıt, ka lim
x→a

f(x) = A. Skaitlim

ε = 0, 01 atrast atbilstošo δ.

1. f(x) = 3x2 − 2, a = −2, A = 10;

2. f(x) = 3− x

5
, a = −5, A = 4;

3. f(x) = x2 − x + 2, a = 1, A = 2;

4. f(x) = x2 + 2x + 3, a = 0, A = 3;

5. f(x) = x2 + x + 1, a = 3, A = 13;

6. f(x) = 3x− 2, a = −3, A = −11;

7. f(x) = 3x + 2, a = 2, A = 8;

8. f(x) = 5− 2x, a = 0, A = 5;

9. f(x) = x2 + x− 5, a = 3, A = 7;

10. f(x) = 3x2 − 1, a = 2, A = 11;

11. f(x) = 3− 5x2, a = 2, A = −17;

12. f(x) = x2 + 4, a = 1, A = 5;

13. f(x) = 3x− 2, a = −1, A = −5;

14. f(x) = x2 − 3x, a = 3, A = 0;

15. f(x) = 2x2 + 1, a = −1, A = 3;

16. f(x) = x2 − 7x + 1, a = 7, A = 1;

17. f(x) = x2 − 6x + 3, a = 6, A = 3;

18. f(x) = 3x− 5, a = 2, A = 1;

19. f(x) = x2 − 8x + 2, a = −1, A = 11;

20. f(x) = x2 + 4x + 2, a = −2, A = −12;

21. f(x) = 2x2 + 1, a = −2, A = 9;
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22. f(x) = 4x + 7, a = −3, A = −5;

23. f(x) = 8− 5x, a = 0, A = 8;

24. f(x) = x2 + 2x− 3, a = −1, A = −4;

25. f(x) = x2 − 2x− 6, a = −2, A = 2.

VIII.1. Atrast robežas.

1. lim
x→2

x2 − 5x + 6

x3 − 8x + 8
; 2. lim

x→−3

x2 + 2x− 3

3x2 + 14x + 15
;

3. lim
x→1

x2 − 2x + 1

x3 − x
; 4. lim

x→1

x3 + x− 2

x3 − x2 − x + 1
;

5. lim
x→ 1

2

8x3 − 1

6x2 − 5x + 1
; 6. lim

x→−2

x3 + 3x2 + 2x

x2 − x− 6
;

7. lim
x→3

x2 − 5x + 6

x2 − 8x + 15
; 8. lim

x→1

x3 − 3x + 2

x4 − 4x + 3
;

9. lim
x→1

x4 − 3x + 2

x5 − 4x + 3
; 10. lim

x→2

x3 − 2x2 − 4x + 8

x4 − 8x2 + 16
;

11. lim
x→−1

x3 − 2x− 1

x5 − 2x− 1
; 12. lim

x→ 3
2

2x2 − x− 3

2x2 − 5x + 3
;

13. lim
x→ 1

3

3x2 + 5x− 2

1− 2x− 3x2 ; 14. lim
x→−1

x2 − 4x− 5

x2 − 2x− 3
;

15. lim
x→−2

2− 3x− 2x2

x2 + x− 2
; 16. lim

x→3

3x2 − 11x + 6

2x2 − 5x− 3
;

17. lim
x→2

x3 − 3x− 2

x3 − 8
; 18. lim

x→0

4x2 − 3x

2x2 − 9x
;

19. lim
x→2

x2 − 5x + 6

x3 − 2x2 − x + 2
; 20. lim

x→0

x− 3x2

5x3 − 6x2 + x
;

21. lim
x→ 1

3

3x2 + 2x− 1

27x3 − 1
; 22. lim

x→5

2x2 − 11x + 5

3x2 − 14x− 5
;

23. lim
x→−2

x3 + 5x2 + 8x + 4

x3 + 3x2 − 4
; 24. lim

x→−1

x3 + 4x2 + 5x + 2

x3 − 3x− 2
;

25. lim
x→1

x3 − 3x + 2

x3 − x2 − x + 1
.

VIII.2. Atrast robežas.

1. lim
x→0

x− 3x2

4−√x + 16
; 2. lim

x→1

3x− 2−√4x2 − x− 2

x2 − 3x + 2
;
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3. lim
x→1

3
√

x− 2− 3
√

1− x + x2

x2 − 1
; 4. lim

x→2

x−√x + 2√
4x + 1− 3

;

5. lim
x→0

√
x + 1−√x2 + x + 1

x2 ; 6. lim
x→0

3
√

1 + x2 − 1

x2 ;

7. lim
x→0

√
x2 + 1− 1√
x2 + 16− 4

; 8. lim
x→5

√
x− 1− 2

x2 − 25
;

9. lim
x→0

3
√

1 + x− 3
√

1− x

x
; 10. lim

x→4

√
1 + 2x− 3√

x− 2
;

11. lim
x→−8

√
1− x− 3

2 + 3
√

x
; 12. lim

x→3

√
x + 13− 2

√
x + 1

x2 − 9
;

13. lim
x→16

4
√

x− 2√
x− 4

; 14. lim
x→−2

3
√

x− 6 + 2

x3 + 8
;

15. lim
x→8

√
9 + 2x− 5

3
√

x− 2
; 16. lim

x→0

√
1− 2x− x2 − 1− x

x
;

17. lim
x→0

3
√

8 + 3x− x2 − 2

x + x2 ; 18. lim
x→0

3
√

27 + x− 3
√

27− x

x + 2
3
√

x4
;

19. lim
x→3

√
2x + 3− 3

9− x2 ; 20. lim
x→1

√
x−√2− x

1− x2 ;

21. lim
x→0

x√
x + 4− 2

; 22. lim
x→−9

4−√7− x√
10 + x− 1

;

23. lim
x→1

3
√

x− 1

2−√x + 3
; 24. lim

x→−1

√
3x + 7− 2

1 + 3
√

x
;

25. lim
x→4

x−√3x + 4

16− x2 .

VIII.3. Atrast robežas.

1. lim
x→∞

3x3 − 9x2 + 13x + 1

4x3 + 8x2 − 7x + 16
; 2. lim

x→∞
4x3 + 8x + 7

9x3 + 11x + 3
;

3. lim
x→∞

13x2 − 2x + 5

x4 + 6x + 1
; 4. lim

x→∞
x5 − 12x3 + 7

4x4 + 8x3 + 11
;

5. lim
x→∞

x2 − 2x + 5

x3 + 3x + 7
; 6. lim

x→∞
2x2 + 7x− 1

3x2 − 5x + 6
;

7. lim
x→∞

6x2 − 7x− 12

2x2 − 5x− 8
; 8. lim

x→∞
x2 − 4x + 3

x + 5
;

9. lim
x→∞

x4 − 2x3 − 1

100x3 + 2x2 ; 10. lim
x→∞

3x3 − 4x2 + 8

−5x3 + 2x2 + x
;
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11. lim
x→∞

5 + 3x3

7x4 − 2x2 + 1
; 12. lim

x→∞
2− x− 4x2

x3 − 7x + 8
;

13. lim
x→∞

3x2 − 2x− 1

7x− 9
; 14. lim

x→∞
x5 − 3x4 + 7x− 1

3x5 + 2x3 − 3
;

15. lim
x→∞

3x2 − 2x + 10

5x3 + 3x− 1
; 16. lim

x→∞
2x3 − 3x2 + 5

3x4 − 7x + 1
;

17. lim
x→∞

3x2 − 1

5x2 + 2x
; 18. lim

x→∞
6x2 + 5x− 1

3x2 − x + 1
;

19. lim
x→∞

1− x− x2

x3 + 3
; 20. lim

x→∞
x4 − 2x2 + 3

3x3 − 5
;

21. lim
x→∞

x2 − 1

2x2 − x− 1
; 22. lim

x→∞
2x2 + x− 1

x2 − 5x + 6
;

23. lim
x→∞

x2 − 9x + 14

x3 + 3x + 14
; 24. lim

x→∞
10x2 + 3x + 1

x3 − x2 − x
;

25. lim
x→∞

x2 − 5x− 36

2x2 − 10x + 12
.

VIII.4. Atrast robežas.

1. lim
x→+∞

(√
x2 + 7x + 9−√x2 + 3x + 5

)
;

2. lim
x→+∞

(√
x2 + x + 1−√x2 − x + 1

)
;

3. lim
x→+∞

(√
x4 − 3x + 1− x2

)
;

4. lim
x→+∞

(
2x− 1−√4x2 − 4x− 3

)
;

5. lim
x→+∞

(√
x2 − 2x− 1−√x2 − 7x + 3

)
;

6. lim
x→∞

(√
x2 + 1−√x2 + 3

)
;

7. lim
x→+∞

(√
x2 + 1− x

)
;

8. lim
x→∞

(
3
√

x3 + 5x− 3
√

x3 + 8x
)
;

9. lim
x→+∞

(√
x + 5−√x

)
;

10. lim
x→+∞

(√
2x + 1−√x + 2

)
;
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11. lim
x→+∞

(√
4x− 1− x

)
;

12. lim
x→+∞

(
x−√x2 + 7x

)
;

13. lim
x→−∞

(√
3− 2x + x

)
;

14. lim
x→+∞

(√
x2 + 10x− x

)
;

15. lim
x→+∞

(√
4x2 + 3x− 2x

)
;

16. lim
x→+∞

(√
x2 − 2x + 1−√x2 + 7x + 3

)
;

17. lim
x→∞

(
3
√

(x + 1)2 − 3
√

(x− 1)2
)
;

18. lim
x→+∞

x
3
2

(√
x3 + 1−√x3 − 1

)
;

19. lim
x→+∞

(√
x2 − 1−√x2 − x− 1

)
;

20. lim
x→−∞

x
(√

x2 + 1 + x
)
;

21. lim
x→∞

(
3
√

x3 + x2 + 1− 3
√

x3 − x2 + 1
)
;

22. lim
x→−∞

(
x +

√
x2 − 2x

)
;

23. lim
x→+∞

(
3
√

x3 + 2x2 − x
)
;

24. lim
x→∞

(√
2x2 + 1 +

√
x2 − 1

)
;

25. lim
x→+∞

(√
x2 + 2x−√x2 + x

)
.
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VIII.5. Atrast robežas.

1. lim
x→0

1− cos3 x

x sin 2x
; 2. lim

x→0

1 + sin x− cos x

1− sin x− cos x
;

3. lim
x→0

(
1

sin x
− 1

tg x

)
; 4. lim

x→π
2

cos x
3
√

(1− sin x)2
;

5. lim
x→π

6

sin
(
x− π

6

)
√

3
2 − cos x

; 6. lim
x→π

4

cos x− sin x

cos 2x
;

7. lim
x→π

4

sin x− cos x

1− tg x
; 8. lim

x→0

1−√cos x

x2 ;

9. lim
x→0

x− sin 2x

x + sin 3x
; 10. lim

x→0

tg− sin x

sin 3x
;

11. lim
x→0

sin 5x− sin 3x

sin x
; 12. lim

x→0

cos x− cos 3x

x2 ;

13. lim
x→0

x sin 3x

1− cos 3x
; 14. lim

x→π
3

sin
(
x− π

3

)

1− 2 cos x
;

15. lim
x→0

1− cos 4x

sin2 7x
; 16. lim

x→−π
4

1 + sin 2x

sin x + cos x
;

17. lim
x→0

sin x− tg x

4 sin2 x
2

; 18. lim
x→π

2

cos x

cos x
2 − sin x

2
;

19. lim
x→π

4

1− tg x

sin x− cos x
; 20. lim

x→0

1− cos 3x

tg2 6x
;

21. lim
x→0

tg x− sin x

x3 ; 22. lim
x→0

tg x

sin 5x− sin x
;

23. lim
x→0

1− cos 5x

x tg 2x
; 24. lim

x→0

cos 2x− 1

x sin x
;

25. lim
x→0

3x2 − 5x

sin2 3x
.

VIII.6. Atrast robežas.

1. lim
x→π

2

(sin x)tg x; 2. lim
x→π

4

(tg x)tg 2x;

3. lim
x→∞

(
x + 1

x− 2

)2x−1

; 4. lim
x→∞

(
x2 + 1

x2 − 2

)x2

;

5. lim
x→π

4

(ctg x)ctg 8x; 6. lim
x→π

2

(cos 4x)tg x;

7. lim
x→π

2

(sin x)ctg 4x; 8. lim
x→∞

(
3x− 4

3x + 2

)x+1
3

;
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9. lim
x→2π

(cos x)ctg x; 10. lim
x→∞

(
x + 3

x− 4

)x
2−3

;

11. lim
x→∞

(
x− 7

x− 4

)x
4+5

; 12. lim
x→∞

(
x + 5

x + 2

)x−1
3

;

13. lim
x→∞

(
2x− 1

2x + 1

)x+3

; 14. lim
x→∞

(
x− 5

x− 2

)x
3−4

;

15. lim
x→∞

(
5x− 6

5x− 3

)x+1
5

; 16. lim
x→∞

(
3x− 1

3x + 1

)x+4

;

17. lim
x→∞

(
x2 − 1

x2

)x

; 18. lim
x→0

(
1− x2) 1

tg 2x ;

19. lim
x→∞

(
1− 1

x3

)x2

; 20. lim
x→0

(
1− sin2 x

) 1
x2 ;

21. lim
x→0

(
1 + x3) 1

sin x ; 22. lim
x→0

(
1− 2x2) 1

sin2 x ;

23. lim
x→0

(1 + 2x)
1

2 sin x ; 24. lim
x→0

(
1 + x + x3) 1

sin x ;

25. lim
x→∞

(
x2 − 2

x2 + 3

)x2

.

VIII.7. Atrast robežas.

1. lim
x→0

2x − 1

ln(1 + 2x)
; 2. lim

x→0

ln(1 + sin x)

sin 4x
;

3. lim
x→0

1− cos 10x

ex2 − 1
; 4. lim

x→0

1− cos x

(e3x − 1)2 ;

5. lim
x→0

ln(1 + 10x)

tg x
; 6. lim

x→0

ln(1− 5x)

sin x
;

7. lim
x→0

2x − 1

ln(x + 1)
; 8. lim

x→0

ln(1 + sin 2x)

sin 9x
;

9. lim
x→0

ln(1 + sin 5x)

1− cos 10x
; 10. lim

x→0

1− cos 8x

3x − 1
;

11. lim
x→0

53x − 1

ex − 1
; 12. lim

x→0

(e−8x − 1)x

1− cos 4x
;

13. lim
x→0

3x − 1

2x − 1
; 14. lim

x→0

ln(1 + 3x)

sin 5x
;

15. lim
x→0

4x − 1

sin x
; 16. lim

x→0

e3x − 1

sin x
;
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17. lim
x→0

sin 2x

ln(1 + x)
; 18. lim

x→0

ln(1 + 2x)

arcsin x
;

19. lim
x→0

1− cos 3x

2 ln(1 + 9x2)
; 20. lim

x→0

1− cos 6x

ln(1 + 3x2)
;

21. lim
x→0

5x2 − 1

4x2 − 1
; 22. lim

x→0

5 sin 3x

e−3x − 1
;

23. lim
x→0

x sin 7x

e−3x2 − 1
; 24. lim

x→0

x ln(1 + 4x)

2 ln(1 + 2x2)
;

25. lim
x→0

xe
x
2 − x

ln(1 + 2x2)
.

VIII.8. Atrast robežas.

1. lim
x→0

(
x3 − 3x + 1

x− 4
+ 1

)
; 2. lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x+1
x

;

3. lim
x→2

log3(7− x2)

2− x− x2 ; 4. lim
x→5

(
x−

√
x2 − 5x

)
;

5. lim
x→5

(
1 +

4

x

)x
5

; 6. lim
x→3

log19(1 + 2x2)

4x − 62
;

7. lim
x→−1

log5(2− 3x)

x4 ; 8. lim
x→2

x2 − x + 1

x− 2
;

9. lim
x→3

x2 − 3

x2 + 4x− 9
; 10. lim

x→2

(
3

x3 + 1
− 1

x + 1

)
;

11. lim
x→22

x− 6√
x + 3− 3

; 12. lim
x→2

(
5 +

2

x
− 3

x2

)
;

13. lim
x→4

(
x−

√
x2 − 4x

)
; 14. lim

x→6

(
1 +

3

x

)x
2

;

15. lim
x→−2

1 +
√

2x2 + 1

x
; 16. lim

x→−3

6x2 + 5x− 1

3x2 − x + 8
;

17. lim
x→3

9− x2

x3 − 5x + 2
; 18. lim

x→2

x3 − 4x + 5

x2 + 6
;

19. lim
x→1

(√
5x− 4 + log2 x

)
; 20. lim

x→ 1
5

(
x3 − log 1

5
x
)

;

21. lim
x→4

(
x− 3

x + 1

)x−1

; 22. lim
x→4

(
x2
√

x + 5− x
√

x
)

;

23. lim
x→6

3
√

4x + 3− x
√

x− 2

2x− 3
; 24. lim

x→2

log5(1 + 2x)

x2 ;
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25. lim
x→−2

log13(1 + 3x2)

5−x − 1
.

IX. Sal̄ıdzināt dotās bezgal̄ıgi mazās funkcijas.

1. α(x) = 1− sin x, β(x) = cos x, kad x → π

2
;

2. α(x) =
x

x− 1
, β(x) = x, kad x → 0;

3. α(x) = tg x + x2, β(x) = x, kad x → 0;

4. α(x) = 2
√

sin x, β(x) = x, kad x → 0;

5. α(x) = 1− cos x, β(x) = sin x, kad x → 0;

6. α(x) = x sin2 x, β(x) = x sin x, kad x → 0;

7. α(x) = sin 2x− 2 sin x, β(x) = x, kad x → 0;

8. α(x) =
2x4

1 + x
, β(x) = x2, kad x → 0;

9. α(x) = 5x3 + 2x2, β(x) = 3x2 + 2x3, kad x → 0;

10. α(x) = 1− (
cos

√
x
)3

, β(x) = 1− cos x, kad x → 0;

11. α(x) = 3
√

x, β(x) = x, kad x → 0;

12. α(x) = 1− x, β(x) =
√

1− x, kad x → 1;

13. α(x) = sin 2x + x2, β(x) = x, kad x → 0;

14. α(x) = 2− 2 cos x, β(x) = x2, kad x → 0;

15. α(x) = cos 2x, β(x) = sin 4x, kad x → π

4
;

16. α(x) =
1− x

1 + x
, β(x) = 1−√x, kad x → 1;

17. α(x) = 1− x, β(x) = 1− 3
√

x, kad x → 1;

18. α(x) =
3
√

x2 −√x, β(x) = x, kad x → 0;

19. α(x) = sin 2x− sin x, β(x) = x, kad x → 0;

20. α(x) =
x(x + 1)

1−√x
, β(x) = x, kad x → 0;

21. α(x) = cos x− 3
√

cos x, β(x) = x, kad x → 0;

22. α(x) =
2x

1 + x
, β(x) = x, kad x → 0;

23. α(x) =

√
x +

√
x, β(x) = x, kad x → 0;

24. α(x) = e
√

x − 1, β(x) = x, kad x → 0;
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25. α(x) =
√

1 + x− 1, β(x) = x, kad x → 0.

X. Pierād̄ıt, ka dotās funkcijas ir nepārtrauktas punktā x0.

1. f(x) = 4x2 + 6, x0 = 7;

2. f(x) = 5x2 + x + 9, x0 = 1;

3. f(x) = 42x + 3x2, x0 = 2;

4. f(x) = x3 − x2 − 4x + 4, x0 = 3;

5. f(x) = 2x2 + 2x− 3, x0 = −1;

6. f(x) = 2x3 + 3x2 + 5, x0 = 3;

7. f(x) = x3 + 4, x0 = 1;

8. f(x) = x2 − 5x + 4, x0 = 2;

9. f(x) = x2 − 3x− 4, x0 = 2;

10. f(x) = x2 − x− 6, x0 = 4;

11. f(x) = x3 − 3x2 − x− 2, x0 = −3;

12. f(x) = x3 + x2 + 4x− 4, x0 = 1;

13. f(x) = x3 − 9x2, x0 = −2;

14. f(x) = x3 + 4, x0 = 1;

15. f(x) = 3x2 + 4x− 4, x0 =
1

2
;

16. f(x) = 2x3 + 3x2 − 7x− 1, x0 = 0;

17. f(x) = x3 − 5x2 + 1, x0 = 2;

18. f(x) = 2x2 − 17x + 35, x0 = 1;

19. f(x) = 2x2 − 7x− 15, x0 =
1

7
;

20. f(x) = 5x3 + 2x2 + 9, x0 = −4;

21. f(x) = 7x2 + 3, x0 =
1

3
;

22. f(x) = 2x2 − 1

3
x− 2

3
, x0 = 3;

23. f(x) = x2 − x− 4, x0 = −5;

24. f(x) = x2 − 8x + 15, x0 = 4;

25. f(x) = 9x3 + 1, x0 = −3.
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XI. Atrast funkcijas pārtraukuma punktus un noteikt to veidu. Konstruēt
funkcijas shematisku grafiku.

1. a) f(x) =

{
x2 + 1, ja x ≤ 1,
x− 1, ja x > 1;

b) f(x) =





2
x , ja x < 0,

cos x, ja 0 ≤ x < π
2 ,

0, ja x ≥ π
2 ;

2. a) f(x) =

{
x2 + 1, ja x < 1,

1
x−1 , ja x > 1;

b) f(x) =





lg(1− x), ja x < 1,
0, ja 1 ≤ x < 2,

3x−2, ja x ≥ 2;

3. a) f(x) =





x2 + 1, ja x < 1,
3, ja x = 1,

x + 1, ja x > 1;

b) f(x) =





− 8
x , ja x < 0,

x2, ja 0 ≤ x ≤ 2,
ln(x− 2), ja x > 2;

4. a) f(x) =





1
x+1 , ja x < 3,

0, ja x = 3,
ln(x− 3), ja x > 3;

b) f(x) =

{
x3−1
x−1 , ja x 6= 1,

3, ja x = 1;

5. a) f(x) =





x2 − 2, ja x < 1,
−1, ja 1 ≤ x < 4,
1

x−6 , ja x ≥ 4;

b) f(x) =

{
(x + 1)2, ja x ≤ 0,

ln x, ja x > 0;

6. a) f(x) =





3x−2, ja x < 2,
x, ja 2 ≤ x < 4,

ln(x− 4), ja x > 4;

b) f(x) =

{ 25−x2

x−5 , ja x 6= 5,

−10, ja x = 5;
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7. a) f(x) =




−81−x, ja x < 1,

0, ja x = 1,
1

x−3 , ja x > 1;

b) f(x) =

{
lg x, ja x > 0,

1− x2, ja x ≤ 0;

8. a) f(x) =

{
tg x, ja |x| < π

2 ,
1
x2 , ja |x| ≥ π

2 ;

b) f(x) =

{ √−x, ja x < 0,
ex, ja x ≥ 0;

9. a) f(x) =

{ 8−x3

x−2 , ja x 6= 2,

0, ja x = 2;

b) f(x) =





− 2
x , ja x < 1,

4, ja 1 ≤ x ≤ 3,
lg(x− 3), ja x > 3;

10. a) f(x) =





x, ja x ≤ 0,
1− x, ja 0 < x ≤ 1,

1
1−x , ja x > 1;

b) f(x) =

{ −9−x2

x+3 , ja x 6= −3,

0, ja x = −3;

11. a) f(x) =





x2, ja x < −1,
1, ja x = −1,
1

x+1 , ja x > −1;

b) f(x) =





1
2 , ja x < −1,
2x, ja |x| ≤ 1,

lg(x− 1), ja x > 1;

12. a) f(x) =

{
x2−1
x−1 , ja x < 1,

5, ja x = 1;

b) f(x) =





tg x, ja |x| < π
2 ,

0, ja x ≤ −π
2 ,

1, ja x > π
2 ;

13. a) f(x) =





x2 + 1, ja x < −2,
x + 1, ja −2 ≤ x < 2,
3x + 2, ja x ≥ 2;

b) f(x) =

{ √
2− x, ja x ≤ 2,

ln(x2 − 4), ja x > 2;
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14. a) f(x) =





x + 2, ja x < 0,
0, ja x = 0,

3− x2, ja x > 0;

b) f(x) =





ln(2− x), ja x < 2,
1

x−3 , ja 2 ≤ x < 3,√
x− 3, ja x ≥ 3;

15. a) f(x) =

{
x3 + 1, ja x ≤ 0,
ln x, ja x > 0;

b) f(x) =

{ 16−x2

x+4 , ja x 6= −4,

1, ja x = −4;

16. a) f(x) =





ex, ja x < 0,√
1 + x, ja 0 ≤ x < 3,

x2 − 5, ja x > 3;

b) f(x) =





1
x+1 , ja x < −1,

−4, ja |x| ≤ 1,
lg(x− 1), ja x > 1;

17. a) f(x) =

{ 3
x , ja x ≤ 3,

ln(x− 3), ja x > 3;

b) f(x) =





x2 + 2x, ja x < 0,
ex+1, ja 0 < x < 1,√
x− 1, ja x ≥ 1;

18. a) f(x) =





x2 + 3, ja x < 0,
3, ja x = 0,

4− x, ja x > 0;

b) f(x) =





1
2−x , ja x > 2,
x2−1
x+1 , ja 0 < x ≤ 2,√−x, ja x ≤ 0;

19. a) f(x) =




−1

2 − x, ja x ≤ −π
2 ,

tg x, ja −π
2 < x ≤ 0,

x2 + 1
2 , ja x > 0;

b) f(x) =

{
x3−8
2−x , ja x 6= 2,

0, ja x = 2;

20. a) f(x) =

{
sin x, ja |x| ≤ π

2 ,
1
2 , ja |x| > π

2 ;
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b) f(x) =





4
x , ja x ≤ −2,

−x− 4, ja −2 ≤ x ≤ 1,
ln(x− 1), ja x > 1;

21. a) f(x) =





1
1−x , ja x ≤ 1,

x2 − 4, ja 1 < x ≤ 3,
5, ja x > 3;

b) f(x) =

{
x2−36
x+6 , ja x 6= −6,

10, ja −2 ≤ x = −6;

22. a) f(x) =





3, ja x < −2,
x2 − 1, ja −2 ≤ x < 2,
x + 4, ja x ≥ 2;

b) f(x) =





√
1− x, ja x ≤ 1,
2x, ja 1 < x ≤ 3,

lg(x− 3), ja x > 3;

23. a) f(x) =





5− x, ja x < −1,
x2 + 3, ja −1 ≤ x < 2,

7, ja x ≥ 2;

b) f(x) =





1
5+x , ja x < −1,

2, ja x = 1,
1− x2, ja x < 1;

24. a) f(x) =





x− 1, ja x < −2,
4− x2, ja −2 ≤ x < 1,

3, ja x ≥ 1;

b) f(x) =





ln(5− x), ja x < 5,
0, ja 5 ≤ x < 6,

2x−6, ja x ≥ 6;

25. a) f(x) =




−x− 11, ja x < −2,
−x2 − 2, ja −2 ≤ x < 2,
x− 11, ja x ≥ 2.

b) f(x) =





tg x, ja |x| < π
2 ,

x, ja x ≤ −π
2 ,

−x, ja x > π
2 ;
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2. Funkcijas jēdziens. Vienādas funkcijas. Funkcijas, kas uz-
dota ar formulu, defin̄ıcijas apgabala noteikšana 11
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10.Vienpusējās robežas, to izskaitļošana.
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