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ANOTACILJA

Macibu Iidzekli ir ietverti uzdevumi un 1ss teorijas izklasts no temam:
vairaku argumentu funkcijas robeza un nepartrauktiba, vairaku argumentu
diferencejamas funkcijas, divu argumentu funkcijas ekstrems, divu argu-
mentu funkcijas vismazakas un vislielakas vertibas noteikSana, nosacitie
ekstremi. Macibu Iidzekli ieklauti uzdevumu atrisinasanas paraugi, audi-
torija risinamie uzdevumi un majas darbu uzdevumi. Pielikuma apkopoti
uzdevumi studentu individualajam darbam.



I nodala

IEVADS

1.1. Vairaku argumentu funkcija, tas definicijas ap-
gabals. Limenlinijas un Iimenvirsmas

Ja katram realu skaitlu parim (z;y), kurs pieder kadai kopai D
(D € R?), atbilst viens noteikts skaitlis z € R, tad saka, ka kopa D ir
defineta divu argumentu z un y funkcija f un raksta z = f(x;y),
(x;y) € D.

Kopu D sauc par funkcijas f definicijas apgabalu, bet visu tas
vertibu (ko ta iegust kopa D) kopu - par funkcijas f vertibu kopu.

Par divu argumentu funkcijas z = f(x;y) grafiku sauc kopu

Gy={(z;y;2) eR|(;9) € D, 2= f(z;9)}.
Geometriski to var interpretet ka virsmu telpa R3.

Funkcijas z = f(x;y) definicijas apgabals geometriski ir x0y plakne
vai Sis plaknes kaut kada dala, kuru ierobezo Iinijas, kas var piederet, vai
nepiederet funkcijas definicijas apgabalam.

Par funkcijas z = f(x;y) Iimenliniju sauc tadu plaknes z0y lniju,
kuras punktos funkcijai ir konstanta vertiba, t.i., f(z;y) = C.

Analogi var definet triju, ¢etru un visparigi n argumentu funkciju, tas
definicijas apgabalu un vertibu kopu. Piemeram, triju argumentu funkcijas
u = f(x;y; z) definicijas apgabals ir punktu kopa telpa R?; triju argumentu
funkciju var raksturot ar Iimenvirsmam, kuru vienadojums ir

flziy;2) = C.



4 I nodala. TEVADS

Visbiezak vairaku argumentu funkciju uzdod ar formulu, definicijas ap-
gabalu 1pasi nenoradot. Tada gadijuma ar D saprot funkcijas argumentu
paru (z;y) (divu argumentu funkcijai), trijotnu (z;y; z) (triju argumentu
funkcijai) utt. kopu, ar kuras elementiem formulai ir jéga.

1.1. piemers. Noteikt dotas funkcijas definicijas apgabalu, sniegt tas
definicijas apgabala geometrisko interpretaciju:
1. z = arcsin £.
x

Funkcija ir defineta, ja —1 < £ < 1. Risinot So divkarSo neviena-
dibu, iegist divas nevienadibu sistémas:

x >0, x <0,
—r <y<uw, r<y< —a.

So sistému atrisinajumu apvienojums ir attélots 1] zim. ka plak-
nes iesvitrota dala.

Y

1.1. zim.

Tatad dotas funkcijas definicijas apgabalam pieder tie punkti, kas
atrodas starp taisnem y = —z un y = x. Taisnes y = —z un
y = z, iznemot koordinatu sakumpunktu, ari pieder funkcijas
definicijas apgabalam.

2. 2z =1In(y — 2% + 2x).
Ta ka logaritms eksiste tikai pozitiviem skaitliem, tad dota fun-

kcija ir defineta visos tajos 0y plaknes punktos, kuri apmierina
nevienadibu

y—a2>+2x>0 jeb y>a®— 2.
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Tatad funkcijas definicijas apgabalu ierobezo parabolu

y = 2% — 2.

2 _ 2z, atrodas virs

Punkti, kas apmierina nevienadibu y > x
parabolas (parabola nepieder funkcijas definicijas apgabalam).

Dotas funkcijas definicijas apgabals ir attelots [L2)] zim.

\ AY ,
\ /
\ /
\ /
\ /
\ / 2
JYy = 1" —2x
\
\ /
\ “1 I
\ /
/ X
0 \ 1 //2
\\ >
1.2. zim.

[ 2y
3. 2=, —"SH5—.
© ot oyt -1

Funkcijas definicijas apgabalu nosaka nevienadiba
sy
5132 + y2 -1 —

Risinot So nevienadibu, iegtist divas nevienadibu sistemas:

y =0, vai y <0,
2? + 9% > 1, 2? + 9% < 1.

So nevienadibu sistéemu atrisinajumi grafiski ir attéloti attiecigi
1.3J]zim. un [L.4] zim.

Apvienojot abu nevienadibu sistemu atrisinajumus, iegust dotas
funkcijas definicijas apgabala geometrisko interpretaciju (L5]zim).

Tatad dotas funkcijas definicijas apgabalu veido x0Oy plaknes tie
punkti, kuri atrodas virs abscisu ass arpus rinka ar radiusu 1 un
centru koordinatu sakumpunkta, ka art st rinka tie punkti, kuri
atrodas zem abscisu ass (abscisu ass funkcijas definicijas apgaba-
lam pieder, rinka Iinija - nepieder).
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1.3. zim.

AY

1.4. zim.
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4.

1.5. zim.

1

uzln(l—x2—y2—z2)'

Dota triju argumentu funkcija, tas definicijas apgabals ir punktu
kopa telpa R®. Funkcija ir defineta visos tajos punktos (z;y; 2),
kuru koordinatas apmierina nevienadibu sistemu:

In(1 — 2% —y* — 2%) # 0, vai 22 +y? 4+ 2% £ 0,
1—a22—y?—22>0, 2y 427 < 1.
Acimredzot, nevienadibu sistéemu apmierina punkti, kuri atrodas
vienibas sferas 22 + v + 22 = 1 iekSpuse, iznemot koordinatu
sakumpunktu. Sfera funkcijas definicijas apgabalam nepieder

(L6] zim.).

1.6. zim.
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1.2. piemers. Noteikt dotas funkcijas Iimenlijas, sniegt limenliniju
geometrisko interpretaciju:
1. z2=a—uy.

Funkcijas Iimenliniju vienadojums ir x —y = C' jeb y = x —C, kur
C' ir konstante. Tatad Iimenlmijas ir taisnes, kuras ir paralélas 1.
un 3. kvadranta bisektrisei, t.i., taisnei y = x (L7J] zim.).

AY 0 =2
/ C=-1

2. z = g
Soreiz funkcijas limenliniju vienadojums ir

ﬁzC vai {\/Esz,
Y y # 0.

Tatad dotas funkcijas limenlinijas ir parabolu z = C?y? (C # 0)
zari bez koordinatu sakumpunkta. Ja C' = 0, tad limenlmija ir
ordinatu ass bez punkta y = 0 (L8] zim.).
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1.8. zim.

Uzdevumi

1. Noteikt funkciju definicijas apgabalus, sniegt funkciju definicijas ap-
gabalu geometrisko interpretaciju:

2
1) z= x+y; 2) z=+/1—122—y?

r—Yy
3) z:arcsing+1/x ; 4) z:arccos%;
Y
5) z = /cos (22 + y?); 6) z = arcsin(z — y);
7) z=1In(4 - 2* —y?); 8) z=+/22+y?—5;
9) z=+/222 —y?% 10) Z—Q—meQ;
e+ vy
11) s =¢ x2+y2_1, 12) Z=1n(3$—y),
3r — 2y
13) z = 1— 22— ?); 14) 7= Y2 — =7,
) z =arccos(l — x* — y°); ) 2 A d
4
15) 2= — 16) = = VE Ty + Vv
r—3y+1
In(3 — x)
17) z =1In(y? — 42 + 8); 18) 2 =
)2 inly e s ) P By r0

1) z=2z+vy; 2) z=—;
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3) z=1In g; 4) z=¢€";
T
5) z =y — x; 6) z =y —x;
1
7) 5= ; §) ==+
22— 42

1.2. Vairaku argumentu funkcijas robeza un nepar-
trauktiba

Pienemsim, ka funkcija f ir defineta punkta Py apkartne, iznemot varbiit
pasu punktu Fy, bet punkts P pieder punkta P, apkartnei, pie tam

P = P(xy;29;..52,), Py= P()(I?l;l'og; . ,ajon)

Skaitli b sauc par funkcijas u = f(P) robezu punkta F, ja jebkuram
e > 0 eksiste tads d > 0, ka visiem P, kuriem 0 < p(P; Fy) < ¢, izpildas
nevienadiba |f(P) — b| < ¢, kur

o 2 o 2 ] 2
p(P;PO):\/<l’1—$1) +($2—$2) +"’+<l’n—$n>

ir attalums starp punktiem P un F). Raksta:

Plin}) f(P)=0b jeb lim f(zi;29;...;2,) = 0.

o
Tp—Tn

No definicijas seko, ka punkts P var tiekties uz punktu Fj no jebkuras
puses pa jebkuru trajektoriju.

Ja, punktam P tiecoties uz punktu P, pa dazadam trajektorijam, fun-
kcijas vertibas tiecas uz dazadiem skaitliem, tad funkcijas robeza punkta
P, neeksiste.

Lai izskaitlotu vairaku argumentu funkcijas robezu, lieto teoremas, ku-
ras ir analogas teoremam par viena argumenta funkcijas robezu.

Funkciju v = f(P) sauc par bezgaligi mazu funkciju, kad P — P,

ja Ph—{%o f(P)=0.
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Apskata funkciju f(P), kura defineta punkta Py kaut kada apkartne,
ieskaitot ar1 pasu punktu Py.

Funkciju f(P) sauc par nepartrauktu punkta Fy, ja
lim f(P) = f(F).

P—>P0

Funkciju sauc par nepartrauktu punkta P, apkartne, ja ta ir nepar-
traukta katra sis apkartnes punkta.

1.3. piemers. Izskaitlot robezas:

2 2
1. lim ——2 1Y .
=0yt 11

Jaxrx — 0 un y — 0, tad dalas skaititajs un saucejs vienlaicigi
tiecas uz nulli, tapec iegiist nenoteiktibu “%”. Doto robezu var
izskaitlot ar diviem panémieniem.

1. panemziens.

Nemot vera, ka jaizskaitlo robeza, kad P(z;y) — Fy(0;0) jeb
p(P; Py) = v/x%* 4+ y*> — 0, doto robezu parraksta ka viena argu-
menta p funkcijas robezu un izskaitlo to:

. 2 + 92 . I
lim

= lim =
ol yP+1=1 20y /pP+1-1
P’ (\/p2—|—1+1>
~ lim . —lim (VP 1+1) =2
p—

p—0 P

2. panemaiens.
Parveido izteiksmi un izskaitlo robezu:
. 22+ o2 (P21 +1
lim = lim 5 5 =
ety +1-1 2 e +y
— lim (\/:U2+y2+1+1> — 9.
r—

y—0

2. Tim S2(2Y)

z—0 L

y—3

«0»

Lai atrastu doto robezu, novers nenoteiktibu “5”.
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e n(ry)  sin(y)
sin(zy sin(xy
=y (y #0),
x xy

tad _ .

lim sin(zy) =limy - lim sin(zy) =3,

x—0 T y—3 zy—0 Ty

y—3
jo lim s2e — 1.

a—0

T—00
Yy—0

3. lim <el‘2}ry2 — 1) T.

Ja apzimeé x = pcosy, y = psiny, tad 22 + y> = p> un # — 0,

kad  — oo, y — o0o. Atrod doto robezu, parejot pie mainiga p:

. 1 i eﬂ% -1 1
lim <ef’2 — 1> pcosp = lim —5— - —Spcosp =
p—00 pmo P
1
” —1 oS
= lim ——— - lim % =10 =0
p—oo = p—=00 P
p
izmanto lim €L = 1).
(izmanto lim = )
1.4. piemers. Pieradit, ka
lim — 7
0 72 4 2
R

neeksiste.
1. panemiens.

Pienem, ka punkts P(x;y) tiecas uz punktu Fy(0;0) pa taisnem
y = kx. Jay=kz, tad

. T L rkx B k
xIE(lOJxQ—FyQ Tro0a? 4 K222 14 k2
y—)

Acimredzot, robeza ir atkariga no taisnes y = kx virziena koeficienta,
piemeram, ja k = 1, tad robeza ir %; ja k = 2, tad robeza ir % utt. Ta
ka, punktam P tiecoties uz punktu Py pa dazadam taisnem, robezas
nav vienadas, tad dotajai funkcijai neeksiste robeza punkta P, (0;0).
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2. panémiens.

Apzimé x = pcosp, y = psinp. Tad 22 4+ y? = p?. legiist:

, Ty . p?sinpcosp o1 1
lim 5 = lim 5 = lim —sin 2¢pp = — )
ays::8 24y p—0 0 p—0 2 2sin 2

Ta ka robeza ir atkariga no ta, kada virziena P — Fy, tad dotas
funkcijas robeza punkta FPy(0;0) neeksiste.

Uzdevumi

Izskaitlot robezas:

L2y . 22 — g2
1. lim ———; 2. lim — ;
23%233—33/ 13 +2r — 2y — 2y
292 In(1+ 2
3. lim Y 4l PEE2)
Z:gm +y 2:5:;8 sin 3y
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II nodala

VAIRAKU ARGUMENTU
DIFERENCEJAMAS FUNKCIJAS

2.1. Parcialie atvasinajumi un pilnais diferencialis

Pienemsim, ka funkcija z = f(z;y) ir defineta punkta P(z;y) un §t
punkta apkartne.
Ja uzskata, ka y ir konstants, tad f(z;y) klust par viena argumenta
x funkciju, kuras atvasinajumu punkta var definet ka robezu no funkcijas
pieauguma A,z attiecibas pret argumenta x pieaugumu Az, kad argumenta
pieaugums Ax tiecas uz nulli. Ja sada galiga robeza eksiste, tad to sauc
par funkcijas z = f(z;y) parcialo atvasinajumu péec x punkta (z;y),
t.i.,
po Bez @+ Aay) — f(z3y)
Avo0 Az Areo Ax
Funkcijas z = f(x;y) parcialo atvasinajumu péc mainiga x apzime ar vienu
no simboliem:
0z of ,

%7 %7 x) fx

Analogi define parcialo atvasinajumu péc mainiga y:

Ayz flzy+ Ay) — f(a;y)

Alglfilo Ay AI;IEO Ay '
Apzime:
oz of ,
ay ) ay ) Zy? fy'

Lidzigi define triju, ¢etru un visparigi n argumentu funkcijas parcialos
atvasinajumus.

15
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Vairaku argumentu funkcijas parcialos atvasinajumus atrod, izmantojot
zinamas viena argumenta funkciju atvasinasanas formulas. Pienemot, ka
parejie argumenti ir konstanti, funkciju pec mainiga argumenta atvasina
ka viena argumenta funkciju.

2.1. piemeérs. Noteikt funkcijas z = zye**=% parcialos atvasinajumus.
Uzskatot y par konstanti, iegtist
2 = y(ze™ W), = y(e™W 4 1t W) = yett V(1 4 7).
Lidzigi, uzskatot x par konstanti, atrod

zg’/ = x(ye“?y)’y = a:(e”Qy + yet T 2) = 2" (1 4 2y).

2.2. piemers. Aprekinat funkcijas f(x;y) = arctg , parcialo atvasinajumu
vertibas punkta (1;2).

Vispirms nosaka funkcijas f(x;y) parcialos atvasinajumus.

1 1 Y
/
Ty)=——y = :
Yy

1 x —Z
fi@iy) = —— - (--) S
Y 1+ (5)2 y2 $2+y2

Pec tam aprekina atrasto parcialo atvasinajumu skaitliskas vertibas,

jar=1luny=2:

Y

'(1;2) = ——
fz(?) x2+y2

L l+4 57
2

T
Y

2.3. piemers. Noteikt funkcijas u = 2’ parcialos atvasinajumus.

Funkciju atvasina pec x un y ka eksponentfunkciju, bet pec z - ka
pakapes funkciju. Nemot to vera, var atrast funkcijas u parcialos

atvasinajumus:
816 o ! 2
— =2 Inz (2y?) = vy*2" Inz;
ou
— = 2:t:yz‘”’7y2 In z;
dy
u 2 _xy’-1

— =1ay°z :
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Par funkcijas f(x;y) pilno pieaugumu punkta Py(x¢; o) sauc star-
pibu f(zo + Az;yo + Ay) — f(20;70). So starpibu apzime ar A f(zo;yp).
Tatad

Af(zo;yo) = flxo+ Az yo + Ay) — f(xo; yo),

kur Az un Ay ir argumentu pieaugumi.
Funkciju z = f(x;y) sauc par diferencejamu punkta P(z;y), ja tas
pilno pieaugumu saja punkta var izteikt ka divu saskaitamo summu:

Az = (AAx + BAy) + (aAx + GAy),

kur

Ax, Ay ir attiecigi argumentu x,y pieaugumi punkta P,

A, B - izteiksmes, kas ir atkarigas no x un y, bet nav atkarigas no Ax
un Ay, pie tam A = %, B = g—;.

a, 3 - bezgaligi mazas funkcijas, kad Az — 0 un Ay — 0.
Pirmais saskaitamais AAx + BAy ir linears attieciba pret Az un Ay un

tam ir noteicosa loma funkcijas pieauguma.

So funkcijas z = f (x;y) pilna pieauguma galveno dalu sauc par funkci-
jas pilno diferenciali un apzime ar dz vai df (z;y).

Tadejadi dz = AAz + BAy. Ja izmanto A:% un B:g—é, tad divu
argumentu funkcijas pilnais diferencialis ir vienads ar ta saucamo parcialo
diferencialu %dx un g—;dy summau:

0z 0z
dz = —dx + —dy (Az = dx, Ay = dy).
020 T 5, ( y = dy)

Nemot vera to, ka funkcijas z = f(x;y) = f(P) pilnais diferencialis
punkta P(zg;yo) ir pilna pieauguma galvena dala, var uzrakstit aptuvenu
vienadibu Af(Fy) ~ df (F), t.i.,

f(zo+ Ax;yo + Ay) = f(zo;90) + df (x0; v0)-

Izmantojot So formulu, var aprekinat aptuveni funkcijas vertibu punkta
P(xo + Ax;yo + Ay).
Tatad, lai noteiktu kada lieluma C' aptuveno vertibu, izmantojot fun-
kcijas diferenciali, rikojas sadi:
1. lielumu C uzraksta ka atbilstosas funkcijas z = f(x;y) vertibu punkta
(xo + Az;yo + Ay), ti., C = f(xg+ Az;yo + Ay);

2. xo un y, izvelas ta, lai
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(a) punkts (zg;yo) atrastos pietiekami tuvu punktam
(.I'() + AZ’, Yo + Ay)y

(b) f(xo;y0) vertiba butu viegli izskaitlojama;
3. izskaitlo f(xo;yo);
4. atrod 8Z un gz un So parcialo atvasinajumu vertibas punkta (zg; 4o);

5. izskaitlo lieluma C' aptuveno vertibu:

C = f(zo+ Az;yo + Ay) = fzo; o) + fulzo; yo) Az + [ (z0; yo) Ay.
(2.1)

Analogi define, izskaitlo un izmanto pilno diferenciali jebkura galiga
skaita argumentu funkcijam.

2.4. piemers. Atrast funkcijas f(z;y) = 522 —2y+3y*+5x+2y—1 pilno
pieaugumu un pilno diferenciali. Aprekinat to skaitliskas vertibas
punkta (1;2), ja Az = 0,1 un Ay = 0,2. Novertet absoluto un
relativo kludu, kas rodas, aizstajot funkcijas pieaugumu ar tas dife-
renciali.

Atrod:

Az = 5(z+Az)*—2+Ax) (y+Ay)+3(y+Ay) > +5(r+Az) +2(y+Ay) —
—1 -5z +ay—3y*—bx—2y+1=
= 102Az+5A2? — Ay —yAz — Az Ay+6yAy+3Ay> +5Az+2Ay =
= (10x —y + 5)Azx + (6y — 2 + 2)Ay + 5A2? — AzAy + 3Ay*;

0 0
dz aZAx + aZAy = (102 — y + 5)Az + (6y — z + 2)Ay.
x
levietojot Az un dz izteiksmes x = 1,y = 2, Az = 0,1, Ay = 0,2,

legust:

Az=(10-2+5)0,1+(6-2—1+2)0,2+5-0,1*~
—0,1-0,2+3-0,22=4,05;
dz=(10—-2+5)0,1+(6-2—1+2)-0,2=3,9.
Absoluta kluda: |Az —dz| =4,05—3,9 =0, 15.

Relativa kluda: |25 | = 222 ~ 0,04 jeb 4%.
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2.5. piemers. Noskelta konusa pamatu radiusi R = 40 cm un r» = 15 cm,
bet augstums H = 50 cm. Ka izmainas konusa tilpums, ja R, r un H
palielina attiecigi par 2 mm, 3 mm un 1 mm?

Noskelta konusa tilpums V' = ZZ (R? + 7% + Rr) ir triju argumentu
R,r un H funkcija. Lai atrastu konusa tilpuma izmainu, aprekina
funkcijas V' pieaugumu AV punkta (R;r; H), kur R = 40, r = 15 un
H = 50 (argumentu pieaugumi AR =0,2, Ar =0,3 un AH =0, 1),

AV:WH+AH(

(R+ AR+ (r+ Ar)® + (R+ AR) (r + Ar)) -
TH

—T(R2+r2+Rr).

Funkcijas pieauguma skaitlisko vertibu varetu iegut, ievietojot AV
izteiksme argumentu un to pieaugumu skaitliskas vertibas, tacu izde-
vigak aprekinat AV aptuveno vertibu, izmantojot diferenciali.

Ta ka dV = g—EAR + %—‘?Ar + VAH un AV ~ dV (argumentu pie-

OH

augumi AR, Ar, AH ir pietiekami mazi), tad, atrodot parcialos at-
vasinajumus

oV mH

— =—(2R

aR 3 ( + r) Y

oV mH

—=—(2r+R

(97“ 3 ( r + ) Y

ov. o«

- = 2 2
SH 3(R +7° 4+ Rr),
legust
H H
dV:%(2R+r)AR+%(2r+R)Ar+g(R2+r2+RT)AH.

Ievietojot argumentu un to pieaugumu skaitliskas vertibas, izskaitlo

dav'.

50 50
AV%dV:%(80+15)0,2+Tﬂ(30+40)0,3+

+ g(zm2 +152 4 40 - 15)0, 1 = 747, 5.

Tatad noskelta konusa tilpums aptuveni palielinas par 747, 57 cm?.
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2.6. piemeérs. Izskaitlot aptuveni 0, 9820,

Apskata funkciju z = 2¥. Soreiz xy = 1 un yy = 2, bet Az = —0,02 un
Ay = 0,01. Acimredzot, z(1;2) = 1. Atrod funkcijas z vertibu punkta
(0,98;2,01). Lai to izdarttu, atrod funkcijas z parcialos atvasinajumus
un to vertibas punkta (1;2):

[zmantojot aptuveno vienadibu (2.10), iegust:

0z(1;2) 0z(1;2)

T Ny 2N )
ox v oy

=1+2(—0,02)4+0-0,01 = 0,96.

(0,98)%% = 2(0,98;2,01) ~ 2(1;2) + Ay =

Uzdevumi

1. Noteikt funkciju parcialos atvasinajumus:

1. z =2 — 2zy + y* 2. z=ye Y,

3. p=u'cos®¢; 4. u:e§+e_§;

5. z:arcsin%; 6. z=1In <g;_|_ x2—|—y2);
7. S = Insin(z — 2t); 8. u = arctg(x — )%

2. Noteikt noraditos parcialos atvasinajumus:

1. z=¢e" (2" +y%), %;
x

Ly ou

2. u = 2" sin < -
u sin —, oy
ou

3. u=(z—y)(z—2)(y—2), 9.

1. f(z;y) = 2*sin®y, (—1;2);

2. flz;y;2) = 2=, (e;1;—1).
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4. Paradit, ka dotas funkcijas apmierina atbilstoSos vienadojumus:

9, 9,
1. z=In(z* 4+ ¢?), ya—;—lﬁa—;zo;

z u, 1 Ou_
y Or Inx Oy

3 — _|_E %4_ % —
U= Ty " U x@x y@y = xy.

5. Atrast funkcijas z = 32 + 2y — y? + 1 pilno pieaugumu un pilno
diferenciali. Aprekinat to skaitliskas vertibas punkta (—1;2), ja
Ax = 0,3, Ay = —0,2. Novertet absoluto un relativo kludu, kas
rodas, aizstajot funkcijas pieaugumu ar tas diferenciali.

2. u=uaY,

6. Atrast doto funkciju pilnos diferencialus:

1. z =z +yev; 2. u=xyln(zy);
z
3. z:arctgx—w; 4. u= <Q> :
Yy T

7. Izskaitlot doto funkciju pilno diferencialu vertibas noraditajos pun-

ktos:
1. z=¢€",
jar=—-2,y=—1, dr = —0,3,dy =0, 2;
2. u= :

jar=3,y=4,2z=25, de =—-0,1,dy =0,3,dz =0, 2.

8. Izskaitlot aptuveni:

1. 1,023.0,972; 2. /8,042 + 6, 032;
3. 1n(0,09° + 0,99%).

9. Dots taisnsturis ar malam z = 8 m un y = 6 m. Noteikt, ka izmainas
diagonales garums un taisnstira laukums, ja garako malu saisina par
1,2 cm, bet 1sako malu pagarina par 1,4 cm.
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2.2. Pieskarplakne un normale

Pienemsim, ka funkcija f(z;y) ir diferencejama punkta Py(zo;yo)-

Par funkcijas f(x;y) grafika pieskarplakni punkta My(xo;yo; 20)
sauc plakni, kas iet caur So punktu un apmierina sadu nosacijumu: attalums
no grafika patvaliga punkta M (zx;y; z) Iidz 8ai plaknei ir péc patikas mazs
salidzinot ar attalumu MM, kad (x;y) — (zo; yo)-

Par funkcijas f(z;y) grafika normali punkta Mj(xo;yo;20) sauc
taisni, kas iet caur So punktu un ir perpendikulara saja punkta konstru-
etajai pieskarplaknei.

Ja funkcija f(x;y) ir diferencejama punkta Py(xo; o), tad tas grafikam
atbilstosaja punkta My(zo; yo; 20) eksisté pieskarplakne un normale, kuru
vienadojumi attiecigi ir sadi:

z— 29 = fr(zo;y0)(x — o) + £, (03 ¥0) (¥ — vo),
r—Top  Y—Yo <220
fil@oiyo)  fi(zosvo) -1
2.7. piemers. Sastadit pieskarplaknes un normales vienadojumu funkci-
jas f(x;y) = sin - grafikam punkta P(m;1;0).

kur zp = f(xo; yo)-

Atrod funkcijas parcialo atvasinajumu vertibas atbilstosaja punkta
(m;1):

1
filz;y) =~ cos fi(m;1) = cosm = —1.
Y Y
/ L L /
fy(y) = Y oS o fy(m;1) = —mcosm = .

Tatad pieskarplaknes vienadojums ir Sads:
z=—-1lx—7m)+7m(y—1) jeb xz—my+2z=0,
bet normales vienadojums -
r—m y—1 z
—1 s —1
Pienemsim, ka vienadojums F'(zx;y;z) = 0 netiesa veida define argu-
mentu x un y funkciju z = f(x;y) (skat.[2, 63.-71. Ipp.]). Tad funkci-

jas z parcialos atvasinajumus var izteikt ar funkcijas F' parcialajiem
atvasinajumiem:

 _ By Fy(z;y; 2)

T T i) YT Flayie)
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Izmantojot funkcijas F' parcialos atvasinajumus, pieskarplaknes vie-
nadojumu var uzrakstit sadi:

F (05 yo; 20) (2 — w0) 4+ F (203 Yo; 20) (¥ — Yo) + FL(20; o3 20) (2 — 20) = 0,
bet normales vienadojumu -

L — Xy _ Y — Yo _ 2= 20
Fl(wo;90520)  F(wo;y0520)  FL(o; yo; 20)

2.8. piemers. Uzrakstit pieskarplaknes un normales vienadojumu vir-
smai (22 — 2)zyz — y° = 5 punkta M(1;1;2).

Virsmas vienadojumu parraksta §adi: zyz® —z3yz —y®> —5 = 0. Atrod
funkcijas F(z;y; 2) = 2yz® — 23yz — yy° — 5 parcialos atvasinajumus un
to vertibas dotaja punkta:

F'(1;1;2) = 5 — 3a? ’ = 2;
+(1:152) = (yz T°Yz) M(1:12) ;

F/(1;1;2) = 5 g —54‘ = 1;

F!(1;1;2) = (3xyz® — 2° ’ = 11.
2(1;1;2) = (Bwyz" — 27y) M(1:1:2)

Ievietojot parcialo atvasinajumu vertibas un dota punkta koordinatas
pieskarplaknes vienadojuma, iegist virsmas (2% — z*)zyz —y° = 5
pieskarplaknes punkta M (1;1;2) vienadojumu:

2 -1+ (y—1)+11(z—=2)=0
jeb
20 +y+ 112 — 25 =0.
Ievietojot parcialo atvasinajumu vertibas un dota punkta koordinatas

normales vienadojuma, iegiist virsmas (2% —z?)zyz —y° = 5 normales,
kas iet caur punktu M(1;1;2), vienadojumu:
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Uzdevumi

Sastadit pieskarplaknes un normales vienadojumus dotajam virsmam
noraditajos punktos:

1. 2z =24 3 A(L;1;4);
2. z=uwy, B(1;0;0);
3
3. z =sin(zy), C(l;g;\/?_)é
4. 7 =", D(1;-1;1);
3_3 3
5. 2= a.;cy—l—y , E(a;a; —a);
a
6. z =22+ y? — wy, F(3;4;-7);
7 s
2 = arctg —, (1; ,4)7
8. P+ + 2 +ayz—6=0, (1;2; —1).

2.3. Saliktas funkcijas diferencesana

Ja z = z(x;y) ir divu argumentu x un y diferencejama funkcija, bet x
un y ir viena argumenta ¢ diferencéjamas funkcijas x = x(t) un y = y(t),
tad saliktas funkcijas z = z(z(t);y(t)) = f(t) atvasinajumu atrod pec

formulas:
dz 0z dx 0z @

at " 0x di oy dt
Ja z = z(u;v) ir divu argumentu u un v diferencéjama funkcija, bet v un v
ir argumentu x un y diferenceéjamas funkcijas v = u(z;y), v = v(x;y), tad
saliktas funkcijas z = z(u(z;y); v(z;y)) = @(z;y) parcialos atvasinajumus
atrod pec formulam:

Jz 0z Ou Oz 81). 0z 0z Ou 0z Ov

___.__i__._’ _— = — s — —_ . 22
Or Ou Or Ov Odxr 0Oy Ou Oy T ov 0Oy (22)
2.9. piemers. Atvasinat funkciju u = 2%y3z, kur x = t, y = 2, z = sint.

Ta ka w ir viena neatkariga mainiga ¢ funkcija, kur x, y, z ir starpar-
gumenti, tad atvasinat so funkciju nozime atrast Z—?.
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1. panémiens.

I[zmanto formulu

du Ou dxr Ou d ou dz

= . y+ =, (2.3)

dt Oz dt 0Oy 9z dt

Atrodot attiecigos atvasinajumus un ievietojot tos formula (2.3)), iegust:

du
i 2u12 - 1+ 3xy®z - 2t + 2%y® cost = t"(8sint + tcost).

2. panémiens.

So un lidzigus piemerus var atrisinat, izmantojot pirmas kartas dife-
renciala formas invarianci. Tam noltukam:

1. atrod dotas funkcijas pilno diferenciali pec starpargumentiem x, y, 2

du = %da: audy — a—dz = 2z’ 2de + 3xyPzdy + vy dz;
ox Jy 0z

2. atrod funkciju z,y, z diferencialus pec neatkariga mainiga t:
dx = dt, dy = 2tdt, dz = costdt,;
3. ievieto Sos diferencialus du izteiksme:
du = 22y°2 - 1 + 322y*z - 2t + 2%y costdt
jeb
du = t"(8sint + t cos t)dt;

4. izdalot ar dt vienadibas abas puses, iegust:

du

pri = 1"(8sint + tcost).

3. panemiens.

Mainigo x,y un z vieta funkcijas u izteiksme ievieto dotas izteiksmes
un atvasina funkciju u ka viena argumenta t funkciju:

u = tsint,

du
i 8t"sint 4 tScost = t'(8sint + t cost).
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2.10. piemers. Atrast funkcijas z = sin(uv), kur v = 2z + 3y, v = xy,
parcialos atvasinajumus.

Izmantojot formulas (2.2)), iegust:

% = v (cos(uv)) 2 + u (cos(uv)) y = (4wy + 3y?) cos(22y + 3zy?);
% = v(cos(uv))3 + u(cos(uv))x = (6zy + 2%) cos(22y + 3xy?).
Y

2.11. piemérs. Dota funkcija u = z + y? + 23, kur y = sinz, z = cosz.
Atrast %'
du Ou Ou dy Ou dz 5
—=—+=—-—+ = -—=1+2ycosx + 32°(—sinz) =
dx 8x+8y dr 0z dx Y ( )
=14 2sinzcosz — 3cos’x = 1 4 sin 2z — 3 cos® z sin x.

2.12. piemers. Parbaudit, vai funkcija z = yeﬂcg_y2 apmierina vienado-
jumu
102 10z 2z
w0z oy

Atrod parcialos atvasinajumus:

9z _ yet V20 = dwye® Y

Oz

% _ 6I2—92 + yel,Q_yQ(_2y> _ el,Q_yQ . 2y26x2_y2.
Yy

Izmantojot atrastos parcialos atvasinajumus, parveido dota vienado-
juma kreiso pusi:

1% _|._ 1% — 1 . 2x‘yex2_y2 _|_ 16$2_y2 J— 2y6$2_y2 —
xO0xr yody =« Y
2.2 1 yer—y z

Tatad dota funkcija apmierina doto vienadojumu.
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Uzdevumi

1. Dotajam saliktajam funkcijam atrast noraditos atvasinajumus:

Y 0z dz
1. z=arcctg =, y=+v1—ux, —un —;
x ox dx
0z 0z
2. = 3 y = e 2_ 2 - .
z=2x"€, x=wuv, y=u" —v°, o W5
0z dz
=27, Yy =1z, 7 un o
d
4. u=e"% z=sinz, y =17 _u;
dx
: 0z 0z
5. z=Int, t =sinz + cosy, — un —;
oxr 0Oy
x 2 2 dz
6. z=eYIn(z+y), x=2t", y=1-—2t", -
1 Vit dz
7. z = cos(2t — 4a® — — oy = 4.
d
8. u=a’+yf+ 25 =Vt y=¢¥ 2=t a
2 2 : 0z 0z
9. z=2x"Yy —xy”, x = pcosyp, y = psin p, — un—;
Jp Oy
1 d
10. z:arctngr Ly = e, _Z;
(Y dx
1. z= f(u), u==x + 7 0z
T e ox’
t ou 0
12.u:y2—|—\/a7z—|— s, r=t4+v, y=—, z =1, —u, —u.
cos 2 v ot Ov

2. Parbaudit, vai dotas funkcijas apmierina atbilstoSos vienadojumus:

1 to L n 0z 0z u—wv
. z=arctg—, r=u+v, y=u—v e e :
gy’ Y T Ou Ov o u?+0?
Y 0z 0z
3. z =1y + e, rT— +y— =xy + 2.
Ox oy

2.4. Atvasinajums noraditaja virziena. Gradients

Pienemsim, ka dota funkcija z = f(x;y), kas ir defineta punkta Py(z¢; yo)
apkartne, un dots stars [ ar sakumu punkta F,. Punkts P(z;y) ir patvaligi
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izvelets punkts uz stara, kas pieder punkta F, apkartnei. Nogriezna PF,
garumu apzime ar Al (2.1] zim.).

AY

2.1. zim.

Ja eksiste lim W
Al—0

atvasinajumu punkta F, virziena [ un apzime ar %(PO).
Tatad

, tad So robezu sauc par funkcijas z = f(z;y)

0z T f(P)—f(Po)
o) = Jim =

Ja funkcija z diferenceéjama punkta P, tad funkcijas z = f(z;y) atvasina-
jumu punkta P, virziena [ var aprekinat pec formulas

0z 0z 0z

Z(P)=Z(P — (P,

8l( o) 89:( O)COSOé+ay( 0) cos [3
jeb

0z 0z 0z .

57 00) = 5 (Fh) cosar+ a_y(PO) sl .
kur

a - lenkis, kuru veido [ ar abscisu ass pozitivo virzienu,
0 - lenkis, kuru veido [ ar ordinatu ass pozitivo virzienu.

2.13. piemeérs. Atrast funkcijas z = 32* + 2y + > atvasinajumu punkta
Py(1;2) virziena, kas ar abscisu asi veido 135° lenki.

Izmantojot atvasinajuma noraditaja virziena aprekinasanas formulu,
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legust:
0z

o7 (P) = (1227 + )

cos 135° 4+ (x + 3y2) sin 135° =
PO PO
= (124 2) cos(90° + 45°) + 13sin(90° 4 45°) =
V2 V2 V2

= 14(—sin45°) + 1 40——14— 13— = ——.
(—sin45%) + 13 cos 45 2—!—32 5

Par punkta P, diferencéjamas funkcijas z = f(z;y) gradientu sauc vek-

toru (%(PO); %(Pg)), kurs norada virzienu, kura funkcijai z = f(z;y)
ir vislielakais izmainas atrums punkta Py, pie tam §1 vektora modulis ir
vienads ar atruma skaitlisko vertibu.

Gradienta vektoru var aprekinat pec formulas
0z 0z

P P
or ( 0) ay( 0)

2.14. piemeérs. Atrast un attelot geometriski funkcijas z = 2%y gradien-
tu punkta P(1;1).

_
grad z(FRy) =

Izskaitlo dotas funkcijas parcialos atvasinajumus punkta P:
0z 0z 0z , 0z

Z=2uy, | =2 = = =1

. — - = C .
Atrod gradientu grad z(P) = 2i+j un attélo to geometriski (2.2]zim.).

AY

"H

2.2. zim.

Lidzigi izskaitlo atvasinajumu noraditaja virziena un gradientu triju
argumentu funkcijai v = u(zx;y; 2).
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Uzdevumi

1. Atrast funkcijas z = 22 — 3y? atvasinajumu punkta P(1;0) virziena,
kas ar abscisu asi veido 120° lenki.

2. Atrast funkcijas z = In(2? +¢?) atvasinajumu punkta P(1;1) 1. kvad-
ranta bisektrises virziena.

3. Atrast funkcijas z = 2® + 2y? — 22%y + 1 atvasinajumu punkta A
virziena AB, ja A(1;2) un B(4;6).

4. Atrast funkcijas z = In cos(z — y?) atvasinajumu abscisu ass virziena.

5. Atrast funkcijas u = In(e” + ¥ 4 ¢*) atvasinajumu koordinatu sakum-
punkta virziena, kas ar koordinatu asim veido lenkus «, 3 un ~.

6. Atrast doto funkciju gradientus noraditajos punktos:

1. z=+/22 — 12, A(5;3);

™

3. z = (sinx)"®Y, B(E; 0);
5. u = xyz, M(1;2;3).
7. Atrast lenki starp funkcijas z = In 2 gradientiem punktos A(%; 5 un
B(1;1).
8. Noteikt funkcijas u = ——1—= atvasinajumu tas gradienta virziena.

N/ T2 +y2+22

2.5. Augstako kartu atvasinajumi un diferenciali

Funkcijas parcialos atvasinajumus un diferencialus, kuru karta ir lielaka
par vienu, sauc par funkcijas augstako kartu parcialajiem atvasina-
jumiem un diferencialiem.

Pienemsim, ka z = f(x;y) ir diferencéjama funkcija kopa D. Ja
parcialajiem atvasinajumiem % un g—; savukart eksiste parcialie atvasi-

najumi, tad tos sauc par funkcijas z otras kartas parcialajiem atva-
sinajumiem un apzime sadi:

o (0 e _ 0 (02
0x2 Oz \ Oz )’ Oxdy Oy \ Oz )’

# 0 (0: P _ o (o
oydx  Ox \Oy )’ oy2 Oy \ Jy
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jeb
//_(/)l //_(/)/ //_(/)’ //_(/)/
Zpr = () 2y = 20y 2 = (%), 22 = (%),

Lidzigi define un apzime tresas, ceturtas un visparigi n-tas kartas par-
cialos atvasinajumus.

2.15. piemers. Atrast funkcijas z = arctg% otras kartas parcialos atva-

sinajumus.

O _ 1 1__

81' T - 2 Y o 1'2 + y2’

1+ (2)
0z 1 T\ x
ay T - 2 y2 72 +y2’
1+ (2)

0%z Yy ' 9 ov_1 2zy

o2 :U2—|—y2>$_y((x +y) )x_ (22 + 42)2

922 :( Y ) 22 142 — 22 —

Oxdy 2 +y?/, (22 + y?)? (22 +y2)?’

0%z B x ' 2?2 — y?

e\ @), @

0%z ( x / 22y

9.2 \ 2.2 T (21 .22

Oy ?+y?), (P +y?)
Ja jauktie atvasinajumi 82;253/ un 8?;92;@ ir nepartraukti punkta F,, tad
tie ir vienadi Saja punkta, t.i.,

0%z 0%z
(Fo) = (Fo)-

0xdy ~ Oyox

Augstako kartu parcialos atvasinajumus triju, ¢etru un visparigi n
argumentu funkcijam define un aprekina lidzigi.

z

2.16. piemers. Atrast %, ja z = cos(zy).

Lai funkcijai z atrastu noradito tresas kartas parcialo atvasinajumu,
vispirms doto funkciju atvasina divas reizes pec y un pec tam funkciju
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P2 ot uai _
a_yz atvaslla pec T.

0z

i sin(zy),

Y
2

g—yz = g2 cos(zy),
Pz ) , ,

020 (—:c COS(xy))m = —2x cos(zy) + zy sin(xy).
y20x

2.17. piemers. Atrast 55 a 0 Ja u = 3",

Dota triju mainigo funkcija. Lai atrastu noradito atvasinajumu, fun-
kcija jaatvasina pa vienai reizei pec katra argumenta.

% = y23"* In 3;
T8 (3 4 yw3 In3) — 237 n3(1 In3);
83:8y_zn( + yxz n3) =z n3(1+ zyzIn3);
Ou = 3% In3(1 + xyzin3) + zoy3™* In*3(1 + 2yz)+
0xdy0z

+ 23zyz1In? 3zy = 37 In 3(1 + 3zyzIn3 + (zyz)*1n3).

Apgabala D diferencéjamai funkcijai f(z;y) var atrast diferenciali

(z; y)dx + 8—f(f':; y)dy.

df (z;y) = o

oz
Ja funkcija df (z;y) ir diferencéjama, tad var atrast tas diferenciali,

d((df (z;y)), kas ir funkcijas f(z;y) otras kartas diferencialis
d’f(z;y). Ja dz un dy ir fikseti, tad

o f
dz? + 2
22 T 25050

92 92
'l dxdy-i—aé

&’ f(z,y) = d(df (z;y)) =

Analogi define d®f(x;y), d*f(z;y) un visparigi d" f(z;y). Formali var
rakstit:

() = d(d f (2, ) = (gd " a%dy) Fy)

2.18. piemeérs. Izskaitlot funkcijas z = y*e™°#7 otras kartas diferenciali
punkta M (0;1) un atrast §is funkcijas tresas kartas diferenciali.
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Atrod funkcijas pirmas un otras kartas parcialos atvasinajumus:

1
_ 4 arctgx .
Z =ye 11 22
Z — 4y3 arctga:
Z’x/a: — 4( arctg x 1 5 + arctg x _23:2 ) y4€arctgx 1 22552’
(1 + 2?) (1 + 2?) (1+ 2?)
1
— 4 3 arctgx .
ve 1+ a2
Zyy 12y26arctg T

Atrod otras kartas parcialo atvasinajumu vertibas dotaja punkta M (0; 1):

2 (M)y=1; 2 (M)=4; =z (M)=12.

TT Ty vy
Ievietojot §is vertibas funkcijas otras kartas diferenciala formula, iegtist:
d*z|,, = da® + 8dxdy + 12dy’.

Lai atrastu dotas funkcijas tresas kartas diferenciali, atrod sis funkci-
jas tresas kartas parcialos atvasinajumus:

- 4(€arctgx 1 + arctgx_2(1 + $2)2 B (1 _ 2%)2(1 + $2)2$) _
o 1+ a2 (1 + 22)*
y4 arctg z 1 (1 4 6x2 — 8xr — 2) _ 4earctg$x4 + 822 — 8z — 1_
1+ a2 (1+ 22)? (1+ 22)3 ’
/// t
yyy 24yearc g:z:
1
2y = 2P
1 -2z
3 ar
ZZ.;‘y = 4y €a Ctgxm.
Nemot vera divu argumentu funkcijas tresas kartas diferenciala for-
mulu
&’z = 2, da” + 32, da’dy + 3z2))) dwdy”® + 2, dy?,

yyy

atrod dotas funkcijas z = y*e®“87 tresas kartas diferenciali:

4 2
+ 8z —8xr — 1 1—2x
d3 — arctg x 3L d 3 192 2 d 2d
z = ye <y 1+ 22 r°+ y—(1+x2)2 rray—+
1
+ 36y +$2dxdy2 +24dy3>.
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Uzdevumi
1. Atrast visus otras kartas parcialos atvasinajumus dotajam funkcijam:

1. z =% —2zy*% 2. z=¢€ ",

3. z =y 4. 2%sin(z —y) = u.

2. Dota funkcija z = cos(zy), atrast a%gy vertibu punkta (0; ).

3. Dota funkcija z = In(z? + y), atrast %, 8%22 punkta (0;1).

&u
Oxdydz"

4. Dota funkcija u = sin(xyz), atrast

.o e 8102
5. Dota funkcija z = sin x cos 2y, atrast RIErTR

6. Pieradit, ka dotas funkcijas apmierina noraditos vienadojumus:

0%z 0%z
B 9 2 0.
1. z=In(z"+y°), .2 +—ay2 = 0;
D3z D3z

2. z =cos(z +¢€Y), =

Oyox? 0220y

7. Atrast otras kartas diferencialus dotajam funkcijam punkta (1;1):

1. z=2 —3siny; 2. z=sinylnz + e"Iny;

3. z= e”yz; 4. z = arctgy.
x

2.6. Teilora formula divu argumentu funkcijai

Ja funkcijai z = f(z;y) punkta (xo;y0) apkartné eksiste nepartraukti
visu kartu parcialie atvasinajumi lidz (n + 1)-as kartas atvasinajumam
ieskaitot, tad Sai divu argumentu funkcijai var uzrakstit Teilora formulu:

f(x;y) = f(2o;90) + df (zo; yo) + %de(fo; Yo) + oo+ %dnf(xo; Yo) + Ry,

kur R,, ir Teilora formulas atlikuma loceklis.
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Atlikuma locekli R,, var izteikt, piemeram, Lagranza forma:

1
R,= ———d""! 01 A [N 0<b;, <1, 0<6y<1.
(nt1) f(zo + 1Az, yo + 6 Ay), 1 <1, 0<09

Ja Teilora formula atstaj tikai tos loceklus, kas satur Az, Ay pirmaja vai
pirmaja un otraja pakape, tad iegust aptuvenu vienadibu:

Af (zo: o) df (zo; vo)

f(wo + Az;yo + Ay) = f(x0; yo) + O Az + Ay Ay+
1 52f($o,yo) 0 f (05 o) i ( Yo) A 2

2.19. piemers. Uzrakstit funkcijas
flzyy) = 2% =52 — 2y +9* + 10z + 5y — 4
Teilora formulu punkta (2; —1) apkartne.

Atrod f(2;—1) = 2 un izskaitlo funkcijas parcialos atvasinajumus
dotaja punkta:

fulz;y) = 32 — 10z — y + 10, fo(25—1) = 3
fg',(x,y) —x + 2y + 5, f;(Z;—l) =1
fra(@;y) = 6z — 10, (2 -1) =2
(@) = =1, f1(2—1) = —1;
(i) =2, f1(2-1) =2,
Flalain) =6 21 =6

Visi parejie dotas funkcijas parcialie atvasinajumi vienadi ar nulli,
tapec dotas funkcijas Teilora formulu var uzrakstit sadi:

f(z;y) = 243(x—2)+(y+1)+(x—2)°—(z—2) (y+1)+(y+1)*+(z—2)>.

2.20. piemers. Uzrakstit funkcijas f(z;y) = z¥ Teilora formulu punkta
(1; 1) apkartne, jan = 3. Izmantojot ieguto Teilora formulu, aprekinat
aptuveni 1, 1102,

Soreiz izmanto Teilora formulu sada izskata:

df(1;1)  d?f(1;1)  d°f(1;1)
T T

flzyy) = f(L1) + + Ry (24)



36 II nodala. VAIRAKU ARGUMENTU DIFERENCEJAMAS FUNKCIJAS

1. Atrod visus parcialos atvasinajumus Iidz tresajai kartai ieskaitot:

—1
[ =ya¥ ™,

f; =z/Inzx,

fir = yly — Da’ ™,
fo,=a"" 4y " Ine =2V (1 + ylna),

fip = 2"(In )2,

[ =yly—1)(y —2)a¥ >,
=2y —12"+yly— 12" "’Inuz,

%y
fi = 2/ Inz(2+yn),
f;’:;’ = 2Y(Inx)?.

2. Izskaitlo funkcijas vertibu un tas parcialo atvasinajumu vertibas
punkta (1;1):
fy =1, fi(i)=1  f(L1)=0,
fre(1) =0, fi(;1)=1, fi(l;1)=0,
f(L1)=0, f2,1)=1, fl.(1;1)=0, f5(1;1)=0.

3. Atrod funkcijas diferencialu vertibas punkta (1;1):

df(1;1) = fo(L DAz + fi (L 1) Ay = Ax;
I f(1;1) = fa(1,1) Az + 2f] (1, 1) AzAy + f,2(1;1) Ay

= 2AzAy;
df(1;1) = f5(1L DAL + 315, (L 1) Az Ay + 3£ (1; 1) AzAy*+

+ f(1; DAy = 3Az2Ay.
Tevietojot df (1;1), d*f(1;1), df(1;1) formula (2.4), iegiist

1
x| 1:1-|—Ax-|—AxAy—|—§Ax2Ay+R3.
y=1

Aprekina 1,11%2, Ta ka Az = 0,1 un Ay = 0,02, tad
1,1%2 ~ 140,140,002+ 0,0001 = 1,1021.

2.21. piemers. Funkcija z(z;y) ir uzdota netiesa veida z° —2xz+y = 0,
pie tam z(1;1) = 1. Uzrakstit sai funkcijai Teilora formulu, kas satur
x un y pakapes lidz otrajai ieskaitot, punkta (1;1) apkartne.
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Tatad 1
2(z;y) = 2(1;1) + dz(1;1) + §d22(1; 1) + Rs. (2.5)
1. Atrod pirmas un otras kartas parcialos atvasinajumus:
2z
3222 — 22— 2x2. =0 =
292, z Tz, , 2y 57 9y
4z — 6227
6 —|— 322 ;/2 — 42 — 2$Zm2 = U, Zgz = ﬁ,
1
2.1 / _ I
322y—2$2y+1—07 Zy_Qx——?)zZ7
6222
2.1 "o "o Y
622 +3Z22—2$Zy2—0, ZyQ—m,

) /
_0 o 622,2, — 2z,
: .

2.1
62z, z + 3272, — 22 — 2wzl vy 5y — 3.2

Y

2. Atrod parcialo atvasinajumu vertibas punkta (1;1):
2 (1;1) = 2, z,(1;1) = —1,
"oq. . " . _ "(1. _
22(1;1) = —16, 2y, (1;1) = 10, z,(1;1) = —6.
3. Atrod pirmas un otras kartas diferencialu vertibas punkta (1;1):
dz(1;1) = 2Ax — 1 - Ay,
d*z(1;1) = —16Ax* + 20AxAy — 6Ay°.
4. Tevietojot atrastas diferencialu vertibas formula (2.5]), iegust:

2(zyy) = 1+ (2Ax — Ay) — (8Az* — 10AzAy + 3Ay*) + Ro.

Uzdevumi

1. Uzrakstit Teilora formulu funkcijai f(z;y) = 2° — 2y® + 3xy punkta
(2;1) apkartne.

2. Uzrakstit funkcijas f(x;y) = y* Teilora formulu, kas satur x un y
pakapes lidz otrajai ieskaitot, punkta (2;1) apkartne.
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II1 nodala

DIVU ARGUMENTU FUNKCIJAS
EKSTREMS. VISMAZAKAS UN
VISLIELAKAS VERTIBAS
NOTEIKSANA

3.1. Divu argumentu funkcijas petisana uz ekstremu

Pienemsim, ka funkcija f(x;y) ir defineta punkta Py(xo; yo) apkartne
un ir nepartraukta Saja punkta.

Punktu Py(zg;yo) sauc par funkcijas f(r;y) minimuma punktu, ja
f(z;y) > f(xo;yo) visiem punktiem P(x;y), kas pieder punkta Py(xo; o)
apkartnei un ir atskirigi no §1 punkta.

Funkcijas vertibu saja punkta sauc par funkcijas minimumu un apzime
ar min f(z;y). Tadejadi min f(z;y) = f(zo; o).

Analogi define funkcijas maksimuma punktu un tas maksimumu.

Funkcijas maksimuma un minimuma punktus sauc par funkcijas ek-
strema punktiem, bet funkcijas maksimumu un minimumu sauc par fun-
kcijas ekstremiem.

Funkcijas ekstrema nepiecieSsamais nosacijums: ja Py(zg;yo) ir fun-
kcijas f(z;y) ekstrema punkts, tad Saja punkta

1. funkcijas parcialie atvasinajumi eksiste un ir vienadi ar nulli vai

2. vismaz viens no Siem parcialajiem atvasinajumiem neeksiste, bet tas
parcialais atvasinajums, kurs eksiste, ir vienads ar nulli.
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Punktus, kuros % un g—; ir nulle, sauc par funkcijas f(z;y) staciona-

rajiem punktiem.

Divu argumentu funkcijas ekstrema pietiekamais nosacijums: ja
funkcijai f(x;y) punkta Py(zo;yo) apkartne eksiste nepartraukti pirmas
un otras kartas parcialie atvasinajumi, pie tam

fr(xoiyo) = fi(zo;90) =0 un A = AC — B* > 0,

kur
A= [a(wo;90), B = fr,(zo;m0), C = [f,2(0;40),

tad Py(xo; o) ir §1s funkcijas ekstrema punkts, pie tam:
ja A <0, tad Py(zo;yo) ir funkcijas maksimuma punkts;
ja A >0, tad Py(zo;yo) ir funkcijas minimuma punkts.
Ja A <0, tad Py(zo;yo) nav Sis funkcijas ekstrema punkts;
ja A =0, tad st kartula ekstremus nenosaka.

Funkcijas f(x;y) ekstremu noteiksanas kartula tas stacionarajos punk-
tos:

of of .
L. atrod 5~ un 3y
2. atrod funkcijas stacionaros punktus;

2f 9% f.
3. atrod 73, eoy W 5oz

4. atrod otras kartas parcialo atvasinajumu vertibas stacionarajos punk-
tos, t.i., atrod A, B, C;

5. izskaitlo A = AC — B? vertibu katra stacionaraja punkta;

6. atkartbha no A zimes (ja A > 0, tad nosaka ari A zimi) izdara
secinajumus par punkta Py(zo; yo) raksturu.
3.1. piemers. Noteikt funkcijas z = 22* + y* — 22 — 2y? ekstremus.

Lai noteiktu funkcijas stacionaros punktus, atrod funkcijas parcialos
atvasinajumus:
2 =8z — 2, 2, = 4o — dy.

Atrisinot vienadojumu sistemu

8x3 — 2x =0,
4o — 4y = 0,
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iegtist funkcijas stacionaros punktus: (0;0), (0; +1), (i%; 0), (i%; il).
Atrod funkcijas otras kartas parcialos atvasinajumus:

2 =243 —2, 2, =0, 2z, =12 —4.

Ta ka A‘(O.O) = (=2)(—4) — 0 = 8 > 0, tad punkts (0;0) ir dotas

funkcijas ekstrema punkts. Nemot vera, ka

A=zh| 0 =—2<0,

(0;0)

secina, ka funkcijai z punkta (0;0) ir maksimums:
max z(x;y) = 2(0;0) = 0.

Ta ka
A

01 = (—2)8 = —16 < 0, A‘(i%;o) = 4(—4) = —16 < 0,

tad funkcijai 2z punktos (0;£1) un (£3;0) ekstrému nav.
Ta ka
Al (

=4-8=32>0 un A:zgzy( > 0,

+1:41) +3;+1)

tad funkcijai z punktos (:I:%; :tl) ir minimums:

i (33) (7)< ()-

3.2. piemers. Noteikt funkcijas z = 2° + ¢ ekstremus.
Lai noteiktu funkcijas stacionaros punktus, atrod funkcijas parcialos

atvasinajumus: 2z, = 6z°, z, = 6y°.

Atrisinot vienadojumu sistemu
62° =0,
6y° = 0,

secina, ka funkcijai ir tikai viens stacionarais punkts (0;0).
Atrod funkcijas otras kartas parcialos atvasinajumus:

"o 4 "o "o 4
Zp2 = 3027, 2z, =0, Zyp = 30y°.
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Ta ka A‘(o 0 = 0, tad s1 kartula dotajai funkcijai ekstremus nenosaka.
Tac¢u min z(x;y) = 2(0;0) = 0, jo koordinatu sakumpunkta funkcija
z = 2%4-9/% sasniedz mazako vertibu, salidzinot ar tas vertibam punkta
(0;0) apkartne.

Uzdevumi

Noteikt ekstremus dotajam funkcijam:
1. 2z = 2% + > — 9zy;
2. 2= —1% — xy — y* + 3z + 6y;

3. z=er(x+9°).

3.2. Divu argumentu funkcijas vismazakas un vislie-
lakas vertibas noteikSana

Ir zinams, ka slegta un ierobezota kopa D katra nepartraukta funkcija ir
ierobezota un sasniedz $aja kopa vismazako un vislielako vertibu (skat.[2]
18.-22. Ipp.]).

Lai noteiktu nepartrauktas funkcijas f(z;y) vismazako un vislielako
vertibu slegta un ierobezota kopa D, tad

1. jaatrod kopas D ieksejie punkti, kuros izpildas ekstrema nepieciesa-
mais nosacijums;

2. jaizskaitlo funkcijas vertibas atrastajos punktos;

3. jaatrod funkcijas vismazaka un vislielaka vertiba uz apgabala D ro-
bezas;

4. jaizvelas no iegutajam funkcijas vertibam vismazaka un vislielaka
vertiba (apzimeé atbilstosi ml%n f(z;y) un max f(z;y)).

3.3. piemers. Atrast funkcijas z = 22 — 4z — y? vismazako un vislielako
vertibu rinkt 22 + y? < 9 (B.1] zim.).
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1. Atrod funkcijas stacionaros punktus, kas ir dota apgabala ieksejie
punkti. Sim nolukam atrod funkcijas parcialos atvasinajumus:
2l =2x — 4, z; = —2y, un, atrisinot vienadojumu sistemu

20 —4 =0,
—2y:0,

secina, ka funkcijai ir tikai viens stacionarais punkts (2;0).

Ay
3

-3

3.1. zim.

2. Ta ka punkts (2;0) ir dota rinka ieksejais punkts, tad izskaitlo
funkcijas vertibu saja punkta: z(2;0) = —4.

3. Atrod funkcijas kritiskos punktus uz apgabala robezas, t.i., uz
rinka Inijas 22 + y*> = 9. No rinka lmijas vienadojuma izsaka
y? = 9 — 22 un formula, kas uzdod doto funkciju, 3? aizvieto ar
9 — 22. Iegiist viena argumenta z funkciju

z=a*—4r — (9 — 2°) = 22% — 42 — 9,

kas ir definéta intervala [—3;3]. Tagad ir jaatrod §is viena argu-
menta funkcijas vismazaka un vislielaka vertiba slegta intervala
[—3;3]. Sim noliikam atrod funkcijas atvasinajumu 2/, = 4z —4 un,
atrisinot vienadojumu 4x —4 = 0, iegust funkcijas kritisko punktu
x = 1. Funkcijas vertiba Saja kritiskaja punkta ir z(1) = —11,
bet segmenta [—3; 3] galapunktos: z(—3) = 21 un z(3) = —3.

4. Tatad funkcija z savu vismazako un vislielako vertibu dotaja rinkt
var sasniegt $ados punktos: (2;0), (1;—2v/2), (1;2v2, (—3;0),
(3;0).
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Atrod:

ml%nz(a:;y) = 2(1; —2v2) = 2(1;2V2) = —11,
max z(z;y) = 2(—=3;0) = 21.

Uzdevumi

1. Atrast doto funkciju vismazakas un vislielakas vertibas attiecigajos
apgabalos:

(a) z = xy(4 — x — y); D ir trijsturis, kuru ierobezo taisnes z = 0,
y=0,z+y=8;
(b) u = 2zy; D ir rinkis 2> +¢* < 1.

2. Pozitivu skaitli a sadalit 3 nenegativos saskaitamajos ta, lai to reizi-
najums butu vislielakais.
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NOSACITIE EKSTREMI

Apskata funkciju f(z;y) un vienadojumu p(x;y) = 0. Pienemsim, ka
vienadojums ¢(x;y) = 0 plakné nosaka kaut kadu liniju, bet telpa - cilin-
drisku virsmu. Funkcija f(z;y) telpa nosaka kaut kadu virsmu z = f(x;y),
kas skelas ar cilindrisku virsmu z = f(x;y) pa Iimiju telpa. Uz &is telpiskas
Iinijas var btit minimuma vai maksimuma punkti, kurus sauc par nosacita
ekstrema punktiem.

Apskata punktu (zo;1p), kas apmierina vienadojumu ¢(z;y) = 0 un
kura apkartne ir defineta funkcija f(z;y), pie tam &1 funkcija ir nepartraukta
punkta (zo; yo)-

Punktu (x; o) sauc par funkcijas f(z;y) nosacita maksimuma (vai
nosacita minimuma) punktu, ja visiem (z;y), kas apmierina vienado-
jumu ¢(z;y) = 0, pieder punkta (xg;yo) apkartnei un nesakrit ar punktu
(x0;Y0), izpildas nevienadiba f(z;y) < f(zo;yo) (vai nevienadiba
f(z3y) > f(zo;90))-

Vienadojumu ¢(x;y) = 0 sauc par saites vienadojumu. Lai atrastu
funkcijas nosacitos ekstremus, lieto Lagranza metodi. Saskana ar So
metodi sastada funkciju F(z;y) = f(x;y) + A\p(x;y), kuru sauc par Lag-
ranza funkciju. Atrod §is funkcijas parcialos atvasinajumus un sastada
sistemu

Fl(z;y) =0,
Fy(z;y) =0,
o(x;y) = 0.

Atrisinot So sistemu, atrod A un tam atbilstoso funkcijas F'(x;y) stacio-
naro punktu (xg;y), kurs apmierina doto saites vienadojumu.

Lai noteiktu punkta (zg;yg) raksturu, atrod funkcijas F'(z;y) otras

kartas diferenciali d*F(z;y) = F),dx* + 2F) dedy + F; dy® un aprekina
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ta vertibu punkta (xo;yo) ar atrasto vertibu . Ja d*F(zo;y0) > 0, tad
(xo;yo) ir dotas funkcijas f(x;y) nosacita minimuma punkts. Analogi,
ja d*F(xg;90) < 0, tad (mg;yo) ir funkcijas f(z;y) nosacita maksimuma
punkts.

4.1. piemers. Atrast funkcijas f(z;y) = x + 2y nosacitos ekstremus, ja
saites vienadojums ir 22 + y? = 5.

Sastada Lagranza funkciju F(z;y) = x + 2y + (2% + y? — 5) un atrod
tas parcialos atrisinajumus F, = 1+2\z, F, = 2+2)y. Vienadojumu
sistema Soreiz ir

142 =0,
242 \y =0,
x? + y* = 5.
Atrisinot So sistemu, iegtist A = —% vai A = % Vertibai A = —% atbilst

xr =1,y =2, bet vertibai A = % atbilst x = —1, y = —2.

Lai Sajos stacionarajos punktos aprekinatu funkcijas F(x;y) otras
kartas diferenciali d*F(z;y), atrod F, = 2X, F, =0, F, = 2\,

Ja A = —%, tad d?F(1;2) = —d2? — dy?> < 0. Tapec stacionaraja
punkta (1;2) ir dotas funkcijas nosacitais maksimums, kura vertiba ir
D.

Ja A = 3, tad &*F(—1;-2) = —da® — dy* > 0. Tapéec stacionaraja
punkta (—1; —2) ir dotas funkcijas nosacitais minimums, kura vertiba
ir —9.

4.2. piemeérs. Atrast funkcijas f(z;y) = xy nosacitos ekstremus, ja
saites vienadojums ir x — y = 0.

Lagranza funkcija F'(z;y) =2y + ANz —y) un F. =y + A,
F, =z — . Funkcijas F'(z;y) stacionaro punktu, kurs apmierina doto
saites vienadojumu, atrasanai uzraksta vienadojumu sistemu

y+A=0,
r—A=0,
r—1y=0.

Sis sistémas vienigais atrisingjums ir A = 0, z = 0, y = 0. Atrod
Fy, =0, F,, =1, F,, = 0 un aprekina funkcijas F'(7;y) otras kartas
diferenciali tas stacionaraja punkta (0;0).
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d?F(0;0) = 2dzdy. No saites vienadojuma x — y = 0 iegiist, ka
dr — dy = 0 jeb dy = dx. Tapec d*F(0;0) = 2dxz®> > 0 un punkts
(0; 0) ir dotas funkcijas nosacita minimuma punkts. Funkcijas nosacita
minimuma vertiba ir 0.

Uzdevumi

Noteikt dotas funkcijas nosacitos ekstremus, ja ir noradits saites viena-
dojums

1. 2 =2z + 3y + 10, xy = 9;
2. z =1y, 2z + 3y — 20 = 0;
Ty

= 8.

3. 2= 3 10
F=raoy+ 10, 3z +1
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V nodala

UZDEVUMI INDIVIDUALAJAM

DARBAM

I Noteikt dotas funkcijas definicijas apgabalu:

3
l. a) z= Y ;
2x — 5y
2. a) z=+y*— 122,
3. a) z=In(4—2* -1,
2
4. a) z = ;
6 — a2 — g2
JT
5. a) z——y,
22 + y?
6. a) z=eVI TV
7.a) z2=+/3— 22— 2
8. a) z = arcsin(2z — y),
)
9. =4
a) z x+2x+7y’
4
10. a) z = 2a:y2’
T Yy
3
11. a) :&7
3+r—y
12. a) z = arccos(z + 2y),
13. a) z = arcsin(x — 2y),

49

b) z:ln(xQ—yZ—S);
2
) 2= I
r—3y+1
.
b) z = arcsin —;
Y
b) z=+/22% — y?

b) z=In(y" — 2%);

b) z = arccos(z — 2y);

)
6%y

b pr—

) 2 a:—4y

b) »=Mm(9—a*—y*);

1

b) z = ;
Vai+y?—5
V3T — 2y

b) 2=
- +y+4

3
b _ .
) 2 4 — g2 —y?’
b) z =9 — 22 —y?
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y .
2—x+y’

15. a) z=+/224+y>+5, b) z = arccos(x +y).

IT Noteikt dotas funkcijas parcialos atvasinajumus un pilno diferenciali:

14. a) z =1n(4 — 2* —9?), b) z =4z +

1. a) z=1In(y* —e ™), b) z = arcsin(2z® — y);
2. a) z = arcsin /7y, b) z = ctg " f ;
3. a) z = arctg(z® + 1%, b) z=In(32" — y?);
4. a) z = cos(x® — 2xy), b) z = arctg x—z;
5. a) z=sin \/g, b) z = arccos(z — 3?);
6. a) z = ctg \/F, b) z = 67(x3+y3);
7. a) z:ln(SxQ—y4), b) z=tg 2x;y2;
8. a) z = cos \/m, b) z = ln(e_:”2 — \/ZY);
9. a) z:arccos%, b) z =sin xf—y;
23 T —
10. a) z = arcctg e b) z = cos Wzy
11. a) z = e_m, b) z = cos(x — \/xy3);
12. a) z=In(y/zy — 1), b) z:Sini—_H;;
13. a) z = tg(z® + %), b) z=e "V,
14. a) z = arcctg(zy?), b) z =siny/x — y3;
15. a) z = tg(z’y?h), b) z =XV,

[T Izskaitlot saliktas funkcijas v = w(z;y), ja © = z(t) un y = y(t),
atvasinajuma vertibu dotaja punkta f; ar precizitati lidz vienai simtdalai:
1. u=e""%, x =sint, y =1, to = 0;

2. u=In(e®+e), T =t y =1t to = —1;
3. u:yx, len(t—l), yzeé, to = 2;



o1

10.
11.

12.

13.

14.

15.

N

L e ot e
S 2 2 g

IS

u==e€

=ey — 2z + 2, r = sint,
— 2.y —
= x"e’, T = COSt,
2
= In(e” + €), r =1t
=aY, T =eé,
— V72 x =sint,
_ 2,7y — qj
=2z 7, r =SsInt,
= In(e™" + €Y), T =t
y—2e-1 x = cost,
. X .
u = arcsin —, T =sInt,
Y
2x :
U = arccos —, T =SsInt,
Y
2
T
, x=1-—2t,
y+1
w=1Inle " +e %), z=1=,

s
Yy = cost, to—g;
Yy = sint, to = m;
y:t?)v t0:17
y =Int, to =1,
y:t37 t0:O7
= sin t? t .
Yy = ) 0 — 27
y:t?): tO _17
. s
Yy = Sint, t0:§;
Yy = cost, ty = m;
Yy = cost, tg = T;
y = arctgt, to=0;
1
= —3, to = 1.
Y 3 0

IV Izskaitlot dotas funkcijas f(x;y;z) parcialo atvasinajumu vertibas
punkta My(xo; yo; z0) ar precizitati lidz vienai simtdalai:

fiy;2) = ———,
NEZET)
flasyiz) =t (v +").,
f(z;y;2) = (sinx)”?,
f(xy;2) = (2’ 4+ 2y° — 27),
(259 2) = ——

. f(x;y;2) = Incos(z?y? + 2),

. f(zy; 2) = arctg(ay® + 2),
72

. f(x;y; z) = arcsin (— — z) ,

Y

- fwiyiz) = Vasin

X

My(0; —1;1);

My(1;2;1);

M (E; L; 2) ;
6

My(2;1;0);
My(1;0;1);

T
M (0; 0; Z) ;
My(2;1;0);
My(2;5;0);

My(2;0;4);
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1

10. f(x;y; 2) zlnsin(x—QerZ), M, (1;;%) :
11. f(z;y; 2) = arcsin (z/y) — y2°, My(0;4;1);
12. f(z;y:2) = /a2 + y? — 2zy cos z, My (3;4; g) :

(%442
13. f(wyy;2) =z 2, My (0;0;1);

z
14. Y 2) = —— Moy (2; 3;25);

f(xvya Z) x4+y27 O( ) )7

15. f(z;y;2) =In (2* + ¢y — 2), My(2;1;8).

V Izskaitlot netiesa veida definetas funkcijas parcialo atvasinajumu vertibas
dotaja punkta:

1. 22 +° + 2% — 3zyz = 4, My(2;1;1);
2. 22y + 22—y =2, My(—1;0;1);
3. 3xr —2y+z=2xy+5, My(2;1; —1);
4. e +x+2y+ 2z =4, My(1;1;0);
5. 2t 4y + 2P —2—4=0, My(1;1; —1);
6. 2°+3zyz+ 3y =7, My(1;1;1);

3 3T T

2 2 2

7. cos”x + cos”y + cos” z 5 0(4,4,4),
8. ¢t —1=coszcosy + 1, M, (O;g;l);
9. 2®+ >+ 22— 62 =0, My(1;2;1);
10. zy =22 —1, My(0;1; —1);
11. 22 — 2> + 322 —yz +y =2, My(1;1; 1);
12. 22 4+ y* + 22 4+ 222 = 5, My(0;2;1);
13. xcosy+ycosz+ zcosx = g, M, (O;g;w>;
14. ¢ —axyz—x+1=0, My(2;1;0);
15. nz=2+2y—2+1In3, My(1;1;3).

VI Uzrakstit dotas virsmas S pieskarplaknes un normales vienadojumu
punkta My(xo; yo; 20):
L 2> 49y + 22 +62 -4 +8=0, My(2;1; —1);
2. 2+ 2% — 4y = 2y, My(—2;1;2);



3. P+ Y+ —ay+32 =1, My(1;2;1);
4 "+ 22+ 6y + 4w =8, My(—1;1;2);
5. 22—yt + 22 — 4z 4y = 13, My(2;1; —1);
6. 2 +yP+22—6y+4z+4=0, My(2;1; —1);
7. 22 4+ 2% — byz + 3y = 46, My(1;2; —3);
8. #’+y’ —wz—yz=0, Mo (0 2;2);
9. x2+y2—|—2yz—22+y—22:2, My(1;1;1);
10. z=19% — 2> + 2% — 222 + 2z, My(1;1;1);
1. z=2"+y* = 2zy + 22—y, Mo(—1; —1; —1);
12. z =y? — 2% + 2zy — 3y, My(1; —1;1);
13. z=2a% —y* — 20y — x — 2y, My(—1;1;1);
14. 2% =22 + 22+ w2 — 4y =13 My (3;1;2);
15. 4y? — 22 + 4oy —xz+ 32 =9, My(1;—2:1)

1 z=e""Y, 2. z:tgz;
Y
3. z = sin(z® — ¢?); 4. z = arcsin(z — y);
5. z = arcctg(x — 3y); 6. 2z =X,
7. z = cos(3z® — y°); 8. z = In(52* — 3y*).
9. z =ctg(x + y); 10. z = cos(zy?);
11. z = arctg(z + y); 12. z = arccos(2x + v);
13. z = In(32% — 2¢%); 14. z = In(42* — 5¢°);

15. z = arcctg(x — 4y).

VIII Parbaudit, vai dota funkcija apmierina noradito vienadojumu:

. 8u+ 8u+u 0 . 2z + 3y
N = = =5, 9
Ox y@y ’ z? + 2
0*u O
2‘@+a_y220’ w=In(z? + >+ 22+ 1);
2
3. 0"u =0, u:arctgx+y;
0x 0y 1 —zy
] ] ’
4. xQG_Z_xy(‘?_ZJFyQ:O’ u:g—x+arcsin(a:y);
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0 0
5 ya—Z—xa—Z—O, u = In(2? + 3?);
0 0
6. xa—Z—Fy@—Z:u, u:xlng;
0*u  0%u
2 —cos(z+ay).
7. a @ a—yQ, u==ec ( y),
0u 0%u Y
8 1’—— —yP=—— =0 = =
.I' axQ y ayg Y U’ y $7
0%u 0%u
2 2 Ty,
9. x @ + a_yQ 0, Uu==e€ y)
0%*u ou
10. = (1 | — = Y
ou ou T
11. x%—l—ya—y—ZU, u = (w2+y2)tg§;
0? 0?
12. 98_1; + 8—2 =0, u = e " gin(z + 3y);
xr Y
ou 0*u ou 0%*u
13 - —_— s —— = O — 1 —Yy\.
Oxr 0xdy Oy 02 ’ u=In(z+e)
ou ou T
14. — — =0 = i )
oy +yay , U ar(381nx+y
*u  O*u 5 9

IX Noteikt dotas funkcijas ekstremus:

1. z=yvz — 2> — x + 1dy;
3. 2z =22+ 2y — 6zy + 5;
5. 2= (v —2)% 4+ 2y* — 10;
7. z=2"+3(y +2)%

9. z =24 8> — 6y + 5;
11. z =323 + 3y* — 9zy + 10;
13. z= (v —5)*+¢y*+ 1;
15. 2z =yv/x —y* — x + 6y.

2. 2z =1+ 15z — 22> — zy — 2%
4. z =4z —y) — 2* — 9%

6. z =2+ y> — 3ay;

8. z=(zv—1)+2y%

10. 2 =1+ 6z — 2> — 2y — v%
12. 2z = 6(x —y) — 32% — 3%
14. 2z = 2zy — 2% — 4y*;

X Noteikt dotas funkcijas z = z(x;y) vismazako un vislielako vertibu



%)

slegta apgabala D, kuru ierobezo dotas linijas:

—_—
— O

—_
)

—_ = =
Ot = W

© 0 N oot N

z=3r +y—xy,
z=xy —x — 2,

2 = a? 4 2zy — 4z + 8y,

z = ba? — 3xy + 22,

2= 2%+ 22y — y° — 4ux,
z=a?4+y*— 2z — 2y +8,
2z =223 — 2 + 17,

2 =3z 4+ 6y — 2 — zy — 97,
2z =a? — 27 + 4oy — 6z — 1,
2 = 2 4 2zy — 10,

.z =aYy — 20—,

1

L 2= -1 — xy,

2

Lz =422 —
L r=atfay -2,
L= —2xy — vyt +4dx + 1,

3

SO0 O ToOoOoOOUOUOTOToo

cy=x,y =4, =0;
crx=3,y=x,y =0;
x=0z=1y=0y=2;
cx=0z=1y=0y=1;
x—y+1=0,2=3,y=0;
x=0y=0,zr+y—1=0;
x=0,z=1,y=0,y = 6;
x=0r=1y=0y =1;
x=0y=0,z+y—3=0;
Ly =0,y =2 —4;
cx=0,z=3,y=0,y =4;
Ly =8,y = 22%;

g =0,y =V1-2%

cy =42® — 4,y = 0;
r=-3,y=0r+y+1=0.
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