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1. nodaļa

GALVENIE JĒDZIENI

1.1. Skaitļu rinda un tās parciālsummu virkne. Kon-

verǧentas un diverǧentas rindas. Rindas summa

Kā zināms, aritmētiskā saskait̄ı̌sanas darb̄ıba ir definēta tikai tad, kad
saskaitāmo skaits ir gal̄ıgs. Matemātikā saskait̄ı̌sanas darb̄ıbu mēdz vispā-
rināt ar̄ı attiec̄ıbā uz bezgal̄ıgi daudziem locekļiem.

Apskat̄ısim bezgal̄ıgu skaitļu virkni a1, a2, . . . , an, . . .. š̄ıs virknes locekļus
savienosim ar “+” z̄ımēm un formāli iegūsim izteiksmi no bezgal̄ıgi dau-
dziem “saskaitāmiem”. Iegūto izteiksmi sauc par skaitļu rindu.

1.1. defin̄ıcija. Par skaitļu rindu sauc izteiksmi

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · ,

kuru apz̄ımē ar simbolu
∞∑

n=1
an. Skaitļus a1, a2, . . . , an, . . . sauc par

rindas locekļiem; pie patvaļ̄ıga n an sauc par skaitļu rindas vispār̄ıgo
locekli.

Daudzpunkti rindas pierakstā pēc an norāda, ka šajā izteiksmē nav pēdējā
saskaitāmā; pēc katra saskaitāmā seko nākamais saskaitāmais. Tādējādi
rindu var uzskat̄ıt par bezgal̄ıgu summa. Tieši šajos daudzpunktos ar̄ı
slēpjas rindas būt̄ıba. Ja ir jāsaskaita gal̄ıgs skaits locekļu, tad vienmēr tiek
iegūts kāds noteikts skaitlis - summa. Rindas gad̄ıjumā, kad summēšana
turpinās bezgal̄ıgi, šāda summa (ja tā eksistē) ir jādefinē ı̄paši. Jānoskaidro,
kādām rindām šāds skaitlis - rindas summa eksistē un kā to var aprēķināt.
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4 1. nodaļa. PAMATJĒDZIENI

Apskat̄ısim skaitļu rindu

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · · .

Katrs š̄ıs rindas loceklis (sākot ar otro) ir divreiz mazāks par iepriekšējo
locekli. Aprēķināsim š̄ıs rindas pirmo locekļu summas.

S1 = 1,

S2 = 1 +
1

2
=

3

2
,

S3 = 1 +
1

2
+

1

4
=

7

4
,

S4 = 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
=

15

8
,

S5 = 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
=

31

16
utt.

Š̄ıs summas arvien vairāk tuvojas skaitlim 2. Loǧiski būtu skaitli 2 nosaukt
par minētās skaitļu rindas summu. Apstiprināsim šos spriedumus ǧeomet-
riski. Izvēlēsimies taisnstūri, kura laukums ir 2, bet malas ir 1 un 2 garuma
vien̄ıbas. Sadal̄ısim šo taisnstūri uz pusēm, pēc tam vienu no š̄ım pusēm
atkal uz pusēm utt. Iegūsim taisnstūrus (1.1. z̄ım.), kuru laukumi ir

1,
1

2
,
1

4
,
1

8
,

1

16
utt.

Visu šo taisnstūru apvienojums ir sākotnējais taisnstūris, pie tam tā lau-
kums ir tā daļu laukumu summa, t.i.,

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · ·+ 1

2n−1 + · · · = 2.

1.1. z̄ım.
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Apskat̄ısim patvaļ̄ıgu skaitļu rindu
∞∑

n=1
an un izveidosim tās pirmo locekļu

summas

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

S3 = a1 + a2 + a3,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Š̄ıs summas sauc par rindas
∞∑

n=1
an parciālsummām.

Tās veido dotās rindas parciālsummu virkni (Sn). Parciālsummu vir-
kne (Sn) var būt kā konverǧenta, tā ar̄ı diverǧenta, pie tam konverǧentai
parciālsummu virknei atbilst konkrēts skaitlis - tās robeža.

1.2. defin̄ıcija. Ja skaitļu rindas
∞∑

n=1
an parciālsummu virknei (Sn) ek-

sistē gal̄ıga robeža S = lim
n→∞

Sn, tad doto rindu sauc par konverǧentu

rindu, pie tam šo robežu S sauc par rindas summu un raksta
∞∑

n=1
an = S. Pretējā gad̄ıjumā ( lim

n→∞
Sn = ∞ vai neeksistē) rindu

∞∑
n=1

an

sauc par diverǧentu skaitļu rindu.

Ja lim
n→∞

Sn = ∞, tad saka, ka rinda
∞∑

n=1
an diverǧē uz ∞ un raksta

∞∑
n=1

an = ∞.

Starp citu, pēc parciālsummu virknes (Sn) var atjaunot rindu. Rindas
locekļi

a1 = S1, a2 = S2 − S1, a3 = S3 − S2, . . . , an = Sn − Sn−1, . . .

Apskat̄ısim rindu 1− 1 + 1− 1 + · · · . Šoreiz

S1 = 1, S2 = 0, S3 = 1, S4 = 0, . . .

un lim
n→∞

Sn neeksistē. Rinda diverǧē.

Rindu 3
10 + 3

100 + 3
1000 + · · · var uzskat̄ıt kā skaitļa 1

3 = 0, 333 . . . citu
pierakstu, tāpēc š̄ı skaitļu rinda konverǧē, pie tam tās summa ir 1

3 .
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Vēlāk noskaidrosim, ka rindas

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− · · · ,

1

12 +
1

22 +
1

32 +
1

42 + · · ·
ir konverǧentas rindas un to summas atbilstoši ir π

4 un π2

6 . Pie tam š̄ıs
rindas var izmantot, lai aptuveni izskaitļotu π vērt̄ıbu.

1.1. uzdevums. Izpēt̄ıt uz konverǧenci rindas. Konverǧentām rindām
atrast to summas.

a) ln 2 + ln 3
2 + ln 4

3 + · · ·+ ln n+1
n + · · · ;

b) 1
1·2 + 1

2·3 + 1
3·4 + · · ·+ 1

n(n+1) + · · · ;
c) 1

1·2·3 + 1
2·3·4 + 1

3·4·5 + · · ·+ 1
n(n+1)(n+2) + · · · .

a) Apskat̄ısim parciālsummas

S1 = a1 = ln 2;

S2 = S1 + a2 = ln 2 + ln
3

2
= ln

(
2 · 3

2

)
= ln 3;

S3 = S2 + a3 = ln 3 + ln
4

3
= ln

(
3 · 4

3

)
= ln 4;

S4 = S3 + a4 = ln 4 + ln
5

4
= ln

(
4 · 5

4

)
= ln 5;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

Sn = Sn−1 + an = ln n + ln
n + 1

n
= ln(n + 1);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

ln(n + 1) = +∞.

Rinda diverǧē.

b) Apskat̄ısim parciālsummu

Sn =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n(n + 1)
=

=

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n + 1

)
=

= 1− 1

n + 1
.
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lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1− 1

n + 1

)
= 1.

Rinda konverǧē un tās summa ir 1.

c) Rindas vispār̄ıgo locekli an = 1
n(n+1)(n+2) uzrakst̄ısim elementār-

daļu summas veidā.

1

n(n + 1)(n + 2)
=

A

n
+

B

n + 1
+

C

n + 2
.

No šejienes

A(n + 1)(n + 2) + Bn(n + 2) + Cn(n + 1) ≡ 1.

Ievietosim n vietā 0,−1,−2 un iegūsim, ka A = 1
2 , B = −1, C = 1

2 .
Tātad

an =
1

2
· 1

n
− 1

n + 1
+

1

2
· 1

n + 2
jeb

an =
1

2

(
1

n
− 2

n + 1
+

1

n + 2

)
.

Pārveidosim rindas parciālsummu

Sn =
1

1 · 2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 +
1

3 · 4 · 5 + · · ·+ 1

n(n + 1)(n + 2)
=

=
1

2

(
1

1
− 2

2
+

1

3

)
+

1

2

(
1

2
− 2

3
+

1

4

)
+

1

2

(
1

3
− 2

4
+

1

5

)
+ · · ·+

+
1

2

(
1

n
− 2

n + 1
+

1

n + 2

)
=

1

2

(
1

2
− 1

n + 1
+

1

n + 2

)
.

lim
n→∞

Sn =
1

4
.

Rinda konverǧē un tās summa ir S = 1
4 .

1.2. Ģeometriskā rinda un tās summa

Apskat̄ısim rindu, kuru veido bezgal̄ıgas ǧeometriskās progresijas locekļi,
t.i., rindu

a1 + a1q + a1q
2 + · · ·+ a1q

n−1 + · · · =
∞∑

n=1

a1q
n−1 (a1 6= 0).
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Šādu rindu sauc par ǧeometrisko rindu.

Tās parciālsumma

Sn = a1 + a1q + a1q
2 + · · ·+ a1q

n−1 = a1
1− qn

1− q
.

Atrad̄ısim lim
n→∞

Sn. Ac̄ımredzami, ja |q| < 1, tad

lim
n→∞

Sn =
a1

1− q
,

jo
lim
n→∞

qn = 0.

Ģeometriskā rinda konverǧē un tās summa S = a1

1−q .

Ja |q| > 1, tad
lim
n→∞

Sn = ∞
un ǧeometriskā rinda diverǧē, pie tam uz ∞.

Ja q = 1, tad Sn = na1 un lim
n→∞

Sn = ∞. Rinda diverǧē.

Ja q = −1, tad iegūsim ar̄ı diverǧentu rindu a1 − a1 + a1 − a1 + · · · .
Šoreiz lim

n→∞
Sn neeksistē. Tādējādi ǧeometriskā rinda konverǧē, ja |q| < 1,

pie tam
∞∑

n=1

a1q
n−1 =

a1

1− q
.

Ja |q| ≥ 1, tad ǧeometriskā rinda diverǧē. Ģeometriskās rindas bieži iz-
manto, lai pēt̄ıtu uz konverǧenci citas rindas.

Starp citu, vēsturiski ǧeometriskā rinda bija pirmā skaitļu rinda, ku-
rai tika aprēķināta summa. Arhimēds (III gs. p.m.ē.), lai izskaitļotu
paraboliskā segmenta laukumu, summēja bezgal̄ıgas dilstošas ǧeometriskās
progresijas

(
q = 1

4

)
locekļus. Pēc Arhimēda l̄ıdz 16. gs. matemātiķi ar

rindām nenodarbojās.

Rindas atsāka pēt̄ıt tikai tad, kad sāka izzināt main̄ıgus procesus. Ma-
temātiķi sāka izskaitļot skaitļu rindu summas. Piemēram, rindai

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− · · ·

summu π
4 aprēķināja Leibnics, bet rindai

1

12 +
1

22 +
1

32 +
1

42 + · · ·
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summu π2

6 aprēķināja Eilers. Toreiz kļūdaini uzskat̄ıja, ka katrai rindai ir
summa, ka ar visām rindām var izpild̄ıt tās darb̄ıbas, kuras var izpild̄ıt ar
polinomiem (saskait̄ı̌sanu, atņemšanu, reizināšanu, locekļu sec̄ıbas maiņu
u.c.). Tika iegūti mistiski rezultāti, piemēram, ka rindai 1− 1+1− 1+ · · ·
par summu vienlaic̄ıgi var būt 0, 1, 1

2 . Šie rezultāti tika iegūti šādi:

1− 1 + 1− 1 + · · · = (1− 1) + (1− 1) + · · · = 0;

1− 1 + 1− 1 + · · · = 1− (1− 1)− (1− 1)− · · · = 1.

Lai kā summu iegūtu 1
2 , r̄ıkojās šādi: apz̄ımē ar S = 1 − 1 + 1 − 1 + · · · ,

tad no vienād̄ıbas

1− 1 + 1− 1 + · · · = 1− (1− 1 + 1− 1 + · · · )
iegūst S = 1 − S un S = 1

2 . Vēlāk ar̄ı kļūdaini uzskat̄ıja, ka summa ir

tikai tām skaitļu rindām
∞∑

n=1
an, kurām lim

n→∞
an = 0. Konverǧentas rindas

jēdziens tika precizēts tikai krietni vēlāk. Konverǧentas rindas jēdziens un
tās summa kā parciālsummu virknes robeža parād̄ıjās matemātikā tikai
19. gs. sākumā. Ar šo periodu sākās sistemātiska rindu apgūšana.

1.2. uzdevums. Izpēt̄ıt uz konverǧenci rindas

a) 1 + 2
3 + 4

9 + · · ·+ 2n−1

3n−1 + · · · ,
b) 5 + 5(1 + 0, 2) + 5(1 + 0, 2)2 + · · ·+ 5(1 + 0, 2)n−1 + · · · ,
c) 3− 0, 3 + 0, 03− 0, 003 + · · · .

a) Rindas locekļi veido ǧeometrisko progresiju, kuras pirmais loceklis
a1 = 1 un kvocients q = 2

3 . Tā kā |q| < 1, tad rinda konverǧē un
tās summa

S =
a1

1− q
=

1

1− 2
3

= 3.

b) Šoreiz rindas locekļi ar̄ı veido ǧeometrisko progresiju ar a1 = 5,
q = 1 + 0, 2 = 1, 2. Tā kā |q| > 1, tad rinda diverǧē. Starp citu,
rinda diverǧē uz +∞.

c) Ar̄ı š̄ıs rindas locekļi veido ǧeometrisko progresiju ar a1 = 3,
q = −0, 1. Tā kā |q| = 0, 1 < 1, tad rinda konverǧē un tās summa

S =
3

1− (−0, 1)
=

3

1, 1
=

30

11
.
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Rindas vispār̄ıgais loceklis

an = (−1)n−1 3

10n−1 .

1.3. Harmoniskā rinda. Rindu konverǧences nepie-

ciešamais nosac̄ıjums

Apskat̄ısim rindu, kuras katrs loceklis, sākot ar otro, ir blakusstāvošo
locekļu vidējais harmoniskais, t.i.,

1

an
=

1
an−1

+ 1
an+1

2
.

1.3. defin̄ıcija. Rindu

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ · · · =

∞∑
n=1

1

n

sauc par harmonisko rindu.

Apskat̄ısim harmoniskās rindas šādas parciālsummas:

S1 = 1,

S2 = 1 +
1

2
=

1

2
+

1

2
+

1

2
= 3 · 1

2
,

S4 = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
> S2 +

1

4
+

1

4
= 3 · 1

2
+

1

2
= 4 · 1

2
,

S8 = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
> S4 +

1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
>

> 4 · 1

2
+

1

2
= 5 · 1

2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

S2n > (n + 2)
1

2
=

n + 2

2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tā kā lim
n→∞

S2n = +∞, tad harmoniskā rinda diverǧē, pie tam tā diverǧē

uz +∞. Harmoniskās rindas parciālsummas neierobežoti pieaug, pie tam
ļoti lēni. Eilers, pēt̄ıdams harmonisko rindu, noskaidroja, ka S1000 ≈ 7, 48,
bet S1000000 ≈ 14, 39. Starp citu, S58638018 = 20, 766714536 . . ..
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No n ķieǧeļiem izveidosim pakāpienus: otro ķieǧeli novietosim zem
pirmā ķieǧeļa tā, lai pirmā ķieǧeļa masas centrs projicētos uz otrā ķieǧeļa
labējā gala. Trešo ķieǧeļi novietosim zem otrā ķieǧeļa tā, lai pirmā un otrā
ķieǧeļa kop̄ıgais masas centrs projicētos uz trešā ķieǧeļa labējā gala utt.
Tādu pakāpienu no (n − 1) ķieǧeļiem masas centrs projicēsies uz n - tā
ķieǧeļa labējā gala un šie pakāpieni nesagāz̄ısies. Ja ` -ķieǧeļa garums,
tad pirmais ķieǧelis būs nob̄ıd̄ıts pa labi attiec̄ıbā pret otro par `

2 . Otrais
ķieǧelis būs nob̄ıd̄ıts pa labi attiec̄ıbā pret trešo par `

4 , bet trešais attiec̄ıbā
pret ceturto - par `

6 utt. (n− 1) -ais ķieǧelis būs nob̄ıd̄ıts pa labi attiec̄ıbā
pret n -to ķieǧeli par `

2(n−1) . Visi pakāpieni būs nob̄ıd̄ıti pa labi par

∆n =
`

2
+

`

4
+

`

6
+ · · ·+ `

2(n− 1)
=

`

2

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n− 1

)
.

Iekavās atrodas harmoniskās rindas parciālsumma Sn−1. Tā kā
lim
n→∞

Sn = +∞, tad var izveidot pakāpienus, kas ir pēc patikas tālu nob̄ıd̄ıti

pa labi. ∆n aug, bet aug ļoti lēni. Piemēram, ∆1000 ≈ 3, 8`.

1.2. z̄ım.

1.1. teorēma. [Rindu konverǧences nepieciešamais nosac̄ıjums]

Ja skaitļu rinda
∞∑

n=1
an konverǧē, tad lim

n→∞
an = 0.

I Tā kā rinda
∞∑

n=1
an konverǧē, tad eksistē gal̄ıga robeža lim

n→∞
Sn = S.

Tā kā an = Sn − Sn−1, tad eksistē robeža š̄ıs vienād̄ıbas labajai pusei un
tā ir nulle. Tātad eksistē robeža š̄ıs vienād̄ıbas kreisajai pusei un tā ar̄ı ir
nulle, t.i., eksistē

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = S − S = 0. J
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1.1. piez̄ıme.

1. Teorēmai apgrieztā teorēma nav spēkā. Piemēram, harmoniskai

rindai
∞∑

n=1

1
n an = 1

n un lim
n→∞

an = lim
n→∞

1
n = 0, bet, kā tika pama-

tots iepriekš, harmoniskā rinda diverǧē.

2. Protams, ja lim
n→∞

an 6= 0 vai neeksistē, tad rinda
∞∑

n=1
an - diverǧē.

Piemēram, rindas
∞∑

n=1

2n+1
3n−2 ,

∞∑
n=1

sin nπ
4 ir diverǧentas rindas, jo

lim
n→∞

2n+1
3n−2 = 2

3 6= 0, bet lim
n→∞

sin nπ
4 - neeksistē.

3. Harmonisko rindu tāpat kā ǧeometrisko rindu bieži izmanto, lai
pēt̄ıtu uz konverǧenci citas rindas.

1.3. uzdevums. Izpēt̄ıt uz konverǧenci rindas

a) 2 + 22

210 + 23

310 + · · ·+ 2n

n10 + · · · ,
b) 2 + 3

2 + 4
3 + · · ·+ n+1

n + · · · ,
c) 5

1+0,1 + 5
(1+0,1)2 + 5

(1+0,1)3 + · · · ,
d) ln 2 + ln 3

2 + ln 4
3 + · · ·+ ln n+1

n + · · · .

a) Rindas vispār̄ıgais loceklis an = 2n

n10 . Atrad̄ısim tā robežu

lim
n→∞

an = lim
n→∞

2n

n10 =
(∞
∞

)
= lim

n→∞
(2n)′

(n10)′
= lim

n→∞
2n ln 2

10 · n9 =

=
(∞
∞

)
= lim

n→∞
(2n · ln 2)′

(10 · n9)
= lim

n→∞
2n ln2 2

10 · 9 · n8 = · · · =

= lim
n→∞

2n ln10 2

10!
= +∞

(Desmit reizes tika pielietota Lopitāla kārtula). Rinda diverǧē, jo
neizpildās rindas konverǧences nepieciešamais nosac̄ıjums.

b) Rindas vispār̄ıgais loceklis an = n+1
n un tā robeža

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n + 1

n
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)
= 1 6= 0.

Rinda diverǧē.
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c) Šoreiz an = 5
(1+0,1)n un lim

n→∞
an = lim

n→∞
5

1,1n = 0. Rindu konverǧen-

ces nepieciešamais nosac̄ıjums izpildās. Jautājums par rindas kon-
verǧenci tomēr paliek atklāts. Rindas locekļi veido ǧeometrisko
progresiju ar a1 = 5

1,1 un q = 1
1,1 < 1. Tātad rinda konverǧē, pie

tam tās summa

S =
a1

1− q
=

5
1,1

1− 1
1,1

=
5

1, 1− 1
=

5

0, 1
= 50.

d) Šoreiz an = ln n+1
n un lim

n→∞
an = lim

n→∞
ln n+1

n = lim
n→∞

ln
(
1 + 1

n

)
= 0.

Neskatoties uz to, ka rindu konverǧences nepieciešamais nosac̄ı-
jums izpildās, š̄ı rinda diverǧē (skat. 1.1. uzdevuma a) gad̄ıjumu).

1.4. Konverǧentu rindu vienkāršākās ı̄paš̄ıbas

1. ı̄paš̄ıba. [Distribut̄ıvā ı̄paš̄ıba]

Ja rinda ∞∑
n=1

an (1.1)

konverǧē un tās summa ir S(1), tad konverǧē ar̄ı rinda

∞∑
n=1

can (c ∈ R) (1.2)

un tās summa S(2) = c · S(1).

I Apskat̄ısim rindas (1.2) parciālsummu

S(2)
n = ca1 + ca2 + · · ·+ can = c(a1 + a2 + · · ·+ an) = cS(1)

n ,

kur S
(1)
n - rindas (1.1) parciālsumma. Tātad S

(2)
n = cS

(1)
n . Robeža no š̄ıs

vienād̄ıbas labās puses eksistē, jo rinda (1.1) konverǧē, un tā ir vienāda ar
cS(1). Tāpēc eksistē gal̄ıga robeža ar̄ı no š̄ıs vienād̄ıbas kreisās puses un tā
ar̄ı ir cS(1). Tādējādi rinda (1.2) konverǧē un tās summa

S(2) = lim
n→∞

S(2)
n = lim

n→∞
cS(1)

n = cS(1). J
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Piez̄ıme. Š̄ı ı̄paš̄ıba noz̄ımē, ka
∞∑

n=1
can = c

∞∑
n=1

an, kur c ∈ R un
∞∑

n=1
an -

konverǧenta rinda.

Sekas. Ja c 6= 0 un rinda (1.1) - diverǧē, tad rinda (1.2) ar̄ı diverǧē (viegli
pierād̄ıt, pieņemot pretējo un rindas (1.2) katru locekli reizinot ar 1

c).

Ja c = 0, tad neatkar̄ıgi no rindas (1.1) rakstura rinda (1.2) konverǧē,
jo visi tās locekļi ir nulles.

2. ı̄paš̄ıba. [Rindu saskait̄ı̌sana]

Ja rindas ∞∑
n=1

an, (1.1)

∞∑
n=1

bn, (1.3)

konverǧē un to summas atbilstoši ir S(1), S(3) tad konverǧē ar̄ı rinda

∞∑
n=1

(an + bn) (1.4)

un tās summa ir
S(4) = S(1) + S(3).

I Apskat̄ısim rindas (1.4) parciālsummu

S(4)
n = (a1 + b1) + (a2 + b2) + · · ·+ (an + bn) =

= (a1 + a2 + · · ·+ an) + (b1 + b2 + · · ·+ bn) = S(1)
n + S(3)

n ,

kur S
(1)
n , S

(3)
n ir atbilstoši rindu (1.1), (1.3) parciālsummas. Tā kā rin-

das (1.1), (1.3) konverǧē, tad eksistē gal̄ıgas robežas lim
n→∞

S
(1)
n = S(1) un

lim
n→∞

S
(3)
n = S(3). Tātad eksistē lim

n→∞

(
S

(1)
n + S

(3)
n

)
un ar̄ı lim

n→∞
S

(4)
n , pie tam

lim
n→∞

S(4)
n = lim

n→∞

(
S(1)

n + S(3)
n

)
= lim

n→∞
S(1)

n + lim
n→∞

S(3)
n = S(1) + S(3).

Tādējādi rinda (1.4) konverǧē un tās summa

S(4) = S(1) + S(3). J
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1.2. piez̄ıme.

1. Konverǧentu rindu 1. un 2. ı̄paš̄ıbu ar matemātiskās indukcijas
metodi var vispārināt uz jebkura gal̄ıga skaita konverǧentu rindu
lineāro kombināciju.

2. Ja saskaita konverǧentu un diverǧentu rindu, tad iegūst diverǧentu
rindu (pierāda no pretējā).

3. Ja saskaita divas diverǧentas rindas, tad iegūtās rindas raksturs
vēl ir jāpēta.

3. ı̄paš̄ıba. [Asociat̄ıvā ı̄paš̄ıba]

Ja konverǧentā rindā kaut kādā veidā grupē tās locekļus, nemainot
to sec̄ıbu, tad iegūst konverǧentu rindu, pie tam rindas summa no tā
nemainās.

Pierāda analogi, kā 1. vai 2. ı̄paš̄ıbu.

1.3. piez̄ıme.

1. 3. ı̄paš̄ıbai apgrieztais apgalvojums nav spēkā. Piemēram, rinda
(1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + · · · konverǧē, bet rinda
1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · · diverǧē.

2. Ja rinda no grupētajiem locekļiem diverǧē, tad diverǧē ar̄ı sākot-
nējā rinda (rinda, kuras locekļi nav grupēti).

1.5. Konverǧentas rindas atlikums

Apskat̄ısim rindas
∞∑

n=1

an (1.1)

un ∞∑
n=1

an+k, (1.5)

kur rinda (1.5) ir iegūta, rindā (1.1) atmetot tās pirmos k locekļus.
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1.2. teorēma. Rindai (1.1) un rindai (1.5) ir vienādi raksturi.

I Pieņemsim, ka rinda (1.1) konverǧē un apskat̄ısim rindas (1.5) par-
ciālsummu

S(5)
n = ak+1 + ak+2 + · · ·+ ak+n = S

(1)
n+k− (a1 + a2 + · · ·+ ak) = S

(1)
n+k−S

(1)
k .

Tā kā rinda (1.1) konverǧē, tad eksistē gal̄ıga robeža

lim
n→∞

(
S

(1)
n+k − S

(1)
k

)
= S(1) − S

(1)
k .

Tātad eksistē ar̄ı gal̄ıga robeža

lim
n→∞

S(5)
n = S(1) − S

(1)
k .

Tādējādi rinda (1.5) konverǧē un tās summa S(5) = S(1) − S
(1)
k .

Tagad pieņemsim, ka rinda (1.5) konverǧē. Lai pierād̄ıtu, ka konverǧē ar̄ı
rinda (1.1), r̄ıkojas analogi iepriekšējam gad̄ıjumam un izmanto vienād̄ıbu

S
(1)
n+k = S(5)

n + S
(1)
k .

Teorēmas otro daļu (ka no vienas rindas diverǧences izriet otras rindas
diverǧence) pierāda no pretējā. J
Sekas.

1. Rindām
∞∑

n=1
an un

∞∑
n=1

bn, kuras atšķiras tikai ar gal̄ıga skaita

locekļiem, ir vienādi raksturi.

2. Dotajai rindai pieskaitot, atmetot vai izmainot gal̄ıga skaita lo-
cekļus, raksturs nemainās. Konverǧentas rindas gad̄ıjumā rindas
summa var ar̄ı main̄ıties.

Piemēram,

8− 5 + 12− 26 + 1 +
1

2
+

1

22 +
1

23 + · · ·
ir konverǧenta rinda, jo konverǧenta ir rinda

1 +
1

2
+

1

22 +
1

23 + · · ·

(kā ǧeometriskā rinda ar q = 1
2 < 1). Sākotnējās rindas summa ir

8− 5 + 12− 26 +
1

1− 1
2

= −9.



1.5. Konverǧentas rindas atlikums 17

1.4. defin̄ıcija. Par konverǧentas rindas
∞∑

n=1
an atlikumu sauc rin-

das
∞∑

n=1
an+k (iegūta rindā

∞∑
n=1

an atmetot tās pirmos k locekļus) summu

un apz̄ımē ar Rk.

Tādā gad̄ıjumā konverǧentas rindas
∞∑

n=1
an summa S ir vienāda ar tās

atlikuma Rk un parciālsummas Sk summu, t.i.,

S = Rk + Sk jeb S = Sk + Rk.

No š̄ıs vienād̄ıbas izteiksim Rk = S − Sk un pāriesim pie robežas, kad
k →∞. Iegūsim

lim
k→∞

Rk = lim
k→∞

(S − Sk) = S − lim
k→∞

Sk = S − S = 0.

Tas noz̄ımē, ka pietiekami lieliem k rindas parciālsumma Sk tuvināti var
aizstāt rindas summu S, t.i., S ≈ Sk.

No virkņu konverǧences Koš̄ı kritērija seko rindu konverǧences Koš̄ı
kritērijs.

1.3. teorēma. [Rindu konverǧences Koš̄ı kritērijs]

Rinda
∞∑

n=1
an konverǧē tad un tikai tad, ja jebkuram ε > 0 eksistē tāds

naturāls skaitlis N (atkar̄ıgs no ε), ka visiem numuriem n > N un
katram naturālam p izpildās nevienād̄ıba

|Sn+p − Sn| < ε

jeb
|an+1 + an+2 + · · ·+ an+p| < ε.
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2. nodaļa

POZITĪVU LOCEKĻU RINDAS

2.1. Rindu konverǧences sal̄ıdzināšanas paz̄ıme

2.1. teorēma. [Sal̄ıdzināšanas paz̄ıme]

Ja divu skaitļu rindu
∞∑

n=1

an (1.1)

un ∞∑
n=1

bn (1.2)

locekļi apmierina nevienād̄ıbas 0 ≤ an ≤ bn (n = 1, 2, . . .), tad

1. rinda (1.1) konverǧē, ja konverǧē rinda (1.2);

2. rinda (1.2) diverǧē, ja diverǧē rinda (1.1).

3. Pozit̄ıvu locekļu rindām ir vienādi raksturi (abas vai nu konverǧē,
vai abas diverǧē), ja eksistē lim

n→∞
an

bn
= c (c 6= 0, c 6= ∞).

I Vispirms pieņemsim, ka rinda (1.2) konverǧē un visiem numuriem n
izpildās nevienād̄ıbas 0 ≤ an ≤ bn. Tādā gad̄ıjumā starp šo rindu parciāl-
summām pastāv nevienād̄ıba S

(1)
n ≤ S

(2)
n .

Tā kā rinda (1.2) konverǧē un tās parciālsummu virkne
(
S

(2)
n

)
ir nedil-

stoša
S

(2)
n+1 = S(2)

n + bn+1 ≤ S(2)
n ,

tad
S(2)

n ≤ S(2),

19
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kur

S(2) = lim
n→∞

S(2)
n

un ir rindas (1.2) summa. Tā kā

S(1)
n ≤ S(2)

n un S(2)
n ≤ S(2),

tad rindas (1.1) parciālsummu virkne
(
S

(1)
n

)
, kura ar̄ı ir nedilstoša, ir ie-

robežota no augšas ar S(2). Virknei
(
S

(1)
n

)
eksistē gal̄ıga robeža

S(1) = lim
n→∞

S(1)
n .

pie tam S(1) ≤ S(2). Tādējādi rinda (1.1) konverǧē un S(1) ir tās summa.

Teorēmas 2. gad̄ıjumu viegli pierād̄ıt no pretējā, izmantojot 1. gad̄ıjumu.

Tagad apskat̄ısim teorēmas 3. gad̄ıjumu un pieņemsim, ka eksistē gal̄ıga

un no nulles atšķir̄ıga robeža c = lim
n→∞

an

bn
. Tas noz̄ımē, ka virkne

(
an

bn

)
ir

konverǧenta un tāpēc tā ir ierobežota. Tātad eksistē m,M > 0, ka visiem
numuriem n izpildās nevienād̄ıba

m ≤ an

bn
≤ M jeb mbn ≤ an ≤ Mbn.

Ja pieņemtu, ka rinda (1.2) konverǧē, tad konverǧē ar̄ı rinda
∞∑

n=1
Mbn un

konverǧē ar̄ı rinda (1.1) (izmantojām nevienād̄ıbu an ≤ Mbn un teorēmas
1. gad̄ıjumu).

Ja pieņemtu, ka rinda (1.1) konverǧē, tad konverǧē ar̄ı rinda
∞∑

n=1
mbn un

konverǧē ar̄ı rinda (1.2) (izmantojām nevienād̄ıbu mbn ≤ an un teorēmas
1. gad̄ıjumu).

Lai pierād̄ıtu, ka abas rindas var būt diverǧentas vienlaic̄ıgi, r̄ıkojas
l̄ıdz̄ıgi kā iepriekš un izmanto teorēmas 2. gad̄ıjumu. J

2.1. piez̄ıme. Bez praktiskiem lietojumiem sal̄ıdzināšanas paz̄ımei ir
liela teorētiskā noz̄ıme. Šo paz̄ımi izmanto citu paz̄ımju pierād̄ı̌sanā.
Lietojot šo paz̄ımi rindu pēt̄ı̌sanā uz konverǧenci, ir svar̄ıgi iepriekš
paredzēt dotās rindas raksturu. Ja liekas, ka rinda varētu konverǧēt,
tad sal̄ıdzināšanai izvēlas konverǧentu rindu ar lielākiem locekļiem.
Pretējā gad̄ıjumā izvēlas diverǧentu rindu ar mazākiem locekļiem.
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2.1. uzdevums. Izpēt̄ıt uz konverǧenci rindas

a) 1 + 1
22 + 1

23 + · · ·+ 1
nn + · · · ,

b) 1 + 1√
2

+ 1√
3

+ · · ·+ 1√
n

+ · · · ,
c) 1 + 1

2! + 1
3! + · · ·+ 1

n! + · · · ,
d) 1

3 + 3
6 + 5

11 + · · ·+ 2n−1
n2+2 + · · · .

a) Sal̄ıdzināšanai izvēlēsimies konverǧentu ǧeometrisko rindu

1 +
1

22 +
1

23 + · · ·+ 1

2n
+ · · · .

Visiem numuriem n izpildās nevienād̄ıba 1
nn ≤ 1

2n . Saskaņā ar
sal̄ıdzināšanas paz̄ımi dotā rinda konverǧē.

b) Doto rindu sal̄ıdzināsim ar harmonisko rindu. Visiem n izpildās
nevienād̄ıba 1√

n
≥ 1

n . Tā kā harmoniskā rinda diverǧē, tad diverǧē
ar̄ı dotā rinda.

c) Apskat̄ısim konverǧentu ǧeometrisko rindu

1

20 +
1

21 +
1

22 + · · ·+ 1

2n−1 + · · ·
(
q = 1

2 < 1
)
. Visiem n izpildās nevienād̄ıba 1

n! ≤ 1
2n−1 , tāpēc dotā

rinda konverǧē.

d) Sal̄ıdzināšanai izvēlēsimies harmonisko rindu. Vispār̄ıgais locek-
lis dotajai rindai an = 2n−1

n2+2 , bet harmoniskajai rindai bn = 1
n .

Atrad̄ısim rindu vispār̄ıgo locekļu attiec̄ıbas robežu

c = lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

2n−1
n2+2

1
n

= lim
n→∞

2n2 − n

n2 + 2
= lim

n→∞
2− 1

n

1 + 2
n2

= 2.

Tātad eksistē gal̄ıga un no nulles atšķir̄ıga robeža. Rindām ir
vienādi raksturi. Tādējādi dotā rinda diverǧē, jo diverǧē harmo-
niskā rinda.

2.2. uzdevums. Izmantojot sal̄ıdzināšanas paz̄ımi un diverǧentu rindu

ln 2 + ln
3

2
+ ln

4

3
+ · · ·+ ln

n + 1

n
+ · · · ,

pierād̄ıt harmoniskās rindas diverǧenci.
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Apskat̄ısim virkni (an), kur an =
(
1 + 1

n

)n
. Š̄ı virkne ir augoša

un konverǧē uz e, tāpēc visiem numuriem n izpildās nevienād̄ıba(
1 + 1

n

)n
< e. Logaritmēsim šo nevienād̄ıbu un iegūsim nevienād̄ıbu

n ln

(
1 +

1

n

)
< 1 jeb ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
.

Saskaņā ar sal̄ıdzināšanas paz̄ımi varam teikt, ka harmoniskā rinda
diverǧē, jo diverǧē rinda ar vispār̄ıgo locekli

an = ln

(
1 +

1

n

)
= ln

n + 1

n
.

2.2. Rindu konverǧences Dalambēra paz̄ıme

2.2. teorēma. [Dalambēra1 paz̄ıme]

Ja skaitļu rindai

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · ·
ar pozit̄ıviem locekļiem eksistē robeža

p = lim
n→∞

an+1

an
,

tad

1. rinda konverǧē, ja p < 1,

2. rinda diverǧē, ja p > 1,

3. rindas raksturu nevar noteikt, ja p = 1.

I Tā kā eksistē gal̄ıga robeža

p = lim
n→∞

an+1

an
,

pie tam p < 1, tad starp p un skaitli 1 var izvēlēties kādu skaitli q, ka
p < q < 1.

Izvēlēsimies skaitļa p tādu ε-apkārtni (3. z̄ım.), lai tā nesaturētu q

(skaitļa p ε-apkārtne atrastos pa kreisi no q). Saskaņā ar virknes
(

an+1

an

)

1Žans Lerons Dalambērs (1717-1783) - franču matemātiķis, mehāniķis, filozofs, astronoms.
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robežas defin̄ıciju intervālā (p − ε, p + ε) atrodas š̄ıs virknes visi locekļi,
sākot ar kādu numuru N (atkar̄ıgs no ε). Tātad visiem numuriem n ≥ N

ir spēkā nevienād̄ıba

an+1

an
< q jeb an+1 < anq,

kur p < q < 1.

Izvēlēsimies n = N,N + 1, N + 2, . . . un iegūsim nevienād̄ıbas:

aN+1 < aNq,

aN+2 < aN+1q < aNq2,

aN+3 < aN+2q < aNq3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sastād̄ısim skaitļu rindu (konverǧenta kā ǧeometriskā rinda ar q < 1)

aNq + aNq2 + aNq3 + · · ·
un ar šo rindu sal̄ıdzināsim rindu, kura iegūta no dotās rindas, atmetot tās
pirmos N locekļus, t.i., sal̄ıdzināsim ar rindu

aN+1 + aN+2 + aN+3 + · · · .
Saskaņā ar sal̄ıdzināšanas paz̄ımi tāda rinda konverǧē, tāpēc konverǧē ar̄ı
dotā rinda.

2.1. z̄ım.

Tagad apskat̄ısim gad̄ıjumu, kad eksistē robeža

p = lim
n→∞

an+1

an
,

pie tam p > 1. Spriežot tāpat kā iepriekš, var teikt, ka virknes
(

an+1

an

)
visi

locekļi, sākot ar kādu numuru N , ir lielāki par 1. Tātad visiem n ≥ N

izpildās nevienād̄ıba

an+1

an
> 1 jeb an+1 > an.
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Tas noz̄ımē, ka dotās rindas locekļi, sākot ar numuru N , palielinās. Ņemot
vērā to, ka an > 0, var teikt, ka lim

n→∞
an (protams, ja šāda robeža eksistē)

nevar būt vienāda ar nulli. Rindai neizpildās konverǧences nepieciešamais
nosac̄ıjums, tātad rinda diverǧē.

Lai pamatotu, ka rindas raksturu nevar noteikt, ja p = lim
n→∞

an+1

an
= 1,

pietiek apskat̄ıt divus piemērus. Rindām
∞∑

n=1

1
n (harmoniskā rinda) un

∞∑
n=1

1
n2

p = 1, tomēr pirmā rinda diverǧē, bet otrā rinda konverǧē2. J

2.3. uzdevums. Izpēt̄ıt uz konverǧenci rindas

a)
∞∑

n=1

n3

2n ,

b)
∞∑

n=1

n!
10n ,

c)
∞∑

n=1

n!
nn .

a) Dotajai rindai

an =
n3

2n
, an+1 =

(n + 1)3

2n+1 .

Atrad̄ısim robežu

p = lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+1)3

2n+1

n3

2n

= lim
n→∞

(n + 1)3

2n3 =

=
1

2
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)3

=
1

2
< 1.

Rinda konverǧē.

b) Uzrakst̄ısim

an =
n!

10n
, an+1 =

(n + 1)!

10n+1

un atrad̄ısim robežu

p = lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+1)!
10n+1

n!
10n

= lim
n→∞

n + 1

10
= +∞.

Rinda diverǧē, jo p > 1.

2Š̄ıs rindas konverǧence tiks pamatota vēlāk.
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c) Šoreiz

an =
n!

nn
, an+1 =

(n + 1)!

(n + 1)n+1 .

Atrad̄ısim

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn

= lim
n→∞

nn

(n + 1)n
= lim

n→∞
1(

1 + 1
n

)n =
1

e
< 1.

Rinda konverǧē.

2.3. Rindu konverǧences Koš̄ı paz̄ıme

2.3. teorēma. [Koš̄ı paz̄ıme]

Ja skaitļu rindai

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · ·

ar pozit̄ıviem locekļiem eksistē robeža

p = lim
n→∞

n
√

an,

tad

1. rinda konverǧē, ja p < 1,

2. rinda diverǧē, ja p > 1,

3. rindas raksturu nevar noteikt, ja p = 1.

I Tā kā eksistē robeža p = lim
n→∞

n
√

an, pie tam p < 1, tad starp p un

skaitli 1 var izvēlēties kādu skaitli q, ka p < q < 1. Izvēlēsimies skaitļa
p tādu ε-apkārtni, lai tā nesaturētu q. Saskaņā ar virknes ( n

√
an) robežas

defin̄ıciju intervālā (p − ε, p + ε) atrodas š̄ıs virknes visi locekļi, sākot ar
kādu numuru N . Tātad visiem numuriem n ≥ N ir spēkā nevienād̄ıba

n
√

an < q jeb an < qn,

kur p < q < 1.
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Izvēlēsimies n = N,N + 1, N + 2, . . . un iegūsim nevienād̄ıbas:

aN < qN ,

aN+1 < qN+1,

aN+2 < qN+2,

. . . . . . . . . . . .

Saskaņā ar sal̄ıdzināšanas paz̄ımi rinda

aN + aN+1 + aN+2 + · · ·
konverǧē, jo konverǧē rinda

qN + qN+1 + qN+2 + · · ·
(ǧeometriskā rinda ar q < 1). Tādējādi konverǧē ar̄ı sākotnējā rinda

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · · ,
jo konverǧē rinda, kura iegūta, atmetot sākotnējās rindas pirmos N locekļus.

Lai pierād̄ıtu teorēmas otro daļu, spried̄ısim tāpat kā iepriekš. Tā kā
eksistē robeža

p = lim
n→∞

n
√

an > 1,

tad virknes ( n
√

an) visi locekļi, sākot ar kādu numuru N , ir lielāki par
1. Tātad visiem n ≥ N izpildās nevienād̄ıba n

√
an > 1 jeb an > 1.

Tas noz̄ımē, ka ar̄ı šoreiz neizpildās rindu konverǧences nepieciešamais
nosac̄ıjums. Rinda diverǧē.

Lai pamatotu, ka rindas raksturu nevar noteikt, ja

p = lim
n→∞

n
√

an = 1,

pietiek apskat̄ıt divus piemērus. Ar̄ı šoreiz noder rindas
∞∑

n=1

1
n ,

∞∑
n=1

1
n2 . J

2.2. piez̄ıme.

1. Ja, lietojot Dalambēra vai Koš̄ı paz̄ımi, atbilstošā robeža neeksis-
tē, tad par rindas raksturu neko nevar pateikt. Rindas pēt̄ı̌sanai
uz konverǧenci ir jāizvēlas cits paņēmiens.

2. Koš̄ı paz̄ıme ir “spēc̄ıgāka” par Dalambēra paz̄ımi. Koš̄ı paz̄ıme
var sniegt atbildi par rindas konverǧenci reizēm ar̄ı tad, kad
Dalambēra paz̄ıme atbildi nedod. Ja Koš̄ı paz̄ıme atbildi nedod,
tad Dalambēra paz̄ımi, protams, nav vērts lietot.
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2.4. uzdevums. Izpēt̄ıt uz konverǧenci rindas

a)
∞∑

n=1

(
n

n+1

)n2

,

b)
∞∑

n=1
arcsinn n

√
3

2n+1 ,

c) (1 + 0, 2) + (1 + 0, 2)2 + (1 + 0, 2)3 + · · · ,
d) 1

1+0,1 + 1
(1+0,1)2 + 1

(1+0,1)3 + · · · .

a) Dotajai rindai an =
(

n
n+1

)n2

. Atrad̄ısim robežu

p = lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

(
n

n + 1

)n

= lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n =
1

e
< 1.

Rinda konverǧē.

b) Šoreiz an = arcsinn n
√

3
2n+1 un

p = lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

arcsin
n
√

3

2n + 1
= lim

n→∞
arcsin

√
3

2 + 1
n

=

= arcsin

√
3

2
=

π

3
> 1.

Rinda diverǧē.

c) Rindas vispār̄ıgais loceklis an = (1 + 0, 2)n, bet

p = lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

(1 + 0, 2) = 1, 2 > 1.

Rinda diverǧē.

d) Dotajai rindai an = 1
(1+0,1)n , bet

p =
1

1 + 0, 1
=

10

11
< 1.

Rinda konverǧē.
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2.4. Rindu konverǧences integrālā paz̄ıme

2.4. teorēma. [Integrālā paz̄ıme]

Ja skaitļu rindas

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · ·
locekļi ir pozit̄ıvi un neaugoši, t.i.,

a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ · · · ≥ an ≥ · · · ,
eksistē intervālā [1, +∞) nepārtraukta un neaugoša funkcija f(x), ka

f(1) = a1, f(2) = a2, f(3) = a3, . . . , f(n) = an, . . . ,

tad

1. rinda konverǧē, ja konverǧē nēıstais integrālis
+∞∫
1

f(x)dx;

2. rinda diverǧē, ja diverǧē nēıstais integrālis
+∞∫
1

f(x)dx.

I Koordinātu plaknē atz̄ımēsim punktus, kuru abscisas ir
1, 2, 3, . . . , n, . . ., bet ordinātas - atbilstoši a1, a2, a3, . . . , an, . . .. Caur šiem
punktiem iet funkcijas f(x) grafiks (2.2. z̄ım.).

2.2. z̄ım.
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Izvēlēsimies slēgtu intervālu [1, n+1] un šajā intervālā izveidosim funkci-
jas f(x) Darbū summas (par intervāla dal̄ıjuma punktiem kalpo š̄ı intervāla
veselie punkti). Apakšējā Darbū summa ir

s = a2 · 1 + a3 · 1 + · · ·+ an+1 · 1 = Sn+1 − a1,

bet augšējā Darbū summa -

S = a1 · 1 + a2 · 1 + a3 · 1 + · · ·+ an · 1 = Sn,

kur Sn, Sn+1 ir dotās rindas parciālsummas. Noteiktais integrālis funkcijai
f(x) intervālā [1, n + 1] atrodas starp š̄ım Darbū summām

s ≤
n+1∫

1

f(x)dx ≤ S

jeb

Sn+1 − a1 ≤
n+1∫

1

f(x)dx ≤ Sn

(noteiktais integrālis eksistē, jo f(x) ir integrējama kā nepārtraukta fun-
kcija).

Ja nēıstais integrālis
+∞∫
1

f(x)dx konverǧē, t.i., eksistē gal̄ıga robeža

lim
n→∞

n+1∫

1

f(x)dx = I,

tad no divkāršās nevienād̄ıbas seko, ka

Sn+1 − a1 ≤
n+1∫

1

f(x)dx ≤ I

jeb

Sn+1 ≤ I + a1 − const.

Tātad dotās rindas parciālsummu virkne, kura ac̄ımredzami ir nedilstoša,
ir ierobežota no augšas.

Tādējādi parciālsummu virkne konverǧē un konverǧē ir ar̄ı dotā rinda.
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Ja nēıstais integrālis diverǧē, t.i.,

lim
n→∞

n+1∫

1

f(x)dx = +∞,

tad no divkāršās nevienād̄ıbas seko, ka ar̄ı

lim
n→∞

Sn = +∞.

Rinda diverǧē. J

2.3. piez̄ıme.

1. 2.4. teorēmai apgrieztā teorēma ar̄ı ir spēkā. Proti, ja rinda kon-
verǧē, tad konverǧē ar̄ı atbilstošais nēıstais integrālis un, ja rinda
diverǧē, tad diverǧē ar̄ı nēıstais integrālis.

2. Nēıstajā integrāl̄ı par integrācijas apakšējo robežu varēja ņemt ar̄ı
citu naturālo skaitli, piemēram, 2.

2.5. uzdevums. Izpēt̄ıt uz konverǧenci rindas

a)
∞∑

n=1

1
n ,

b)
∞∑

n=1

1
n2 ,

c)
∞∑

n=2

1
n ln n .

a) Izvēlēsimies funkciju f(x) = 1
x . Š̄ı funkcija ir dilstoša, nepārtrauk-

ta intervālā [1, +∞), f(n) = 1
n = an (n = 1, 2, . . .). Rindas locekļi

ir pozit̄ıvi un dilstoši. Apskat̄ısim nēısto integrāli

+∞∫

1

f(x)dx =

+∞∫

1

1

x
dx = lim

n→∞

n∫

1

dx

x
= lim

n→∞
(ln n− ln 1) = +∞.

Nēıstais integrālis diverǧē, diverǧē ar̄ı rinda. Starp citu, š̄ıs rindas
(harmoniskā rinda) diverǧence tika pierād̄ıta jau iepriekš, lietojot
citus paņēmienus.
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b) Šoreiz izvēlēsimies funkciju f(x) = 1
x2 . Ar̄ı š̄ı funkcija ir dilstoša

un nepārtraukta intervālā [1, +∞), f(n) = 1
n2 = an (n = 1, 2, . . .).

Rindas locekļi ir pozit̄ıvi un dilstoši. Nēıstais integrālis

+∞∫

1

f(x)dx =

+∞∫

1

dx

x2 = lim
n→∞

n∫

1

dx

x2 = lim
n→∞

(
−1

x

) ∣∣∣∣
n

1
=

= lim
n→∞

(
−1

n
+ 1

)
= 1

konverǧē, tāpēc rinda konverǧē.

c) Izvēlēsimies funkciju f(x) = 1
x ln x . Š̄ı funkcija ir dilstoša un

nepārtraukta intervālā [2, +∞), f(n) = 1
n ln n = an (n = 2, 3, . . .).

Rindas locekļi ir pozit̄ıvi un dilstoši. Nēıstais integrālis

+∞∫

2

dx

x ln x
= lim

n→∞

n∫

2

dx

x ln x
= lim

n→∞
ln(ln x)

∣∣∣∣
n

2
=

= lim
n→∞

(
ln(ln n)− ln(ln 2)

)
= +∞

diverǧē; rinda diverǧē.

2.4. piez̄ıme. Lietojot integrālo paz̄ımi, var pārliecināties par rindas
∞∑

n=1

1
nα (α ∈ R) raksturu. Proti, š̄ı rinda konverǧē, ja α > 1, bet

diverǧē, ja α ≤ 1.
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3. nodaļa

MAIŅZĪMJU RINDAS

Šajā tēmā apskat̄ısim rindas, kuras satur bezgal̄ıgi daudz pozit̄ıvu un
bezgal̄ıgi daudz negat̄ıvu locekļu. Tādas rindas sauc par maiņz̄ımju
rindām. Ja rinda satur gal̄ıgu skaitu, piemēram, negat̄ıvu locekļu, tad,
atmetot gal̄ıgu skaitu tās pirmo locekļu, iegūsim pozit̄ıvu locekļu rindu.
Šai pozit̄ıvu locekļu rindai un sākotnējai rindai ir vienādi raksturi. Ja rin-
das visi locekļi ir negat̄ıvi, tad, katru tās locekli reizinot ar (−1), iegūsim
pozit̄ıvu locekļu rindu. Abām rindām ir vienādi raksturi.

3.1. Alternējošas rindas un to konverǧences Leibnica

paz̄ıme

3.1. defin̄ıcija. Maiņz̄ımju rindu, kurā blakusstāvošajiem locekļiem ir
pretējas z̄ımes, sauc par alternējošu rindu.

Piemēram, alternējoša ir rinda

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1 1

n
+ · · · .

Vispār̄ıgi alternējošu rindu pierakst̄ısim šādi:

a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ (−1)n−1 · an + · · ·
jeb

∞∑
n=1

(−1)n−1an,

kur an > 0 (n = 1, 2, . . .).

33
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3.1. teorēma. [Leibnica paz̄ıme]

Ja alternējošai rindai
∞∑

n=1
(−1)n−1an (an > 0, n = 1, 2, . . .)

1. a1 > a2 > · · · > an > · · · ,
2. lim

n→∞
an = 0,

tad rinda konverǧē, pie tam tās summa S apmierina nevienād̄ıbu
0 ≤ S ≤ a1.

I Vispirms apskat̄ısim pāra indeksu parciālsummu virkni (S2m). Š̄ıs
parciālsummas ir pozit̄ıvas.

S2m = a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ a2m−1 − a2m =

= (a1 − a2) + (a3 − a4) + · · ·+ (a2m−1 − a2m) > 0,

jo visi pēdējās summas saskaitāmie ir pozit̄ıvi. Parciālsummu virkne (S2m)
ir augoša virkne, jo

S2m+2 = S2m + (a2m+1 − a2m+2) > S2m.

Š̄ı virkne ir ierobežota no augšas. Tiešām

S2m = a1 − (a2 − a3)− · · · − (a2m−2 − a2m−1)− a2m < a1.

Tātad parciālsummu virkne (S2m) ir augoša un ierobežota no augšas, pie
tam 0 < S2m < a1. Tādējādi eksistē gal̄ıga robeža lim

m→∞
S2m = S, pie tam

0 ≤ S ≤ a1 (šo nevienād̄ıbu ieguvām nevienād̄ıbā 0 < S2m < a1 pārejot
pie robežas).

Tagad apskat̄ısim nepāra indeksu parciālsummas S2m+1 = S2m + a2m+1.
Š̄ıs vienād̄ıbas labajai pusei eksistē gal̄ıga robeža, kad m → ∞, un tā ir
vienāda ar S. Tātad eksistē gal̄ıga robeža ar̄ı vienād̄ıbas kreisajai pusei un
ar̄ı ir vienāda ar S, t.i., lim

m→∞
S2m+1 = S. Tādējādi eksistē gal̄ıga robeža

lim
n→∞

Sn = S neatkar̄ıgi no tā, vai n -pāra vai nepāra skaitlis. Alternējošas

rindas parciālsummu virkne (Sn) konverǧē. Rinda konverǧē, pie tam tās
summa S apmierina nevienād̄ıbu 0 ≤ S ≤ a1. J
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Sekas. Tā kā

S1 = a1,

S2 = S1 − a2,

S3 = S2 + a3,

S4 = S3 − a4,

S5 = S4 + a5 utt.

tad alternējošai rindai, kura apmierina Leibnica teorēmu, pāra indeksu
parciālsummas S2, S4, S6, . . . aug un konverǧē uz S, bet nepāra indeksu
parciālsummas S1, S3, S5, . . . dilst un ar̄ı konverǧē uz S (3.1. z̄ım.).

3.1. z̄ım.

Tādējādi pāra indeksu parciālsumma S2m ir rindas summas S tuvināta
vērt̄ıba ar iztrūkumu, bet nepāra indeksu parciālsumma S2m+1 ir S tu-
vināta vērt̄ıba ar uzviju. Pie tam, rindas summu S aizstājot ar tās
parciālsummu Sn, rodas kļūda, kura nepārsniedz pirmā atmestā rindas
locekļa moduli, t.i., nepārsniedz an+1 (atmestie rindas locekļi ar̄ı veido kon-
verǧentu alternējošu rindu, kuras summa ir sākotnējās alternējošas rindas
atlikums Rn, pie tam 0 < |Rn| < an+1).

Piemēram, alternējošā rinda

1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+ · · ·+ (−1)n−1 1

2n
+ · · ·

pēc Leibnica paz̄ımes konverǧē, jo
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1) lim
n→∞

an = lim
n→∞

1
2n = 0,

2) 1
2 > 1

4 > 1
6 > · · · > 1

2n > · · · .
Rindas summu S aizstājot ar tās parciālsummu S9 = 0, 372817 . . ., rodas

kļūda, kura nepārsniedz a10 = 1
20 = 0, 05. Pie tam S9 ir S tuvināta vērt̄ıba

ar uzviju.

3.2. Maiņz̄ımju rindu absolūtā un nosac̄ıtā konver-

ǧence

Apskat̄ısim maiņz̄ımju rindu

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · · jeb
∞∑

n=1

an.

Šoreiz rindas locekļi var būt gan pozit̄ıvi, gan negat̄ıvi skaitļi. Izveidosim
rindu no š̄ıs rindas locekļu moduļiem, t.i., rindu

|a1|+ |a2|+ |a3|+ · · ·+ |an|+ · · · jeb
∞∑

n=1

|an|.

3.2. teorēma. Ja konverǧē rinda
∞∑

n=1
|an|, tad konverǧē ar̄ı rinda

∞∑
n=1

an.

I Rindu ∞∑
n=1

an, (3.1)

∞∑
n=1

|an| (3.2)

parciālsummas apz̄ımēsim atbilstoši ar S
(1)
n , S

(2)
n , pie tam

S(1)
n = a1 + a2 + · · ·+ an,

S(2)
n = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|.

Apz̄ımēsim ar S+
n parciālsummas S

(1)
n visu pozit̄ıvo locekļu summu, bet ar

S−n š̄ıs parciālsummas visu negat̄ıvo locekļu moduļu summu. Rindu (3.1)

un (3.2) parciālsummas S
(1)
n un S

(2)
n izteiksim ar S+

n un S−n .

S(1)
n = S+

n − S−n , S(2)
n = S+

n + S−n .
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Tā kā rinda (3.2) konverǧe, tad eksistē gal̄ıga robeža

S(2) = lim
n→∞

S(2)
n = lim

n→∞
(S+

n + S−n ).

Tā kā virknes (S+
n ) un (S−n ) ir augošas un ierobežotas no augšas ar S(2),

tad š̄ıs virknes ir konverǧentas. Tātad eksistē gal̄ıgas robežas

S+ = lim
n→∞

S+
n un S− = lim

n→∞
S−n .

Tātad eksistē ar̄ı gal̄ıga robeža starp̄ıbai S+
n − S−n un ar̄ı parciālsummai

S
(1)
n , pie tam

lim
n→∞

S(1)
n = lim

n→∞
(S+

n − S−n ) = lim
n→∞

S+
n − lim

n→∞
S−n = S+ − S−.

Tādējādi rinda (3.1) konverǧē. J

3.2. defin̄ıcija. Rindu
∞∑

n=1
an sauc par absolūti konverǧentu rindu, ja

konverǧē rinda
∞∑

n=1
|an|.

3.3. defin̄ıcija. Konverǧentu rindu
∞∑

n=1
an sauc par nosac̄ıti konver-

ǧentu rindu, ja diverǧē rinda
∞∑

n=1
|an|.

Maiņz̄ımju rinda var būt absolūti konverǧenta, nosac̄ıti konverǧenta vai
diverǧenta rinda.

Maiņz̄ımju rinda
� �

Diverǧenta rinda Konverǧenta rinda
� �

Absolūti Nosac̄ıti
konverǧenta konverǧenta

rinda rinda

1. shēma
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Maiņz̄ımju rinda
� �

Absolūti konverǧenta Nav absolūti konverǧenta
rinda rinda

� �
Diverǧenta Nosac̄ıti

rinda konverǧenta
rinda

2. shēma

Maiņz̄ımju rindu pētot uz konverǧenci, var vispirms noskaidrot, vai tā
konverǧē, vai diverǧē. Alternējošai rindai to var izdar̄ıt, lietojot Leibnica
paz̄ımi. Konverǧentai rindai savukārt var noskaidrot, vai rinda konverǧē
absolūti vai nosac̄ıti (1. shēma). Tam nolūkam, lietojot pozit̄ıvu locekļu
rindu konverǧences paz̄ımes (sal̄ıdzināšanas paz̄ıme, Dalambēra paz̄ıme,
Koš̄ı paz̄ıme, integrālā paz̄ıme), pēta uz konverǧenci maiņz̄ımju rindas
locekļu moduļu rindu. Š̄ı shēma ı̄paši ir izdev̄ıga diverǧentai maiņz̄ımju
rindai. Ja maiņz̄ımju rinda nav alternējoša rinda, tad, protams, lietot
Leibnica paz̄ımi nedr̄ıkst. Dažreiz rindas raksturu var noteikt, lietojot
konverǧences nepieciešamo nosac̄ıjumu vai konverǧentas rindas defin̄ıciju.

Bieži izdev̄ıgāk vispirms pēt̄ıt uz konverǧenci nevis pašu maiņz̄ımju
rindu, bet tās locekļu moduļu rindu (2. shēma). Š̄ı shēma ı̄paši izdev̄ıga ir
absolūti konverǧentai maiņz̄ımju rindai. Nosac̄ıti konverǧentai maiņz̄ımju
rindai nav svar̄ıgi, kuru shēmu lietot - pirmo vai otro. starp citu, nosac̄ıti
konverǧentā rindā, sastādot divas rindas: vienu no š̄ıs rindas pozit̄ıviem
locekļiem, bet otru - no negat̄ıvu locekļu moduļiem, iegūst uz +∞ diver-
ǧentas rindas.

3.1. uzdevums. Izpēt̄ıt uz konverǧenci rindas

a)
∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
, b)

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n2 ,

c)
∞∑

n=1

(−1)n−1
(

n

2n + 1

)n

, d)
∞∑

n=1

sin n

2n
,

e)
∞∑

n=1

(−1)n n!

2n
.
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a) Saskaņā ar Leibnica paz̄ımi alternējošā rinda
∞∑

n=1
(−1)n−1 1

n

konverǧē, bet rinda no tās locekļu moduļiem (harmoniskā rinda)
diverǧē. Tātad dotā rinda konverǧē nosac̄ıti.

b) Rinda konverǧē absolūti, jo konverǧē rinda
∞∑

n=1

1
n2 .

c) Sastād̄ısim rindu no dotās rindas locekļu moduļiem. Rinda
∞∑

n=1

(
n

2n+1

)n
saskaņā ar Koš̄ı konverǧences paz̄ımi konverǧē, jo

lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n

2n + 1
= lim

n→∞
1

2 + 1
n

=
1

2
< 1.

Tātad dotā alternējošā rinda konverǧē absolūti.

d) Dotā maiņz̄ımju rinda nav alternējoša rinda. Izveidosim rindu no
tās locekļu moduļiem un pielietosim sal̄ıdzināšanas paz̄ımi, t.i.,

rindu
∞∑

n=1

| sinn|
2n sal̄ıdzināsim ar konverǧentu rindu (ǧeometriskā

rinda)
∞∑

n=1

1
2n . Tā kā visiem numuriem n izpildās | sin n| ≤ 1 un

| sin n|
2n ≤ 1

2n , tad rinda
∞∑

n=1

| sin n|
2n konverǧē, bet dotā maiņz̄ımju rinda

∞∑
n=1

sin n
2n konverǧē absolūti.

e) Dotajai alternējošai rindai atrad̄ısim

a1 =
1

2
, a2 =

1

2
, a3 =

3

4
, a4 =

3

2
, . . . .

Ac̄ımredzami, ka neizpildās Leibnica paz̄ımes 1. nosac̄ıjums. Šoreiz
visiem numuriem n > 1 izpildās an+1 > an, jo

(n + 1)!

2n+1 >
n!

2n
.

Rinda diverǧē. Starp citu,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n!

2n
= +∞

(neizpildās Leibnica paz̄ımes ar̄ı 2. nosac̄ıjums).
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3.3. Absolūti konverǧentu rindu komutat̄ıvā ı̄paš̄ıba

Iepriekš tika apskat̄ıtas konverǧentu rindu ı̄paš̄ıbas (distribut̄ıvā, aso-
ciat̄ıvā, linearitātes ı̄paš̄ıba). Absolūti konverǧentām rindām ir spēkā vēl
viena ı̄paš̄ıba - komutat̄ıvā ı̄paš̄ıba (locekļu pārvietojamı̄ba).

3.3. teorēma. Ja rinda

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · · ,
konverǧē absolūti, tad rinda

b1 + b2 + b3 + · · ·+ bn + · · · ,
kura iegūta dotajā rindā patvaļ̄ıgi pārvietojot tās locekļus, ar̄ı konverǧē
absolūti, pie tam rindām ir viena un tā pati summa.

I Tā kā rinda ∞∑
n=1

an (3.1)

konverǧē absolūti, tad konverǧē rinda

∞∑
n=1

|an|. (3.2)

Lai pierād̄ıtu, ka rinda
∞∑

n=1

bn (3.3)

konverǧē absolūti, pierād̄ısim, ka konverǧē rinda

∞∑
n=1

|bn|. (3.4)

Apskat̄ısim rindas (3.4) parciālsummu

S(4)
n = |b1|+ |b2|+ · · ·+ |bn|.

Š̄ıs parciālsummas visi locekļi ieiet rindas 3.2. kādā parciālsummā

S(2)
m = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |am|,

jo katrs bi sakr̄ıt ar kādu no aj. Tāpēc

S(4)
n ≤ S(2)

m ≤ S(2),
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kur S(2) = lim
m→∞

S
(2)
m - rindas 3.2. summa. No š̄ıs divkāršās nevienād̄ıbas

seko, ka rindas (3.4) parciālsummu virkne (S
(4)
n ), kura ir augoša, ierobežota

no augšas. Tātad šai virknei eksistē gal̄ıga robeža. Tas noz̄ımē, ka rinda
(3.4) konverǧē, bet rinda (3.3) absolūti konverǧē. Rindas (3.4) summa
S(4) ≤ S(2) (izriet no divkāršās nevienād̄ıbas). Ja rindu (3.3) uzskat̄ıt par
sākotnējo rindu, bet (3.3.) par rindu, kura iegūta rindā (3.3) pārvietojot
locekļus un spriest tāpat kā iepriekš, tad iegūsim S(2) ≤ S(4). Tādējādi
S(2) = S(4).

Tagad pierād̄ısim, ka S(1) = S(3). Rindas 3.1 summa S(1) = S+ − S−,
kur S+ - rindas 3.1 pozit̄ıvo locekļu rindas summa, bet S− - rindas 3.1
negat̄ıvo locekļu moduļu rindas summa. Rindas (3.3) summa S(3) ar̄ı ir
vienāda ar S+ − S−, jo, kā parād̄ıjām iepriekš, pozit̄ıvu locekļu rindās
locekļu pārvietošana neizmaina šo rindu summas. Tādējādi S(1) = S(3). J

Sekas.

1. Ar absolūti konverǧentām rindām var izpild̄ıt tās pašas darb̄ıbas,
kuras var izpild̄ıt ar polinomiem, ieskaitot ar̄ı reizināšanas darb̄ıbu.
Rindu reizināšanu apskat̄ısim nedaudz vēlāk.

2. Rinda, kura iegūta no absolūti konverǧentas rindas, izrakstot tās
locekļus, ar̄ı absolūti konverǧē. Šāds apgalvojums izriet no rindu
konverǧences Koš̄ı kritērija.

3. Nosac̄ıti konverǧentām rindām nav spēkā komutat̄ıvā ı̄paš̄ıba.
Nosac̄ıti konverǧentā rindā tās locekļus var pārvietot tā, lai iegūtā
rinda konverǧētu uz jebkuru iepriekš izvēlētu skaitli vai diverǧētu.
Rindas locekļus var pārvietot tā, lai iegūtā rinda diverǧētu uz +∞
vai −∞.

Apskat̄ısim, piemēram, nosac̄ıti konverǧentu rindu

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1 1

n
+ · · · .

Š̄ıs rindas summu apz̄ımēsim ar S (starp citu, S = ln 2). Izmantojot aso-
ciat̄ıvo ı̄paš̄ıbu, šo rindu uzrakst̄ısim šādi

(
1− 1

2

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ · · ·+

(
1

2n− 1
− 1

2n

)
+ · · · .

Iegūtās rindas summa ar̄ı ir S.
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Tagad sākotnējā rindā pārvietosim tās locekļus un iegūsim šādu rindu

(
1− 1

2
− 1

4

)
+

(
1

3
− 1

6
− 1

8

)
+

(
1

5
− 1

10
− 1

12

)
+ · · ·+

+

(
1

2n− 1
− 1

4n− 2
− 1

4n

)
+ · · · =

=

(
1

2
− 1

4

)
+

(
1

6
− 1

8

)
+

(
1

10
− 1

12

)
+ · · ·+

(
1

4n− 2
− 1

4n

)
+ · · · =

=
1

2

((
1− 1

2

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+

(
1

5
− 1

6

)
+· · ·+

(
1

2n− 1
− 1

2n

)
+· · ·

)
=

1

2
S.

Tādējādi tika iegūta rindas, kuras summa ir divreiz mazāka par sākotnējās
rindas summu.

3.4. Absolūti konverǧentu rindu reizināšana

Apskat̄ısim divas absolūti konverǧentas rindas

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · ·
un

b1 + b2 + b3 + · · ·+ bn + · · · .
No šo rindu locekļiem izveidosim jaunu rindu

a1b1 + (a1b2 + a2b1) + (a1b3 + a2b2 + a3b1) + · · ·+
+ (a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1) + · · · .

3.4. defin̄ıcija. Rindu

∞∑
n=1

(a1bn + · · ·+ anb1)

sauc par absolūti konverǧentu rindu
∞∑

n=1
an un

∞∑
n=1

bn reizinājumu.
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3.4. teorēma. Ja rindas ∞∑
n=1

an (3.5)

un ∞∑
n=1

bn (3.6)

absolūti konverǧē un to summas atbilstoši ir S(5) un S(6), tad absolūti
konverǧē ar̄ı rinda

∞∑
n=1

(a1bn + · · ·+ anb1), (3.7)

pie tam tās summa S(7) = S(5) · S(6).

I No rindu (3.5) un (3.6) locekļu reizinājumiem sastād̄ısim matricu ar
divām bezgal̄ıgām izejām.




a1b1 a1b2

a2b1 a2b2

a1b3

a2b3

a3b1 a3b2 a3b3

· · · a1bn · · ·
· · · a2bn · · ·
· · · a3bn · · ·

· · · · · · · · ·
anb1 anb2 anb3

· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·
· · · anbn · · ·
· · · · · · · · ·




No matricas elementiem, izrakstot tos pa joslām, izveidosim rindu

a1b1 + a1b2 + a2b2 + a2b1 + a1b3 + · · · . (3.8)

Š̄ı rinda atšķiras no rindas (3.7) ar locekļu sec̄ıbu, pie tam šeit rindas locekļi
nav grupēti.

Apskat̄ısim vēl vienu rindu, sastād̄ıtu no rindas (3.8) locekļu moduļiem.

|a1b1|+ |a1b2|+ |a2b2|+ |a2b1|+ |a1b3|+ · · ·
jeb

|a1| · |b1|+ |a1| · |b2|+ |a2| · |b2|+ |a2| · |b1|+ |a1| · |b3|+ · · · . (3.9)

Apskat̄ısim rindas (3.9) parciālsummu S
(9)
m .

Jebkuram m un pietiekami lielam n izpildās nevienād̄ıba

S(9)
m ≤ (|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|

)(|b1|+ |b2|+ · · ·+ |bn|
)

(∗)
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Tas noz̄ımē, ka rindas (3.9) parciālsummas S
(9)
m visi locekļi ir atrodami

rindu
∞∑

n=1
|an| un

∞∑
n=1

|bn| parciālsummu ar indeksu n reizinājumā. Tā kā

rindas
∞∑

n=1
|an|,

∞∑
n=1

|bn| konverǧē, tad to parciālsummas nepārsniedz atbil-

stošās rindas summu. No nevienād̄ıbas (*) seko, ka pozit̄ıvu locekļu rindas
(3.9) parciālsummu virkne ir augoša un ierobežota no augšas. Tātad ek-

sistē gal̄ıga robeža lim
m→∞

S
(9)
m = S(9). Tas noz̄ımē, ka rinda (3.9) konverǧē,

bet rinda (3.8) konverǧē absolūti. Saskaņā ar absolūti konverǧentu rindu
komutat̄ıvo ı̄paš̄ıbu absolūti konverǧē ar̄ı rinda (3.7). Lai atrastu rindas

(3.7) summu, apskat̄ısim rindas (3.8) parciālsummu S
(8)
n2 (rindām (3.7) un

(3.8) ir viena un tā pati summa).

S
(8)
n2 = S(5)

n S(6)
n .

Šajā vienād̄ıbā pārejot pie robežas, atrad̄ısim rindas (3.8) (ar̄ı rindas (3.7))
summu.

lim
n→∞

S
(8)
n2 = lim

n→∞
S(5)

n · lim
n→∞

S(6)
n

jeb
S(8) = S(5) · S(6).

Tādējādi
S(7) = S(5) · S(6). J

3.1. piez̄ıme.

1. Absolūti konverǧentu rindu reizinājumu var definēt pēc jebkuras
shēmas, jo nav svar̄ıga locekļu sec̄ıba, pie tam locekļi var būt ar̄ı
grupēti.

2. Nosac̄ıti konverǧentām rindām to reizinājumu parasti neapskata,
jo nosac̄ıti konverǧentas rindas raksturs ir atkar̄ıgs no tās locekļu
sec̄ıbas.



4. nodaļa

FUNKCIJU VIRKNES UN
FUNKCIJU RINDAS

4.1. Funkciju virkne un funkciju rinda. Funkciju vir-

knes robežfunkcija. Funkciju rindas summa

4.1. defin̄ıcija. Par funkciju rindu sauc simbolu

f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x) + · · · =
∞∑

n=1

fn(x),

kur visas funkcijas ir definētas kopā E ⊂ R.

Fiksētam n fn(x) ir funkciju rindas n-tais loceklis, bet patvaļ̄ıgam n

fn(x) - funkciju rindas vispār̄ıgais loceklis. Ja ir dota funkciju rinda, tad
var sastād̄ıt tās parciālsummu virkni

(
Sn(x)

)
, kur

S1(x) = f1(x), S2(x) = f1(x) + f2(x), . . . ,

Sn(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x), . . .

Paņemot patvaļ̄ıgu x0 ∈ E, iegūsim skaitļu rindu
∞∑

n=1
fn(x0) un tās

parciālsummu virkni (Sn(x0)). Skaitļu rinda (bet reizē ar̄ı virkne) var

konverǧēt vai diverǧēt. Ja, piemēram, skaitļu rinda
∞∑

n=1
fn(x0) konverǧē,

tad saka, ka funkciju rinda
∞∑

n=1
fn(x), x ∈ E konverǧē punktā x0. Pretējā

gad̄ıjumā - diverǧē punktā x0.

45
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4.2. defin̄ıcija. Kopas E apakškopu D, kuras punktos funkciju rinda
konverǧē, sauc par funkciju rindas konverǧences kopu.

Katrai vērt̄ıbai x0 ∈ D iegūsim konverǧentu skaitļu rindu
∞∑

n=1
fn(x0),

kurai atbilst viens piln̄ıgi noteikts skaitlis - rindas summa. Tātad kopā D

ir definēta funkcija S(x) - funkciju rindas summa. Tādējādi

S(x) =
∞∑

n=1

fn(x), x ∈ D.

Attiec̄ıbā uz virkni
(
Sn(x)

)
šo funkciju S(x) sauc par funkciju virknes

robežfunkciju un raksta

S(x) = lim
n→∞

Sn(x), x ∈ D.

Piemēram, funkciju rinda

1 + x + x2 + · · ·+ xn−1 + · · ·

ir definēta kopā R, bet tās konverǧences kopa D ir intervāls (−1, 1). Š̄ıs
funkciju rindas summa S(x) = 1

1−x . Tātad

1 + x + x2 + · · ·+ xn−1 + · · · = 1

1− x
, x ∈ (−1, 1).

Tā kā funkciju rindas summa S(x) ir kopā D definēta funkcija, tad ir
svar̄ıgi noskaidrot š̄ıs funkcijas ı̄paš̄ıbas (nepārtraukt̄ıba, diferencējamı̄ba,
integrējamı̄ba).

4.2. Funkciju virknes un funkciju rindas vienmēr̄ıgā

konverǧence

4.3. defin̄ıcija. Funkciju virkni
(
fn(x)

)
, x ∈ E sauc par vienmēr̄ıgi

konverǧentu kopā D ⊂ E, ja eksistē šajā kopā definēta funkcija
f(x), ka visiem ε > 0 eksistē tāds naturāls skaitlis N (atkar̄ıgs no ε),
ka visiem numuriem n > N un visiem x ∈ D izpildās nevienād̄ıba
|fn(x)− f(x)| < ε.
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To, ka funkciju virkne (fn(x)) kopā D vienmēr̄ıgi konverǧē uz f(x),
apz̄ımēsim šādi (

fn(x)
)

⇒ f(x), x ∈ D.

Ac̄ımredzami, ja funkciju virkne kopā D vienmēr̄ıgi konverǧē, tad tā kon-
verǧē katrā kopas D punktā. Funkcija f(x) ir funkciju virknes robežfun-
kcija, t.i.,

f(x) = lim
n→∞

fn(x), x ∈ D.

Toties no funkciju virknes konverǧences kopā D vēl neseko tās vienmē-
r̄ıgā konverǧence šajā kopā. Ja funkciju virkne konverǧē kopā D, tad tā
konverǧē katrā š̄ıs kopas punktā x0 ∈ D. Tātad jebkuram ε > 0 eksistē
naturāls skaitlis N (atkar̄ıgs no ε), ka visiem numuriem n > N izpildās
nevienād̄ıba ∣∣fn(x0)− f(x0)

∣∣ < ε.

Ja izvēlēsimies kopas D citu punktu un to pašu ε, tad ar̄ı šoreiz eksistē
naturāls skaitlis N , bet šis naturālais skaitlis var būt cits (tā izvēle nav
atkar̄ıga tikai no ε izvēles, bet ar̄ı no kopas D punkta izvēles). Proti,
katram kopas D punktam var eksistēt savs naturālais skaitlis N neatkar̄ıgi
no tā, ka ε katru reizi ir viens un tas pats. Ja var atrast visiem kopas
D punktiem kop̄ıgu N (atkar̄ıgu tikai no ε), tad funkciju virkne kopā D

vienmēr̄ıgi konverǧē uz robežfunkciju f(x). Var būt gad̄ıjumi, kad šāda
kop̄ıga N nav.

No funkciju virknes
(
fn(x)

)
vienmēr̄ıgās konverǧences kopā D izriet, ka

funkciju, kuru indeksi ir lielāki par N , grafiki visiem x ∈ D atrodas joslā
starp funkciju y = f(x)− ε, y = f(x) + ε grafikiem (4.1. z̄ım.).
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4.1. z̄ım.

Piemēram, funkciju virkne

(
1

x2 + n

)

vienmēr̄ıgi konverǧē uz robežfunkciju f(x) = 0 visiem x ∈ R. Šai virknei

f1(x) =
1

x2 + 1
, f2(x) =

1

x2 + 2
, f3(x) =

1

x2 + 3
, . . . .

Kādu ar̄ı neizvēlētos ε > 0, var atrast naturālu skaitli N , ka visu funkciju,
kuru numuri n > N , grafiki atrodas joslā starp taisnēm y = −ε un y = ε
visiem x ∈ R (4.2. z̄ım.).
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4.2. z̄ım.

4.4. defin̄ıcija. Funkciju rindu
∞∑

n=1
fn(x), x ∈ E sauc par vienmēr̄ıgi

konverǧentu funkciju rindu kopā D ⊂ E, ja šajā kopā vienmēr̄ıgi
konverǧē atbilstošā parciālsummu virkne

(
Sn(x)

)
.

Tātad funkciju rinda
∞∑

n=1
fn(x) kopā D vienmēr̄ıgi konverǧē uz rindas

summu S(x), ja jebkuram ε > 0 eksistē naturāls skaitlis N , ka visiem
numuriem n > N un visiem x ∈ D izpildās nevienād̄ıba

∣∣S(x)− Sn(x)
∣∣ < ε

jeb ∣∣Rn(x)
∣∣ < ε.

Ac̄ımredzami no funkciju virknes (vai funkciju rindas) vienmēr̄ıgās konver-
ǧences kopā D seko tās vienmēr̄ıgā konverǧence kopā D1 ⊂ D.

4.5. defin̄ıcija. Funkciju rindu
∞∑

n=1
fn(x), x ∈ D sauc par absolūti kon-

verǧentu rindu punktā x0 ∈ D, ja atbilstošā skaitļa rinda
∞∑

n=1
fn(x0)

absolūti konverǧē.

4.6. defin̄ıcija. Funkciju rindu
∞∑

n=1
fn(x), x ∈ D sauc par absolūti kon-

verǧentu rindu kopā D1 ⊂ D, ja funkciju rinda absolūti konverǧē
katrā kopas D1 punktā, pie tam D1 sauc par funkciju rindas absolūtās
konverǧences kopu.



50 4. nodaļa. FUNKCIJU VIRKNES UN FUNKCIJU RINDAS

4.3. Funkciju rindas vienmēr̄ıgās konverǧences paz̄ı-

mes

4.1. teorēma. [Veierštrāsa paz̄ıme]

Ja eksistē konverǧenta pozit̄ıvu locekļu rinda
∞∑

n=1
an, ka visiem x ∈ D

un visiem numuriem n izpildās nevienād̄ıba |fn(x)| ≤ an, tad funkciju

rinda
∞∑

n=1
fn(x) kopā D konverǧē absolūti un vienmēr̄ıgi.

I Tā kā visiem x ∈ D |fn(x)| ≤ an un skaitļu rinda
∞∑

n=1
an konverǧē, tad

funkciju rinda
∞∑

n=1
fn(x) konverǧē absolūti katrā kopas D punktā, tātad ar̄ı

kopā D.

Novērtēsim funkciju rindas atlikuma moduli
∣∣Rn(x)

∣∣ =
∣∣fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·

∣∣ ≤
∣∣fn+1(x)

∣∣ +
∣∣fn+2(x)

∣∣ + · · · <
< an+1 + an+2 + · · · = rn,

kr rn - pozit̄ıvu locekļu rindas atlikums.

Tā kā rinda
∞∑

n=1
an konverǧē, tad eksistē gal̄ıga robeža lim

n→∞
Sn = S, bet

tas noz̄ımē, ka jebkuram ε > 0 eksistē tāds naturāls skaitlis N , ka visiem
numuriem n > N izpildās nevienād̄ıba

|S − Sn| < ε jeb rn < ε.

Tā kā ∣∣Rn(x)
∣∣ < rn,

tad ∣∣Rn(x)
∣∣ < ε

visiem x ∈ D un visiem n > N . Tādējādi funkciju rinda kopā D konverǧē
ne tikai absolūti, bet ar̄ı vienmēr̄ıgi. J
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4.1. uzdevums. Pamatot funkciju rindas vienmēr̄ıgo konverǧenci norā-
d̄ıtajā intervālā

a)
∞∑

n=1

sin nx

n2 , x ∈ R;

b)
∞∑

n=1

√
1− x2n

2n
, x ∈ [−1, 1];

c)
∞∑

n=1

n

n3 + x2 , x ∈ R.

a) Izvēlēsimies pozit̄ıvu locekļu konverǧentu rindu
∞∑

n=1

1
n2 . Visiem

x ∈ R un visiem numuriem n izpildās nevienād̄ıba

∣∣∣∣
sin nx

n2

∣∣∣∣ ≤
1

n2 .

Tātad dotā funkciju rinda konverǧē absolūti un vienmēr̄ıgi visiem
x ∈ R.

b) Šoreiz pozit̄ıvu locekļu konverǧenta rinda ir
∞∑

n=1

1
2n . Visiem

x ∈ [−1, 1] un visiem numuriem n izpildās nevienād̄ıba

√
1− x2n

2n
≤ 1

2n

(modulis kreisajai pusei šoreiz nav obligāts). Tātad funkciju rinda
konverǧē absolūti un vienmēr̄ıgi visiem x ∈ [−1, 1].

c) Pozit̄ıvu locekļu konverǧenta rinda ir
∞∑

n=1

1
n2 . Visiem x ∈ R un

visiem numuriem n izpildās nevienād̄ıba

n

n3 + x2 ≤
n

n3 =
1

n2 .

Tāpēc dotā funkciju rinda absolūti un vienmēr̄ıgi konverǧē visiem
x ∈ R.
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4.4. Vienmēr̄ıgi konverǧentu funkciju virkņu un fun-

kciju rindu ı̄paš̄ıbas

1. ı̄paš̄ıba. Ja kopā D nepārtrauktu funkciju virkne
(
fn(x)

)
šajā kopā kon-

verǧē vienmēr̄ıgi, tad robežfunkcija f(x) ir kopā D nepārtraukta fun-
kcija.

I Tā kā virkne
(
fn(x)

)
kopā D konverǧē vienmēr̄ıgi uz robežfunkciju

f(x), tad jebkuram ε > 0 eksistē naturāls skaitlis N , ka visiem x ∈ D un
visiem numuriem n > N izpildās nevienād̄ıba

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ <

ε

3
. (4.1)

Tā kā funkcijas fn(x) (n = 1, 2, . . .) ir nepārtrauktas kopā D, tad katra no
š̄ım funkcijām ir nepārtraukta kopas D patvaļ̄ıgā punktā x0. Tas noz̄ımē,
ka iepriekš izvēlētajam ε > 0 eksistē tāds δ > 0, ka visiem x ∈ D, kuri
apmierina nevienād̄ıbu |x− x0| < δ, izpildās nevienād̄ıba

∣∣fn(x)− fn(x0)
∣∣ <

ε

3
. (4.2)

Tā kā nevienād̄ıba (4.1) izpildās visiem x ∈ D, tad tā izpildās ar̄ı punktā
x0 ∈ D, t.i., ∣∣fn(x0)− f(x0)

∣∣ <
ε

3
. (4.3)

Tagad apskat̄ısim x ∈ D, kuriem |x − x0| < δ, un n > N . Šādiem x un n

novērtēsim starp̄ıbu f(x)− f(x0)

∣∣f(x)− f(x0)
∣∣ =

∣∣∣
(
f(x)− fn(x)

)
+

(
fn(x)− fn(x0) +

(
fn(x0)− f(x0)

))∣∣∣ ≤
≤

∣∣f(x)− fn(x)
∣∣ +

∣∣fn(x)− fn(x0)
∣∣ +

∣∣fn(x0)− f(x0)
∣∣ <

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

(tika izmantota moduļa trijstūra ı̄paš̄ıba un nevienād̄ıbas (4.1), (4.2),
(4.3)).

Tātad visiem x ∈ D, kuriem |x− x0| < δ, izpildās nevienād̄ıba
∣∣f(x)− f(x0)

∣∣ < ε.

Tas noz̄ımē, ka robežfunkcija f(x) ir nepārtraukta kopas D patvaļ̄ıgā
punktā x0. Tādējādi š̄ı funkcija ir nepārtraukta kopā D. J
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Sekas. Ja kopā D nepārtrauktu funkciju rinda
∞∑

n=1
fn(x) šajā kopā konver-

ǧē vienmēr̄ıgi, tad tās summa S(x) ir nepārtraukta kopā D funkcija.

I Apskat̄ısim dotās rindas parciālsummu virkni
(
Sn(x)

)
. Š̄ıs virknes

locekļi ir kopā D nepārtrauktas funkcijas (kā gal̄ıga skaita nepārtrauktu
funkciju summa). Tā kā funkciju rinda kopā D konverǧē vienmēr̄ıgi, tad
šajā kopā vienmēr̄ıgi konverǧē tai atbilstošā virkne

(
Sn(x)

)
. Saskaņā ar

1. ı̄paš̄ıbu virknes robežfunkcija S(x) ir nepārtraukta kopā D funkcija.
Funkcija S(x) ir ar̄ı dotās funkciju rindas summa. J

2. ı̄paš̄ıba. Ja slēgtā intervālā [a, b] nepārtrauktu funkciju virkne
(
fn(x)

)
šajā intervālā vienmēr̄ıgi konverǧē, tad ir spēkā vienād̄ıba

lim
n→∞

b∫

a

fn(x)dx =

b∫

a

lim
n→∞

fn(x)dx

jeb

lim
n→∞

b∫

a

fn(x)dx =

b∫

a

f(x)dx,

kur f(x) = lim
n→∞

fn(x), x ∈ [a, b].

I Saskaņā ar 1. ı̄paš̄ıbu robežfunkcija f(x) ir nepārtraukta, tātad in-
tegrējama intervālā [a, b]. Tā kā

(
fn(x)

)
⇒ f(x), x ∈ [a, b],

tad jebkuram ε > 0 eksistē naturāls skaitlis N , ka visiem x ∈ [a, b] un
visiem numuriem n > N izpildās nevienād̄ıba

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ <

ε

b− a
.

Apskat̄ısim
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

fn(x)dx−
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣dx <

<
ε

b− a

b∫

a

dx =
ε

b− a
(b− a) = ε.
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Nevienād̄ıbā ∣∣∣∣∣∣

b∫

a

fn(x)dx−
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
< ε

pāriesim pie robežas, kad n →∞. Iegūsim
∣∣∣∣∣∣
lim
n→∞

b∫

a

fn(x)dx−
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤ ε.

Skaidrs, ka š̄ı nevienād̄ıba izpildās visām ε vērt̄ıbām tikai tad, kad nenega-
t̄ıvā konstante ∣∣∣∣∣∣

lim
n→∞

b∫

a

fn(x)dx−
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
ir nulle. Tādējādi

lim
n→∞

b∫

a

fn(x)dx =

b∫

a

f(x)dx. J

Sekas. Ja slēgtā intervālā [a, b] nepārtrauktu funkciju rinda
∞∑

n=1
fn(x) šajā

intervālā vienmēr̄ıgi konverǧē, tad ir spēkā vienād̄ıba

b∫

a

∞∑
n=1

fn(x)dx =
∞∑

n=1

b∫

a

fn(x)dx

jeb
∞∑

n=1

b∫

a

fn(x)dx =

b∫

a

S(x)dx,

kur S(x) =
∞∑

n=1
fn(x), x ∈ [a, b].

ISaskaņā ar noteiktā integrāļa linearitāti

k∑
n=1

b∫

a

fn(x)dx =

b∫

a

k∑
n=1

fn(x)dx =

b∫

a

Sk(x)dx.
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Šajā vienād̄ıbā pāriesim pie robežas, kad k →∞.

lim
k→∞

k∑
n=1

b∫

a

fn(x)dx = lim
k→∞

b∫

a

Sk(x)dx

jeb
∞∑

n=1

b∫

a

fn(x)dx =

b∫

a

lim
k→∞

Sk(x)dx.

No tā seko, ka
∞∑

n=1

b∫

a

fn(x)dx =

b∫

a

S(x)dx. J

(Tika pielietota 2. ı̄paš̄ıba.)

3. ı̄paš̄ıba. Ja slēgtā intervālā [a, b] nepārtraukti diferencējamu funkciju
virkne

(
fn(x)

)
šajā intervālā konverǧē uz robežfunkciju f(x) un virkne(

f ′n(x)
)

intervālā [a, b] vienmēr̄ıgi konverǧē uz F (x), tad

f ′(x) = F (x), x ∈ [a, b]

jeb

lim
n→∞

f ′n(x) =
(

lim
n→∞

fn(x)
)′

, x ∈ [a, b].

Tā kā funkciju virkne
(
f ′n(x)

)
intervālā [a, b] vienmēr̄ıgi konverǧē, tad

saskaņā ar 2. ı̄paš̄ıbu

x∫

a

lim
n→∞

f ′n(t)dt = lim
n→∞

x∫

a

f ′n(t)dt,

kur x ∈ [a, b].

Šo vienād̄ıbu uzrakst̄ısim šādi:
x∫

a

F (t)dt = lim
n→∞

(
fn(x)− fn(a)

)

jeb
x∫

a

F (t)dt = lim
n→∞

fn(x)− lim
n→∞

fn(a),



56 4. nodaļa. FUNKCIJU VIRKNES UN FUNKCIJU RINDAS

c.v.,
x∫

a

F (t)dt = f(x)− f(a).

Starp citu, funkcija F (x) ir nepārtraukta, tātad ar̄ı integrējama jebkurā
intervālā [a, x] ⊂ [a, b]. Tas noz̄ımē, ka integrālis ar main̄ıgu augšējo robežu
ir šajā intervālā diferencējama funkcija, pie tam




x∫

a

F (t)dt



′

= F (x).

Tādējādi ir diferencējama ar̄ı vienād̄ıbas
x∫

a

F (t)dt = f(x)− f(a)

labā puse, t.i., funkcija f(x), pie tam



x∫

a

F (t)dt



′

=
(
f(x)− f(a)

)′

jeb
F (x) = f ′(x), x ∈ [a, b]. J

Sekas. Ja slēgtā intervālā [a, b] nepārtraukti diferencējamu funkciju rinda
∞∑

n=1
fn(x) šajā intervālā konverǧē un rinda

∞∑
n=1

f ′n(x) intervālā [a, b]

vienmēr̄ıgi konverǧē, tad visiem x ∈ [a, b] ir spēkā vienād̄ıba
( ∞∑

n=1

fn(x)

)′

=
∞∑

n=1

f ′n(x).

I Tā kā rinda
∞∑

n=1
f ′n(x) intervālā [a, b] konverǧē vienmēr̄ıgi, tad šajā

intervālā vienmēr̄ıgi konverǧē parciālsummu virkne
(
S ′n(x)

)
. Saskaņā ar

3. ı̄paš̄ıbu (
lim
n→∞

Sn(x)
)′

= lim
n→∞

S ′n(x)

jeb ( ∞∑
n=1

fn(x)

)′

=
∞∑

n=1

f ′n(x), x ∈ [a, b]. J
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4.1. piez̄ıme. Šo ı̄paš̄ıbu sekas noz̄ımē, ka atbilstošas rindas vienmēr̄ıgā
konverǧence ir pietiekamais nosac̄ıjums, lai rindas summa būtu ne-
pārtraukta funkcija, lai rindu dr̄ıkstētu pa locekļiem integrēt vai pa
locekļiem atvasināt.

4.2. uzdevums. Pierād̄ıt, ka funkcija f(x) =
∞∑

n=1

cos nx
2n ir nepārtraukta

visu reālo skaitļu kopā. Atrast f(0) un f
(

π
2

)
.

Funkciju rinda
∞∑

n=1

cos nx
2n konverǧē absolūti un vienmēr̄ıgi visiem x ∈ R,

jo ∣∣∣cos nx

2n

∣∣∣ ≤ 1

2n

visiem x ∈ R un visiem numuriem n. Pozit̄ıvu locekļu rinda
∞∑

n=1

1
2n

konverǧē kā ǧeometriskā rinda. Dotās funkciju rindas locekļi ir kopā R
nepārtrauktas funkcijas, tāpēc tās summa f(x) ir kopā R nepārtraukta
funkcija. Ievietosim x = 0 un iegūsim

f(0) =
∞∑

n=1

cos 0

2n
=

∞∑
n=1

1

2n
=

1
2

1− 1
2

= 1.

Izmantojām ǧeometriskās rindas summas aprēķināšanas formulu

S = a1

1−q , kur a1 = 1
2 , q = 1

2 . Tagad ievietosim x = π
2 un iegūsim

f
(π

2

)
=

∞∑
n=1

cos nπ
2

2n
= − 1

22 +
1

24 −
1

26 + · · · = − 1
22

1 + 1
22

=
−1

4

1 + 1
4

=
−1

5
.

Izmantojām ǧeometriskās rindas summas aprēķināšanas formulu

S = a1

1−q , kur a1 = − 1
22 , q = − 1

22 .

4.3. uzdevums. Pierād̄ıt, ka funkcija f(x) =
∞∑

n=1
ne−nx ir nepārtraukta

reālo pozit̄ıvo skaitļu kopā R+. Aprēķināt
ln 3∫
ln 2

f(x)dx.

Apskat̄ısim pozit̄ıvu locekļu rindu
∞∑

n=1

n
(1+ε)n , kur ε > 0. Pēc Dalambēra

paz̄ımes š̄ı rinda konverǧē, jo

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n+1
(1+ε)n+1

n
(1+ε)n

=
1

1 + ε
lim
n→∞

n + 1

n
=

1

1 + ε
< 1.
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Funkciju rindas locekļi apmierina nevienād̄ıbu

ne−nx =
n

enx
≤ n

(1 + ε)n

visiem numuriem n un visiem x, kuriem izpildās nevienād̄ıba

enx ≥ (1 + ε)n.

Atrisinot šo nevienād̄ıbu, iegūsim, ka x ≥ ln(1 + ε). Tā kā ε > 0 un
to var izvēlēties pēc patikas tuvu nullei, tad x > 0 un ar̄ı pēc patikas
tuvs nullei. Dotās funkciju rindas locekļi kopā R+ ir nepārtrauktas
funkcijas, tāpēc rinda konverǧē absolūti un vienmēr̄ıgi visiem x ∈
R+. Rindas summa f(x) ir kopā R+ nepārtraukta funkcija, pie tam
šo rindu dr̄ıkst pa locekļiem integrēt, piemēram, intervālā [ln 2, ln 3].
Integrējot šo rindu, iegūsim

ln 3∫

ln 2

f(x)dx =

ln 3∫

ln 2

( ∞∑
n=1

ne−nx

)
dx =

∞∑
n=1

ln 3∫

ln 2

ne−nxdx =

=
∞∑

n=1

(−e−nx
)
∣∣∣∣∣

ln 3

ln 2

=
∞∑

n=1

(
2−n − 3−n

)
=

∞∑
n=1

(
1

2n
− 1

3n

)
= 1− 1

2
=

1

2
,

jo rindas
∞∑

n=1

1
2n summa ir

S =
1
2

1− 1
2

= 1,

bet rindas ∞∑
n=1

1

3n
=

1
3

1− 1
3

=
1

2
.

Abas š̄ıs rindas ir ǧeometriskās rindas ar |q| < 1.

4.4. uzdevums. Pierād̄ıt, ka reālo skaitļu kopā R funkcija

f(x) =
∞∑

n=1

sin nx

n3

ir nepārtraukta un tai eksistē nepārtraukts atvasinājums.
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Funkciju rinda
∞∑

n=1

sin nx
n3 kopā R konverǧē absolūti un vienmēr̄ıgi, jo

visiem x ∈ R un visiem numuriem n izpildās nevienād̄ıba
∣∣∣∣
sin nx

n3

∣∣∣∣ ≤
1

n3 ,

pie tam pozit̄ıvu locekļu rinda
∞∑

n=1

1
n3 konverǧē. No dotās funkciju

rindas locekļu atvasinājumiem izveidosim rindu
∞∑

n=1

cos nx
n2 . Š̄ı rinda

kopā R ar̄ı konverǧē absolūti un vienmēr̄ıgi, jo visiem x ∈ R un visiem
numuriem n izpildās nevienād̄ıba

∣∣∣cos nx

n2

∣∣∣ ≤ 1

n2 ,

pie tam pozit̄ıvu locekļu rinda
∞∑

n=1

1
n2 konverǧē. Abu funkciju rindu

locekļi ir kopā R nepārtrauktas funkcijas, tāpēc šajā kopā ir nepār-

trauktas šo rindu summas. Pie tam rindas
∞∑

n=1

cos nx
n2 summa ir f ′(x),

jo rindu
∞∑

n=1

sinnx
n3 dr̄ıkst pa locekļiem atvasināt. Tādējādi kopā R

ir nepārtraukta funkcija f(x) un šai funkcijai kopā R eksistē nepār-
traukts atvasinājums f ′(x).
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5. nodaļa

PAKĀPJU RINDAS

5.1. Pakāpju rindas jēdziens. Ābela teorēma

5.1. defin̄ıcija. Par pakāpju rindu sauc funkciju rindu, kuras locekļi
ir pakāpes funkcijas ar veseliem nenegat̄ıviem kāpinātājiem, t.i., rindu

a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · · =
∞∑

n=0

anx
n,

kur a0, a1, a2, . . . , an, . . . reāli skaitļi - pakāpju rindas koeficienti.

Piemēram, 1 + x + x2 + · · ·+ xn + · · · ir pakāpju rinda, kura konverǧē
intervālā (−1, 1).

Parād̄ısim, ka pakāpju rindas konverǧences kopa ir intervāls, kurš si-
metrisks attiec̄ıbā pret koordinātu sākumpunktu. Starp citu, ir pakāpju
rindas, kuras konverǧē tikai punktā x = 0, bet ir rindas, kuras konverǧē
visu reālo skaitļu kopā R.

5.1. teorēma. [Ābela1 teorēma]

Ja pakāpju rinda
∞∑

n=0
anx

n konverǧē punktā x0 6= 0, tad tā absolūti kon-

verǧē visiem x, kuriem izpildās nevienād̄ıba |x| < |x0|, t.i., intervālā(− |x0|, |x0|
)
.

Ja pakāpju rinda
∞∑

n=0
anx

n diverǧē punktā x1, tad tā diverǧē visiem x,

kuriem izpildās nevienād̄ıba |x| > |x1|, t.i., ārpus intervāla[− |x1|, |x1|
]
.

1Nils Ābels (1802-1829) - norvēǧu matemātiķis.

61
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I Tā kā pakāpju rinda
∞∑

n=0

anx
n (5.1)

konverǧē punktā x0 6= 0, tad atbilstošā skaitļu rinda
∞∑

n=0
anx

n
0 konverǧē un

tai izpildās konverǧences nepieciešamais nosac̄ıjums, t.i.,

lim
n→∞

anx
n
0 = 0.

Tas noz̄ımē, ka (anx
n
0) ir ierobežota (kā konverǧenta) virkne. Tātad eksistē

tāds M > 0, ka visiem numuriem n izpildās nevienād̄ıba

|anx
n
0 | ≤ M.

Doto pakāpju rindu uzrakst̄ısim šādi:

a0 + a1x0

(
x

x0

)
+ a2x

2
0

(
x

x0

)2

+ · · ·+ anx
n
0

(
x

x0

)n

+ · · · (5.2)

un izveidosim rindu no tās locekļu moduļiem, t.i., rindu

|a0|+ |a1x0| ·
∣∣∣∣
x

x0

∣∣∣∣ +
∣∣a2x

2
0

∣∣ ·
∣∣∣∣
x

x0

∣∣∣∣
2

+ · · ·+ |anx
n
0 | ·

∣∣∣∣
x

x0

∣∣∣∣
n

+ · · · (5.3)

Izveidosim vēl vienu rindu

M + M

∣∣∣∣
x

x0

∣∣∣∣ + M

∣∣∣∣
x

x0

∣∣∣∣
2

+ · · ·+ M

∣∣∣∣
x

x0

∣∣∣∣
n

+ · · · (5.4)

Rinda (5.4) ir ǧeometriska rinda ar q =
∣∣∣ x
x0

∣∣∣, kura konverǧē, ja

q =
∣∣∣ x
x0

∣∣∣ < 1, t.i., ja |x| < |x0|. Saskaņā ar pozit̄ıvu locekļu rindu

sal̄ıdzināšanas paz̄ımi konverǧē rinda (5.3), bet rinda (5.2) absolūti kon-
verǧē šādām x vērt̄ıbām. Tādējādi rinda (5.1) absolūti konverǧē visiem x,
kuriem izpildās nevienād̄ıba |x| < |x0| (5.1. z̄ım.).

5.1. z̄ım.

Ābela teorēmas otro daļu pierād̄ısim no pretējā, t.i., pieņemsim, ka ek-
sistē tāds skaitlis x0, kuram izpildās nevienād̄ıba |x0| > |x1| un pakāpju
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rinda (5.1) konverǧē punktā x0. Ac̄ımredzami x0 6= 0. Saskaņā ar Ābela
teorēmas pirmo daļu pakāpju rinda absolūti konverǧē visiem x, kuriem
izpildās nevienād̄ıba |x| < |x0|, tai skaitā, ar̄ı punktā x1. Tika iegūta
pretruna ar doto, t.i., ka pakāpju rinda punktā x1 diverǧē. Atliek secināt,
ka pieņēmums ir nepareizs, un pakāpju rinda (5.1) diverǧē visiem x, kuriem
izpildās nevienād̄ıba |x| > |x1| (5.2. z̄ım.).

5.2. z̄ım.

5.2. Pakāpju rindas konverǧences rādiuss un kon-

verǧences intervāls

Katra pakāpju rinda
∞∑

n=0
anx

n konverǧē vismaz punktā x = 0. Dažām

pakāpju rindām šis punkts ir vien̄ıgais, kurā tā konverǧē. Daudzas pakāpju
rindas konverǧē visā reālo skaitļu kopā R. Apskat̄ısim pakāpju rindas,
kuras konverǧē vairāk nekā punktā x = 0, bet ne visā reālo skaitļu kopā
R. No Ābela teorēmas izriet, ka šādai pakāpju rindai eksistē tāds pozit̄ıvs
skaitlis R, ka pakāpju rinda absolūti konverǧē visiem x, kuriem izpildās
nevienād̄ıba |x| < R, t.i., intervālā (−R, R). Š̄ı intervāla ārpusē pakāpju
rinda diverǧē (5.3. z̄ım.).

5.3. z̄ım.

Rindas raksturu punktos x = −R, x = R pēta papildus. Šajos punktos
pakāpju rinda var gan konverǧēt, gan diverǧēt, pie tam vienā no šiem
punktiem rinda var konverǧēt, bet otrā - diverǧēt.
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5.2. defin̄ıcija. Intervālu (−R, R) sauc par pakāpju rindas
∞∑

n=0
anx

n

konverǧences intervālu, bet R - konverǧences rādiusu.

Lai atrastu konverǧences rādiusu, apskat̄ısim rindu no pakāpju rindas
locekļu moduļiem, t.i., rindu

|a0|+ |a1x|+
∣∣a2x

2
∣∣ + · · ·+ |anx

n|+ · · ·

un šai rindai pielietosim rindu konverǧences Dalambēra paz̄ımi. Atrad̄ısim

lim
n→∞

∣∣an+1x
n+1

∣∣
|anxn| = |x| lim

n→∞
|an+1|
|an| < 1.

Tātad

|x| < lim
n→∞

∣∣∣∣
an

an+1

∣∣∣∣ .

Tādējādi

R = lim
n→∞

∣∣∣∣
an

an+1

∣∣∣∣
(protams, ja šāda robeža eksistē).

Ja būtu lietojuši rindu konverǧences Koš̄ı paz̄ımi, tad iegūtu, ka

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

.

Kad esam aprēķinājuši pakāpju rindas konverǧences rādiusu R, tad reizē
esam ar̄ı noteikuši tās konverǧences intervālu (−R,R).

Lai noteiktu rindas raksturu konverǧences intervāla galapunktos, pēta
uz konverǧenci skaitļu rindas

∞∑
n=0

(−1)nanR
n un

∞∑
n=0

anR
n.

5.1. piez̄ıme.

1. Ja pakāpju rinda konverǧē tikai punktā x = 0, tad uzskata, ka
konverǧences rādiuss R = 0.

2. Ja pakāpju rinda konverǧē visu reālo skaitļu kopā, tad uzskata,
ka konverǧences rādiuss R = ∞.
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3. Nosakot pakāpju rindas konverǧences kopu, parasti nelieto kon-
verǧences rādiusa aprēķināšanas formulu, bet, lietojot, piemēram,
Dalambēra paz̄ımi, atrod pakāpju rindas konverǧences intervālu.

5.1. uzdevums. Noteikt pakāpju rindu konverǧences kopas

a)
∞∑

n=1

xn

n3n
, b)

∞∑
n=1

xn

n2 ,

c)
∞∑

n=0

xn

n!
, d)

∞∑
n=0

n!xn.

a) Pakāpju rindas vispār̄ıgais loceklis

un(x) =
xn

n3n
,

bet

un+1(x) =
xn+1

(n + 1)3n+1 .

Atrad̄ısim robežu

lim
n→∞

∣∣∣∣
un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
xn+1

(n+1)3n+1

xn

n3n

∣∣∣∣∣ =
|x|
3

lim
n→∞

n

n + 1
=
|x|
3

< 1.

Atrisināsim nevienād̄ıbu |x|
3 < 1 un iegūsim konverǧences intervālu

(−3, 3) (konverǧences rādiuss R = 3). Izpēt̄ısim pakāpju rindas
raksturu konverǧences intervālā galapunktos.

Ja x = −3, tad iegūsim skaitļu rindu
∞∑

n=1

(−1)n

n , kura konverǧē, pie

tam nosac̄ıti konverǧē.

Ja x = 3, tad iegūsim diverǧentu skaitļu rindu
∞∑

n=1

1
n (harmoniskā

rinda). Tādējādi pakāpju rindas konverǧences kopa ir intervāls
[−3, 3).

b) Šoreiz

un(x) =
xn

n2 , un+1(x) =
xn+1

(n + 1)2 .

Robeža

lim
n→∞

∣∣∣∣
un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
xn+1

(n+1)2

xn

n2

∣∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

n2

(n + 1)2 = |x| < 1.
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Konverǧences intervāls ir (−1, 1), bet konverǧences rādiuss R = 1.

Ja x = −1, tad skaitļu rinda
∞∑

n=1

(−1)n

n2 absolūti konverǧē.

Ja x = 1, tad ar̄ı iegūsim konverǧentu pozit̄ıvu locekļu rindu
∞∑

n=1

1
n2 . Dotās pakāpju rindas konverǧences kopa ir slēgts intervāls

[−1, 1].

c) Dotajai pakāpju rindai

un(x) =
xn

n!
, un+1(x) =

xn+1

(n + 1)!
.

Atrad̄ısim robežu

lim
n→∞

∣∣∣∣
un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
xn+1

(n+1)!
xn

n!

∣∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

1

n + 1
= 0 < 1

visiem x. Tādējādi pakāpju rinda konverǧē visiem x ∈ (−∞, +∞).
Pakāpju konverǧences rādiuss R = ∞.

d) Šoreiz
un(x) = nxn, un+1(x) = (n + 1)xn+1.

Robeža

lim
n→∞

∣∣∣∣
un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(n + 1)!xn+1

n!xn

∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

(n + 1) = ∞,

ja x 6= 0. Tādējādi š̄ı pakāpju rinda konverǧē tikai punktā x = 0,
tās konverǧences rādiuss R = 0.

5.3. Pakāpju rindas vienmēr̄ıgā konverǧence

5.2. teorēma. Pakāpju rinda
∞∑

n=0
anx

n konverǧē absolūti un vienmēr̄ıgi

jebkurā intervālā [−`, `], kurš iekļaujas tās konverǧences intervālā

(−R,R).

I Tā kā pakāpju rinda
∞∑

n=0
anx

n absolūti konverǧē intervālā (−R, R),

tad tā absolūti konverǧē š̄ı intervāla punktā x = ` (0 < ` < R). Tātad
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skaitļu rinda
∞∑

n=0
|an|`n konverǧē. Visiem x, kuriem |x| ≤ `, un visiem

numuriem n (n = 0, 1, 2, . . .) izpildās nevienād̄ıba

|anx
n| ≤ |an|`n.

Saskaņā ar Veierštrāsa paz̄ımi pakāpju rinda
∞∑

n=0
anx

n absolūti un vienmēr̄ıgi

konverǧē visiem x, kuriem −` ≤ x ≤ `. (5.4. z̄ım.) J

5.4. z̄ım.

5.2. piez̄ıme.

1. Tā kā pakāpju rindas locekļi ir nepārtrauktas funkcijas tās vien-
mēr̄ıgās konverǧences intervālā [−`, `], tad pakāpju rindas summa
ir šajā intervālā nepārtraukta funkcija. Pakāpju rindu dr̄ıkst
pa locekļiem integrēt. Piemēram, visiem x ∈ (−R, R) izpildās
vienād̄ıba

x∫

0

( ∞∑
n=0

anx
n

)
dx =

∞∑
n=0

x∫

0

anx
ndx =

∞∑
n=0

an

n + 1
xn+1.

2. Tā kā pakāpju rindai
∞∑

n=1
nanx

n−1 (iegūta atvasinot pakāpju rin-

das
∞∑

n=0
anx

n locekļus) konverǧences intervāls ar̄ı ir (−R,R), tad

tā konverǧē vienmēr̄ıgi intervālā [−`, `]. Tāpēc pakāpju rindu
∞∑

n=0
anx

n dr̄ıkst pa locekļiem atvasināt, t.i.,

( ∞∑
n=0

anx
n

)′

=
∞∑

n=0

(anx
n)′ =

∞∑
n=1

nanx
n−1, x ∈ (−R,R).

3. Integrējot (vai atvasinot) pakāpju rindu, konverǧences intervāls
nemainās. Rindas raksturs var main̄ıties tikai konverǧences in-
tervāla galapunktos, t.i., punktos x = −R un x = R. Atvasinot



68 5. nodaļa. PAKĀPJU RINDAS

pakāpju rindu, konverǧences kopa var sašaurināties uz galapunktu
rēķina, bet integrējot - paplašināties.

5.4. Pakāpju rinda pēc (x − x0)pakāpēm

Iepriekš apskat̄ıjām pakāpju rindu
∞∑

n=0
anx

n, t.i., pakāpju rindu pēc x

pakāpēm. Tomēr bieži nākas sastapties ar pakāpju rindu
∞∑

n=0
an(x − x0)

n,

t.i., pakāpju rindu pēc (x−x0) pakāpēm. Apz̄ımēsim x−x0 = z un iegūsim

pakāpju rindu
∞∑

n=0
anz

n. Zinot š̄ıs pakāpju rindas konverǧences intervālu

−R < z < R, var atrast pakāpju rindas
∞∑

n=0
an(x − x0)

n konverǧences

intervālu. Tam nolūkam atrisināsim (attiec̄ıbā pret x) nevienād̄ıbu

−R < x− x0 < R

un iegūsim, ka

−R + x0 < x < R + x0.

Tādējādi pakāpju rindas pēc (x − x0) pakāpēm konverǧences intervāls ir
(−R + x0, R + x0).

5.2. uzdevums. Noteikt pakāpju rindu konverǧences kopas

a)
∞∑

n=0

(x−5)n

2n ,

b)
∞∑

n=1

(x+1)n

n2 .

a) Dotajai pakāpju rindai

un(x) =
(x− 5)n

2n
, un+1(x) =

(x− 5)n+1

2n+1 .

Atrad̄ısim robežu

lim
n→∞

∣∣∣∣
un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
(x−5)n+1

2n+1

(x−5)n

2n

∣∣∣∣∣ =
|x− 5|

2
< 1.
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Atrisinot nevienād̄ıbu |x−5|
2 < 1, iegūsim pakāpju rindas konver-

ǧences intervālu 3 < x < 7. Atliek noskaidrot konverǧences rak-
sturu š̄ı intervāla galapunktos. Ja x = 3, tad iegūsim skaitļu rindu
∞∑

n=0
(−1)n, kura diverǧē. Ja x = 7, tad ar̄ı iegūsim diverǧentu

skaitļu rindu
∞∑

n=0
1 = 1 + 1 + 1 + · · · . Tādējādi pakāpju rindas

konverǧences kopa sakr̄ıt ar š̄ıs rindas konverǧences intervālu un
ir intervāls (3, 7).

b) Šoreiz

un(x) =
(x + 1)n

n2 , un+1(x) =
(x + 1)n+1

(n + 1)2

un

lim
n→∞

∣∣∣∣
un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣

(x+1)n+1

(n+1)2

(x+1)n

n2

∣∣∣∣∣∣
= |x+1| lim

n→∞
n2

(n + 1)2 = |x+1| < 1.

Pakāpju rindas konverǧences intervāls ir −2 < x < 0.

Ja x = −2, tad iegūsim absolūti konverǧentu skaitļu rindu
∞∑

n=1

(−1)n

n2 .

Ja x = 0, tad ar̄ı iegūsim konverǧentu skaitļu rindu
∞∑

n=1

1
n2 . Tādējādi

pakāpju rindas konverǧences kopa ir slēgts intervāls [−2, 0].
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6. nodaļa

FUNKCIJU IZVIRZĪJUMI
PAKĀPJU RINDĀS

6.1. Funkcijas izvirz̄ıjuma pakāpju rindā jēdziens. Tei-

lora rinda

Apskat̄ısim intervālā (−R,R) definētu funkciju f(x) un teiksim, ka
šo funkciju minētajā intervālā var izvirz̄ıt pakāpju rindā, ja eksistē tāda

pakāpju rinda
∞∑

n=0
anx

n, kura konverǧē šajā intervālā, pie tam uz funkciju

f(x). Tātad visiem x ∈ (−R,R) izpildās vienād̄ıba

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n.

6.1. teorēma. Ja funkciju f(x) intervālā (−R, R) var izvirz̄ıt pakāpju

rindā
∞∑

n=0
anx

n, tad š̄ıs rindas koeficienti

an =
f (n)(0)

n!
(n = 0, 1, 2, . . .)

I Tā kā funkciju f(x) intervālā (−R, R) var izvirz̄ıt pakāpju rindā, tad
visiem x ∈ (−R,R) ir spēkā vienād̄ıba

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n.

Saskaņā ar pakāpju rindas vienmēr̄ıgās konverǧences ı̄paš̄ıbām f(x) -
nepārtraukta minētajā intervālā funkcija, pakāpju rindu dr̄ıkst pa locekļiem

71



72 6. nodaļa. FUNKCIJU IZVIRZĪJUMI PAKĀPJU RINDĀS

atvasināt. Atvasinot pakāpju rindu, atkal tiek iegūta pakāpju rinda ar
tādu pašu konverǧences intervālu. Tāpēc iegūtās rindas summa f ′(x) ir
intervālā (−R,R) nepārtraukta funkcija un šo pākāpju rindu dr̄ıkst pa

locekļiem atvasināt. Tādējādi sākotnējo pakāpju rindu
∞∑

n=0
anx

n intervālā

(−R, R) dr̄ıkst bezgal̄ıgi daudz reižu pa locekļiem atvasināt, pie tam katras
iegūtās pakāpju rindas summa ir šajā intervālā nepārtraukta funkcija.

Vienād̄ıbā

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + · · ·+ anx
n + · · ·

ievietosim x = 0. Iegūsim f(0) = a0. Tā kā

f ′(x) = a1 + 2a2x + 3a3x
2 + · · ·+ nanx

n−1 + · · · ,
tad, ievietojot x = 0, iegūsim f ′(0) = a1. Šo procesu turpinot bezgal̄ıgi
daudz reižu, iegūsim

f ′′(0) = 2a2,

f ′′′(0) = 3 · 2 · a3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f (n)(0) = n(n− 1) · · · 1an, . . .

Tādējādi

an =
f (n)(0)

n!
(n = 0, 1, 2, . . .). J

6.1. piez̄ıme. Ja funkciju f(x) intervālā (−R, R) var izvirz̄ıt pakāpju
rindā, tad visiem x ∈ (−R, R) ir spēkā vienād̄ıba

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn.

Skaidrs, ka funkcija f(x) ir bezgal̄ıgi daudz reižu diferencējama inter-
vālā (−R, R), tai skaitā, ar̄ı punktā x = 0.

6.1. defin̄ıcija. Pakāpju rindu
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn

sauc par funkcijas f(x) Teilora rindu.

Lai funkcijai f(x) varētu sastād̄ıt atbilstošu Teilora rindu, f(x) ir jābūt
bezgal̄ıgi daudz reižu diferencējamai funkcijai punktā x = 0.
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6.2. Funkcijas izvirz̄ıjuma Teilora rindā pietiekamais

nosac̄ıjums

Ja f(x) ir bezgal̄ıgi daudz reižu diferencējama punktā x = 0 fun-
kcija, tad tai var sastād̄ıt atbilstošu Teilora rindu. Vien̄ıgi var izrād̄ıties,
ka š̄ı rinda konverǧē tikai punktā x = 0, citiem vārdiem, rinda visur
diverǧē, izņemot punktu x = 0. Ja ar̄ı funkcijai f(x) atbilstošā Teilora
rinda konverǧē kādā intervālā (−R, R), tad par tās summu var nebūt
f(x), bet pavisam cita funkcija. Tādos gad̄ıjumos sastād̄ıto Teilora rindu
nevar uzskat̄ıt par funkcijas f(x) izvirz̄ıjumu pakāpju rindā. Atbildi uz
jautājumu, kad funkcijai f(x) atbilstošā Teilora rinda ir š̄ıs funkcijas izvir-
z̄ıjums pakāpju rindā, sniedz šāda teorēma.

6.2. teorēma. [Funkcijas izvirz̄ıjuma Teilora rindā pietiekamais
nosac̄ıjums]

Ja f(x) ir bezgal̄ıgi daudz reǐzu diferencējama intervālā (−R,R) fun-
kcija un funkcijas f(x) Teilora formulas atlikuma locekļa Rn(x) robeža,
kad n → ∞, ir nulle visiem x ∈ (−R, R), tad šo funkciju intervālā
(−R,R) var izvirz̄ıt Teilora rindā.

I Tā kā funkcija ir bezgal̄ıgi daudz reižu diferencējama intervālā (−R,R),
tad varam sastād̄ıt tai atbilstošu Teilora rindu

f(0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + · · · .

Funkcijai f(x) uzrakst̄ısim Teilora formulu

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + Rn(x),

kur Rn(x) - Teilora formulas atlikuma loceklis. Teilora formulu varam
uzrakst̄ıt šādi:

f(x) = Sn(x) + Rn(x),

kur Sn(x) ir Teilora polinoms, bet reizē ar̄ı Teilora rindas parciālsumma.

No Teilora formulas izteiksim Teilora rindas parciālsummu

Sn(x) = f(x)−Rn(x).

Tā kā
lim
n→∞

Rn(x) = 0, x ∈ (−R,R),
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tad robeža no Teilora formulas labās puses ir f(x). Tātad eksistē robeža
no š̄ıs vienād̄ıbas kreisās puses un ar̄ı ir f(x), t.i.,

lim
n→∞

Sn(x) = f(x), x ∈ (−R,R).

Tādējādi Teilora rinda konverǧē visiem x ∈ (−R, R), pie tam tās summa
ir f(x). J

6.2. piez̄ıme.

1. Var pierād̄ıt, ka spēkā šai teorēmai apgrieztais apgalvojums. Tas
noz̄ımē, ka teorēmā minētie nosac̄ıjumi ir ne tikai pietiekami, bet
ar̄ı nepieciešamie nosac̄ıjumi, lai funkciju varētu izvirz̄ıt Teilora
rindā.

2. Lai intervālā (−R, R) bezgal̄ıgi daudz reižu diferencējamu fun-
kciju izvirz̄ıtu šajā intervālā Teilora rindā, vispirms sastāda tai
atbilstošu Teilora rindu. Pēc tam uzraksta Teilora formulas atli-
kuma locekli Lagranža (vai Koš̄ı) formā un parāda, ka robeža no
tā ir nulle visiem x ∈ (−R,R).

3. Parasti intervāls, kurā funkciju vajag izvirz̄ıt Teilora rindā, nav
dots. Tādos gad̄ıjumos atrod sastād̄ıtās Teilora rindas konverǧen-
ces kopu un robežu no Teilora formulas atlikuma locekļa apskata
š̄ıs kopas punktos.

6.3. Eksponentfunkcijas f(x) = ex izvirz̄ıjums Tei-

lora rindā

Izvirz̄ısim Teilora rindā funkciju f(x) = ex. Tam nolūkam atrad̄ısim
š̄ıs funkcijas atvasinājumus. Šai funkcijai jebkuras kārtas atvasinājums
sakr̄ıt ar pašu funkciju, t.i., f (n)(x) = ex (n = 1, 2, 3, . . .). Funkcijas un
tās atvasinājumu vērt̄ıba punktā x = 0 ir 1. Funkcijai atbilst šāda Teilora
rinda

1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
.

Lai uzrakst̄ıtu Teilora formulas atlikuma locekli Rn(x) Lagranža formā,
funkcijas (n+1)-ās kārtas atvasinājumu f (n+1)(x) = ex aprēķināsim punktā



6.3. Eksponentfunkcijas f(x) = ex izvirz̄ıjums Teilora rindā 75

c = x0 + Θ(x− x0) = Θx, 0 < Θ < 1 (šoreiz x0 = 0). Tātad

f (n+1)(Θx) = eΘx

un

Rn+1(x) =
eΘx

(n + 1)!
xn+1, 0 < Θ < 1.

Pēc Dalambēra paz̄ımes eksponentfunkcijai sastād̄ıtā Teilora rinda ab-
solūti konverǧē visiem x ∈ R, jo

lim
n→∞

∣∣∣∣
un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
xn+1

(n+1)!
xn

n!

∣∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

1

n + 1
= 0 < 1

visiem x ∈ R.
Visiem x ∈ R izpildās rindu konverǧences nepieciešamā paz̄ıme

lim
n→∞

un+1(x) = 0.

Konkrēti lim
n→∞

xn

n! = 0 visiem x ∈ R. Tāpēc

lim
n→∞

Rn(x) = eΘx lim
n→∞

xn+1

(n + 1)!
= 0

visiem x ∈ R (reizinātājs eΘx nav atkar̄ıgs no n un katrai x vērt̄ıbai pieņem
konkrētu skaitlisku vērt̄ıbu). Tādējādi sastād̄ıtā Teilora rinda konverǧē,
pie tam uz funkciju f(x) = ex, visiem x ∈ R. Varam rakst̄ıt, ka

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · , x ∈ R.

Ja izvēlēsimies x = 1, tad konstante e tiks uzrakst̄ıta kā atbilstošas
skaitļu rindas summa, t.i.,

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · · .

Ja rindu aizstāsim ar kādu tās parciālsummu Sn, tad tuvināti aprēķināsim
e vērt̄ıbu. Tuvinājuma precizitāte ir atkar̄ıga no tā, cik pirmo rindas
locekļu satur parciālsumma Sn un cik z̄ımes aiz komata satur katrs š̄ıs
parciālsummas loceklis.
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Tuvinājuma precizitātes aprēķināšanai, novērtēsim rindas atlikumu

Rn =
1

(n + 1)!
+

1

(n + 2)!
+

1

(n + 3)!
+ · · · =

=
1

(n + 1)!

(
1 +

1

n + 2
+

1

(n + 2)(n + 3)
+ · · ·

)
<

<
1

(n + 1)!

(
1 +

1

n + 2
+

1

(n + 2)2 + · · ·
)

=
1

(n + 1)!

1

1− 1
n+2

=

=
1

(n + 1)!
· n + 2

n
=

n + 2

(n + 1)(n + 1)!
.

Ja izvēlēsimies, piemēram, n = 5, tad iegūsim skaitļa e tuvinājumu ar
precizitāti l̄ıdz 0, 002, jo

5 + 2

(5 + 1)(5 + 1)!
=

7

6 · 6!
< 0, 002.

Tātad

e ≈ 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
=

= 1 + 1 +
1

2
+

1

6
+

1

24
+

1

120
=

326

120
= 2, 71(6).

Tādējādi e ≈ 2, 717 ar precizitāti l̄ıdz 0, 002.

Šādi r̄ıkojoties, var aprēķināt eksponentfunkcijas aptuveno vērt̄ıbu kat-
rai x vērt̄ıbai.

6.4. Funkcijas f(x) = sin x izvirz̄ıjums Teilora rindā

Funkcijai f(x) = sin x atrad̄ısim tās atvasinājumus.

f ′(x) = cos x = sin
(π

2
+ x

)
,

f ′′(x) = − sin x = sin
(
2
π

2
+ x

)
,

f ′′′(x) = − cos x = sin
(
3
π

2
+ x

)
,

f IV (x) = sin x = sin
(
4
π

2
+ x

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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f (n)(x) = sin
(
n

π

2
+ x

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Funkcijas un tās atvasinājumu vērt̄ıbas punktā x = 0: f(0) = 0,

f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −1, . . . ,

Tātad

f (n)(0) =

{
0, ja n = 2k,

(−1)k, ja n = 2k + 1 (k = 0, 1, 2, . . .).

Starp citu, ar f (0)(0) saprat̄ısim f(0). Atbilstošā Teilora rinda ir

x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
.

Ar̄ı šoreiz pēc Dalambēra paz̄ımes rinda absolūti konverǧē visiem x ∈ R.

Teilora formulas atlikuma loceklis Lagranža formā ir

Rn(x) =
sin

(
(n + 1)π

2 + θx
)

(n + 1)!
xn+1.

Visiem x ∈ R

lim
n→∞

Rn(x) = lim
n→∞

(
sin

(
(n + 1)

π

2
+ θx

) xn+1

(n + 1)!

)
= 0,

jo

lim
n→∞

xn+1

(n + 1)!
= 0,

bet sin
(
(n + 1)π

2 + x
)

ir ierobežota funkcija.

Tādējādi

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ · · · , x ∈ R.

6.3. piez̄ıme. Tā kā cos x = (sin x)′, tad, atvasinot pa locekļiem uzrak-
st̄ıto pakāpju rindu, iegūsim

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ · · · , x ∈ R.
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6.5. Funkcijas f(x) = ln(1 + x) izvirz̄ıjums Teilora

rindā

Vispirms izvirz̄ısim Teilora rindā dotās funkcijas atvasinājumu

f ′(x) =
1

1 + x
.

Ja |x| < 1, tad 1
1+x var uzskat̄ıt par konverǧentas ǧeometriskās rindas

(a1 = 1, q = −x) summu. Tāpēc

1

1 + x
= 1− x + x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + · · · , −1 < x < 1.

Integrējot pa locekļiem šo pakāpju rindu, iegūsim

x∫

0

dt

1 + t
=

x∫

0

(
1− t + t2 − t3 + · · ·+ (−1)ntn + · · · ) dt

jeb

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n xn+1

n + 1
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n xn+1

n + 1
,

−1 < x < 1.

Ja x = −1, tad iegūsim skaitļu rindu, kura diverǧē. Ja ievietosim x = 1,
tad skaitļu rinda

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n 1

n + 1
+ · · ·

nosac̄ıti konverǧē, pie tam tā konverǧē uz ln 2.

Tādējādi

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n xn+1

n + 1
+ · · · , −1 < x ≤ 1.

Starp citu, lai parād̄ıtu, ka

ln 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n 1

n + 1
+ · · · ,

ievēro, ka atbilstošā pakāpju rinda punktā x = 1 konverǧē, un ka funkcija
ln(1 + x) ir nepārtraukta šajā punktā.



6.5. Funkcijas f(x) = ln(1 + x) izvirz̄ıjums Teilora rindā 79

Lai tuvināti aprēķinātu logaritmu vērt̄ıbas, iegūst speciālu rekurences
formulu. Tam nolūkam vispirms uzraksta divu funkciju izvirz̄ıjumus pa-
kāpju rindā.

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · , x ∈ (−1, 1],

ln(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− x4

4
+ · · · , x ∈ [−1, 1).

Kop̄ıgajām x vērt̄ıbām š̄ıs rindas dr̄ıkst atņemt un tāpēc

ln(1 + x)− ln(1− x) = 2

(
x +

x3

3
+

x5

5
+ · · ·

)
, −1 < x < 1

jeb

ln
1 + x

1− x
= 2

(
x +

x3

3
+

x5

5
+ · · ·

)
, −1 < x < 1.

Apz̄ımēsim

x =
1

2N + 1

un ievērosim, ka −1 < x < 1. Atrisinot divkāršu nevienād̄ıbu

−1 <
1

2N + 1
< 1,

iegūsim, ka N > 0 vai N < −1.

Izvēlēsimies N > 0, izteiksim 1+x
1−x ar N (skat.1) un iegūsim

ln
N + 1

N
= 2

(
1

2N + 1
+

1

3(2N + 1)3 +
1

5(2N + 1)5 + · · ·
)

, N > 0

jeb

ln(N + 1) = ln N + 2

(
1

2N + 1
+

1

3(2N + 1)3 +
1

5(2N + 1)5 + · · ·
)

.

Ja izvēlas N = 1 un ievēro, ka ln 1 = 0, tuvināti var aprēķināt ln 2
vērt̄ıbu. Zinot vērt̄ıbu ln 2, var aprēķināt ln 3 utt.

1Tiešām,
1 + x

1− x
=

1 + 1
2N+1

1− 1
2N+1

=
2N+2
2N+1
2N

2N+1

=
N + 1

N
.
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6.6. Funkcijas f(x) = (1 + x)α izvirz̄ıjums Teilora

rindā

Apskat̄ısim funkcijas f(x) = (1 + x)α, kur α ∈ R izvirz̄ıjumu Teilora
rindā. Tam nolūkam atrad̄ısim š̄ıs funkcijas atvasinājumus.

f ′(x) = α(1 + x)α−1,

f ′′(x) = α(α− 1)(1 + x)α−2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(x) = α(α− 1) · · · (α− n + 1)(1 + x)α−n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Atrad̄ısim funkcijas un tās atvasinājumu vērt̄ıbas punktā x = 0.

f(0) = 1,

f ′(0) = α,

f ′′(0) = α(α− 1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f (n)(0) = α(α− 1) · · · (α− n + 1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dotajai funkcijai atbilstoša Teilora rinda ir

1 +
α

1!
x +

α(α− 1)

2!
x2 +

α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!
xn + · · · .

Starp citu, šo Teilora rindu sauc par binomiālo rindu. Lietojot Dalambēra
paz̄ımi, atrad̄ısim š̄ıs rindas konverǧences intervālu. Tam nolūkam atrad̄ı-
sim

lim
n→∞

∣∣∣∣
un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
α(α−1)···(α−n)

(n+1)! xn+1

α(α−1)···(α−n+1)
n! xn

∣∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

∣∣∣∣
α− n

n + 1

∣∣∣∣ = |x| < 1.

Pakāpju rindas konverǧences intervāls ir (−1, 1). Rindas raksturs š̄ı in-
tervāla galapunktos ir atkar̄ıgs no α skaitliskās vērt̄ıbas.

Teilora formulas atlikuma locekli šoreiz uzrakst̄ısim Koš̄ı formā, t.i.,

Rn(x) =
f (n+1)

(
x0 + Θ(x− x0)

)
(1−Θ)n

n!
xn+1, 0 < Θ < 1.
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Tā kā x0 = 0 un

f (n+1)(x) = α(α− 1) · · · (α− n)(1 + x)α−n−1,

tad

Rn(x) =
α(α− 1) · · · (α− n)(1 + Θx)α−n−1(1−Θ)n

n!
xn+1

jeb

Rn(x) =
α(α− 1) · · · (α− n)

n!
(1 + Θx)α−1

(
1−Θ

1 + Θx

)n

xn+1, 0 < Θ < 1.

Tātad Teilora formulas atlikuma loceklis satur četrus reizinātājus. Ja
izvēlēsimies x no konverǧences intervāla (−1, 1), t.i., −1 < x < 1, tad

−Θ < Θx < Θ un 1−Θ < 1 + Θx < 1 + Θ.

Tā kā 0 < Θ < 1, tad 1−Θ > 0, bet

0 <
1−Θ

1 + Θx
< 1.

Tāpēc

lim
n→∞

(
1−Θ

1 + Θx

)n

= 0.

Ja x ∈ (−1, 1), tad robeža no Teilora formulas atlikuma locekļa ceturtā
reizinātāja ar̄ı ir nulle, t.i.,

lim
n→∞

xn+1 = 0.

Otrais reizinātājs (1 + Θx)α−1 nav atkar̄ıgs no n un tā vērt̄ıbas atrodas
starp skaitļiem (1 − Θ)α−1 un (1 + Θ)α−1. Pirmo reizinātāju uzrakst̄ısim
šādi

α(α− 1) · · · (α− n)

n!
= α

(α

1
− 1

)(α

2
− 1

)
· · ·

(α

n
− 1

)
.

Ievērojot iepriekš teikto, visiem x ∈ (−1, 1) robeža lim
n→∞

Rn(x) = 0.

Tāpēc visiem x ∈ (−1, 1) Teilora rinda konverǧē uz funkciju

f(x) = (1 + x)α.

Tādējādi

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x +

α(α− 1)

2!
x2 + · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!
xn + · · · ,

x ∈ (−1, 1).
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Kādām α vērt̄ıbām un kuru no intervāla galapunktiem var pievienot
konverǧences kopai ir izpēt̄ıjis N. Ābels.

Ja α - naturāls skaitlis, t.i., α = m, tad iegūsim formulu

(1 + x)m = 1 +
m

1!
x +

m(m− 1)

2!
x2 + · · ·+ xm.

Formulas labajā pusē ir gal̄ıgs skaits locekļu.

Apskat̄ısim funkciju f(x) = (a + x)α, kur a ir no nulles atšķir̄ıgs reāls
skaitlis.

Vispirms pieņemsim, ka
∣∣x
a

∣∣ < 1. Tā kā

(a + x)α = aα
(
1 +

x

a

)α

un − 1 <
x

a
< 1,

tad
(
1 + x

a

)α
var uzrakst̄ıt kā atbilstošas binomiālās rindas summu. Tāpēc

(a + x)α = aα

(
1 +

α

1!
· x
a

+
α(α− 1)

2!

(x

a

)2
+ · · ·+

+
α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!

(x

a

)n

+ · · ·
)

=

= aα +
α

1!
aα−1 · x +

α(α− 1)

2!
aα−2x2 + · · ·+

+
α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!
aα−nxn + · · · .

Tagad pieņemsim, ka
∣∣a
x

∣∣ < 1 un funkciju (a + x)α pārveidosim šādi:

(a + x)α = xα
(
1 +

a

x

)α

= xα

(
1 +

α

1!
· a

x
+

α(α− 1)

2!

(a

x

)2
+ · · ·+

+
α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!

(a

x

)n

+ · · ·
)

=

= xα +
α

1!
xα−1 · a +

α(α− 1)

2!
xα−2a2 + · · ·+

+
α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!
xα−nan + · · · .

Ja α - naturāls skaitlis, t.i., α = m, tad neatkar̄ıgi no tā, vai
∣∣x
a

∣∣ < 1 vai∣∣a
x

∣∣ < 1, iegūsim formulu

(a + x)m = am +
m

1!
am−1x +

m(m− 1)

2!
am−2x2 + · · ·+ xm.
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Tā ir Ņūtona binoma formula.

Uzrakst̄ısim funkcijas f(x) =
√

1 + x izvirz̄ıjumu binomiālajā rindā. Tā
kā α = 1

2 , tad

√
1 + x = (1 + x)

1
2 =

= 1 +
1

2
x +

1

2

(
−1

2

)
1

2!
x2 +

1

2

(
−1

2

)(
−3

2

)
1

3!
x3 + · · · =

= 1 +
1

2
x− 1

2 · 4x2 +
1 · 3

2 · 4 · 6x3 − 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 8x4 + · · · , −1 < x < 1.

Š̄ıs rindas locekļus, sākot ar trešo locekli, var uzrakst̄ıt

un(x) = (−1)n (2n− 5)!!

(2n− 2)!!
xn−1 (n = 3, 4, . . .),

kur (2n− 5)!! ir visu nepāra naturālo skaitļu reizinājums l̄ıdz skaitlim

(2n − 5) ieskaitot, bet (2n − 2)!! ir visu pāra naturālo skaitļu reizinājums
l̄ıdz skaitlim (2n− 2) ieskaitot.

Binomiālo rindu izmanto, lai tuvināti aprēķinātu radikāļu vērt̄ıbas.
Piemēram, aprēķināsim 5

√
40 ar precizitāti l̄ıdz 0, 001. Tā kā

40 = 32 + 8 = 25 + 8 = 25
(

1 +
8

25

)
= 25

(
1 +

1

4

)
,

tad

5
√

40 = 2

(
1 +

1

4

) 1
5

=

= 2

(
1 +

1
5

1!

1

4
+

1
5

(−4
5

)

2!

(
1

4

)2

+
1
5

(−4
5

) (−9
5

)

3!

(
1

4

)3

+

+
1
5

(−4
5

) (−9
5

) (−14
5

)

4!

(
1

4

)4

+ · · ·
)

=

= 2 +
2

5 · 4 −
2 · 4

2!52 · 42 +
2 · 4 · 9
3!53 · 43 −

2 · 4 · 9 · 14

4!54 · 44 + · · · .

Veidojas konverǧenta alternējoša rinda, kuras locekļu moduļi, sākot ar
piekto locekli, nepārsniedz 0, 001, jo

2 · 4 · 9 · 14

4!54 · 44 =
21

80000
< 0, 001.
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Zināms, ka šādas rindas summu aizstājot ar tās parciālsummu, tuvinājuma
kļūda nepārsniedz pirmā atmestā locekļa moduli. Tāpēc

5
√

40 ≈ 2 +
2

5 · 4 −
2 · 4

2!52 · 42 +
2 · 4 · 9
3!53 · 43 =

= 2 +
1

10
− 1

100
+

3

2000
=

4183

2000
= 2, 0915 ≈ 2, 092

ar precizitāti l̄ıdz 0, 001. Starp citu, 5
√

40 = 2, 0912791 . . ..

6.1. uzdevums. Izvirz̄ıt Teilora rindā funkciju f(x) = arctg x un, iz-
mantojot šo izvirz̄ıjumu, aprēķināt π tuvināto vērt̄ıbu ar precizitāti
l̄ıdz 0, 01.

Vispirms uzrakst̄ısim funkcijas 1
1+x2 izvirz̄ıjumu Teilora rindā. Š̄ı fun-

kcija ir ǧeometriskās rindas summa, ja x ∈ (−1, 1), t.i.,

1

1 + x2 = 1− x2 + x4 − x6 + · · ·+ (−1)nx2n + · · · , −1 < x < 1.

Integrēsim šo pakāpju rindu

x∫

0

1

1 + t2
dt =

x∫

0

(
1− t2 + t4 − t6 + · · ·+ (−1)nt2n + · · · )dt.

Iegūsim

arctg x = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

2n + 1
+ · · · , −1 < x < 1.

Ievietojot x = −1 vai x = 1, iegūsim konverǧentas skaitļu rindas.

Tādējādi

arctg x = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · ·+(−1)n x2n+1

(2n + 1)
+ · · · , −1 ≤ x ≤ 1.

Lai tuvināti aprēķinātu π skaitlisko vērt̄ıbu, izvēlēsimies x = 1. Iegūtā
skaitļu rinda konverǧē, bet konverǧē lēni. Labāk ir izvēlēties x =

√
3

3 .
Iegūsim

π

6
=

√
3

3
−
√

3

27
+

√
3

135
−
√

3

567
+

√
3

2187
− · · ·

jeb

π = 2
√

3− 2
√

3

9
+

2
√

3

45
− 2

√
3

189
+

2
√

3

729
− · · · .
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Veidojas alternējoša rinda, kuras locekļu moduļi, sākot ar piekto lo-
cekli, nepārsniedz 0, 01. Tāpēc

π ≈ 2
√

3− 2
√

3

9
+

2
√

3

45
− 2

√
3

189
=

1712
√

3

945
= 3, 13785 . . . ≈ 3, 14

ar precizitāti l̄ıdz 0, 01. Šādi rēķinot π vērt̄ıbu, ir jāzina
√

3 tuvinātā
vērt̄ıba.

6.7. Pakāpju rindu lietojumi tuvinātos aprēķinos

Kā redzējām iepriekš, pakāpju rindas var izmantot funkciju vērt̄ıbu tu-
vinātajā aprēķināšanā. Vēl viens no pakāpju rindu lietojumiem ir noteikto
integrāļu tuvinātā aprēķināšana.

Lai tuvināti aprēķinātu noteiktā integrāļa vērt̄ıbu, zemintegrāļa funkciju
izvirza Teilora rindā. Pēc tam šo Teilora rindu integrē un iegūtās rindas
summu aizstāj ar tās parciālsummu. Locekļu skaitu parciālsummā izvēlas
atkar̄ıbā no dotās tuvinājuma precizitātes.

6.2. uzdevums. Izskaitļot noteiktā integrāļa
1∫
0

e−x3

dx vērt̄ıbu ar preci-

zitāti l̄ıdz 0, 01.

Eksponentfunkcijas izvirz̄ıjumā Teilora rindā

et = 1 +
t

1!
+

t2

2!
+

t3

3!
+

t4

4!
− · · · , t ∈ R

izvēlēsimies t = −x3. Iegūsim zemintegrāļa funkcijas izvirz̄ıjumu
Teilora rindā, t.i.,

e−x3

= 1− x3

1!
+

x6

2!
− x9

3!
+

x12

4!
+ · · · , x ∈ R.
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Integrēsim šo rindu

1∫

0

e−x3

dx =

1∫

0

(
1− x3

1!
+

x6

2!
− x9

3!
+

x12

4!
− · · ·

)
dx =

=

(
x− x4

4 · 1!
+

x7

7 · 2!
− x10

10 · 3!
+

x13

13 · 4!
− · · ·

) ∣∣∣∣
1

0
=

= 1− 1

4
+

1

14
− 1

60
+

1

312
− · · · ≈ 1− 1

4
+

1

14
− 1

60
=

=
169

210
= 0, 80476 . . . ≈ 0, 80

ar precizitāti l̄ıdz 0, 01 (alternējošās rindas parciālsumma satur tikai
pirmos četrus rindas locekļus, jo pārējo rindas locekļu moduļi nepār-
sniedz 0, 01).

Pakāpju rindas vēl var lietot, lai tuvināti risinātu diferenciālvienādoju-
mus, t.i., vienādojumus, kuri satur funkciju un tās atvasinājumus.

Apskat̄ıto pakāpju rindu

f(0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + · · ·

sauc par funkcijas f(x) Teilora rindu punkta x = 0 apkārtnē (jeb pēc x

pakāpēm). Var apskat̄ıt vispār̄ıgāka izskata pakāpju rindu

f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + · · · ,

kuru sauc par Teilora rindu punkta x = x0 apkārtnē (jeb pēc (x − x0)
pakāpēm). Var runāt par funkcijas izvirz̄ıjumu punkta x = x0 apkārtnē
(jeb pēc (x− x0) pakāpēm).

6.3. uzdevums. Funkciju f(x) = 1
x+1 izvirz̄ıt Teilora rindā punkta

x = 1 apkārtnē.

Pārveidosim funkcijas anal̄ıtisko izskatu.

f(x) =
1

x + 1
=

1

2 + (x− 1)
=

1
2

1− (−x−1
2

) .

Dotā funkcija ir ǧeometriskās rindas summa
(
b1 = 1

2 , q = −x−1
2

)
, ja

|q| < 1, t.i., ja |x− 1| < 2 jeb −1 < x < 3.
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Tātad

1

x + 1
=

1

2
− 1

22 (x−1)+
1

23 (x−1)2− 1

24 (x−1)3+· · ·+(−1)n 1

2n+1 (x−1)n+· · · ,

x ∈ (−1, 3).

6.4. piez̄ıme. Funkciju izvirz̄ıt Teilora rindā varēja, meklējot tās atva-
sinājumus, funkcijas un atvasinājumu vērt̄ıbas punktā x = 1 utt.
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7. nodaļa

FURJĒ RINDAS

7.1. Ortonormēta sistēma gabaliem nepārtrauktu fun-

kciju kopā. Trigonometriskā sistēma

7.1. defin̄ıcija. Funkciju f(x) sauc par gabaliem nepārtrauktu fun-
kciju intervālā [a, b], ja tā ir nepārtraukta šajā intervālā, izņemot
varbūt gal̄ıga skaita punktus. Pie tam šajos punktos funkcijai eksistē
gal̄ıgas vienpusējās robežas (punktā a var runāt tikai par funkcijas
robežu no labās puses, bet punktā b no kreisās puses).

Šādas funkcijas grafiks attēlots 7.1. z̄ımējumā.

7.1. z̄ım.
Funkcija ir nepārtraukta intervālā [a, b], izņemot punktus x1, x2, x3, b.

Pie tam šajos punktos funkcijai eksistē gal̄ıgas vienpusējās robežas. Punktā
x = b var runāt tikai par tās robežu no kreisās puses, t.i., lim

x→b
x<b

f(x).

89
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Noteikto integrāli no 7.1. z̄ımējumā attēlotās funkcijas definēsim šādi:

b∫

a

f(x)dx =

x1∫

a

f(x)dx +

x2∫

x1

f(x)dx +

x3∫

x2

f(x)dx +

b∫

x3

f(x)dx,

pie tam katrā no intervāliem funkciju uzskat̄ısim par nepārtrauktu funkciju.
Piemēram, sākotnēji f(x) nav definēta intervāla [a, x1] labējā galapunktā
x = x1. Lai iegūtu šajā intervālā nepārtrauktu funkciju, f(x) definēsim
punktā x1, pieņemot, ka

f(x1) = lim
x→x1
x<x1

f(x).

Tādējādi intervālā [a, b] gabaliem nepārtraukta funkcija ir integrējama fun-
kcija šajā intervālā.

Intervālā [a, b] gabaliem nepārtrauktas funkcijas veido kopu, kuru apz̄ı-
mēsim ar Q[a,b].

Kopā Q[a,b] ir definēta tās elementu saskait̄ı̌sana, reizināšana un elementa
reizināšana ar reālu skaitli, t.i., ja f, g ∈ Q[a,b], tad ar̄ı

f + g, f · g un cf ∈ Q[a,b] (c ∈ R).

7.2. defin̄ıcija. Par elementu f, g ∈ Q[a,b] skalāro reizinājumu sauc

noteikto integrāli
b∫
a

f(x)g(x)dx un apz̄ımē 〈f, g〉. Tādējādi

〈f, g〉 =

b∫

a

f(x)g(x)dx.

7.3. defin̄ıcija. Par elementa f ∈ Q[a,b] normu sauc
√
〈f, f〉 un apz̄ımē

‖f‖. Tādējādi

‖f‖ =
√
〈f, f〉 =

√√√√√
b∫

a

f 2(x)dx.

(Skat.1).

1Kvadrātsakne eksistē, jo
b∫

a

f2(x)dx ≥ 0, a < b.
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7.4. defin̄ıcija. Par attālumu starp elementiem f, g ∈ Q[a,b] sauc

‖f − g‖ un apz̄ımē ρ(f, g). Tādējādi

ρ(f, g) = ‖f − g‖ =
√
〈f − g, f − g〉 =

√√√√√
b∫

a

(
f(x)− g(x)

)2
dx.

Šo skaitli vēl sauc par elementa f vidējo kvadrātisko novirzi no
elementa g.

7.5. defin̄ıcija. Elementus f, g ∈ Q[a,b] sauc par ortogonāliem elemen-
tiem, ja 〈f, g〉 = 0, t.i.,

b∫

a

f(x)g(x)dx = 0.

Raksta f ⊥ g.

Viegli pamatot, ka ortogonāliem elementiem f, g ∈ Q[a,b] ir spēkā Pitagora
teorēma, t.i.,

‖f + g‖2 = ‖f‖2 + ‖g‖2

jeb
b∫

a

(
f(x) + g(x)

)2
dx =

b∫

a

f 2(x)dx +

b∫

a

g2(x)dx.

7.6. defin̄ıcija. Virkni
(
ψi

)∞
i=0 ⊂ Q[a,b] sauc par ortogonālu sistēmu,

ja

〈ψi, ψj〉 =

{
0, ja i 6= j,

A 6= 0, ja i = j,
(i, j = 0, 1, 2, . . .).

Piemēram, funkcijas

1, cos
πx

`
, sin

πx

`
, cos

2πx

`
, sin

2πx

`
, . . . , cos

nπx

`
, sin

nπx

`
, . . .

veido ortogonālu sistēmu kopā Q[−`,`], jo

`∫

−`

1 · cos
nπx

`
dx =

`∫

−`

1 · sin nπx

`
dx =

`∫

−`

sin
nπx

`
cos

mπx

`
dx = 0
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un

`∫

−`

cos
nπx

`
cos

mπx

`
dx =

`∫

−`

sin
nπx

`
sin

mπx

`
dx =

{
0, ja n 6= m,

`, ja n = m,

`∫

−`

12dx = 2`.

Ja ` = π, tad iegūsim kopā Q[−π,π] ortogonālu sistēmu,

1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cos nx, sin nx, . . . .

7.7. defin̄ıcija. Virkni
(
ϕi

)∞
i=0 ⊂ Q[a,b] sauc par ortonormētu sistēmu,

ja

〈ϕi, ϕj〉 =

{
0, ja i 6= j,

1, ja i = j,
(i, j = 0, 1, 2, . . .).

Viegli redzēt, ka ortogonālas sistēmas
(
ψi

)∞
i=0 ⊂ Q[a,b] katru elementu

pareizinot ar atbilstošu konstanti Ai = ± 1
‖ψi‖ , iegūsim kopā Q[a,b] ortonor-

mētu sistēmu
(
ϕi

)∞
i=0.

Piemērā apskat̄ıtās ortogonālas sistēmas normēšanai ir jāizvēlas reizinā-
tāji

A0 =
1√
2`

, A2n = A2n−1 =
1√
`

(n = 1, 2, 3, . . .).

Kopā Q[−`,`] ortonormētā sistēma ir

1√
2`

,
1√
`

cos
πx

`
,

1√
`

sin
πx

`
,

1√
`

cos
2πx

`
,

1√
`

sin
2πx

`
, . . . ,

1√
`

cos
nπx

`
,

1√
`

sin
nπx

`
, . . . .

Ja ` = π, tad kopā Q[−π,π] ortonormētā sistēma ir

1√
2π

,
1√
π

cos x,
1√
π

sin x,
1√
π

cos 2x,
1√
π

sin 2x, . . . ,

1√
π

cos nx,
1√
π

sin nx, . . . .

Š̄ıs ortonormētās sistēmas sauc par trigonometriskām sistēmām.
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7.2. Furjē rinda pēc ortonormētas sistēmas

Apskat̄ısim ortonormētu sistēmu
(
ϕi

)∞
i=0 ⊂ Q[a,b] un patvaļ̄ıgu f ∈ Q[a,b].

7.8. defin̄ıcija. Funkciju rindu
∞∑
i=0

ciϕi, kur ci = 〈f, ϕi〉 sauc par fun-

kcijas f(x) Furjē2 rindu pēc ortonormētas sistēmas (ϕi), pie tam ci

sauc par Furjē koeficientiem.

Ja par ortonormētu sistēmu izvēlas trigonometrisko sistēmu

1√
2`

,
1√
`

cos
πx

`
,

1√
`

sin
πx

`
, . . . ,

1√
`

cos
nπx

`
,

1√
`

sin
nπx

`
, . . .

un f ∈ Q[−`,`], tad Furjē koeficienti

c0 = 〈f,
1√
2`
〉 =

1√
2`

`∫

−`

f(x)dx,

c2n−1 = 〈f,
1√
`

cos
nπx

`
〉 =

1√
`

`∫

−`

f(x) cos
nπx

`
dx,

c2n = 〈f,
1√
`

sin
nπx

`
〉 =

1√
`

`∫

−`

f(x) sin
nπx

`
dx, (n = 1, 2, 3, . . .).

Funkcijai f(x) atbilstošā Furjē rinda ir

∞∑
i=0

ciϕi =


 1√

2`

`∫

−`

f(x)dx


 1√

2`
+

+
∞∑

n=1


 1√

`

`∫

−`

f(x) cos
nπx

`
dx


 1√

`
cos

nπx

`
+

+


 1√

`

`∫

−`

f(x) sin
nπx

`
dx


 1√

`
sin

nπx

`
=

=
1

2
· 1

`

`∫

−`

f(x)dx +
∞∑

n=1


1

`

`∫

−`

f(x) cos
nπx

`
dx


 cos

nπx

`
+

2Žozefs Furjē (1768-1830) - franču matemātiķis.
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+


1

`

`∫

−`

f(x) sin
nπx

`
dx


 sin

nπx

`
=

=
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

`
+ bn sin

nπx

`
,

kur

a0 =
1

`

`∫

−`

f(x)dx,

an =
1

`

`∫

−`

f(x) cos
nπx

`
dx,

bn =
1

`

`∫

−`

f(x) sin
nπx

`
dx (n = 1, 2, 3, . . .).

Pie tam Furjē rindu pēc trigonometriskās sistēmas sauc par Furjē trigo-
nometrisku rindu (FTR).

Tadējādi funkcijai f(x) atbilst FTR

a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

`
+ bn sin

nπx

`
, kur

a0 =
1

`

`∫

−`

f(x)dx, an =
1

`

`∫

−`

f(x) cos
nπx

`
dx,

bn =
1

`

`∫

−`

f(x) sin
nπx

`
dx (n = 1, 2, 3, . . .).
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Ja ` = π, tad iegūsim FTR

a0

2
+

∞∑
n=1

an cos nx + bn sin nx, kur

a0 =
1

π

π∫

−π

f(x)dx, an =
1

π

π∫

−π

f(x) cos nxdx,

bn =
1

π

π∫

−π

f(x) sin nxdx (n = 1, 2, 3, . . .).

7.3. Furjē trigonometriskās rindas konverǧences pie-

tiekamais nosac̄ıjums

7.9. defin̄ıcija. Funkciju f(x) sauc par gabaliem gludu intervālā [a, b],
ja tai eksistē šajā intervālā gabaliem nepārtraukts atvasinājums (ja
funkcija nav nepārtraukta punktā x ∈ [a, b], tad šajā punktā var runāt
tikai par funkcijas atvasinājumu no kreisās vai labās puses).

7.1. teorēma. [FTR konverǧences pietiekamais nosac̄ıjums]

Ja f(x) ir intervālā [−`, `] gabaliem gluda funkcija, tad tai sastād̄ıtā
FTR konverǧē šajā intervālā, pie tam konverǧē uz

1) f(x) intervāla (−`, `) punktos, kuros tā ir nepārtraukta,

2) Si = f(xi−0)+f(xi+0)
2 pārējos intervāla (−`, `) punktos x = xi

(i = 1, 2, . . . , m),

3) S0 = f(−`+0)+f(`−0)
2 punktos x = −`, x = `.

7.1. piez̄ıme. Ja vēl papildus f(x) ir intervālā [−`, `] nepārtraukta fun-
kcija, tad tai sastād̄ıtā FTR konverǧē uz šo funkciju visiem x ∈ (−`, `),

bet uz S0 = f(−`)+f(`)
2 punktos x = −`, x = `.
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7.1. uzdevums. Izvirz̄ıt FTR3 funkciju f(x) = x, x ∈ [−π, π].

Vispirms sastād̄ısim šai funkcijai atbilstošu FTR. Tam nolūkam iz-
skaitļosim Furjē koeficientus.

a0 =
1

π

π∫

−π

xdx =
1

π
· x

2

2

∣∣∣∣
π

−π

= 0,

an =
1

π

π∫

−π

x cos nxdx =

∣∣∣∣
u = x dv = cos nxdx

du = dx v = 1
n sin nx

∣∣∣∣ =

=
1

π


x

n
sin nx

∣∣∣
π

−π
− 1

n

π∫

−π

sin nxdx


 =

1

πn2 cos nx
∣∣∣
π

−π
= 0,

bn =
1

π

π∫

−π

x sin nxdx =

∣∣∣∣
u = x dv = sin nxdx
du = dx v = − 1

n cos nx

∣∣∣∣ =

=
1

π


−x

n
cos nx

∣∣∣
π

−π
+

1

n

π∫

−π

cos nxdx


 =

=
1

π

(
−π

n
cos nπ − π

n
cos(−nπ) +

1

n2 sin nx
∣∣∣
π

−π

)
=

= −2

n
cos nπ = −2

n
(−1)n =

2

n
(−1)n+1.

Tātad funkcijai f(x) = x atbilst šāda FTR

x ∼ 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sin nx.

Funkcija f(x) = x ir nepārtraukta intervālā [−π, π] un tai eksistē šajā
intervālā nepārtraukts atvasinājums f ′(x) = 1 (intervāla galapunktos ar
atvasinājumu vienosimies saprast š̄ıs funkcijas vienu no vienpusējiem atva-
sinājumiem). Funkcijas grafiks attēlots 7.2. z̄ımējumā, bet tās atvasināju-
ma grafiks - 7.3. z̄ımējumā.

3Noz̄ımē sastād̄ıt šai funkcijai atbilstošu FTR un noskaidrot, kādām argumenta vērt̄ıbām starp funkciju
un tai atbilstošu FTR var likt vienād̄ıbas z̄ımi. Citiem vārdiem, doto funkciju uzrakst̄ıt kā tai atbilstošās
FTR summu.
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7.2. z̄ım. 7.3. z̄ım.

Saskaņā ar 7.1. piez̄ımi, sastād̄ıtā FTR konverǧē uz funkciju f(x) = x

visiem x ∈ (−π, π) un uz

S0 =
f(−π + 0) + f(π − 0)

2
=
−π + π

2
= 0

punktos x = −π, x = π.

Tātad visiem x ∈ (−π, π) starp funkciju un tai atbilstošo FTR var likt
vienād̄ıbas z̄ımi.

Tādējādi

x = 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sin nx, x ∈ (−π, π).

Piemēram, ja x = π
2 , tad iegūsim skaitļu rindu

2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sin

nπ

2
=

= 2

(
sin

π

2
− 1

2
sin π +

1

3
sin

3π

2
− 1

4
sin 2π +

1

5
sin

5π

2
− 1

6
sin 3π + · · ·

)
=

= 2

(
1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·

)
,

kuras summa ir π
2 .

Tātad
π

2
= 2

(
1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·

)

jeb

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · = π

4
.
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Izmantojot FTR, tika aprēķināta skaitļu rindas

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

2n− 1

summa un tā ir π
4 . Tādējādi

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

2n− 1
=

π

4
.

7.2. uzdevums. Izvirz̄ıt FTR funkciju

f(x) =

{
0, ja −2 < x < 0,
1, ja 0 ≤ x ≤ 2.

Funkcija ir gabaliem nepārtraukta intervālā [−2, 2] un tai eksistē šajā
intervālā gabaliem nepārtraukts atvasinājums

f ′(x) = 0, x ∈ (−2, 0) ∪ (0, 2].

Funkcijas grafiks ir attēlots 7.4. z̄ımējumā, bet tās atvasinājuma gra-
fiks - 7.5. z̄ımējumā.

7.4. z̄ım. 7.5. z̄ım.
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Atrad̄ısim Furjē koeficientus, ievērojot, ka ` = 2.

a0 =
1

2

2∫

−2

f(x)dx =
1

2

0∫

−2

0dx +
1

2

2∫

0

1dx =
1

2
x
∣∣2
0 = 1,

an =
1

2

2∫

−2

f(x) cos
nπx

2
dx =

1

2

0∫

−2

0 cos
nπx

2
dx +

1

2

2∫

0

1 cos
nπx

2
dx =

=
1

2

2

nπ
sin

nπx

2

∣∣2
0 = 0,

bn =
1

2

2∫

−2

f(x) sin
nπx

2
dx =

1

2

0∫

−2

0 sin
nπx

2
dx +

1

2

2∫

0

1 sin
nπx

2
dx =

= −1

2
· 2

nπ
cos

nπx

2

∣∣2
0 = − 1

nπ
(cos nπ − cos 0) =

= − 1

nπ

(
(−1)n − 1

)
=

{
0, ja n = 2k,
2

nπ ja n = 2k − 1.

Dotajai funkcijai f(x) atbilst FTR

1

2
+

2

π

∞∑

k=1

1

2k − 1
sin

(2k − 1)πx

2
.

visiem x ∈ (−2, 0) ∪ (0, 2) š̄ı rinda konverǧe uz f(x), t.i.,

f(x) =
1

2
+

2

π

∞∑

k=1

1

2k − 1
sin

(2k − 1)πx

2
, x ∈ (−2, 0) ∪ (0, 2).

Ja x = 0, tad FTR konverǧē uz

S1 =
f(0− 0) + f(0 + 0)

2
=

f(0− 0) + f(0)

2
=

0 + 1

2
=

1

2
.

Ja x = −2, x = 2, tad FTR konverǧē uz

S0 =
f(−2 + 0) + f(2− 0)

2
=

f(−2 + 0) + f(2)

2
=

0 + 1

2
=

1

2
.

Starp citu, FTR summa S(x) ir periodiska funkcija ar periodu T = 2`,
pie tam S0 ir funkcijas S(x) vērt̄ıba punktos x = −`, x = `, bet Si ir
S(x) vērt̄ıbas atbilstoši punktos xi (i = 1, 2, . . . , m). Intervāla (−`, `)
punktos, kuros f(x) ir nepārtraukta S(x) = f(x).
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7.1. uzdevumā sastād̄ıtās FTR summas S(x) grafiks ir attēlots 7.6. z̄ımēju-
mā, bet 7.2. uzdevumā sastād̄ıtās FTR summas S(x) grafiks - 7.7. z̄ımējumā.

7.6. z̄ım.

7.7. z̄ım.

7.3. uzdevums. Izvirz̄ıt FTR funkciju f(x) = x2, x ∈ [−π, π].

Izskaitļosim atbilstošos Furjē koeficientus.

a0 =
1

π

π∫

−π

x2dx =
1

π
· x

3

3

∣∣∣∣
π

−π

=
2π2

3
,

an =
1

π

π∫

−π

x2 cos nxdx =

∣∣∣∣
u = x2 dv = cos nxdx

du = 2xdx v = 1
n sin nx

∣∣∣∣ =

=
1

π


x2

n
sin nx

∣∣∣∣
π

−π

− 2

n

π∫

−π

x sin nxdx


 =

= − 2

nπ

π∫

−π

x sin nxdx =

∣∣∣∣
u = x dv = sin nxdx

du = dx v = − 1
n cos nx

∣∣∣∣ =
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= − 2

nπ


−x

n
cos nx

∣∣∣∣
π

−π

+
1

n

π∫

−π

cos nxdx


 =

=
4π

n2π
cos nπ − 2

n3π
sin nx

∣∣∣∣
π

−π

=
4

n2 (−1)n,

bn =
1

π

π∫

−π

x2 sin nxdx =

∣∣∣∣
u = x2 dv = sin nxdx
du = 2xdx v = − 1

n cos nx

∣∣∣∣ =

=
1

π


−x2

n
cos nx

∣∣∣∣
π

−π

+
2

n

π∫

−π

x cos nxdx


 =

=
2

nπ

π∫

−π

x cos nxdx =

∣∣∣∣
u = x dv = cos nxdx

du = dx v = 1
n sin nx

∣∣∣∣ =

=
2

nπ


x

n
sin nx

∣∣∣∣
π

−π

− 1

n

π∫

−π

sin nxdx


 =

2

n3π
cos nx

∣∣∣∣
π

−π

= 0.

Funkcijai f(x) = x2 atbilstoša FTR ir

π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2 cos nx.

Tā kā f(x) = x2 intervālā [−π, π] ir nepārtraukta funkcija un tai
eksistē šajā intervālā nepārtraukts atvasinājums, tad sastād̄ıtā FTR
konverǧē uz f(x) = x2 visiem x ∈ (−π, π).

Tātad

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2 cos nx, x ∈ (−π, π).

Punktos x = −π, x = π FTR konverǧē uz

S0 =
f(−π + 0) + f(π − 0)

2
=

f(−π) + f(π)

2
=

π2 + π2

2
= π2.

Funkcijas f(x) = x2 vērt̄ıba punktos x = −π, x = π ar̄ı ir π2, tāpēc
var teikt, ka FTR konverǧē uz f(x) = x2 ar̄ı punktos x = π, x = π.

Tādējādi

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2 cos nx, x ∈ [−π, π].
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Ievietosim x = π un iegūsim, ka

π2 =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2 (−1)n

jeb
∞∑

n=1

1

n2 =
π2

6
.

Tagad ievietosim x = 0 un iegūsim, ka

0 =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2 ,

jeb
∞∑

n=1

(−1)n

n2 = −π2

12
.

Tika aprēķinātas vēl divu skaitļu rindu summas.

Konstruēsim sastād̄ıtās FTR summas grafiku.

7.8. z̄ım.

Ac̄ımredzami, ka f(x) = S(x), x ∈ [−π, π].
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7.4. Furjē trigonometriska rinda pāra vai nepāra fun-

kcijai

Ja f(x), x ∈ [−`, `] ir pāra funkcija, t.i., f(−x) = f(x), x ∈ [−`, `], tad
Furjē koeficienti

a0 =
1

`

`∫

−`

f(x)dx =
2

`

`∫

0

f(x)dx,

an =
1

`

`∫

−`

f(x) cos
nπx

`
dx =

2

`

`∫

0

f(x) cos
nπx

`
dx,

bn =
1

`

`∫

−`

f(x) sin
nπx

`
dx = 0.

(Skat. 7.3. uzdevumu).

Pāra funkcijai atbilstoša FTR ir

a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

`
.

Ja f(x), x ∈ [−`, `] ir nepāra funkcija, t.i., f(−x) = −f(x), x ∈ [−`, `],
tad Furjē koeficienti a0 = an = 0,

bn =
2

`

`∫

0

f(x) sin
nπx

`
dx.

Šai funkcijai atbilstoša FTR ir

∞∑
n=1

bn sin
nπx

`
.

(Skat. 7.1. uzdevumu).
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7.5. Intervālā [0, `] definētas funkcijas izvirz̄ıjums Fur-

jē trigonometriskā rindā

Ja funkcija f(x) ir definēta intervālā [a, b], tad tai atbilstošus Furjē
koeficientus var aprēķināt pēc formulām

a0 =
2

b− a

b∫

a

f(x)dx,

an =
2

b− a

b∫

a

f(x) cos
2nπx

b− a
dx,

bn =
2

b− a

b∫

a

f(x) sin
2nπx

b− a
dx (n = 1, 2, 3, . . .).

Šoreiz uzskat̄ıjām, ka 2` = b− a, bet ` = b−a
2 .

Ja funkcija ir definēta intervālā [0, `], tad Furjē koeficienti

a0 =
2

`

`∫

0

f(x)dx,

an =
2

`

`∫

0

f(x) cos
2nπx

`
dx,

bn =
2

`

`∫

0

f(x) sin
2nπx

`
dx (n = 1, 2, 3, . . .).

7.4. uzdevums. Izvirz̄ıt FTR funkciju f(x) = x, 0 < x < π.

Atrad̄ısim Furjē koeficientus

a0 =
2

π

π∫

0

xdx =
x2

π

∣∣∣∣
π

0
= π,

an =
2

π

π∫

0

x cos 2nxdx =

∣∣∣∣
u = x dv = cos 2nxdx

du = dx v = 1
2n sin 2nx

∣∣∣∣ =
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=
2

π


 x

2n
sin 2nx

∣∣∣∣
π

0
− 1

2n

π∫

0

sin 2nxdx


 =

=
1

2n2π
cos 2nx

∣∣∣∣
π

0
= 0,

bn =
2

π

π∫

0

x sin 2nxdx =

∣∣∣∣
u = x dv = sin 2nxdx

du = dx v = − 1
2n cos 2nx

∣∣∣∣ =

=
2

π


− x

2n
cos 2nx

∣∣∣∣
π

0
+

1

2n

π∫

0

cos 2nxdx


 =

= −1

n
cos 2πn +

1

2n2π
sin 2nx

∣∣∣∣
π

0
= −1

n
.

Funkcijai f(x) = x atbilstošā FTR ir

π

2
−

∞∑
n=1

1

n
sin 2nx.

Funkcija un tās atvasinājums ir intervālā [0, π] nepārtrauktas funkci-
jas. Tāpēc FTR konverǧē uz funkciju f(x) = x visiem x ∈ (0, π).
Tādējādi

x =
π

2
−

∞∑
n=1

1

n
sin 2nx, x ∈ (0, π).

Punktos x = 0, x = π FTR summa ir

S0 =
f(0) + f(π)

2
=

π

2
.

FTR summas S(x) grafiks attēlots 7.9. z̄ımējumā.

7.9. z̄ım.
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Funkcijas izvirz̄ıjumā FTR ievietosim x = π
4 . Iegūsim

π

4
=

π

2
−

∞∑
n=1

1

n
sin

π

2
n

jeb
∞∑

k=1

(−1)k+1 1

2k − 1
=

π

4
,

jo

sin
π

2
n =

{
0, ja n = 2k,

(−1)k+1, ja n = 2k − 1.

Ja funkcija f(x) ir definēta intervālā [0, `], tad varam r̄ıkoties ar̄ı
citādi. Vispirms varam f(x) turpināt uz intervālu [−`, `] pēc pāra
vai pēc nepāra principa, t.i., izveidot pāra funkciju

ϕ(x) =

{
f(x), ja x ∈ [0, `],

f(−x), ja x ∈ [−`, 0).

(Skat. 7.10. z̄ımējumu).

Var izveidot nepāra funkciju

ψ(x) =

{
f(x), ja x ∈ [0, `],

−f(−x), ja x ∈ [−`, 0).

(Skat. 7.11. z̄ımējumu).

Pēc tam intervālā [−`, `] definētu funkciju varam izvirz̄ıt FTR.

Pāra funkcijai ϕ(x) iegūsim Furjē koeficientu izteiksmes

a0 =
2

`

`∫

0

ϕ(x)dx =
2

`

`∫

0

f(x)dx,

an =
2

`

`∫

0

ϕ(x) cos
nπx

`
dx =

2

`

`∫

0

f(x) cos
nπx

`
dx,

bn = 0.

Atbilstošā FTR
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

`
.
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Šādos gad̄ıjumos saka, ka intervālā [0, `] definētā funkcija f(x) ir
izvirz̄ıta FTR pēc kosinusiem.

Nepāra funkcijai ψ(x) Furjē koeficientu izteiksmes a0 = 0, an = 0,

bn =
2

`

`∫

0

f(x) cos
nπx

`
dx

un FTR ∞∑
n=1

bn sin
nπx

`
.

Šoreiz saka, ka intervālā [0, `] definētā funkcija ir izvirz̄ıta FTR pēc
sinusiem.

7.10. z̄ım.

7.11. z̄ım.
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7.5. uzdevums. Izvirz̄ıt FTR funkciju f(x) = x, x ∈ [0, π]

a) pēc kosinusiem,

b) pēc sinusiem.

a) Šoreiz

bn = 0,

a0 =
2

π

π∫

0

xdx =
2

π
· x

2

2

∣∣∣∣
π

0
= π,

an =
2

π

π∫

0

x cos nxdx =

∣∣∣∣
u = x dv = cos nxdx
du = dx v = 1

n sin nx

∣∣∣∣ =

=
2

π


x

n
sin nx

∣∣∣∣
π

0
− 1

n

π∫

0

sin nxdx


 =

2

n2π
cos nx

∣∣∣∣
π

0
=

=
2

n2π
(cos nπ − cos 0) =

2

n2π

(
(−1)n − 1

)
=

=

{ − 4
n2π , ja n = 2k − 1,
0, ja n = 2k.

Atbilstošā FTR ir

π

2
− 4

π

∞∑

k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)2 .

Rinda konverǧē uz funkciju f(x) = x visiem x ∈ [0, π]. Tādējādi

x =
π

2
− 4

π

∞∑

k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)2 , x ∈ [0, π].

Funkcijas grafiks attēlots 7.12. z̄ımējumā, bet FTR summas gra-
fiks - 7.13. z̄ımējumā.
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7.12. z̄ım.

7.13. z̄ım.

b) Šoreiz

a0 = 0,

an = 0,

bn =
2

π

π∫

0

x sin nxdx =
2

π


−x

n
cos nx

∣∣∣∣
π

0
+

1

n

π∫

0

cos nxdx


 =

= −2

π
· π
n

cos nπ = −2

n
(−1)n =

2

n
(−1)n+1.

Pie tam

x = 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sin nx, x ∈ [0, π).

Funkcijas grafiks attēlots 7.12. z̄ımējumā, bet FTR summas gra-
fiks - 7.14. z̄ımējumā.
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7.14. z̄ım.
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