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ANOTACIJA

Macibu Iidzeklt ir apliukoti ekstremalu uzdevumu pamatjautajumi: vai-
raku argumentu funkciju ekstremu teorija, nosacito ekstremu meklesanas
metodes, ekstremalo punktu meklesanas skaitliskas metodes un linearas
programmesanas elementi. Macibu lidzeklis ir domats augstskolu studen-
tiem, ka ar1 visiem tiem, kas interese€jas par optimizacijas teoriju.



IEVADS

Macibu lidzeklt ir izklastiti optimizacijas pamatelementi. Ar optimi-
zaciju plasa nozime saprot labako risinajumu meklesanu. Matematiska
optimizacija piedava panemienus matematisko probléemu risinasanai. Sis
problemas rodas matematiski modelejot realos procesus. Piedavataja ma-
cibu Iidzeklt ir paraditi dazi vienkarsi (bet dazreiz butiski) matematiskie
modeli.

Matematiskas optimizacijas teorija apluko funkciju ekstrema meklesa-
nas problemas Eiklida telpa (to sauc arl par viena vai vairaku argumentu
funkciju ekstrema meklesanu), nosacita ekstréema meklésanas teorija - La-
granza reizinataju metode. Lielu un nozimigu klasi veido ta saucamas
izliektas analizes problemas. No plasa problemu spektra autors izvelejas
klasisko funkcijas ekstrema meklesanas teoriju, kura, bez Saubam, ir neat-
nemama musdienu specialista matematika sagatavosanas sastavdala. Ieve-
rojamu vietu Saja macibu lidzeklt aiznem ta saucamas linearas programme-
Sanas jautajumi. ST temata izvéle ir attaisnojama gan ar ta neapsaubamo
praktisko nozimi, gan ar to, ka linearas programesanas elementus var pas-
niegt ne tikai studentiem, bet art vecako klasu audzekniem, jo Sis ma-
terials (divu dimensiju linearas programmeésanas uzdevumi) ir pa spekam
katram, kas apguvis linearas algebras elementus (divu linearu algebrisko
vienadojumu sistémas, linearas nevienadibas utt.).

Macibu Iidzeklt ir ieklauti art skaitlisko metozu pamati. Ka risinat
problemas, kuras funkcijas nav diferencejamas, bet ekstremi eksiste?

Tiek aplukotas metodes, kuras lauj skaitliski meklet viena vai vairaku
argumentu funkcijas ekstremus, tai skaita tadas klasiskas metodes, ka Fi-
bonaci skaitlu metode, zelta skeluma metode, gradientu metode, skelumu
metode. Ipasa veriba ir veltita piemeriem, kuros detalizeti paradita metodes
butiba un galvenie soli ekstrema meklesanas procesa.

Bezgaligi dimensionalas problemas (variaciju rekini, dinamiska prog-
rammeésana utt.) netiek aplukotas. Sie jautajumi var but apskatiti cita



macibu lidzekli. Labakai lidzekli izklastita materiala izpratnei ir velamas

ieprieksejas zinasanas matematiskaja analize un augstakaja algebra.
Autors cer, ka macibu lidzeklis bus papildinajums esosajiem macibu kur-

siem par ekstremu problemam latviesu valoda. Macibu lidzeklt izklastitais

materials balstas uz lekcijam, kuras autors lasija DU 4. kursa studentiem
1999./2000. studiju gada.

Macibu Iidzekla sagatavoSsanas procesa autoram palidzeja A. Gricans.
Tekstu izlasija un izteica savus priekslikumus A. Cibulis un studenti N. Se-
meleva, S. Ogorodnikova, D. Jezupova. Autors ir pateicigs visam minetajam
personam. Par iespejamam kludam autors nes pilnu atbildibu.



I nodala

VAIRAKU ARGUMENTU
FUNKCIJU EKSTREMI

Saja nodala tiks apliikotas problémas, kuras var reducét uz vairaku ar-
gumentu funkciju ekstremu punktu meklesanu, ka ar1 tiks aprakstits algo-
ritms So problemu risinasanai.

1.1. Brivais ekstrems

1.1.1. Problema par pelnas maksimumu

Probléema par pelpas maksimumu. Monopolists (kurs pats nosaka
cenas) pardod preces divos tirgos. Nedelas laika pirmaja tirgn pardotas
preces daudzuma ¢; (tukst. gab.) atkaribu no preces cenas p; var izteikt
ka ¢1 = 10 — p; (- ta saucama pieprasgjuma funkcija). Savukart otraja
tirglt go = 6 — 0, 5ps. Izdevumu C' atkaribu no pardotas preces daudzuma
var izteikt ar formulu

C=10- (Q1 + C]2) + (ql + Q2)2-

Jautajums. Kadam daudzumu ¢; un ¢o vertibam (un pie kadam cenam
p1 un po) ienakums P bus maksimals?

Problemas formalizesana. Vai vispar eksiste cenas, pie kuram ienakums
P(p1;p2) ir maksimals, un, ja eksiste, ka tas noteikt? Izteiksim cenas p;
un po ar precu daudzumiem ¢; un gs:

p1 =10 —q1, p2 =12 — 2¢o,
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un izteiksim P ka argumentu ¢; un ¢ funkciju:

P=pig1+p2qp—C=(10—-q1)q1 + (12 — 2¢2)q2 — C(q1; ¢2)-

Tatad ekonomiska problema reducejas uz divu argumentu funkcijas mak-
simuma atrasanas problemu. Dotas problemas risinajums tiks dots punkta
[.1.6] bet tagad apskatisim panemienus, ar kuru palidzibu var atrast
vairaku argumentu funkciju ekstremus, protams, ja tadi eksiste.

1.1.2. Definicijas

Atgadinasim, ka par funkciju f : X — Y sauc attelojumu, kura katram
elementam x € X atbilst pilnigi noteikts elements y € Y, kuru apzime ar
f(x) un sauc par elementa = attelu attelojuma f. Specialgadijuma X un Y
var but viena un ta pati kopa. Aktuals ir gadijums, kad kopa X ir vienada
ar Eiklida telpu R" vai kadu tas apakskopu, bet kopa Y ir vienada ar realo
skaitlu kopu R.

Telpas R" elementus x = (x1;...;x,) sauc arl par Sis telpas punktiem.
Jax = (x1;...;2,), tad realos skaitlus x; (i = 1,2,...,n) sauc par punkta
x koordinatam. Gadijumos, kad n = 2 vai n = 3, telpas R" punktu var
viegli attelot geometriski.

Par attalumu starp telpas R™ punktiem v = (z1;...;2,) uny = (y1;.. .5 Yn)
sauc lielumu

n
plasy) = | D (zi—y:)*
i=1

Par valeju lodi ar centru punkta x € R™ un radiusu 6 > 0 sauc telpas
R™ apakskopu Us(x), kas sastav no visiem tiem un tikai tiem punktiem
y € R", kuru attalums p(z,y) lidz punktam x ir mazaks neka skaitlis ¢,
t.i.,

Us(z) ={y € X : p(x,y) <d}.
No geometriska viedokla, ja n = 2, tad Us(zx) ir rinkis ar centru dotaja
punkta z un radiusu 4, bet, ja n = 3, tad Us(z) ir lode ar centru dotaja
punkta x un radiusu 9.

Par punkta x € R"™ apkartni sauc jebkuru telpas R" apakskopu, kas
satur vismaz vienu valeju lodi Us(z). Protams, valgja lode Us(x) art ir
punkta z apkartne.

Punktu z € R" sauc par kopas X C R" iekseju punktu, ja eksiste s1
punkta apkartne, kas ieklaujas kopa X (skat. [[LT]zim.).



1.1. Brivais ekstrems 7

1.1. zim. Punkts z ir kopas X C R? ieksejais punkts, jo U.(z) C X.
Savukart punkts z nav kopas X ieksejais punkts, jo jebkuram pozitivam
0 punkta z apkartne Us(z) satur punktus, kuri nepieder kopai X.

1.1. piezime. Gadijuma, kad X = R"”, jebkurs punkts z € X ir kopas
X ieksejais punkts.

Kopu X C R"” sauc par valeju kopu, ja jebkurs tas punkts ir ieksejais.
Ja R™\ X (- kopas X papildkopa telpa R") ir valeja kopa, tad kopu X
sauc par slegtu kopu.

1.2. piezime. Meklejot funkciju ekstremus (minimumus un maksimu-
mus), jaizskir divi svarigi gadijumi, proti, vai ekstrems tiek meklets
valeja vai slegta kopa. Tas ir atkarigs no problemas formulejuma.

Saka, ka kopa X C R" definetai funkcijai f ir lokals minimums punkta
z € X, ja eksiste tada punkta z apkartne, ka f(x) > f(z) visiem x € X no
s1s apkartnes. Ja pie tam f(x) > f(2), kad x # z , tad saka, ka minimums
ir stingrs.

1.3. piezime. Funkcijai var but vairaki (un pat bezgaligi daudz) lokalo
minimumu (skat. [[2] zim.).

Saka, ka kopa X C R" definetai funkcijai x — f(z) ir globals minimums
punkta o € X, ja f(x) > f(x() visiem z no kopas X.

Analogiski var definet funkcijas lokalo maksimumu un globalo maksi-
mumu.
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A
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1.2. zim. Divu argumentu funkcijai 3 = f(z1; x2), kuras grafiku iegust, rotejot
funkcijas 3 = @(x9) grafiku ap vertikalo asi Ozs, ir lokals minimums jebkura

2.2 _ p2
xi+z; = R°

rinka linijas
r3 = a,

punkta, ka art koordinatu sakumpunkta.

Par funkcijas ekstremu sauc jebkuru §is funkcijas maksimumu vai mini-
mumu (lokalo un globalo) .

Literatura biezi vien apluko tikai minimuma gadijumu, jo funkcijas f(x)
maksimuma atraSanas problema

f(x) — max
ir ekvivalenta funkcijas — f(z) minimuma atrasanas problemai
—f(z) — min.

Piemeram, kopa X = R” definétai funkcijai f(x1;12) = —23 — 23 punkts
(0;0) ir globala maksimuma punkts, bet Saja kopa definetai funkcijai
—f(z1;19) = 22 + 23 punkts (0;0) ir globala minimuma punkts.

1.1.3. Ekstrema eksistences nepiecieSamie nosacijumi

Apskatisim telpas R" valeju apakskopu X (specialgadijuma X = R").
Pienemsim, ka funkcijai f : X — R ir lokals minimums kopas X punkta
z=(21;...;2n), t.1, f(x) > f(2) visiem = no kadas punkta z apkartnes.

1.1. teorema. Ja funkcijai f kopa X eksiste nepartraukti pirmas kar-
tas parcialie atvasinajumsi péec visiem x;, tad funkcijas f minimuma
punkta z funkcijas f diferencialis ir vienads ar nulli.
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» Funkcijas f pieaugumam punkta z ir speka formula [7, 179. lpp.]

f(z) = f(z) = df (2) + o(p(z, 2)).

Abi saskaitamie labaja puse tiecas uz nulli, ja x — z, bet otrais saskaitamais
ir bezgaligi mazs augstakas kartas lielums neka p(z, z), t.i.,

o(p(a. )

— 0, ja * — 2.
p(z,2)

Tatad starpibas f(z) — f(z) zimi, kad x ir pietiekami tuvs z, nosaka dife-
renciala df (z) zime.

Pienemsim, ka kads parcialais atvasinajums punkta z nav vienads ar
nulli. Noteiktibas labad pienemsim, ka g—afl(z) > (0. Aplukosim punktu
r = (x1;29;...;2,), kura z1 < 2z1. Ja x7 ir pietiekami tuvs 21, tad

_9f

" On

flx) = f(z) (2)(@1 = 21) +o(p(z,2)) <0,

kas ir pretruna nosacijumam par lokalo minimumu punkta z.
Lidzigi var pieradit, ka parejie parcialie atvasinajumi punkta z art ir
vienadi ar nulli.

Visu parcialo atvasinajumu vienadiba ar nulli punkta z nozime, ka di-
ferencialis df (z) ir vienads ar nulli.«

1.4. piezime. Pieraditais apgalvojums praktiski nozime to, ka, lai atras-
tu funkcijas f minimuma punktus, ir jaatrisina vienadojumu sistema

af
(‘35@ n

0 (i=1,...,n). (1.1)

1.5. piezime. Maksimuma punktu koordinatam arl ir jaapmierina siste-
ma (L)), jo maksimuma probléemu var reducet uz minimuma proble-
mu, mainot funkcijas f zimi uz pretejo. Tatad, lai funkcijai f punkta
z eksistetu ekstrems, ir nepiecieSams, lai z = (21; 29;...;2,) apmieri-
natu sistemu (LI]).

Sistemas (1) atrisinajumus sauc par funkcijas f stacionariem punk-
tiem.



10 I nodala. VAIRAKU ARGUMENTU FUNKCIJU EKSTREMI

1.1.4. Stacionarie punkti problema par pelnas maksimumu

Problema par pelnas maksimumu funkcijas P(qi; ¢2) stacionaro punktu
noteiksanai risinam vienadojumu sistemu

{g—i = 11 —-4qg —2¢, =0,

or = 13 -2 — 6gs = 0.

Atrisinajums: ¢; = 2, ¢o = 1,5. Tatad stacionaro punktu kopa sastav
no viena punkta. Ja pec problemas satura var spriest, ka funkcijai P
ir maksimums, tad var secinat, ka maksimuma punkts sakrit ar vienigo
stacionaro punktu.

1.6. piezime. Stacionars punkts var nebiit ekstrema punkts. Pieméram,
punkts (0; 0) ir vienigais funkcijas f(x1; x9) = x1x9 stacionarais punkts.
Jebkura §1 punkta apkartne funkcija f pienem gan pozitivas, gan
negativas vertibas. Tapéc punkts (0;0) nav ne maksimuma, ne mini-
muma, punkts.

No ieprieksejas piezimes seko, ka ir svarigi atrast tadus nosacijumus, kuri
lautu noteikt, vai dotais stacionarais punkts ir minimuma vai maksimuma
punkts.

1.1.5. Ekstrema pietiekamie nosacijumi

Dazreiz stacionara punkta raksturs ir skaidrs no minimuma definicijas.
Piemeram, funkcijai

f(ilfl; SUQ) = (5171 — 1)2 + (SUQ + 1)2

punkts (1;—1) ir minimuma punkts, jo parejos punktos funkcija f ir
pozitiva. Citos, ne tik acimredzamos gadijumos, ir velams iegut ekstrema
pazimi.

Pienemsim, ka funkcijai f ir nepartraukti parcialie atvasinajumi pec
x1,...,x, 1dz otrai kartai ieskaitot.

1.2. teorema. Ja funkcijas f stacionaraja punkta z tas diferencialis
d’f(z) > 0 (ti., kvadratiska forma d*>f(z) ir pozitwa), tad punkts
z ir funkcijas f (lokala) minimuma punkts.
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» Funkcijas f pieaugumam punkta z ir speka formula (Teilora rinda
diferenciala forma) [7, 195. Ipp.]

F(r) — £(2) = df(2) + 30 () + 0 (P, 2)

kur tresais elements labaja puse ir augstakas kartas bezgaligi mazs lielums
salidzinot ar p?(z; 2) , jax — 2. Ta ka saskana ar piepémumu z ir funkcijas
f(x) stacionars punkts, tad df (z) = 0. Tas nozime, ka starpibas f(x)— f(2)
zime x vertibam no pietieckami mazas punkta z apkartnes ir atkariga no
diferenciala d?f(z) zimes. Tapéc

flz) = f(z) =20,

ja punkts z ir pietiekami tuvs z punktam. No minimuma definicijas seko,
ka punkts z ir funkcijas f (lokala) minimuma punkts. <

1. secinajums. Ja funkcijas f(x) stacionara punkta z diferencialis
Pf(2) < 0,

tad z ir funkcijas f(z) (lokala) maksimuma punkts. Lai to pieraditu,
ir pietiekami aplukot funkciju —f(x), kurai otras kartas diferencialis
ir nenegativs, un tad pielietot [L.2] teoremu.

[[.2] teoremas un 1. secinajuma pielietoSsanai stacionara punkta rakstura
péetisana ir nepiecieSama prasme rekinat otras kartas diferenciali dotaja
punkta.

Divu argumentu funkcijas f(x1; z9) otras kartas diferenciali dotaja punkta
z = (21; 22) aprekina sadi:

82
E1(:) = Skt +

2 P
of Ax1Axy + o7 AzyAxy + o1

TIA
t 92101, D901 972 3,

kur
AZL’l =T — %1, ACIJQ = T9 — Z9.

Tatad diferencialis d? f(z) ir kvadratiska forma attieciba pret mainigajiem
Az, un Axy. Parcialie atvasinajumi tiek aprekinati punkta z.
Apzimejot parcialos atvasinajumus:
0? o°f O f

81‘1 0x129

92 f

63:2:131

9% f

fl‘11‘13 f$1$27 = fJJQJEU W = fl’g&Cz?
2
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apskatisim kvadratisku matricu

_ f331$1 f$1$2
A= [fx21:1 fxga:g ] .

No matematiskas analizes kursa ir zinams, ka jauktie atvasinajumi ir
vienadi sava starpa, ja tie ir nepartraukti [7, 5. nodala, §4], tapec

det A = fo o) frgzs — J%lajg'
No kvadratisko formu teorijas ir zinams [7, 198. Ipp.]:

e jadet A >0 un f,,,, >0, tad kvadratiska forma ir pozitiva;
e jadet A> 0 un f,,., <0, tad kvadratiska forma ir negativa;

e ja det A < 0, tad kvadratiska forma pienem gan pozitivas, gan nega-
tivas vertibas.

Formulesim divu argumentu funkcijas ekstrema punktu meklesanas shemu:
1. atrast stacionarus punktus, risinot sistemu (L1]);
2. katra stacionara punkta noteikt determinanta det A zimi;

3. ja stacionara punkta z ir speka det A > 0 un f,,,, > 0, tad d*f(z) > 0
un z ir (stingra) minimuma punkts;

4. ja stacionaraja punkta z ir speka det A > 0 un f,,,, <0, tad
d’f(2) < 0 un z ir (stingra) maksimuma punkts;

5. ja stacionaraja punkta z ir speka det A < 0, tad d*f(z) pienem gan
pozitivas, gan negativas vertibas kada punkta z apkartne un z nav
ekstrema punkts;

6. ja stacionaraja punkta z ir speka det A = 0, tad ir nepieciesama talaka

analize.

1.7. piezime. 6. gadijjuma, kad det A = 0, stacionara punkta z rakstura
analize var biit saistita ar augstakas kartas diferencialu rekinasanu,
protams, ja funkcijai eksiste attiecigas kartas atvasinajumi. TieSam,

f(x) = f(2) = df(2) + %aﬂf(z) + %d?’f(z) 1 %d‘lf(z) 4.

un starpibas zime vienadibas kreisaja puse ir atkariga no pirma no
nulles atskiriga diferenciala vienadibas labaja puse.
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Apskatisim dazus piemerus saistiba ar ieprieksejo piezimi.

1.1. piemers. Apskatisim funkciju
f(zy;m0) = 23 + 3.

Punkts (0;0) ir funkcijas f stacionars punkts, jo saja punkta diferen-
ciali df un df ir vienadi ar nulli. Tai pasa laika

& f = 6Ax3 + 6ATs.

Ta ka funkcija f jebkura punkta (0;0) apkartné piepem abu zimju
vertibas, tad funkcijai f punkta (0;0) ekstréema nav.

1.2. piemers. Apskatisim funkciju

flzy; ) = 2} + 3.
Punkts (0;0) ir funkcijas f stacionars punkts. Saja punkta det A =
1222225 = 0 un, lai noskaidrotu stacionara punkta raksturu, ir ne-
piecieSama talaka petisana. Var parbaudit, ka d®f = 0 punkta (0;0),
bet
d*f = 24Ax] + 24Ax)

ir pozitiva forma. Tadejadi punkts (0;0) ir funkcijas f minimuma
punkts.
1.1.6. Problemas par pelnas maksimumu atrisinajums

Noskaidrosim stacionara punkta ¢; = 2, g = 1, 5 raksturu problema par
pelnas maksimimumu. Ta ka

PCIlQl - _47 PQ1Q2 - _27 PC]2(I2 - _67
det A = (—4)(—6) — (—2)2 = 20 > 0,

tad punkts (2;1,5) ir ekstrema punkts. Ta ka P, ,, ir negativs, bet det A >
0, tad apskatamais punkts ir minimuma punkts. Noteiksim cenas p; un po,
pec kuram ir japardod preces katra tirgi, lai iegitu maksimalo pelnu:

p1:10—q1:8, p2:12_2q1:9.
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1.1.7. Uzdevumi

1. Monopolists nosaka precu cenas divos tirgos. Tirgti A pieprasijuma
funkcija (sakariba starp cenu un daudzumu) ir p; = 100 — ¢y, tirgu B

attiecigi po = 84 — @9, kur p; - cenas, ¢; - daudzumi. Izdevumus izsaka
funkcija

C = 600 + 4(q1 + g2).

Cik daudz pre¢u (un par kadam cenam) japardod katra tirgu, lai pelna
butu maksimala?

2. Noteikt funkcijas
f(z1;9) = 32% + 23 + 32129 + 323
stacionaros punktus un to raksturu.

3. Atrast stacionaros punktus un noteikt to raksturu:

1..2.
212

3a. f(x1;x9)
3b. f(x1;x9)
)
)

23+ 222 — 1119 —

—|— $2 + 6x129;
—|— 41209 — 2x2 + 4z + 229;

3c. (1‘1, )

3d. f(z1;x9 — 21129 + 323 — 411 + 8.

1.2. Nosacitais ekstrems

1.2.1. Uzdevumi

1. problema (joks). Meitenei patik sanemt davanas no jaunekla, kas
davina vinai pukes, maksajot Ls 1 par vienu puski, un Sokoladi, kuras cena
ir Ls 0,5 par vienu tafeliti. Nedelas laika jauneklis var atlauties izteret
Ls 10. Kada davanu kombinacija ir visefektivaka, ja efektivitati izsaka
funkcija

U=S8z.F2,
kur S - Sokolades tafelisu daudzums, F' - puku pusku daudzums.

Risinajums. Sokolades pirksanai vajadzigi Ls 0,55, puku pirksanai
Ls F. Kopa
0,55 4+ F = 10. (1.2)
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Lidz ar to problema reducejas uz funkcijas U maksimuma atrasanu pie
ierobezojuma ([L2). Risinasim probléemu ar mainigo izslegsanas metodi.
No vienadibas (L2) atrodam

F=10-0,58

un iegistam maksimuma problemu viena argumenta funkcijai

N

U(S) = 52(10 — 0,55)2.

Aprekinot §is funkcijas atvasinajumu un pielidzinot to nullei, iegustam
vienadojumu, no kura izriet, ka S = 10, F' = 10—0, 5-S = 5. Tatad jaunek-
lis var nopirkt 5 puku puskus un 10 Sokolades plaksnites, gan ieklaujoties
budzeta.

Aplikosim analogisku problemu ar nopietnaku saturu.

2. problema. Firma iegulda $ L personala apmaksai un $ K tehnisko
lidzeklu pirksanai. Sarazotas produkcijas apjoms ir atkarigs no ieguldita-
jiem lidzekliem:

2 3
5. K5,

P="L5 K

Kopéjais Iidzeklu apjoms ir $ 20000. Cik daudz Iidzeklu ir jaizlieto
personala apmaksai (un cik tehnisko Iidzeklu iegadei), lai maksimizetu
razoSanas apjomu?

Risinajums. Lietosim mainigo izslegsanas metodi. Ta ka
L + K = 20000,

tad
K = 20000 — L

un problema reducejas uz funkcijas

[S2{[S%)

P(L) = L3(20000 — L)

maksimuma atrasanu. Aprekinot atvasinajumu P’(L) un pielidzinot to
nullei, iegistam vienadojumu

2-20000 — 5L =0,

no kura izriet, ka L = 8000, K = 12000. Tatad, lai maksimizetu razosanu,
personala apmaksai ir japieskir $ 8000, bet tehnisko Iidzeklu iegadei -
$ 12000.
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1.3. zim.

3. problema. Cilindriskas formas degvielas kratuves tilpums ir vienads
ar V. Kadiem R (- cilindra radiuss) un L (- cilindra augstums) vir-
smas laukums S (un lidz ar to arT materiala paterins) bus minimals (skat.

3] zim.)?

Risinajums. Virsmas laukums
S =2rR?+2nR- L.
Tatad problema reducejas uz funkcijas
S=21R(R+ L)
minimuma atrasanu, ja
TR*-L=V.

Ievietojot L = WLRQ lieluma S aprekinasanas formula, iegistam briva ek-
strema problemu (par briva ekstréma problemu sauc ekstrému problemu
bez ierobezojumiem) viena argumenta funkcijai

2
S(R) = 2nR* + EV.

Aprekinot §is funkcijas atvasinajumu un pielidzinot to nullei, iegtistam
vienadojumu
ATR —2VR? =0,

no kura atrodam, ka
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1.2.2. Definicijas

Par nosacita ekstrema problemu sauc vairaku argumentu funkcijas f(x),
r € R", ekstremu atrasanas uzdevumu pie ierobezojumiem, kuri var bt
gan vienadibu, gan nevienadibu forma.

Par pielaujamo punktu (attieciba uz doto problemu) sauc tadu punktu,
kas atbilst visiem problemas ierobezojumiem.

Par pielaujamo apgabalu (attieciba uz doto problemu) sauc visu pielau-
jamo punktu kopu.

Ta, piemeram, problema par degvielas kratuvi pielaujamie punkti ir visi
tie punkti, kuri apmierina vienadibu 7R? - L = V.

1.2.3. Mainigo izslegsanas metode

Mainigo izslegsanas metode faktiski jau tika lietota, risinot iepriekse-
ja apaksparagrafa apskatitas problemas. Metodes ideja ir izslegt dalu no
argumentiem, izmantojot ierobezojumus, un risinat minimuma problemu
bez ierobezojumiem. Iepriekseja piemera par virsmas laukuma minimumu
mainigais L tika izslegts no virsmas laukuma S formulas un lielums S kluva
par viena reala argumenta funkciju.

Minimizejot vairaku argumentu funkciju f(z), kur x € R", un
gi(x)=0 (i=1,2,...,m; m <mn),

mainigo izslegsanas metode, visparigi runajot, nozime, ka m argumenti

(teiksim, 1, xo, . . ., x,,) tiek izteikti ar parejiem mainigajiem x,,.1, .. ., Ty:
1 =01(Tmi1; -3 Tn),
T =Pm(Tm15 - - - Tn),

un péc to ievietosanas funkcijas f formula iegustam (n — m) argumentu
funkciju

Fo1(@mats -5 @n); - Om( Tty -5 ) Tt 1 - - )

kurai meklejam brivo minimumu.

Noteiktibas labad visur runa ir par minimumu, bet viss teiktais attiecas
arl uz maksimizéSanas problemam.
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1.8. pieziie. Netrivials ir jautajums, kad dalu argumentu (teiksim,
T1, T2, ...,Ty) var izteikt ar parejiem mainigajiem x,,.1,...,x, kada
punkta M, apkartne. No matematiskas analizes kursa ir zinams [7,
208. Ipp.], ka tas ir iespejams, ja visi g; un 352 ir nepartraukti un

991 ... 99
81'1 &rm
............. £ 0
Gm Gm
81'1 T 8xm

punkta M, apkartne.

1.2.4. Lagranza reizinataju metode, kad ierobezojumi ir viena-
dibu veida

Mainigo izslegsanas metode ne vienmer ir erta, jo dazkart argumentu
izslegSana prasa vienadojumu un vienadojumu sistemu analitisku risinaju-
mu, kas, visparigi runajot, ir iespejams tikai retos gadijumos.

Nosaukuma mineta metode dodiespeju sakotnejo nosacita minimuma
problemu reducet uz briva ekstrema problemu.

1.3. piemers. [Divi argumenti, viens ierobezojums|
Minimizet funkciju f(z;y) = 2 +y? jay = o + 1.
Funkcijas f grafiks ir eliptiskais paraboloids, un x un y vertibas atro-

das uz taisnes y = x + 1 divdimensiju telpa R?. No geometriska
viedokla ir skaidrs, ka minimuma punktam ir jaeksiste.

Saskana ar Lagranza metodi ir jaieved vienu (péc ierobezojumu skaita!)
parametru A un jasastada ta saucama Lagranza funkcija

L(z;y;\) = f(739) + Ay —x = 1).

Talak jamekle Lagranza funkcijas stacionarie punkti ar ieceri, ka
tie dos sakotnejas problemas atrisinajumu. Lagranza funkcijas sta-
cionarie punkti apmierina vienadojumu sistemu

L, = 2x—X = 0,

2y + A 0,
Ly = y—x2—-1 = 0,

h
N
|

kuras atrisinajums ir z = —0,5, y = 0,5, A = —1.



1.2. Nosacitais ekstrems 19

1.9. piezime. Nav jegas aplukot divu argumentu funkcijas minimize-
Sanas problemu pie diviem ierobezojumiem, jo divi ierobezojumi,
visparigi runajot, nosaka vienigo punktu, un tad minimizesanas prob-
lema klust triviala. Ta, piemeéram, ieprieks aplikota problema ar
papildnosacijumu y = 1 reducejas uz funkcijas f(x;y) minimizésanas
problemu kopa {(z;y) : y =2+ 1, y = 1}, kura sastav, acimredzot,
no vieniga punkta (0;1).

1.4. piemers. [Tris argumenti, divi ierobezojumi]
Minimizet funkciju
flaiysz) =2 +y* + 2%,

ja

r+y+z="7,

x—y =2

Sastadam Lagranza
L(ziy; 2 A o) = 22 + 4" + 22+ M +y + 2 = 7) + doz —y — 2).
Ta ka ir divi ierobezojumi, tad tiek ievesti divi Lagranza reizinataji \
un Ao jeb Lagranza vektors (Ai; A2). Talak ir jarisina standarta briva

ekstrema problema. Lagranza funkcijas stacionarie punkti apmierina
vienadojumu sistemu

(L, = 22+ X+ X =0,
Ly = 2y+/\1—/\2:O,
¢ L, = 224+ X\ =0,
L)\1 = r4+y+2—-—7=0,
| Ly, = 2—y—2=0,

kuras atrisinajums ir:

10 4 7
T 3 Y 37 < 37 1 ) 2
Tatad nosacita ekstrema punkts (no geometriska viedokla ir skaidrs,

ka tas ir minimuma punkts) ir punkts (%; %; %)

1.10. piezime. Risinot vienadojumu sistému, var neintereséeties (pagai-
dam) par Lagranza reizinataju vertibam.
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Risinasanas shéma. Aplukosim vairaku argumentu funkcijas f(x),
r € R", minimizésanas problemu, kad ir uzdoti m (m < n) ierobezo-
jumi vienadibu veida:
gi(z)=0 (i=1,2,...,m).

Jasastada (n +m) argumentu Lagranza funkcija

L(z;M\) = f(z) + Z Aigi()

un jaapliiko briva ekstrema problema Sai Lagranza funkcijai. Tatad,
problémas atrisinajumi atrodas starp (n + m) vienadojumu sisteémas

{ L, =0 (1=1,...,n),
Ly,=0 (j=1,...,m),

atrisinajumiem.
1.2.5. Lagranza reizinataju metode, kad ierobezojumi ir nevie-

nadibu veida
Paskaidrosim Lagranza metodes buitibu Saja gadijuma ar piemeru pali-

dzibu.
1.5. piemers. [Divi argumenti, viens ierobezojums]

Minimizet funkciju f(x;y) = 2? + y* pie nosacijuma x +y > 1.

Meginasim atrast minimuma punktu, lietojot Lagranza reizinataju
metodi. Ievedisim fikttvu mainigo z un ar ta palidzibu lidzsvarosim
ierobezojumu x 4 y > 1, parrakstot to vienadibas veida:

x—i—y:1+22.

Tagad jaminimize funkcija f, ja nosacijums ir vienadibas veida. Sas-
tadisim Lagranza funkciju forma

L(x;y; 20) = foy) + Mo +y — 22— 1)
un atradisim tas stacionaros punktus. Risinot vienadojumu sistemu

L, = 2x4+X=0,
L, = 2y+A=0,
L, = —2z22=0,
Ly = v4+y—2>2—-1=0,
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1.4. ztim. Funkcijas f(z;y) = 22+ lmenlnijas 22 +y* =
Cyun 22+y? = C un taisne AB ar vienadojumu x+y = 1,
kura pieskaras pirmajai limenlinijai.

ieglisim x, y, z un A\ vertibas:
xr=0,5, y=0,5, 2=0, A=—1.

Tatad nosacita ekstrema punkts (no geometriska viedokla ir skaidrs,
ka tas ir minimuma punkts) ir punkts (0,5;0,5). Pie St pasa se-
cinajuma vareja nonakt, izmantojot tikai geometriskus spriedumus.
[4]zimejuma ir attelota (x;y)-plakne, taisne AB, kuras vienadojums
ir x +y = 1, un divas funkcijas f limenlmijas. Atgadinasim, ka
par funkcijas limenlinijam sauc linijas, uz kuram dotas funkcijas
vertibas ir konstantas. Pienemsim, ka limenlinija C; pieskaras taisnei
AB. Pieskarsanas punkta koordinatas ir (0,5;0,5). No geometriska
viedokla ir skaidrs, ka tiesi Iimenlinijas C; un taisnes AB pieskar-
punkts ir dotas problemas atrisinajums.

1.11. piezime. Fakts, ka z vertiba ir nulle, norada uz to, ka ekstrema
punkts atrodas uz pielaujama apgabala robezas, kur izpildas vienadiba
r+y=1

Risinasanas shéma. Aplukosim vairaku argumentu funkcijas f(z), = €
R", minimizesanas problemu, kad ir uzdoti m ierobezojumi nevienadibu
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veida:

Gi(x) <0 (i=1,...,m).
levedisim m fiktivus mainigos z1, ..., 2z, (tie lidzsvaro ierobezojumus
nevienadibu veida):

g(x)+22=0 (i=1,...,m).

Talak jaminimize funkciju f pie nosacijumiem vienadibu veida. Sas-
tadam Lagranza (n + 2m) argumentu funkciju forma

L(x;z;0) = f(x) + Z Ai(gi(x) + 222)

un atrodam tas stacionaros punktus. Tatad problemas atrisinajumi
atrodas starp (n + 2m) vienadojumu sistemas

L,,=0 (i=1,...,n),

L,=0 (j=1,...,m),

L/\j =0 (j:1,...,m),
atrisinajumiem.

1.12. piezime. Atgkiriba no gadijuma, kad ierobezojumi ir vienadibu
forma un kad, ka jau tika ieprieks minets, nav jegas apliikot problemas,
kuras ierobezojumu skaits m ir lielaks vai vienads ar mainigo skaitu
n, problemas, kuras ierobezojumi ir nevienadibu forma, var but sa-
turigas ari tad, ja ierobezojumu skaits m ir lielaks par minimizejamas
funkcijas f argumentu skaitu n. Iedomajieties, pieméram, regularu
seSsturi ar centru punkta (0;0), ta ieksieni ka pielaujamo apgabalu
(ko var uzdot ar 6 ierobezojumiem nevienadibu forma) un aplukojiet
funkcijas f(z;y) = 22 + y* (argumentu skaits n = 2) minimizesanas
problemu (seSsturi var art aizvietot ar m-sturi).

1.2.6. Lagranza reizinataju metode, kad ierobezojumi ir gan
vienadibu, gan nevienadibu veida

Ka rikoties, ja dala ierobezojumu ir vienadibu veida un dala - nevienadibu
veida? Aplukosim problemu:
f(x) — ekstr, x € R",

gi(x) < (i=1,...,m),
hij(x) =0, (j=1,...,k).
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Risinasanas shéma. levedisim m fiktivus mainigos zi, ..., 2z, (tie Iidz-
svaro ierobezojumus nevienadibu veida):

gi(x)+22=0 (i=1,...,m).

Talak jaminimize funkciju f pie nosacijumiem vienadibu veida. Sas-
tadam Lagranza (n +m + m + k) argumentu funkciju forma

m k
L(z,z,A) = f(z) + Z Xi(gi(x) + 27) + Z Amjhi(2)

un atrodam tas stacionaros punktus. Tatad problemas atrisinajumi,
ja tie eksiste, atrodas starp (n 4+ m + m + k) vienadojumu sisteémas

L, =0 (t=1...,n),
L., =0 (j=1,...,m),
Ly =0 (G=1,....,m+Fk)

atrisinajumiem.

1.2.7. Lagranza reizinataju metodes pamatojums

Kadel Lagranza reizinataju metode dod labus (pareizus) rezultatus? Lai
atbildetu uz so dabisko jautajumu, javeic analize. Vesturiski ta bija lietota
tiesi tapat, ka musu teksta: sakuma praktiski, un tikai pec kada laika bija
dots metodes pamatojums.

Sakuma apliitkosim vienkarsu gadijumu, kad minimizéejamai funkcijai ir
divi argumenti un ir viens ierobezojums vienadibas forma:

f(z;y) — min, g(z;y) = 0.

Pienemsim, ka abam funkcijam ir nepartraukti parcialie atvasinajumi.
Ja problemai ir atrisinajums, t.i., lokala minimuma punkts, kuru apzimesim
ar My(zo;yo), tad kadas punkta M, apkartnes skeluma ar pielaujamo ap-
gabalu {(z,y) : g(x;y) = 0} izpildas vienadiba

Af(zo;yo) = f(x;y) — f(wo;m0) = df (wo; vo) + &,

kur df (xo; y0) = fa(xo; yo)dx + fy(xo; yo)dy, bet ¢ apzime augstakas kartas
(attieciba pret dxr un dy) elementus. Ta ka (z¢;yg) ir lokala minimuma
punkts, tad funkcijas pieaugums A f(zg; yo) ir nenegativs. Tatad df (xq; yo)
ir vienads ar nulli visiem pielaujamiem dx un dy (jo preteja gadijuma
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df (zo;yo) un Iidz ar to Af(xo;yo) pienemtu gan pozitivas, gan negativas
vertibas). Diferencejot saiti g(x;y) = 0 punkta M, iegustam pielaujamo
diferenciaju kriteriju: pielaujamiem diferencialiem ir jaapmierina nosaci-
jums

dg(o; yo) = g=(xo; Yo)dx + gy (zo; yo)dy = 0. (1.3)

Tatad lokala minimuma punkta ir jaizpildas vienadojumu sistemai:

df (xo;0) = fe(wo; yo)dx + fy(zo;90)dy = 0,
dg(zo;y0) = gu(20; yo)dr + g, (z0; yo)dy = 0, (1.4)
9(wo;0) = 0.

1.13. piezime. Ta ka diferenciali dz un dy nav patvaligi, tad no viena-

dibas df (zo,y0) = 0 nevar secinat, ka f,(xo,y0) = 0 un f,(zo,v0) = 0.
Piemeram, apliikosim problemu:

22+ — min, x+y=1,

kuras minimuma punkta koordinatas ir (0,5;0,5). Minimuma punkta
diferenciali apmierina vienadibu dx + dy = 0. Funkcijas diferencialis
minimuma punkta ir

22|05 - dx + 2y|y—05 - dy = dx + dy

un tas, protams, ir vienads ar nulli visiem pielaujamiem diferencialiem
(dr + dy = 0), kaut arT funkcijas f(z;y) = 2* + y* parcialie at-
vasinajumi minimuma punkta nav vienadi ar nulli (f, = f, = 1 mini-
muma punkta).

Lagranza ideja ir ievest pagaidam nenoteiktu parametru A un aplukot
lielumu

dL = df (z;y) + Adg(z; y).
Tad

dL = fu(z0; yo)dz + fy(z0;y0)dy + A gu(z0; yo)dz + gy(z0; yo)dy] =
= [ful(z0; Y0) + Aga(o; yo) | d + [ f (203 Yo) + Mgy (03 y0)] dy.
Ta ka df (zo; yo) un dg(xo;yo) ir vienadi ar nulli, tad dL = 0 minimuma
punkta. Sekojot Lagranza idejai, jaaizvelas tadu parametru A, lai viena
no iekavam (teiksim, pirma) ieprieksejas izteiksmes pedeja rindina butu
vienada ar nulli (tas ir iespejams, ja g,(zo;yo) # 0). Tad

fe(zo;90) + Age (7o, o) = 0.
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Ta ka dL minimuma punkta ir vienads ar nulli un diferencialis dy var biit
izvelets patvaligi, tad koeficientam pie dy art ir jabut vienadam ar nulli.
Tatad

fy(@0;90) + Agy(z0: y0) = 0.

Minimuma punkta jaizpildas ar1 vienadibai
9(o; yo) = 0.

Nosacita minimuma problema minimuma punkta noteikSanai iegtistam tris
vienadojumu sistemu, kura sakrit ar sistemu ([.4). Tatad minimuma
punkta atrasanai jarisina sistema ([L4]) attieciba pret x, y, .

1.14. piezime. Ja mes no pasa sakuma sastaditu funkciju
L(z;y; A) = f(a;y) + Ag(@;y)
un mekletu tai briva ekstrema punktu, tad iegttu sistemu:

L, = fuo(x,y) + Agu(z,y) =0,
L/\ — g(%y) = 0.

Tagad aplikosim gadijumu, kad nosacita ekstrema problema ir forma:

f(x) — ekstr, © € R",
gi(z)=0 (i=1,...,m).

NepiecieSamais nosacijums lokalam ekstremam ir vienadiba

dfzzgxida::(),
=1

kurai jaizpildas visiem pielaujamiem diferencialiem dz;.
Savukart pielaujamiem diferencialiem jaapmierina vienadibas

n

dg; .
dgjzza—ij_dxi:O (j=1,...,m). (1.5)
i=1 "

Tagad reizinam (L)) katram j ar pagaidam nenoteiktiem skaitliem A;
un sastadam izteiksmi

dL = df + ) \;dg;. (1.6)

J=1
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levietojot lielumu df un dg; izteiksmes vienadiba (IL6) un sagrupgjot
loceklus, ieglistam

n

dg;

dL:Z <axz +Z)\ )dazi.
=1 j=1

Lielumam dL ir jabut vienadam ar nulli visiem pielaujamiem diferencialiem

dx;, jo dL saskana ar ([L6]) sastav no divam dalam, katra no kuram ir

vienada ar nulli visiem pielaujamiem diferencialiem. Tatad

dL =0

visiem pielaujamiem argumentu pieaugumiem dx;. No tiem tikai n — m
diferenciali var bt izveleti patvaligi, jo argumentu pieaugumi dzx; ir saistiti
sava starpa ar m ierobezojumiem. Izvelesimies Lagranza reizinatajus A;

(7 =1,...,m) ta, lai pirmas m iekavas lieluma dL izteiksme butu vienadas
ar nulli. Iegusim m vienadojumu sistemu attieciba pret A;:
g,
N =2 = ,=1,....m),
8:132 JZ 7 or; )
591

kura ir atrisinama, ja determinants det H =# (0. Parejas n — m iekavas
ir koeficienti pie atlikusajiem n — m dlferencialiem, kuri var bt izveleti
patvaligi, un lidz ar to Sie koeficienti art ir nulles. legusim vel n — m

vienadojumus

Z/\ 89‘7: (i=m-+1,...,n).

! 0z

8x,
Visbeidzot, minimuma, punkta ir jaizpildas arT ierobezojumiem

gi(x) =0 (i=1,...,m).

Kopa n+m nezinamajiem x;, \; (i =1,...,n; j =1,...,m) ir jaapmierina
n + m vienadojumu sistemu.

1.15. piezime. Vienadojumu sistemu nezinamo z;, A; atrasanai var iegut
ar1, sastadot Lagranza funkciju

L(x; A) = f(z) + Z Ajgi()

un meklejot tai briva ekstrema punktu.
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1.2.8. Uzdevumi
4. Atrast punktam (3;4) vistuvako punktu uz rigka Iinijas 2® + y? = 1.

5. Atrast koordinatu sakumpunktam vistuvako punktu uz liknes 5z +
6zy + 5y = 8.

6. Izmantojot Lagranza reizinataju metodi, atrast iespéjamos ekstrema
punktus:
6a. f(x;y) = z' +y* — ekstr , xy = 1;
6b. f(x;y;2) =2y +axz — ekstr,x +2y —2=0, x —y = 0;
6c. f(
6d. f(z;y) = 2° — oy +y?> — ekstr, x >y + 1;
6e. f(x;y) =2 +22 +9y> +2y — ekstr,x+y > 1, 2 =y;
6f. f(x;y) =2 —2x+y — ekstr, y+2x > 2,y =5.

xy) = a* +y? — ekstr ,y <z —2;

1.2.9. Nosacita ekstrema pietiekamie nosacijumi

Vispirms atzimesim, ka, ja nosacita ekstrema problemu var reducet
uz briva ekstréema meklésanas problemu (pieméram, izsledzot atkarigos
mainigos), tad ir speka visi briva ekstréema pietiekamie nosacijumi.

1.6. piemers. Aplikosim nosacita ekstrema problemu:
flzyy) = 2° +y* — ekstr, x —y = 1.

Actmredzot, §1 problema ir ekvivalenta briva ekstréema meklesanas
problemai:
F(z) =2+ (z — 1) — ekstr.

Funkcijas F'(z) stacionarais punkts ir z = % (vienadojuma F'(z) =
0 atrisinajums). Ta ka F”(z) = 4 > 0, tad stacionarais punkts ir
minimuma punkts. Sakotnejas problemas atrisinajums ir punkts x =

%, y = —s, kura funkcija f(x;y) pienem minimalo vertibu.
Ja nevar izteikt atkarigos mainigos ar neatkarigiem, vai arl iegiitie
vienadojumi ir gruti atrisinami, ir jamekle cita pieeja.
Aplukosim visparigu gadijjumu (pec gramatas [3]):
f(x) — ekstr, © € R", :
gi(x)=0 (i=1,...,m). (1.8)
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Pienemsim, ka z( ir Lagranza funkcijas

L(x; M) = f(z) + Z Aigi(z)

stacionarais punkts, bet A = (Ay;...; \,,) ir attiecigais Lagranza reizinataju
vektors. Stacionara punkta raksturs ir atkarigs no funkcijas pieauguma
Af = f(x) — f(zo) zimes, kur z apmierina saites (L.§). Atzimesim, ka

AL = L{x) = L{wo) = f(x) = fwo) + 3 _ Ni(9:(x) = gi(w0)) = f(x) = (o)

visiem z, kuri apmierina nosacijumus (L8], jo tad g(x) — g(z¢) = 0. Tas
nozime, ka funkcijas pieauguma A f vieta var analizet AL. Ieglistam

1
AL = dL(zg) + §d2L(:c0) +e
kur € ir augstakas kartas loceklis attieciba pret argumentu pieaugumu.

Ta ka dL(zy) = 0, tad pieauguma AL zime ir atkariga no kvadratiskas
formas d?L(zo) zimes, kura savukart ir atkariga no n mainigajiem dx?

(t=1...,n). Diferencejot saites, iegustam sakaribas
8 891
d g —
g1 = D, ry+---+ D
_ 99m OGm
dg, = —d :
g - Ory Tt ox,,

Pienemot, ka matricas H i1l rangs ir m (tas nozime, ka vismaz viens Sis

matricas m-tas kartas mmors punkta xg nav vienads ar nulli, bet katrs
s matricas (m + 1)-tas kartas minors punkta z( ir vienads ar nulli),
varam izteikt m atkarigo mainigo diferencialus ar n —m neatkarigo mainigo
diferencialiem. Tad n mainigo kvadratiska forma d?L(xg) kliis par n — m
neatkarigo mainigo formu . So kvadratisku formu var pétit standarta
veida (skat. [LT.5] apaksparagrafu) un spriest par stacionara punkta rak-
sturu. Atgadinasim, ka, ja forma () ir pozitiva, tad punkta x( ir minimums
(nosacttais!), bet, ja @ ir negativa, tad punkts xy ir nosacita maksimuma
punkts.
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1.7. piemers.
flz;y) =" + e — max, g=e* 4% —2e* =0.
a) Lagranza funkcija
L(z;y; A) = e + €V + A(e™ + e* — 2¢%).

Risinot sistemu

t~
8
I

e’ 4+ 2 e** = 0,

L, = e+ 2 e = 0,

Ly = e* +e% —2e? =0,

1

2e’

b) Diferencejot saiti g = 0, iegiistam sakaribu 2e**dx + 2e*dy = 0, un
punkta (1;1) ir speka vienadiba

iegtistam stacionaro punktu x =1,y =1, A =

dr + dy = 0.

c¢) Noskaidrojam stacionara punkta (1;1) raksturu. Atrodam:
d*L = Ly,dax®+2L,,dxdy+ Ly,dy* = (e"+4Xe*)da® + (e + 4 e*" ) dy?.
Jaxr=1y=1, A:—Q—l‘e,tad

d’L = —edx? — edy®.

Pienemam x par neatkarigo mainigo, bet y - par atkarigo. Ta ka
dy? = da?, tad
L = —2eda?,

un, acimredzot, kvadratiska forma —2e dz? ir negativa.

Secinajums: punkta (1;1) funkcijai f ir nosacitais maksimums.

1.8. piemers. Problema par cilindru ar minimalo virsmas laukumu pie
dota tilpuma (skat. [L2.1] apaksparagrafu) reducéjas uz nosacita ek-
strema problemu:

f(z;y) = 2y + y* — min, xy* = const.
Pienemsim, ka const = 2 un atradisim problémas:

f(x;y) — min, xy® =2,
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atrisinajumu.
a) Lagranza funkcija

L(z;y; \) = 2y + y° + May® — 2).
Risinot sistemu

L, = y+X* =0,
L, = z+2y+2\vy =0,
Ly = 2> —2=0,

ieglistam stacionaro punktu: x =2, y =1, A = —1.

b) Diferencejot saiti g = 0, punkta (2;1) iegustam sakaribu

d(zy? — 2) = y*dx + 2zydy = dx + 4dy = 0.

¢) Noskaidrojam stacionara punkta raksturu.
d*L = Lypdx® + 2L, dvdy + Ly, dy* = 2(1 + 2 y)dzdy + (2 + 2\x)dy*.
Jar=2,y=1 A= —1, tad

d’L = —2dxdy — 2dy>.

Uzskatisim y par neatkarigo mainigo, bet x - par atkarigo. Ta ka
dxr = —4dy, tad

d’L = 8dy* — 2dy* = 6dy?,
un, acimredzot, kvadratiska forma ir pozitiva.

Secinajums: punkts (2;1) ir nosacita maksimuma punkts.

1.9. piemers.

xyz — ekstr, r+y+z2=1.
a) Lagranza funkcija

L(z;y; 20 =axyz+ Mz +y+ 2 —1).

Sistemai
L, = yz+ =0,
L, = xzz+X=0,
L, = zz+X=0,
Ly = z+y+2—1=0,
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ir sadi atrisinajumi (x;y; z; A):

111 1
— == —= 0;0;1;0 1;0;0;0), (0;1;0;0).
(335 5) G0L0L (:0:0:0), (0:1:0:0)
b) Diferencejot saiti g = 0, iegustam sakaribu starp mainigo diferen-
cialiem

dr + dy + dz = 0.

¢) Noskaidrojam stacionara punkta (%, %; %) pie A = —% raksturu.

d’L = 2zdxdy + 2ydrdy + 2xdydz =
= 2zdzxdy + 2y dx(—dx — dy) + 2z dy(—dx — dy) =
= —2yda® + (22 — 2y — 2x)dxdy — 2z dy*.

Punkta (%, %; %) leglisim:

2 2 2
I’L = —=dx* — Zdaxdy — Zdy*.
gt T3 T W
St kvadratiska forma ir negativa.

1.1

Secinajums: punkts (%, 3; 3) ir funkcijas f nosacita minimuma punkts.

Par€jos stacionarajos punktos formas d?L determinants ir vienads ar
nulli. Viegli saprast, ka funkcija f jebkura cita stacionara punkta
apkartne pienem gan negativas, gan pozitivas vertibas, un Iidz ar to
funkcijai f Sajos punktos ekstrema nav.

Sakara ar to, ka nosacita minimuma pietiekamie nosacijumi dazados
avotos ir izklastiti dazadi, pieversisim uzmanibu dazam izplatitam kladam.

1. kluda. Aplams ir apgalvojums, ka, lai noskaidrotu Lagranza funkcijas
stacionara punkta raksturu, pietiek ar Lagranza funkcijas petisanu uz brivo
ekstremu pie atrastas parametra A\ vertibas. Apskatisim [[.8] piemeru:

zy + y° — ekstr, zy® = 2,
un izpetisim Lagranza funkcijas
Li(w;y) = L(zyy; —1) = 2y +y° — (2y* - 2)
raksturu stacionara punkta (2;1) pie A = —1. Atrodam:

d?Ly = 2(1 + 2)\y)dxdy + (2 + 2 z)dy* = —2dxdy — 2dy°.
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Kvadratiskas formas determinants ir vienads ar —1, un no ta seko aplams
apgalvojums, ka ekstrema dotaja problema nav.

2. kluda. Aplams ir apgalvojums, ka, lai noskaidrotu Lagranza fun-
kcijas stacionara punkta raksturu, pietiek izpetit uz ekstremu funkciju f,
nemot vera linearas sakaribas starp mainigo diferencialiem, kuras iegust,
diferencejot saites. Ta [[.7] piemeéra

df = e*dx + e’dy = |nemot vera, ka dz +dy =0|= (e — e’)dz =0

stacionara punkta (1;1). Kvadratiska forma

d*f = e*ds* + e/dy* = |pemot vera, ka dx? = dy*| = (e” + €¥)da?

ir pozitiva visiem x un y, bet secinajums, ka funkcijai f punkta (1;1) ir
nosacitais minimums, ir aplams.

1.2.10. Uzdevumi

7. Atrast ekstrema punktus un noteikt to raksturu, izmantojot mainigo
izslegsanas metodi, sadas problemas:

Ta. f(x;y;2) =xyz — ekstr, v +y+2=5, xy + yz + zo = §;
b. f(x; )—ew—wakstr r+y=a;

Tc. f(x; )—a: +ay 4+ y? — ekstr, x —y = 2;

7d. f(z;y;2) = 22 +9? + 222 — ekstr, z =y + 1;

Te. f(x;y;z) =2?+ P+ 22 —ckstr,o+y+z=12+y—2=0.
8. Atrast ekstrema punktus un noteikt to raksturu, izmantojot Lagranza

reizinataju metodi, Sadas problemas:

8a. f(z;y) =y — a® — ekstr, 22 +y* = 1;

8b. f(x;y) = 2y — ekstr, 2% +y? = 1;

8c. f(x;y) =6 — 4w — 3y — ekstr, 22 +y* = 1;

8d. f(x;y;2) =y + 2z + yz — ekstr, zyz = 8.

9. Starp visiem taisnstura paralélskaldniem (ar skautnem x, y, z) ar doto
skautnu summu (x+y+2z = 3c¢) atrast to, kuram tilpums ir vislielakais.
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Funkcijas, kuras tika aplikotas pirmaja nodala, bija diferencejamas un
tapec vareja izmantot tadus lidzeklus, ka atvasinajumi un diferenciali.
Visparigi runajot, praktiskos uzdevumos funkcijas var nebiit diferenceja-
mas, vel vairak, funkcijas var but partrauktas vai diskretas (funkciju sauc
par diskretu, ja ta ir definéta galiga vai sanumurejama kopa). Nediference-
jamu funkciju ekstremu meklesanai ir vajadzigas specialas metodes. Dazas
no Stm metodem tiks apskatitas Saja nodala.

2.1. Unimodalas funkcijas jedziens

Nepartrauktas funkcijas jedziens ir zinams no matematiskas analizes
kursa. Nepartrauktas funkcijas grafiks ir nepartraukta linija viena argu-
menta funkcijas gadijuma vai nepartraukta virsma (hipervirsma) divu un
vairaku argumentu funkcijas gadijuma. Partrauktas funkcijas grafikam var
but partraukumi vai lecieni. Diskretu funkciju var uzdot ar savu vertibu
tabulu pie atseviskam argumenta vertibam.

Negludo (nediferencejamo) funkciju ekstremu punktu meklésanas me-
todes var ilustret ar unimodalo funkciju piemeru. Par unimodalam sauc
viena argumenta funkcijas, kuram definicijas intervala (a;b) ir tikai viens
ekstrema punkts (noteiktibas labad pienemsim, ka tas ir minimums). Uni-
modalas funkcijas var btit ar1 partrauktas.

Apskatisim unimodalo funkciju piemeérus.
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2.1. piemers. Nepartrauktu unimodalu funkciju piemeri:

f(z) =2* z € (—o0,+00);
f(z) = sinz, x € (0,7);
flz) = |z|, =€ (—o0,+00).

Funkcija f(z) = 1 nav unimodala neviena intervala, jo tai jebkura
intervala ir vairaki ekstrema punkti.

2.2. piemers. Partraukto unimodalo funkciju piemeri:
x|, Ja x #0,
f() = { ], ja x#

—1, ja x=0;
f(@) = [E(@)]| + ||,
kur E(x) ir lielakais veselais skaitlis, kas neparsniedz x (t.i., F(x) ir
reala skaitla = vesela dala, kuru apzime ar1 ar [z]).

No unimodalas funkcijas 1pasibam izriet sads

Apgalvojums. Ja f ir unimodala funkcija un ja kadiem x1 < o ir speka
f(z1) < f(x2), tad minimuma punkts T,;, apmierina nosacyjumu
Tin < To. Savukart, ja kadiem x1 < x9 ir spéka f(x1) > f(x9),
tad minimuma punkts T, apmierina nosacumu Ty, > T.

Sis apgalvojums ir dazu minimuma punktu meklesanas stratéjiju pa-
mata.

2.2. Minimuma punkta mekleSanas metodes

2.2.1. Dihotomijas metode (jeb intervala daliSanas uz pusém
metode)

Uzdevums. Atrast unimodalas funkcijas minimuma punktu ar precizi-
tati e > 0.

Te nepieciesams paskaidrojums. Atrast funkcijas minimuma punktu
Tmin (kura vertiba nav zinama) ar precizitati € nozime atrast tadu punkta
Tmin tuvinato vertibu xy,,, kura apmierina nosactjumu |, — Tiw| < €.

Uzdevuma risinajums. Pienemsim, ka unimodala funkcija f ir defineta
segmenta [a; b]. Sadalisim segmentu [a; b] tris dalas

la; 1], (21;22), [22; 0],
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kur punkti z; un x5 apmierina nosacijumus

a+b 5 a+b+5
T = — 0 un g = ;
1 9 2 9 )
§ - pietiekami mazs skaitlis (26 < ). Atzimesim, ka punkts 2 ir intervala

[a; b] viduspunkts, un punkti x; un xs atrodas gandriz intervala vidu (ja §
ir mazs), tacu dazadas puses no viduspunkta.

Salidzinasim funkcijas f(z) vertibas punktos z; un z,. Gadijuma, ja
f(x1) = f(xy), meklétais minimuma punkts noteikti atrodas intervala
(x1;x2) (jo pretéja gadijjuma funkcija f nebutu unimodala). Ta ka intervala
garums ir 20 < €, tad par minimuma punkta tuvinajumu var izveleties in-
tervala viduspunktu. Gadijuma, ja f(z1) < f(x2), no Apgalvojuma izriet,
ka minimuma punkts x,,;, (tas ir viens vienigs, jo f ir unimodala) atrodas
intervala (a,xq). Ja f(x1) > f(x2), tad i € (x1;0). Abos gadijumos
jauna intervala, kuru apzimesim ar [aq; b], garums ir viens un tas pats:

b b—
bl—alzxg—a:a+ +0—a= a+5;

2 2

b b—
bl—alzb—xlzb—a; +5: 2a+(5

Atkartojot analogisku proceduru jaunaja intervala [ag; b;], iegustam jaunus
dalijuma punktus:
ar + by ar + by

—0 = 0.
9 y Y2 9 +

1 =

Ja f(y1) < f(y2), tad jaunais intervals [as; bo] = [a1,y2], bet, ja f(y1) >
f(y2), tad jaunais intervals [as; bo] = [y1;b1]. Abos gadijumos jaunieguta
intervala garums ir viens un tas pats:

b by —
bg—a2:y2—a1:a;1—l—5—a1: L 2a1‘|—(5:
b—a
=40 b—a ¢
= 2 5: — 5
2 * 22 +2+ ’
. . a+b1 _bl—al _b—a )
by —as =by —y1 = by 5 0= 5 +0 = 52 —|—2 0.

Nakamaja (tresaja) soli iegustam intervalu [as; b3] ar garumu

b—a o6 0
by — a3 = 2 +0= 53 +?+§+5.
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Pec indukcijas, n-taja solt

b _boa, 0y
n = an = on on—1 on—2
_b—a

b—a 1 1
< tolltg ot ) =

+o <

on 5 on + 2.
Pedejas izteiksmes iegtiSanai tika lietota bezgaligi dilstoSas geometriskas
progresijas loceklu summas formula. Aprekini ir jabeidz, ja b, — a, < ¢,
iegistot minimuma punkta tuvinajumu ar vajadzigo precizitati.

Viens no svarigakajiem metodes efektivitates parametriem - aprekinu
apjoms. Metode skaitas efektiva, ja ir jaaprekina pec iespejas mazak fun-
kciju vertibu utt. Lietojot dihotomijas metodi, funkcijas f vertibas ir
jaaprekina 2n reizes.

2.2.2. Fibonaci skaitlu metode

Dota metode balstas uz Fibonaci skaitlu izmantosanu. Fibonaci skaitli
ir veseli skaitli, kurus iegust pec rekurentas formulas:

Fn+1 = Fn + Fn—l (7’L Z 2), F1 = FQ = 1.
Pirmie Fibonaci skaitli ir uzraditi tabula.

n [1]2[3T4]5[6[7 8 [910/11] 12
Fin) |1[12[3]5[8|13]21 345589 144

Ar matematiskas indukcijas metodi var pieradit, ka Fibonaci skaitli F;, var
aprekinat pec formulas
1

1+v5\  [(1-v5\
L) (5] e

Pienemsim, ka f(z) ir unimodala funkcija intervala [a;b]. Minimuma
punkta meklesanas shema saskana ar Fibonaci metodi ir Sada.

F, =

Dalam intervalu [a; b] tris dalas ar punktiem

Fy
Fn+2’

Fn—|—1
Fn+2

r1=a+ (b—a) y1=a+(b—a)
(uzskatam, ka n > 2). Punkti x; un y; ir novietoti simetriski intervala
[a, b], jo

(b—a)F,

IrhT —a=
Fn+2
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un

Fn—H

b= (=) = (b= a) L = (b~ )

(Frio — Fut1)
Fn—|—2

F
= (b—a)—>.
( )Fn—|—2

Talak izvelesimies jaunu intervalu [asg; bo] atkariba no ta, kura vertiba,
f(xq1) vai f(y1), ir lielaka:

a) ja f(z1) < f(x2), tad jaunais intervals ir [ag; bo] = [a; y1];

b) ja f(x1) > f(x2), tad jaunais intervals ir [ag; bo] = [21; b].
Abos gadijumos iegtito intervalu garumi ir vienadi, jo

yp—a=0b-a)—(b—y1)(b—a)— (r1 —a) =b— 1.
Jauna intervala [as; by] garums ir

Fn+1
Fn+2

by—as =y —a=(b—a)

Aplukosim a) gadijumu, kad [ag; be] = [a; y1]. Jaunie dalijjuma punkti ir

_ F,
_ b B n—1 _ b i n .
T9 = az + (b — a) Fry’ Y2 = az + (b —a) Frs
Atzimesim, ka
Yo =a+ (b—a)—=—"— = 11,
( )Fn+2

tatad jaunaja intervala lielakais sadalijuma punkts sakrit ar iepriekseja in-
tervala mazako sadalijuma punktu. Talak salidzinam vertibas f(x2) un
f(y2) un, atkariba no salidzinasanas rezultatiem, par jauno minimuma
punkta lokalizacijas intervalu [as; bo] izvelamies vai nu intervalu [asg; ys]
(ja f(x2) < f(y2)), vai arl intervalu [z9;bs] (ja f(x2) > f(y2)). lesakam
lasttajam patstavigi parliecinaties, ka jauna intervala garums ir

Fn
by —az = (b— :
’ s ( CL) Fn+2
Aplukosim b) gadijumu, kad [ag; by] = [21;b]. Jaunie dalijuma punkti ir
— b— q)—"=t — b— n

bet tagad a; = x; atskiriba no a) gadijjuma. Atzimesim, ka

anl Fn anl
ro=x14+(b—a =(b—a + (b—a =(b—a
’ ! ( )Fn+2 ( )Fn+2 ( )Fn+2 ( )
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t.i., jaunaja intervala mazakais dalijuma punkts sakrit ar iepriekseja in-
tervala lielako dalijjuma punktu. Salidzinam vertibas f(z2) un f(ys) un,
atkariba no salidzinasanas rezultata, par jauno minimuma punkta lokaliza-
cijas intervalu [as; bo] izvelamies vai nu intervalu [as; yo] (ja f(xz2) < f(y2)),
vai arT intervalu [zo; bo] (ja f(x2) > f(y2)). Jauna intervala [as; bs] garums
ir

£y
b3 — az = (b — CL) .
n+2

Rezumesim iegiitos rezultatus. Solt ar numuru ¢ iegistam jaunu lokali-
zacijas intervalu [a;; b;] (uzskatam ka a; = a, by = b), kura garums ir

Foiy3
b; —a;=(b—a)——.
( ) Fn+2

Dalijjuma punkti:

Foin Foito
ri=a;+(b—a , i =a; +(b—a .
( ) Fio Y ( ) Foio
Péec n soliem
Fl F2

T, =a,+ (b—a)

Yn = an + (b—a)

’ ’
Fn+2 Fn+2

un z, = y,. Intervala [a,;b,| garums ir

jo8 1
=2(b—a )
n+2 ( )Fn+2

(b—a)

Aprekinu algoritms ir skaidrs, paliek viens neatrisinats jautajums: kadu
n izveleties?

Jo lielaks ir n, jo precizak varam atrast minimuma punktu, bet Iidz ar to
bus javeic vairak aprekinu. Tatad, ja ir uzdots skaitlis € > 0 (- precizitate)
un ir jaaprekina minimuma punkta x,,;, tuvinajumu x,, ta, lai izpilditos
nevienadiba |T,,, — Twe| < €, tad n ir jaizvelas ta, lai

2(b—a)

< E.
Fn+2

Saja gadijuma intervala [a,;b,] garums neparsniegs €, un par minimuma
punkta tuvinajumu var nemt jebkuru §1 intervala punktu, piemeéram, ta

: bn+an
viduspunktu 2=,



2.2. Minimuma punkta meklesanas metodes 39

2.3. piemeérs. Aprekinat funkcijas f(z) = |E(z)| 4 |z| minimuma pun-
ktu intervala [—1, 1] ar precizitati € = 0, 2.
1. solis. Skaitla n izvele.

Izvelesimies tadu n, lai
1 2.2

2(b—a = < 0,2.
( )Fn+2 Fio
Jan =06, tad
2.2 _2:2
Forp 21 T
2. solis. Dalijuma punkti:
F6 F6 5}
n=atb-a)- 7 TR T A
F7 Fr 5
- b—a) — = -1+2. =2
p=atlb-a)- g TR T
pie tam
Fla) = [ =11+ || > | 2] = £)
x) =|— —— —| =
! 21| 7 |21 h
Jaunais intervals
i) = [an;8) = | =551 :
a2; 02] = |T1; — 217 y L2 N = 21
3. solis. Dalijuma punkti
F5 5 F; 5
— b—a) 2= _ " 19.2°2_
tr=(a+(b-a) g=—gr+2 5 =on
Fy 5 Fy 11
— b—a) 2= _" 19.25_ ——
p=at(b—a) =572 5 =5
pie tam
5) 11
f(z2) ﬁ<ﬁ—f(y2)-

Jaunais intervals

o] = lasi ] = | 377 [ =22 =5
a3; 03] = |G2;Y2] = 51’21 | y3—$2—21.
4. solis. Dalijuma punkti

Fy 5 3

— b—a) 2= 2 19,2
=gt b-a)m=—gr+2 50 =op

Fj 5125 5!

y3=a3+(b—a)-F8:—ﬁ + 51 = 37
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pie tam
F(rs) = = < = = f(ys)
LTa) = — — =
3 21 1 Ys
Jaunais intervals
5 5 1
bl = . — . _ —
[CL4, 4] [a?wy?’] [ 21a21]7 Yq 3 21
5. solis. Dalijuma punkti
I3 5 2 1
— b — . —_ = —— 2 ¢ _— = ——
r=atb-a)gr=—or+2 00 =57,
Fy 5 3 1
— b—q) —=2— _ "~ 19,2 _ —
p=ait(b—a) p=—gr+2 57 =57
pie tam
22 1
flo) =5 > o = Jw)
Jaunais intervals
1 5 1
sl = (w4 by = | ——7 — — oy = —
asit] = foxibi = |~grize | o= =51
6. solis. Daljjuma punkti
Iy 1 1 1
— S R I ) T
= (a5t (b—a) pr=—gr+2 57 =51
Iy 1 2 3
= b — - _ = —— 2 . — = —
yp=as+(b—a) =07 +2 57 =37
pie tam
1
= — < — =
flas) = 5= < o = f(ys)
Jaunais intervals
1 3
b = . S P —
[CLG, 6] [@5795] [ 21721}

7. solis. Pedeja intervala garums 24—1 < ¢ = 0,2. Prasita precizitate

ir sasniegta. Procesu var beigt. Par funkcijas minimuma punktu var

nemt intervala viduspunktu 2% Viegli redzet, ka realais minimuma

punkts ir nulle, un tuvinajums atskiras no ta par vertibu, kas ir mazaka
par €.
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2.1. zim. Nogriezna [a; b] zelta skeluma punkti z un y.

2.2.3. Zelta skeluma metode

Iepriekseja apaksparagrafa unimodalas funkcijas ekstrema meklesanas
procesa nogrieznis [a; b] tika sadalits tris dalas [a;x], [x;y] un [y;b], kur
punkti x un y tika defineti ar Fibonaci skaitlu palidzibu. Lietojot zelta
skeluma metodi, izmanto ta saucamos zelta skeluma punktus. Aplukosim
ziméjuma atteloto nogriezni [a; b] ar dalijjuma punktiem x un y. Nogriezna
[a; b] punktu z sauc par zelta skeéluma punktu, ja mazaka nogriezna [a; z]
attieciba pret lielako nogriezni [z; b] ir vienada ar lielaka nogriezna attiecibu

pret visu nogriezni [a; b] (skat. 2.1]zim.), t.i.,

x—a_b—x
b—x b—a

Analogiski punkts y tiek definets ta, lai

b—y y—a
y—a b—a

Viegli redzet, ka

3—+5 V5 —1

r=a+(b—a) 5 y=a+ (b—a)

2

Var parbaudit, ka punkti z un y ir novietoti nogriezni [a, b] simetriski, t.i.,

b—y=2x—a.

Zelta skeluma metodes biitibu izsaka nakama teoréma.
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2.1. teorema. Nogriezna |a;b] zelta Skeluma punkts x ir zelta Skeluma
punkts lielakajam no nogriezpiem, kuros nogriezni [a;b] sadala otrs
zelta skeluma punkts, t.i., x ir zelta skeluma punkts nogrieznim [a;y].
Analogiski y ir zelta skelums nogrieznim [x;b).

» Japierada, ka

Vh—1

r=a+(y —a)

2
Tiesam,
x:a+(b—a)3_2\/5:
_a+(ba)<\/52_1> (ba)<\/52_1> (b_a)3‘2\/5:
= a+ a+(ba)\/g2_1a]\/g2_1
ol ()
:a—l—(y—a)\/g_l.<

2

Analogiski var pieradit, ka y ir nogriezna |z, b] zelta Skeluma punkts.
Minimuma punkta meklesana saskana ar zelta skeluma metodi notiek

~ —

sadi.
Salidzina funkcijas f(x) vertibas zelta skeluma punktos x un y. Ir
iespejami divi gadijumi:
a) ja f(x) < f(y), tad [a; y] ir minimuma punkta lokalizacijas intervals;
b) ja f(x) > f(y), tad [z;b] ir minimuma punkta lokalizacijas intervals.
a) gadijuma jaunais intervals ir [a;; b1] = [a; y] un lielakais zelta skeluma
punkts y; = x ir zinams, bet otro, mazako, var aprekinat pec formulas

3—5
T

r1 = a1+ (bl —CL1)

Talak salidzina f(x;) un f(y;) un atkarto proceduru.
b) gadijjuma jaunais intervals ir [ai;b1] = [z;b] un z; = y ir jauna
intervala mazakais zelta skeluma punkts. Otrais, lielakais, zelta skeluma
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punkts ir
Vb —1
B
Talak salidzina f(z1) un f(y1) un atrod jauno lokalizacijas intervalu.

y1 =a;+ (by —ay)

Aprekinu precizitate. Cik iteraciju janem, lai ekstréma punkts butu
aprekinats ar doto precizitati, t.i., lai lielums |z, — a,| (vai lielums |z, —
b,|) butu mazaks par doto precizitati €?

Lai sniegtu atbildi uz So jautajumu, ieverosim, ka

y—a_(b—a)@_\/g—l 2
b—a  (b—a) 2 <3

Analogiski iegtisim

b—z V5-1 2

b—a 2 3
Tas nozime, ka, gan a) gadijuma, gan b) gadijuma, jauna lokalizacijas
intervala [aq; 0] garums ir mazaks par % no iepriekseja intervala garuma.
Nakamaja soll intervala [ay; by] garums apmierina nevienadibu

by — a < g(bl —ay) < (;)2(19—@).

Acimredzot, ir speka novertejums

b, — ay < @)n(b—a).

Tas nozime, ka, lai aprekinatu x,,;, ar precizitati e, pietiek ar tadu n, lai
izpilditos nevienadiba

2 n
b, — a, < <§> (b—a)<e.

Tas ir iespejams: par x,,; tuvinajumu var nemt gan a,, gan b,, gan in-

tervala viduspunktu b"JrT“"

2.4. piemeérs. Atradisim funkcijas f(x) = |E(z)| + |#| minimumu in-
tervala [a;b] = [—1;1].
Pirmaja soli
3—V5H o—1
2f:2—¢5, y=—1+2. f2 :

fa) =1+ (V5-2) =v5-1>0+ (V5-2) = f(y).

r=—-1+2-
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Jaunais intervals

lay; bi] = [z, 0] = [2 — /5 1} |

Nakamaja soli

5—1
xlzy:\/g—Q, y1:a1+(b1—a1)\/_2 :5—2\/5

Salidzinot funkcijas vertibas, iegistam

fay=f(V5-2) =0+ (V5-2) =vE-2< f(y) =
:f(5—2\/§) —5—2V5.
Jaunais intervals
az; bo] = [ar ] = |2 = V5;5 - 2v/5)]

Jaunie dalijuma punkti

y2:x1:\/__27
3 —
2

S

:(2—\/5)+(3—\/5)3_2\/3:9—4¢5

To = a2+ (bg —ag)

Salidzinot f(x9) = f (9 —4\/5) un f(y2) = f (\/5— 2), ieglistam jaunu
lokalizacijas intervalu utt., kamer minimuma punkts nebts atrasts ar va-
jadzigo precizitati.

2.3. Minimuma punkta meklesanas metodes vairaku
argumentu funkcijam

2.3.1. Gradientu metode

Aplikosim funkciju f : R" — R, kurai eksiste nepartraukti pirmas kar-
tas parcialie atvasinajumi. Par funkcijas gradientu sauc vektoru

0 0
grad f(z) = <8_Ji”8_:1i)

No matematiskas analizes kursa ir zinams [3, 184. lpp.], ka grad f(z) ir
vektors, kas versts funkcijas straujakas augSanas virziena.
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Piemeram, aplukosim divu argumentu funkciju f(z1;x2) un tas pieau-
gumu punkta (uq; us):

0 0
s s+ ) — flur; ) = S0 (ursun) B 20 (s ) - by (),
T T
kur o(|h|) ir augstakas kartas loceklis neka |h| = \/h? + h3, t.i
o(|A)
|| |hl—0
Ir speka formula
0 0
83{ hi + a—f hy = (grad f(u); h) = |grad f(u)] - |h] - cos ¢,
1

kur ¢ ir lenkis starp vektoriem grad f(u) un h = (hq; he). Pienemsim, ka
vektors (hy; ho) ir normets, t.i., |h| = 1. Viegli redzeét, ka summa

0 0
a_i(UIQUQ) -hy + a—gi(ul;w) - hy

bus vislielaka tad, kad pieauguma vektors (hj;hy) ir versts funkcijas f
gradienta virziena (t.i., vektori grad f(u) un (hq;he) ir kolineari), jo tad
cos = 1.

2.1. piezime. Atzimesim, ka vektors — grad f(u), kuru sauc par anti-
gradientu, ir versts funkcijas straujakas dilSanas virziena.

2.5. piemers. Funkcijas f(z;y) = 22 + 2, kuras grafiks ir eliptiskais
paraboloids ar virsotni koordinatu sakumpunkta, antigradienta vek-
tors (—2z; —2y) jebkura nenulles punkta (x;y) ir versts uz koordinatu
sakumpunktu.

Gradientu metodes centrala ideja - virzities uz funkcijas iespejamo mini-
muma punktu pa lauztu liniju ta, lai katra luzuma punkta kustibas virziens
sakristu ar antigradienta virzienu.

Gradientu metodes iterativa formula:

Up+1 = Up — Q1 - grad f(uy),

kur oy, 1 - pozitivs skaitlis.

Parametra a izvele. Katra soli ir jaizvelas parametra a vertiba. Ja
skaitla o vertiba ir parak liela, tad funkcijas f vertiba punkta w,,; var
klut lielaka par f(u,).
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2.6. piemers. Apskatisim problemu
f(z;y) = 2% + y* — min.

Pienemsim, ka sakumpunkts ir ug = (1;1). Tad grad f(1;1) = (2;2).
Ja a; = 2, tad tuvinajums

up =g — o - grad f(1;1) = (1;1) = 2+ (2;2) = (=3; =3).
Acimredzot,
flur) = f(=3;=3) =949 > f(u) =2

Var ar1 gadities, ka process klus oscilejoss. Ta, pienemsim, ka iepriek-
Seja piemera

a :&2:"':1, U():(l,l)
Tad
up = up — ay - grad f(ug) = (1;1) — (22) = (=1; —1),
f(u1> = 27
up = uy — oz - grad f(ur) = (=1; 1) — (=2; =2) = (1; 1),
f(ug) =2 utt.

Katra solt parametrs « ir jaizvelas ta, lai funkcijas f vertiba punkta
un,.1 butu pec iespejas mazaka. Meklejam « ka viena argumenta fun-
kcijas minimizeSanas problemas

Flutns1) = F(@) = (t — agrad f(u,)) —> min
atrisinajumu.
2.7. piemers. Apskatisim problemu
flayy) = 2® +y* — min.
Pienemsim, ka sakumpunkts ir vy = (1,1). Tad
fur) = f(uo — e - grad f(ug)) = f(1 = 20n; 1 — 2a),
kur «y ir problemas

f(1—2a;1 —2a) — min
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atrisinajums. Funkcijas
f(1—2a;1—2a) = (1—-2a)*+ (1 —2a)?
minimuma punkts ir a = % Tad

f(u1)=f<1—2é;1—2§)zf(o;O)zo

un funkcijas f minimums (un minimuma punkts) ir atrasts jau pir-
maja soll.
2.8. piemers. Apskatisim problemu
f(zyy) = 22 + zy + y* — min.

Funkcijas f gradients grad f = (4x + y;x + 2y). Pienemsim, ka
sakumpunkts ir ug = (1;1).
Pirmaja soli
up = ug — o - grad f(ug),
no kurienes izriet
Ty =x9— a1 - (4o +yo) =1 — bay,

Y1 =190 — a1 (o + 2yp) = 1 — 3au.
Meklejam optimalo aq, risinot minimizesanas problemu
flziy) = 2(1 = 5a)* + (1 = 5a1)(1 — 3a;) + (1 — 30q)? — min.
Pec oy = % atrasanas aprekinam

17 23

$1=—ﬂ, ?Jl:ﬂ-

Atrodam
11\° 11\ /23 23\* 27
—92(-—— ) (2 <) —52t
flw) < 74) +< 74) (74) * (74) 74
un aprekinus var turpinat talak.

2.9. piemers. Apskatisim problemu

f(z;y) = 2° + 2y + y* — min.
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Funkcijas f gradients grad f = (2z + y;x + 2y). Pienemsim, ka
sakumpunkts ir ug = (1;1).
Pirmaja soli

up = uy — o - grad f(ug),

no kurienes izriet

Ty =x0— o - (200 + yo) =1 — 3oy,
y1 =10 — a1 - (2o +2y9) =1 — 3.

Meklejam optimalo aq, risinot minimizesanas problemu
f(z;y1) = (1 = 3a1)* + (—3a1)(1 — 3a1) + (1 — 3a1)* — min.

Pec ay = % atrasanas aprekinam

= 0.

1
1’1291:1—3'5

Atrodam
f(ur) = f(0;0) =0

un, acimredzot, ta ir funkcijas f minimala vertiba.

2.2. piezime. Gadijumos, kad antigradienta vektors sakumpunkta w ir
versts uz minimuma punktu, gradientu metode dod precizu atbildi jau
pirmaja soli.

2.3. piezime. Izverstaku informaciju par gradientu metodi var iegut
gramatas [1], [3], [5].

2.3.2. Skelumu metode

Problema:
flz) = f(xy;...;2,) — min.

1. solis. Izvelamies sakumpunktu y = (y1;¥2; ... ;yn). Jay nav funkcijas
f minimuma punkts, tad var meginat samazinat funkcijas vertibas.

2. solis. Fiksejam koordinatas 1, ..., ¥y, un iegustam viena argumenta
funkcijas p1(x1) = f(x1;99; .. .;y,) minimizesanas problemu. Ar kadu no
vienargumenta funkcijas minimizesanas metodem atrodam problemas

¢1(x1) — min
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minimuma punktu, teiksim, v;.
3. solis. Talak risinam problemu

@a(x2) = flvr;@a;. . 5 yn) — muin

un atrodam koordinati vs.

4. solis. Analogiski atrodam parejas koordinatas vs, ..., v, un iegustam
jaunu minimuma punkta tuvinajumu - punktu v = (vi;ve;...;vy,).

Talak, proceduru cikliski atkartojot, iegistam nakamos funkcijas f
minimuma punkta tuvinajumus. Tuvinasanas funkcijas f(x) minimuma
punktam notiek pa lauztu lmniju, kuras atseviskie posmi ir paraleli ko-
ordinatu astm. Procesu beidzam, kad pec daziem cikliem funkcijas f(z)
tuvinatas vertibas vairs neuzlabojas.

2.10. piemers. Apskatisim problemu:
f(zy;m9) = =3 — 621 — Twy + T2 — 229 + 1625 — min.
Pienemsim, ka sakumpunkts ir y = (1,2; -0, 2). Tad

o1(1) = f(21;—0,2) = =3 — 621 + 1,4 + 727 + 0,421 + 0,64 =
= —0,96 — 5,6z, + 722 — min;
T1imin = 0, 3857;
wa(we) = fy1;22) = f(0,3857; 29) —> min u.t.t.

2.4. piezime. Sikaku informaciju par skelumu metodi var iegiit gramata
[1], no kuras ir nemts ieprieksejais piemers.

2.3.3. Soda funkciju metode vairaku argumentu funkcijas nosa-
cita minimuma meklesanai

Soda funkciju metodes (saisinati S.F.M.) pamata ir ideja par funkcijas
f nosacitas minimizesanas uzdevuma aizvietoSsanu ar brivas minimizesanas
uzdevumu virkni Fy — man.

2.11. piemers. Apskatisim nosacitas minimizeSanas problemu:

f(z;y) = 42 + 5y* — min,
g(z;y) =2x+ 3y — 6 =0.
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Izmantojot Lagranza metodi (skat. [L2.4] apaksparagrafu), var iegut
Sis problemas atrisinajumu:

15 18
1w YT 1

Pielietosim S.F.M. Sastadisim jaunu funkciju

€Tr =

Fy(z;y) = f(z;y) + N(2z + 3y — 6)7,

kura ir atkariga no parametra N. Locekli N(2z + 3y — 6)? sauc par
sodu par nosacijuma neizpildisanos: jo talak punkts (x;y) ir no taisnes
22 + 3y — 6 = 0, jo lielaks ir elements N (2z + 3y — 6)2.

Meklejam problemas
Fn(z,y) — min

atrisinajumu, lietojot jebkuru briva ekstrema meklesanas metodi. Ri-
sinot sistemu

N = 10y + 6N(2x+3y—6) =0,

dy
atrodam
204+ 3y —6 = —%",
20+3y—6 = —35—;{],
no kurienes seko, ka xr = %. Ievietojot x pedejas vienadojumu
sistemas otraja vienadojuma, iegsim
18
YTy
Tad
15
r = =
M4+ %
Kad N tiecas uz bezgalibu, tad
15 15
r— — un y — —
[V VY

t.i., x un y tiecas uz sakotneja uzdevuma atrisinajumu.

S.F.M. apraksts. Problema:

F(z) — min, g.=0 (k=1,...,m).
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Nosacijumi g; = 0 define pielaujamo apgabalu U. Par soda funkciju sauc

funkciju Py(x) ar sadam 1pasibam:
1) Py(z) >0,z € U, N > 0;
. B 0, ja zeU,
2) ]\}EIéOPN(x) | 4o, ja €U,

Iespejamas soda funkcijas:

Zijﬁ@)

2
=
I

1
N
m

=N Jai
Nobeiguma apskatisim vel vienu piemeru.

2.12. piemers.
flxyy) = 2 + 2y + y* — min,
g(z;y) =z +y—2=0.

Soda funkcija: Py(z;y) = N(x + y — 2)?. Meklejam problemas

Fn(zyy) = 2 + oy +9° + N(z +y — 2)* — min

atrisinajumu. Risinot sistemu

{%%-—2x+y+N@+y2)—Q

68% = 2y+z+Nx+y—2) =0,

atrodam, ka 2z +y = 2y +x jeb x = y. Tapec no pirma vienadojuma

izriet, ka
2
xr = :
2+~
Tad
2
YT ar T

Acimredzams, ja N — oo, tad x+ — 1 un y — 1. Problemas atrisina-
jums - punkts (1;1), kura funkcija f iegust nosacitu minimumu.

2.5. piezime. Izverstaku informaciju par soda funkciju metodi var atrast

gramatas [1], [3], [5].
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III nodala

LINEARAS PROGRAMMESANAS
UZDEVUMI

3.1. Ievads

1. problema. Aplukosim (z1;x2)-plaknes apgabalu, kuru nosaka nevie-
nadibas:

5x1 + 3x9 < 105,
201 + 4z < 70,
X1 2 07 4p) Z 0.

Sis apgabals ir attelots B.1] ziméjuma. Plaknes (x1; o) punkti, kuri ap-
mierina nevienadibu bx; + 3x9 < 105, atrodas zem taisnes DB, kuras
vienadojums ir b5x; + 3x9 = 105; punkti, kuri apmierina nevienadibu
2x1 + 4wy < 70, atrodas zem taisnes AFE, kuras vienadojums ir 2z + 4z =
70. Nemot vera nosacijumus x; > 0 un zs > 0, secinam, ka apgabals, kuru

nosaka nevienadibas (B.)), (8:2) un (B3), ir daudzsturis ACDO.

Aplukosim taisnu saimi
200x; + 160z9 = «, (3.4)

parametram « pieskirot dazadas vertibas. Ja o = 0, tad (8.4]) nosaka taisni
ar vienadojumu
200z1 + 160z = 0
jeb
55171 + 4372 = 0.

ST taisne iet caur punktu O un B.I] ziméjuma ir apzimeta ar GH.
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X9 A

3.1. zim.

Jautajums. Kadam parametra « vertibam taisne (B.4]) satur kopejus
punktus ar apgabalu ACDQO?

Atrisinajums. Ja a = 0, tad taisne (3.4)) ir attelota B.I] zimejuma.
Palielinot parametru «, §1 taisne virzas paraleli sev bultinas virziena,
skersojot apgabalu AC'DO. Acimredzami eksisté parametra a vertiba a,
kurai taisne (3.4]) iet caur punktu C' (punkts C' ir daudzstura AC DO vir-
sotne). Pie turpmakas parametra a palielinasanas taisne parvietojas uz
augsu - bultinas virziena - un tai vairs nav kopeju punktu ar apgabalu
ACDO.

Atbilde. Maksimala parametra « vertiba, kurai taisnei 200z, + 160z =
« ir kope€jie punkti ar apgabalu AC' DO, ir vertiba «y, kurai taisne (3.4]) iet
caur punktu C.

Lai atrastu o vertibu, vispirms aprekinasim punkta C' koordinatas. Ta
ka C'ir taisSnu bz 4329 = 105 un 221 +4x9 = 70 krustpunkts, tad, atrisinot
linearu vienadojumu sistemu

5.T1+3$2 = 0,
201 +4x9 = 0,

atrodam, ka punkta C koordinatas ir x1 = 15, z9 = 10. Ievietojot §is
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koordinatas vienadojuma (3.4)), iegtsim:
ap = 200 - 15 4 160 - 10 = 4600.

2. problema. Uznemums razo 2 veidu izstradajumus, kurus apzimesim
ar X; un X,. Lai sarazotu izstradajuma X; vienibu, ir vajadzigas 5 darba
stundas konveijeru ceha un 2 darba stundas komplektesanas ceha. Lai
sarazotu izstradatu izstradajuma X vienibu, ir vajadzigas 3 darba stundas
konveijeru ceha un 4 darba stundas komplektesanas ceha. Tehnologisku
iemeslu del menest ir iespejams izmantot tikai 105 darba stundas konveijeru
ceha un 70 darba stundas komplektesanas ceha. Izstradajuma X; vienibas
cena ir Ls 200, bet izstradajuma X, vienibas cena ir Ls 160.

Jautajums. Cik izstradajumu X; un X5 vienibu ir jasarazo, lai ienakums
btitu maksimals?

Kas saista 1. problemu, kurai ir geometriski-algebrisks raksturs, un
2. problemu, kurai ir ekonomisks raksturs? Abas problémas figure vienadi
skaitli 2, 3, 4, 5, 70, 105. Un vel?

No pirma acu uzmetiena liekas, ka ir jarazo tikai izstradajumi X, jo tie
maksa dargak. Dalam skaitli 105 ar 5 un iegtistam, ka menesi konveijeru
ceha var apstradat 1. izstradajuma 21 vienibu. Dalot 70 ar 2, ieguistam, ka
komplektesanas ceha var apstradat x; izstradajuma 35 vienibas. Izradas,
ka uznemums menesa laika var sarazot 1. izstradajuma 21 vienibu, nos-
logojot konveijeru cehu, bet tad komplektesanas cehs nebus noslogots 28
stundas (aprekins: 21 -2 = 42, 70 — 42 = 28). Ienakuma aprekins: 21 -
2000 = 4200 Ls. Bet vai nevaretu kopa ar 1. izstradajumu razot ari zinamu
daudzumu 2. izstradajuma, lai noslogotu razosanu? Vai tada gadijuma
ienakums nebtutu lielaks?

Tagad formulesim 2. problemu matematiski. Apzimeésim sarazoto iz-
stradajuma X; daudzumu ar x;, bet sarazoto izstradajuma Xy daudzumu
ar xrs. Tad ienakumu var aprekinat pec Sadas formulas:

P = 200z; + 160x5.

Acimredzot, x1, o un P nevar pienemt péc patikas lielas vertibas, jo
razoSanas procesam ir ierobezojumi. Pirmais ierobezojums:

5(L‘1 + 3.%2 S 105,

jo konveijeru ceha abu izstradajumu razosanai var izmantot ne vairak ka
105 darba stundas menesi. Otrais ierobezojums:

211 + 4o < 70,
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jo komplektesanas cehu abu izstradajumu razosanai var izmantot ne vairak
ka 70 darba stundas menesi. Papildus ierobezojumi:

2120, 12 >0

(nevar sarazot negativu daudzumu izstradajumu).

Tatad ir jaatrisina Sada matematiska probléma:

P =200z + 1602y — max,
5.131 + 3$2 S 105,
211 + 49 < 70,
r1 >0, w9 >0,

(3.5)

t.i., jaatrod linearas funkcijas maksimums ar ierobezojumiem linearu ne-
vienadibu forma, citiem vardiem sakot, ir jaatrisina ta saucamais linearas
programmesanas uzdevums.

Par linearas programmesanas uzdevumu sauc linearas funkcijas ekstrema
atrasanu, t.1.,

Ly = kixy + koxg + -+ + kpowe —  ekstréems, (3.6)

pie lineariem ierobezojumiem:

anri+ - Fapr, < by,
anri+ - Fagr, < by, (3.7)
anlxl"i_ "'_armxn S bn

Funkciju (8.6) sauc par merka funkciju.

Piemeram, 1. problema funkcija
L = 200z + 160z

ir merka funkcija, kurai tiek meklets minimums pie lineariem ierobezojumiem:

5561 + 3562 < 105,

2.CL’1 + 4.%2 S 70,

—I < 07
—XT9 S 0.

Seit n = 2 (- mainigo skaits), m = 4 (- ierobezojumu skaits), nevienadibu
(B1) labaja pusé atrodosies skaitli veido vektoru b = (105;70;0;0), bet
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nevienadibu (B.7) koeficienti a;; veido 2 x 4 matricu

5 3
2 4
A= -1 0
0 -1

3.2. Linearas programeésanas uzdevumu risinasanas
grafiska metode

3.2.1. Apraksts

Meginasim analizet linearas programmesanas uzdevuma geometrisko
saturu. Nevienadibas (3.7)) define daudzskaldna tipa apgabalu n-dimensiju
telpa R™. TieSsam, pirma no nevienadibam (B.7)) definé telpas R" pustelpu,
kura atrodas viena puse attieciba pret hiperplakni

a1y + -+ AnTy = bl.

Apzimeésim So hiperplakni ar G;. Otra no nevienadibam (B.7) define
pustelpu Gy utt. Rezultata iegtistam telpisku figiru F' = G1 N --- N Gy,
kura veido daudzskaldni telpa R”. St daudzskaldna robeza sastav no hiper-
plaknu
a;1r1 + -+ 1Ty, = bz (Z == 1,2,...,m)

segmentiem. Kopu F' sauc par pielaujamo apgabalu, jo par linearas pro-
grammesanas uzdevuma atrisinajumu var but tikai punkts p = (z1;...;z,),
kurs pieder kopai F'.

Piemeram, 1. problema kopas G,, ir sadas:

G1 = {(z1;22) : bxy + 3x2 < 105},
Gy = {(x1;19) : 221 + 4xy < 70},
Gs={(z1;22) : 1 >0, —00 < 13 < 400},
Gy ={(x1;29): 22 >0, —00 < 117 < +00}.
Katra no §im kopam ir (x;;z5)-plaknes pusplakne. Pielaujamais apgabals
F =G NGyNG3N Gy ir daudzstiris ACDO (skat. B zim.).
3. problema. Sniegsim vel vienu pielaujama apgabala piemeru. Aplukosim

problemu 3-dimensiju telpa

Lx = kyx1 + koxo + k3xs — ekstrems
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.’,U3A

Y

I
3.2. z1m.

ar 7 ierobezojumiem nevienadibu veida:

120, 11 <1,
29 20, 79 <1,
19 20, wy <1,
Ty + @9 + 15 < 2

Katra no $im nevienadibam define pustelpu 3-dimensiju Eiklida telpa R3.
So 7 pustelpu kopeja dala ir vienibas kubs bez virsotnes (skat. B.2] zim.).

Gadijuma, kad telpas dimensiju skaits lielaks neka 3, izpildit 2-dimen-
sionalu zimejumu ir sarezgiti, un tas nebutu informativs (pameéginiet izvei-
dot 3-dimensionala kuba 1-dimensionalu ziméjumu). Tapéc linearas prog-
rammesanas uzdevuma risinasanas grafiska metode parsvara tiek lietota,
risinot uzdevumus 2 vai 3 dimensiju gadijuma.

Grafiskas metodes lietosanas shema ir Sada. Tiek attelots pielaujamais
apgabals F', kuru veido daudzstiris 2 dimensiju gadijuma, un daudzskald-
nis 3 dimensiju gadijuma. Tiek attelota merka funkcijas limenliniju kopa 2
dimensiju gadijuma un limenvirsmu kopa 3 dimensiju gadijuma, t.i., pun-
ktu (z1,...,7,) € R" kuriem

Lx = kix1+ -+ k,x, = c = const.,

kopa, ja n = 2 vai n = 3. Ja kada limenlinija (vai attiecigi limenvirsma)
dotajam c ir konstrueta, tad parejas limenlinijas (vai attiecigi limenvirsmas)
ieglist no dotas ar paralelas parneses palidzibu. Mainot ¢, nosaka merka
funkcijas vertibu palielinasanas virzienu (ja ir jaatrod merka funkcijas mak-
simums) vai meérka funkcijas vertibu samazinasanas virziens (ja ir jaatrod
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merka funkcijas minimums). Visbeidzot, maksimuma problemas gadijuma
nosaka maksimalo parametra ¢ vertibu ¢,,q,, pie kuras Iimenlinijai (vai at-
tiecigi Itmenvirsmai) ir kopigs punkts ar pielaujamo apgabalu. ST kopiga
punkta koordinatas ar1 ir apskatamas maksimuma problemas atrisinajums.
Ievietojot atrastas koordinatas merka funkcijas izteiksme, iegist tas mak-
simalo vertibu pie dotajiem ierobezojumiem. Minimuma problemas gadi-
juma nosaka minimalo parametra ¢ vertibu ¢,,;,, pie kuras Iimenlmijai (vai
attiecigi limenvirsmai) ir kopigs punkts ar pielaujamo apgabalu. St kopiga
punkta koordinatas ari ir apskatamas minimuma problemas atrisinajums.
levietojot atrastas koordinatas merka funkcijas izteiksme, iegtist tas mini-
malo vertibu pie dotajiem ierobezojumiem.

3.2.2. Minimuma gadijums

Atrisinasim grafiski sadu problemu.

Problema par optimalu pirksanas planu. Kadas valsts pieprasijums pec
naftas produktiem (miljonos tonnu) ir sads:

| Naftas produkts | Daudzums (miljonos tonnu) |

Aviacijas degviela 1
Benzins 9,9
Dizeldegviela 7

Tiek sastadits skidras naftas pirksanas plans nakamajam gadam. Naftu
ieperk no diviem atseviskiem avotiem (apzimésim tos ar A un B). Naftas
A un B sastavs (procentos) ir sads.

| | Aviacijas degviela (%) | Benzins (%) | Dizeldegvicla (%) |
Nafta no A avota 5 50 45
Nafta no B avota 15 35 50

Naftas no avota A cena par vienu tonnu ir $ 300, bet naftas no avota
B cena par tonnu - $ 280. Cik janoperk naftas no abiem avotiem, lai
nodrosinatu valsti ar nepiecieSamo degvielas daudzumu un samaksa par
skidro naftu butu minimala?

Atrisinajums. Formalizesim doto problemu.

Apzimesim:
x1 - naftas no avota A daudzums (miljonos tonnu),
T9 - naftas no avota B daudzums (miljonos tonnu).
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Pirksanas ierobezojumi:

aviacijas degvielai - 0,05z; + 0,15z, > 1;
benzinam - 0,521 + 0,3bx2 > 5,5;
dizeldegvielai - 0,45x1 4+ 0,52y > 7.
Merka funkcija - pirktas naftas cena:
L = 300z + 280x5. (3.8)

Tatad matematiski doto problemu var formulet sadi:

L = 30021 4+ 280z — man,

0,05z1 + 0,152 > 1,

0,5x1 4+ 0,35z > 5,5, (3.9)
0,45z1 + 0,529 > 7,

1 Z O, ) Z 0.

Nav butiski, ka nevienadibas (3.9) figure zime >. Ja nevienadibu (3.9)
abas puses pareizinatu ar “-1”, tad §is nevienadibas butu forma (B.7).

Konstruejot pielaujamo apgabalu ir merktiecigi nevienadibas (3.9]) par-
rakstit sadi:
5x1 + 1529 > 100,
50x1 + 352 > 550,
45%1 + 501‘2 Z 700,
1 Z 0, i) Z 0

jeb
1 20
.CCQ > —3:131 + ?,
10 110

Ty > —Swy + 14,
Ty > 07 T2 > 0.
Pielaujamais apgabals ir attelots [3.3)] ziméjuma.

Tatad pielaujama apgabala robezu veido divas koordinatu linijas un
Sadas taisnes:

taisne C'D ar vienadojumu xo = —%331 + ?;
taisne AB ar vienadojumu zs = —%xl + %;
taisne BC' ar vienadojumu xy = —%xl + 14.

[erobezojumiem atbilst kopas:
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3.3. zim.

(i1 - pusplakne virs taisnes C'D;
(G5 - pusplakne virs taisnes AB;
(i3 - pusplakne virs taisnes BC';
(G4 - pusplakne, kura xq > 0;
(75 - pusplakne, kura xo > 0.

5
Pielaujamais apgabals - kopu G; (i = 1,2,3,4,5) skelums F' = () G; -
i=1
bezgaligs daudzstiris.

Merka funkcijas Iimenlmiju vienadojums

3001’1 + 2801‘2 =C

val
15
Ty = —ﬁﬂﬁ + c.
Kad ¢ = 0, imenlmija iet caur punktu O, kad ¢ = 10, Iimenlinija

ienem stavokli GH. Secinajums: palielinot parametru c, limenlinijas tiek
paraleli parnestas uz augsu. Ir skaidrs, ka eksiste parametra c vertiba, kuru
apzimesim ar c,, kurai Iimenliija

15

To = ——x1 + Cy
2 11 1+
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pieskarsies apgabalam F no apaksas un Sis pieskarSanas punkts ari biis
misu problemas minimuma punkts. Lai atrastu pieskarsanas punktu,
sakartosim koeficientus pie x; taisnu CD, AB, BC, GH vienadojumos
augosa seciba:

Jo mazaks ir koeficients (bet lielaks péc modula), jo attieciga taisne ir
slipaka. Acimredzot, taisne ar koeficientu —% pieskaras apgabalam F' tais-

nu
10 n 110
Ty = — =T+ —
2 7 ]. 7 )
= ) + 14
To = 101’1

krustpunkta. Risinot divu linearo vienadojumu sistemu, iegtstam atbildi
(un lidz ar to art optimalo 8kidras naftas pirksanas planu):
9

] = 3§ (miljonu tonnu),

Lo = 11§ (miljonu tonnu).

3.2.3. Maksimuma gadijums

Atrisinasim grafiski sadu problemu par maksimuma atrasanu.

Problema par optimalu raZosanas planu. Uznemums razo divu veidu
izstradajumus A un B. Lai sarazotu vienu izstradajuma A vienibu ir
nepieciesams 1 kg metala un 5 kg plastmasas, bet, lai sarazotu vienu
izstradajuma B vienibu, ir vajadzigi 9 kg metala un 1 kg plastmasas. No-
liktava atrodas 540 kg metala un 500 kg plastmasas. Vienas izstradajuma
A vienibas cena ir $ 60, bet vienas B izstradajuma vienibas cena ir $ 180.

Cik daudz jasarazo A un B izstradajumu vienibu, lai pelna butu mak-
simala?
Risinajums. Formalizesim problemu.
Apzimesim:
x1 - produkcijas A vienibu daudzums (gabalos);
x9 - produkcijas B daudzums (gabalos).
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X9 A

3.4. zim.

Formulesim nosacijumus, ka materialu noliktava ir pietiekama daudzu-

ma:
xr1 + 95(32 S 540,

or1 + xo < 500.

Merka funkcija - sarazotas produkcijas cena:
L = 60z; + 180x-.
Doto problemu matematiski var formulet sadi:

L = 60x; + 18029 — max,
T+ 9.%2 S 540,
51’1 + X9 S 500,
T Z O, I Z 0.

Lai konstruetu pielaujamo apgabalu, parrakstisim ierobezojumus forma:
xy < —ga1 + 60,
i) S —5%1 + 500,
x1 Z 07 Z2 Z 0.

Pielaujamais apgabals (skat. B.4] zim.) ir ¢etrsturis ABCO, kuru veido
koordinatu asis un taisnes:
taisne AB ar vienadojumu xy = —%xl + 60;

taisne BC' ar vienadojumu xs = —bxq + 500.

Merka funkcijas Iimenliniju vienadojums:

60x; + 18029 = ¢4
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val

1
T9g = —=x1 +C.
2 571
B.4] ziméjuma limenlinija FE : x9 = —%xl + 50 ir attelota ar raus-

titu Imiju. Parametram c pieaugot, Iimenlnijas virzas paraleli uz augsu.
Skaidrs, ka punkts B ir pedejais punkts, kurs ir kopigs Iimenlinijai un
pielaujamajam apgabalam. Par to var arl parliecinaties, salidzinot koefi-
cientus pie z; taisnu AB, BC un F'FE vienadojumos:

5 < L < L
3 9
Lai atrastu punkta B koordinatas, risinam vienadojumu sistemu
To = —%xl + 60,
To = —5%1 + 500.

Atrisinajums: z1 = 90, x9 = 50.

leguta pelna (merka funkcijas vertiba):
L =60-90 + 180 - 50 = 14400.

Salidzinajumam,

L =180 - 60 = 10800,

ja razotu tikai dargako produkciju B. Tad metals tiktu izmantots pilniba,
bet dala plastmasas paliktu neizmantota. Sim variantam [3.4] zimejuma
atbilst punkts A. Ja razotu tikai produkciju A, tad pelnas apjoms

L =60 - 100 = 6000.

Sim gadijumam B.4] ziméjuma atbilst punkts C.
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3.2.4. Specialgadijumi

Problemai nav atrisinajuma.

Problema.

L=z + 219 — min,
x1 + 29 > 10,
211 + 19 < 4,

1 >0, 0> 0.

Dotajai problemai nav atrisinajuma, jo tas pielaujamais apgabals

F=()Gi =0,

i=1
kur
G = {(21;22) © 21 + 229 > 10},
Gy = {(z1;22) : 221 + 29 < 4},
Gs={(z1;29) : 1 >0, —00 < 19 < +00},
Gy ={(z1;29) : 22 >0, —00 < 117 < +00}.

Bezgaligs pielaujamais apgabals.

Problema.

L =21+ 2x9 — max,
r1 + 319 > 6,
3x1 + 229 > 12,
r1 >0, 29> 0.

Dotajai probléemai nav atrisinajuma, jo merka funkcija nav ierobezota
pielaujamaja apgabala, kurs ir attelots B.5.] zimejuma. Atzimesim, ka mi-
nimizacijas problemai

L =x142x9 — nmun

ar tiem pasiem ierobezojumiem ir atrisinajums.
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Problemai ir bezgaligi daudz atrisinajumu

Problema.

L = 10x; + 3029y — man,
r1 + 1029 > 10,
r1 + 319 > 6,
Sx1 + 19 > 4,
1 >0, 9> 0.

Dotas problemas pielaujamo apgabalu (skat. B.6] zim.) nosaka koordi-
natu asis un taisnes:

1

CD : To = —1—0$1—|—1,
1

BC : x9 = —§x1—1—2,

AB : T — —5%1 + 4.
Merka funkcijas Iimenlmiju vienadojums
10331 + 30%2 = C1

val ]
Ty = —§$1 + c.

Tatad merka funkcijas Iimenliijas ir paralelas taisnei BC', un Iidz ar to
ar1 pati taisne BC' ir merka funkcijas Iimenlinija. Jebkurs nogriezna BC
punkts (tai skaita arl virsotnes B un C) ir dotas problemas atrisinajums.
Ta ka nogrieznis BC' satur bezgaligi daudz punktu (jo B # ('), tad dotajai
problemai ir bezgaligi daudz atrisinajumu.

3.2.5. Uzdevumi

10. Atrisinat uzdevumu

L =2+ 29 — max,
ry < 4,
T9 < 9,

271 + 19 < 1,
1 >0, 29> 0.
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11. Atrisinat uzdevumu
L = T+ Ty — man
ar iepriekseja uzdevuma ierobezojumiem.
12. Atrisinat uzdevumu
L =5z + 1229 — nun,
1+ 2x9 > 6,
1+ 3£E2 Z 8,

T +6$2 > 11,
ry1 >0, x93 2 0.

13. Atrisinat uzdevumu
L =3z + 1229 — man
ar iepriekseja uzdevuma ierobezojumiem.

14. Pienemsim, ka uzdevuma par naftas pirkSanu nosacijumos naftas B
cena par 1 tonnu ir $ 280. Kadas robezas var mainities cena par
naftas A vienu tonnu, lai atrisinajums butu ieprieksejais?

15. Pienemsim, ka problema par naftas pirkSanu mainijusas cenas: naftas
A cena par vienu tonnu ir $ 250, naftas B cena par vienu tonnu ir
$ 290. Atrisinat uzdevumu pie Siem nosacijumiem.

16. Atrisinat uzdevumu

L =12z1 + 3z9 — min,
ro9 — 3x; < 1,
4x1 4+ x9 > 8,
To > 0.

17. Atrisinat uzdevumu

L =129y — 21 — max,
209 — 11 < 3,
201 + 120 <9,
r1+ 319 > T.
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18. Firma razo divu veidu izstradajumus A un B. Razosanai nepieciesamie
materiali, o un 3, tiek piegadati ierobezota daudzuma. Cik vajag
sarazot izstradajumu A un cik izstradajumu B, lai ienakums biitu
maksimalais? Apzimejumi:

x1 - produkcijas A daudzums,
xo - produkcijas B daudzums,
aq 4 - materiala a dala viena izstradajuma A vieniba,
a. p - materiala o dala viena izstradajuma B vieniba,
as 4 - materiala 3 dala viena izstradajuma A vieniba,
app - materiala 8 dala viena izstradajuma B vieniba,
c4 - izstradajuma A vienas vienibas cena,
cp - izstradajuma B vienas vienibas cena,
b, - piegadatais materiala a daudzums.
bs - piegadatais materiala 3 daudzums.
Sastadiet razoSanas procesa matematisko modeli (formuléjiet linearas
programeésanas uzdevumu).

19. Lietojiet grafisko metodi, lai atrisinatu ieprieksejo uzdevumu sadam
parametru vertibam:

g A =1|by =3
aa,B:1 b5:4
aga=2|cqg=3

a@B:l CB:2

3.3. Simpleksa metode

3.3.1. Izliektas kopas un linearas programesanas problemu atri-
sinamiba
Saskana ar iepriekseja nodala teikto linearas programmesanas probléemas
atrisinajums (divu dimensiju gadijuma) vienmer atrodas viena no pie-
laujama apgabala virsotnem. Analogisks rezultats ir speka ari vispariga
gadijuma. Aplukosim minimizacijas problemu merka funkcijai

n
Lx = E kjx; — min
i=1
ar m ierobezojumiem (B3.7)), kurus pierakstisim matricu forma:

Az < b, (3.10)
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kur A ir n x m matrica, b = (by;...;b,) € R". Pielaujamais apgabals F,
kuru nosaka nevienadiba (B.10), ir izliekts daudzskaldnis telpa R".
Pieradisim, ka kopa F' C R" ir izliekta, t.i., kopa F' reize ar jebkuriem
diviem saviem punktiem x; un xo satur arl nogriezni ar galapunktiem x;
un To:
[x1;20] ={x € R": ax1+ (1 —a)zy, 0 < a < 1}, (3.11)

Tiesam, ja z = ax; + (1 — @)z, kur 0 < o < 1, tad
Az = Alazy + (1 — a)xs] = aAx; 4+ (1 — a)Axs < ab+ (1 — a)b = b,

un, ta ka apgabals F' ir definéts ar nevienadibu (B.I0), tad visi nogriezna
(B.I1) punkti pieder kopai F.

Viegli redzet, ka kopas F' robeza sastav no hiperplaknu
ai1x1+...—|—amxn:bi (Z: 1,2,...,?1) (312)

segmentiem.

Par n-dimensionala daudzskaldna F' virsotnem sauc punktus, kuri pie-
der vismaz n hiperplaknem (B.12]).

Triju (vai divu) dimensiju gadijuma, t.i., ja n = 3 (vai n = 2), var
sniegt uzskatamu daudzskaldna geometrisko interpretaciju. Ja n = 3, tad
F'ir daudzskaldnis, un vismagz triju plaknu, kuras veido F' robezu, kope€jais
punkts ir daudzskaldna F' virsotne. Piemeram, 3.2]zimejuma attelota kopa
F' - vienibas kubs ar noskeltu virsotni - izliekts daudzskaldnis ar 7 skaldnem
un 10 virsotnem. Katra F' virsotne ir triju plaknu, kuras veido F' robezu,
kopigais punkts. Protams, var iedomaties daudzskaldni (3-dimensiju telpa)
ar virsotni, kura ir vairak neka triju plaknu kopigais punkts, piemeram,
piramidu, kuras pamata ir ¢etrstiris.

Linearas programmeésanas teorijas pamatrezultats saka, ka, ja linearas
programmesanas problemas ir atrisinajums, tad obligati atradisies $1s prob-
lemas pielaujama apgabala F virsotne, kas sakrit ar So atrisinajumu.

Sim faktam var sniegt uzskatamu geometrisko interpretaciju, apska-
tot linearas programmesanas problemas divu un triju dimensiju gadijuma.
Tiesam, iedomasimies 3-dimensionalu izliektu daudzskaldni (- pielaujamais
apgabals F), kuru skel plakne (- merka funkcijas limenvirsma). Paraleli
parnesot So plakni, ta “pedeja momenta”’ pieskaras apgabala F' robezai.
Sis “moments”, precizak sakot, pieskarsanas punkta koordinatas, atbilst
ekstremalas problemas atrisinajumam. Parvietojot limenvirsmu (plakni)
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viena virziena, iegiistam minimizacijas problemas atrisinajumu, bet, par-
vietojot to preteja virziena, iegtistam maksimizacijas problemas atrisinaju-
mu. Merka funkcijas imenvirsmas pieskarsanas pielaujamajam apgabalam
var notikt sadi:

Iimenvirsma pieskaras pielaujama apgabala virsotnei,

IiTmenvirsma pieskaras pielaujama apgabala skautnei,

IiTmenvirsma pieskaras pielaujama apgabala skaldnei.
Otraja un tresaja gadijuma ekstréemu problemai ir bezgaligi daudz atrisi-
najumu, tacu starp tiem noteikti ir art pielaujama apgabala virsotnes.

3.3.2. Simpleksa metodes algoritms
Balstoties uz iepriekseja paragrafa teikto, var piedavat Sadu linearas
programmesanas uzdevumu risinasanas algoritmu.

1. Aprekinat virsotnu koordinatas.
2. Aprekinat merka funkcijas vertibas katra no siem punktiem.

3. Salidzinat merka funkcijas vertibas virsotnés un izveleties lielako, ja
tiek meklets maksimums, un mazako, ja tiek meklets minimums.

3.1. piemers. Aplukosim 1. problemu (skat. §is nodalas ievadu). Vir-
sotnu kopa:

0(0;0), A(0;17,5), C(15;10), D(21;0).
Merka funkcijas
P =200z + 1602,
vertibas Sajos punktos:
P(O) =0, P(A)=2800, P(C)=4600, P(D) = 4200.
Secinajums: P,,,, = 4600 punkta (15;10).
Simpleksa metode pec butibas ir pielaujama apgabala virsotnu parlase,

kura tiek apliikotas ne visas virsotnes, bet tikai tas, kuras merka funkcijas
vertibas uzlabojas.

Apskatisim jau ieprieks mineto 1. problemu (skat. §is nodalas ievadu):
P = 200x; + 16029 — max, (3.13

5y + 3wy < 105, (
921 + iy < 70, (3.15

x1 >0, x92>0, (
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un atrisinasim to ar simpleksa metodi. Vispirms atzimesim divus butiskus
problemas parametrus - mainigo skaitu un ierobezojumu skaitu:

dotas problemas mainigo skaits - 2,

dotas problemas ierobezojumu skaits - 2.

1. solis. Tevedisim papildmainigos, parveidojot nevienadibas vienadibas:

511 + 319 + 13 = 105, T3 > 0, (317)
2x1 + 4wy + x4 =70, x4 > 0. (3.18)

Atzimesim, ka papildmainigie ir nenegativi. Modificetas problemas dimen-
sionalitate N = 4 (¢etri mainigie), bet ierobezojumu skaits m = 2.

2. solis. Aprekinasim pirmas virsotnes koordinatas. Noteiksim skaitlus
T1, To, T3 un x4 ta, lai divi (N —m = 2, problemas dimensionalitates un
ierobezojumu skaita starpiba) no tiem butu vienadi ar nulli. Parejo mainigo
vertibas aprekinasim, izmantojot ierobezojumus. Mainigo vertibas x1 = 0,
o = 0, x3 = 105, x4 = 70 apmierina §is prasibas. Punkts (z1;z5) = (0;0)
uz (1, x2)-plaknes atbilst pielaujama apgabala virsotnei O.

3. solis. Izdalisim bazes mainigos un izteiksim ar tiem parejos mainigos.
Par bazes mainigajiem izvelamies vienados ar nulli mainigos x; un xs.
Parejie mainigie veido nebazes mainigo kopu. Nebazes mainigo skaits ir
vienads ar ierobezojumu skaitu, musu gadijuma ar 2 (m = 2), un tie ir
mainigie x3 un x4. Izteiksim nebazes mainigos ar bazes mainigajiem:

x5 = 105 — bxy — 31, (3.19)
Ty = 70 — 25131 — 4%’2. (320)

Merka funkcija ar1 tiek izteikta ar bazes mainigajiem:
P = 200z + 160x5.

4. solis. Pareja pie jaunas virsotnes. Ta ka tiek meklets merka funkcijas
maksimums, tad meginasim uzlabot (palielinat) funkciju P, mainot vienu
no mainigajiem xy vai xy. Ir svarigi atzimet, ka x; (art x2) var mainit tikai
to pieaugSanas virziena, jo x1 > 0 un xo > 0. Merka funkcijas uzlabosanai
ir izdevigak mainit z;, jo koeficients 200 pie x; ir lielaks par koeficientu
160 pie x2. No nosacijuma (B.19)) izriet ka x; var palielinat tikai Iidz 21, jo
pretéja gadijjuma z3 klus negativs. No nosacijuma (B3.20) izriet, ka x; var
palielinat tikai lidz 35, jo preteja gadijuma x4 klus negativs. Izvelamies
mazako vertibu x; = 21, mainiga xy vertiba paliek vienada ar nulli, bet
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mainigo x3 un x4 vertibas tiek aprekinatas saskana ar formulam (3.19) un
(3:20). Jauna punkta koordinatas:

1'1:21, ZCQIO, 1‘3:0, 1'4:28.

Punkts (x1;29) = (21;0) uz (z1;x2)-plaknes atbilst pielaujama apgabala
virsotnei D.

5. solis. Pec ierobezojumu parveidoSanas mainigais xo ir vienads ar
nulli, mainigais x3 kluva par nulli, tatad divi (N —m = 2) jaunie bazes
mainigie ir o un zs. Jaunie divi (m = 2) nebazes mainigie ir x; un z.
Izteiksim nebazes mainigos ar bazes mainigajiem:

3 1
1 = 21 — 5332 — g.CUg,
Ty = 70 — 2371 — 4.1'2,
jeb
3 1
I = 21 — 51’2 — gl’g,
3 1
Ty = 70 — 2 (21 - EIQ - gxg) — 4332,
jeb
3 1
Ir1 = 21 — gil?g — 555’37 (321)
14 2

Merka funkcija art tiek izteikta ar mainigajiem x un xs:
P =200z, + 16022
3 1
=200 21 — —x9 — —x3 | + 1602,
5 5!
= 4200 4+ 4029 — 4003 — max.

6. solis. Pareja pie jauna punkta. Ta ka koeficients pie x3 ir negativs
un 3 > 0, tad uzlabot (palielinat) merka funkciju var tikai palielinot
xo. No (B2I) izriet, ka xo var tikt palielinats tikai lidz 35, jo preteja
gadijuma x; klutu negativs. No (3.20) izriet, ka xo var tikt palielinats tikai
Iidz 10, jo preteja gadijuma z4 klutu negativs. Izvelamies mazako vertibu
ro = 10, mainiga x3 vertiba paliek vienada ar nulli, bet mainigo x; un
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x4 vertibas tiek aprekinatas saskana ar formulam (B.2I) un (8.22)). Jauna
punkta koordinatas:

r1 =15, 2o =10, 23=0, 24 =0.

Punkts (z1;x2) = (15;10) uz (x1; xo)-plaknes atbilst pielaujama apgabala
virsotnei C.

7. solis. Divi jaunie bazes mainigie: x3 un x4. Divi jaunie nebazes
mainigie: x; un xy. Izmantojot (B.21]) un (B:22), izteiksim nebazes mainigos
ar bazes mainigajiem:

1
=104+ Zqa — —
) 0+ 7333 14964,
3 1 5 1
=21 — = (10 + =23 — — — =
X1 5 ( + 7:103 14364) 5:L'3
=15 2 + &

Merka funkcija ar1 tiek izteikta ar bazes mainigajiem x3 un x4:
P =4200x; + 4029 — 4023

1 5
= 4200 + 40 (10 + —x3 — —ZC4> — 405(33

7 14
240 100
= 4200 — 73:3 — 7@'4 — max.

8. solis. Ta ka koeficienti pie x3 un x4 ir negativi, tad uzlabot
(palielinat) merka funkciju vairs nav iespejams, izmainot x3 vai x4 vertibas.
Secinajums: Py, = 4600 punkta (x1;z9) = (15;10).

3.3.3. Minimizacijas problema

[lustresim simpleksa metodes lietosanu vel vienas problemas atrisinasa-
nai. Problema:

F=x — 229 — man,
1+ 22 > 1,
T1— Ty > —2,
4oy + 19 < 12,

1 >0, 29> 0.
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1. solis. leved papildmainigos xs, x4, x5, parveidojot nevienadibas
vienadibas:
r1+xe=1+2x3 x32=>0,
T — Ty =—2+ 1y, 14 >0,
45171—|-332+£U5 = 12, Ty > 0.
Modificetas problemas dimensionalitate N = 5 (pieci mainigie), bet iero-
bezojumu skaits m = 3.

2. solis. Aprekinasim pirmas virsotnes koordinatas. Noteiksim skaitlus
T1, To, T3, Ty un w5 ta, lai divi (N —m = 5 — 3 = 2, problemas dimen-
sionalitates un ierobezojumu skaita starpiba) no tiem butu vienadi ar nulli.
Parejo mainigo vertibas tiks aprekinatas, izmantojot ierobezojumus. Kom-
binacija 1 = x9 = 0 neder, jo tad 1 4+ 3 = 0, un z3 ir negativs. Meginam
citu kombinaciju 1 = x3 = 0. Nosakam x9, x4 un x5 no ierobezojumiem
un iegtistam vertibas:

xlz(), LU3:0, x2:1, $4:1, $5:11

Visas vertibas ir nenegativas, tatad iegustam pielaujamu punktu. Punkts
(x1;22) = (0;1) uz (x1;x9)-plaknes atbilst pielaujama apgabala virsotnei
A (skat. BTl zim.). Talak, japarvietojas pa pielaujama apgabala robezu
no virsotnes uz virsotni, uzlabojot merka funkcijas vertibas. Nav nozimes,
kura virsotne bija pirma, ir svarigi tikai, lai ta butu pielaujama (virsotne
skaitas pielaujama, ja skaitli 1 un s, ka ari no ierobezojumiem aprekinatie
skaitli x3, x4 un x5, butu nenegativi).

3. solis. Ierobezojumu parveidosana. Izdalisim bazes mainigos un izteik-
sim ar tiem parejos mainigos. Par bazes mainigajiem izvelamies vienados
ar nulli mainigos z; un x3. Parejie mainigie veido nebazes mainigo kopu.
Nebazes mainigo skaits ir vienads ar ierobezojumu skaitu, misu gadijuma
ar 3 (m = 3), un tie ir x9, x4 un 5. Izteiksim nebazes mainigos ar bazes
mainigajiem:

To = 1— T + x3,
Ty =x1 — T2+ 2,
rs = 12 — 4x1 — 29,
jeb
Ty =1—x1 + 23,
g =121 — (1 =21 +23) + 2,
Ty — 12—4%1— (1—$1+$3),
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4ol
3.7. zim.
jeb
To=1—x1 + 23, (323)
Ty = 1 + 2513'1 — I3, (324)
Ty — 11 — 3.%'1 — I3. (325)

Merka funkcija art tiek izteikta ar bazes mainigajiem:
f=21—2x9 =21 —2(1 — 21 + x3) = =2+ 3x; — 205 — min. (3.26)

4. solis. Jaunas virsotnes meklesana. Ta ka tiek meklets merka funkcijas
minimums, méginasim uzlabot (samazinat) funkciju f, mainot vienu no
bazes mainigajiem x1 vai x3. Aplukosim abus variantus. Ta ka x; > 0 un
tekosa x; vertiba ir nulle, tad mainit x; nevar, jo koeficients pie x; formula
(B:26)) ir pozitivs un tapec funkcijas f vertibas var tikai pieaugt. Samazinat
merka funkciju var mainot x3. No nosacijuma (3.24) izriet, ka x3 var
palielinat tikai [idz 1, jo preteja gadijuma x4 klus negativs. No nosacijuma
(B25)) izriet, ka x3 var palielinat tikai lidz 11, jo pretéja gadijjuma x5 klus
negativs. Izvelamies mazako vertibu x3 = 1 un aprekinam jaunas xo, x4
un x; vertibas. Jauna punkta koordinatas:

$1:O7 x2:27 $3:17 x4:07 $5:10

Punkts (z1;22) = (0;2) uz (x1;2z2)-plaknes atbilst pielaujama apgabala
virsotnei B.
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5. solis. Cikla atkartosana. Pec ierobezojumu parveidosanas mainigais
xy ir vienads ar nulli, mainigais x4 kluva par nulli, tatad divi (N —m = 2)
jaunie bazes mainigie ir x; un x4. Jaunie tris (m = 3) nebazes mainigie
ir x9, x3 un x5. Izteiksim nebazes mainigos ar mainigajiem. Izmantojot
(B24), atrodam

T3 — 1 + 2$1 — X4. (327)
Izmantojot ([B.23)) un (B.27), iegusim:

$2=1—1’1+1’3=1—331—{—(1—1—2331—3’}4)

jeb
To = 2 + 11 — 24. (328)
Izmantojot (B.25) un (B.27), atrodam

ZU5=11—3331—373:11—3$1+(1+2$1—$4)

jeb
xs = 10 — bxy + z4. (3.29)

Merka funkcija art tiek izteikta ar mainigajiem 7 un x4:

f: — 24371 — 273
= —2+3ZC1—2(1+23§1—[E4)

= —4— 21+ 24 —> man.

6. solis. Pareja pie jauna punkta. Ta ka koeficients pie x4 ir pozitivs un
x4 > 0, tad uzlabot (samazinat) merka funkciju var tikai palielinot z7. No
([B:29) izriet, ka x var but palielinats tikai lidz 2, jo pretéja gadijuma x; klus
negativs. Vienadibas (B.27) un (8.28) mainigais z; ietilpst ar pozitiviem ko-
eficientiem un tapec var but palielinats Iidz bezgalibai. Izvelamies mazako
vertibu x1 = 2, x4 paliek nulle, bet x5, 3 un x5 tiek aprekinati pec for-
mulam (3.27), (3.28) un (3.29). Jauna punkta koordinatas:

113122, 517224, 513325, 513420, [13'5:0.

Punkts (z1;22) = (2;4) uz (x1;22)-plaknes atbilst pielaujama apgabala
virsotnei C.

7. solis. Divi jaunie bazes mainigie: x4 un x5. Tris jaunie nebazes
mainigie: xq, o un x3. Izteiksim nebazes mainigos ar bazes mainigajiem.
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Izmantojot formulas (B.27), (3:28) un (B.29)), iegustam:
1 1

T = 2+§$4— =75

$2=2+£U1—374

o 5 1 1
=24+ 24+ x4 —=-a5 ) —
FU4 T 5Ty 4

4 4 1
=4 — -4 — =X
5 4 5 5

$3:1+23]1—SL‘4

1 1
=14+2(24 -4 — =25 | — 24

5) 5)
3 2
:5—g$4—g$5.

Merka funkcija art tiek izteikta ar nebazes mainigajiem x3 un xy:

f= —4—5171-|-2:U4

1 1
= —4 — <2+g$4—g$5>+2$4
9

= —6+5x4+%$5 — min.
8. solis. Ta ka koeficienti pie x4 un x5 ir pozitivi, tad uzlabot (samazinat)
merka funkciju vairs nav iespejams, mainot x4 vai x5. Secinajums: f, =
—6 punkta (z1;x9) = (2;4).

3.1. piezime. Simpleksa metodes aprakstu, analizi, vesturi un diskusijas
par to var atrast gramata [1].

Uzdevumi

20. Atrisinat uzdevumu
f(xy; xo; 3, 24) = 21 + 1,220 + 223 + 1, 814 — miin,
r1+ 22 <15, 23+ w4 <60, w1+ 23> 20, 29+ 24 > 40,
371207 x2207 (13320, x420
21. Atrisinat uzdevumu

f(@1; 2 23) =— maw,
r1+ T2+ T3 S 17 Iy 207 .TQZO, xSZO

sadam funkcijam f:
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—

21a. f(x1;22; 73
21b. f(x1; 29573
21c. f(x1;x9;w3) = 31 — @9;
21d. f(x1; 29573

21e. f(wy;x9;w3) = 21 — 4ws;

= 2w1 + ;

I
o
g
S

|
[\
=

»

I
[\
g

S
_|_
o
S

»

21g. f(x1;m9;23) = 221 — X9 + T3;
21h. f(z1;29; x3) = x1 — 22 + 323;

21i. f(w1;x9;w3) = 221 — 3.
22. Atrisinat uzdevumu

L =5z + 1229 — nun,
r1 + 229 > 6,
x1 + 339 > 8,
x1 + 629 > 11,
1 >0, 29> 0.

ar simpleksa metodi.
22. Atrisinat uzdevumu
L =3x1 + 1229 — mun

ar iepriekseja uzdevuma ierobezojumiem.
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ATBILDES

1. p1 =52, ¢ = 48, po = 44, ¢ = 40. 2. (0;0) ir minimuma punkts,

punkta (3; ——) ekstrema nav. 3a. Punkta (0;0) ekstrema nav, (—2;2) ir

) 373
maksimuma punkts. 3b. Punkta (0;0) ekstrema nav, (—2; —2) ir maksi-

)
muma punkts. 3c. Punkta (—1;— —) ekstrema nav. 3d. (3;1) ir mini-
muma punkts. 4. (43). 5. (i %), (-—%) 6a ((3)°:(3) )
o (= (= ()1). oo (19, (- 5D 6 1) 64 ) )
25)-
27

@

2

1.1 : 4.4.7 4.7.4 7.4.4
6e. (3i3)- 6f (1;5) un (—; (§7§7§) (3:3:3) w (5i33)
ir maksimuma punkti; (2;2;1), (1;2; 2) n (2;1;2) ir minimuma punkti.
7b. (%, %) ir maksimuma punkts. Tc. (1;—1) ir minimuma punkts.
7d. (0; —%; %) ir minimuma punkts. T7e. }1 }1 %) ir minimuma punkts.

MI%

8a. (0;1) un (0;—1) ir maksimuma punkti; < ;—%) un <_\/7§,_%> i

297 2

(ﬁ'—ﬁ> un ( \g, \2[) ir minimuma punkti. 8c. (%,%) Ir minimuma

punkts, (—%; —%) ir maksimuma punkts. 8d. (2;2;2) ir minimuma punkts.
9. v = y = 2 = ¢ 10. fpw = 9 punkta (4;5). 11. fom = 0,5
punkta (0,5;0). 12. f,;, = 34 punkta (2;2). 12. 13. fo, = 27
punkta (5; 1). 14. [252;400]. 15. 2y = 127 mln. t., o = 22 min.
t. 16. fuin = 24 visos segmenta {a(2;0) + (1 — a)(1;4)|0 < a < 1} punk-
tos. 17. fiae = 1 punkta (1;2). 18. f(z1;22) = cax1 + cpres — max,
(o, AT + Qo BT2 < bas (q,BT1 + ag BT < ngl >0,290>0.19. frw =7
punkta (1;2). 20. fpm = 97 punkta (15;0;5;40). 2la. fue = 2
punkta (1;0;0). 21b. f,. = 3 punkta (1;0;0). 21c. free = 3 punkta
(1;0;0). 21d. fyee = 3 punkta (0;1;0). 21e. fp. = 1 punkta (1;0;0).
21f. fiar = 1 visos segmenta {a(1;0;0) + (1 — )(0;0;1)|0 < a < 1}
punktos. 21g. fie = 2 punkta (1;0;0). 21h. f,,, = 3 punkta (0;0;1).
21i. fua = 2 punkta (1;0;0). 22. (2;2). 23. (5;1).

minimuma punkti. 8b. (‘[ f) un (—g;—%) ir maksimuma punkti;
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