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ANOTACIJA

Apskatitie uzdevumu risinasanas paraugi varetu but noderigi studentiem un magis-
trantiem, apgustot kursu “Lebega mers un integralis”.



1. uzdevums

Apskatisim kopas [0; 1] apakskopu E, kas sastav no visiem tiem skaitliem, kuri var tikt
1zteikti 10 skaitiSanas sistema, neizmantojot ciparu 7. Pieradit, ka kopa E ir merojama
Lebega nozime un atrast tas Lebega meru.

» Kopu E var konstruét sadi. Nogriezni [0; 1] dalam 10 vienadas dalas un izmetam
valeju intervalu (0,7;0,8). Katru no pari palikusajiem nogriezna [0; 1] apaksnogriezniem

[0;0,1], [0,1;0,2], [0,2;0,3], [0,3;0,4], [0,4;0,5], [0,5;0,6], [0,6;0,7], [0,8;0,9], [0,9;1],

kurus sauksim par pirma ranga intervaliem, atkal dalam 10 vienadas dalas un izmetam
valgjus intervalus

(0,07;0,08), (0,17;0,18), (0,27;0,28), (0,37;0,38), (0,47;0,48),
(0,57;0,58), (0,67:0,68), (0,87:0,88), (0,97;0,98).

Ar katru no pari palikusajiem otra ranga intervaliem
[0;0,01], [0,01;0,02], ..., [0,98;0,99], [0,99;1]

rikojamies Iidzigi utt. Pari palikusa nogriezna [0; 1] apakskopa ir vienada ar apskatamo
kopu E, jo sai apakskopai piederoso skaitlu pieraksts decimaldalskaitli (t.i., 10 skaitisanas
sistéma) nesatures ciparu 7. Kopas E papildkopa CE = [0; 1]\ E ir vienada ar visu izmesto
valeju intervalu apvienojumu. Tatad kopu CE veido:

1 valejs intervals ar garumu 0, 1,

9 valeji intervali, katra no kuriem garums ir 0,01,

92 valeji intervali, katra no kuriem garums ir 0,001, utt.
Ta ka valeju kopu apvienojums ir valeja kopa, tad CE - valeja kopa, un lidz ar to CE -
meérojama Lebega nozimeé kopa. Tapéc kopas CE papildkopa CCE = E - mérojama Lebega
nozime kopa.

Ta ka izmestie intervali ir kopas CE veidotajintervali, tad kopas CE Lebega mers ir
vienads ar So izmesto intervalu summu:
1 9 92 gn-1

mCE) =5+ it T

4o =1.

Ta ka F - merojama Lebega nozime kopa, tad

m(E)=1-m(E)=1-1=0. <



2. uzdevums
Apskatisim funkciju f kopa [0;1], ka

0, jaxeP,
Ve € [0;1]: f(z) =S g7, Jjax pieder kadam Kantora kopas P

blakusintervalam ar garumu din

Vai funkcija f ir integréjama Rimana nozime kopa [0;1]? Vai funkcija f ir integréeja-
ma Lebega nozime kopa [0;1]? Aprekinat funkcijas f integrali (Rimana vai Lebega) kopa
[0;1].

» Funkcija f ir nepartraukta gandriz visur nogriezni [0; 1], jo funkcija f ir nepartraukta

katra Kantora kopas P blakusintervala (jo ta ir konstanta katra sada intervala), bet Kan-
tora kopa P - nulles mera kopa.

Bez tam funkcija f ir ierobezota nogriezni [0; 1], jo

Ve e[0;1]: 0< f(x) <

NN =

Saskana ar integrejamibas Rimana nozime Lebega kriteriju funkcija f ir integréejama
Rimana nozime nogriezni [0; 1]. Ta ka funkcija f ir integréjama Rimana nozime nogriezni
[0;1], tad funkcija [ ir integrejama Lebega nozime nogriezni [0;1], pie tam funkcijas f
Lebega un Rimana integrali nogriezni [0; 1] ir vienadi:

/ F(x)de = /1 f(a)da.

[01]

Atradisim funkcijas f Lebega integrali nogriezni [0; 1].

Ta ka nogrieznis [0; 1] ir vienads ar savu merojamu apakskopu P un [0;1] \ P, kuram
nav kopigu punktu, apvienojumu, bet funkcija f ir meérojama nogriezni [0;1] (jo ta ir
gandriz visur nepartraukta $aja nogriezni), tad no Lebega integrala sanumurejamas adi-

tivitates izriet
/f(x)d:c—/f(x)dw+ / f(z)dx.
[051] P [

0;1\P

Ta ka funkcija f ir ierobezota nulles mera kopa P (jo ta ir ierobezota kopa [0; 1] D P),

tad
/f(x)dx = 0.
P

/ o)z = / F(@)da.
[

[01] 0;1\P

Tatad

Kantora kopas P papilkopa [0; 1] \ P ir mérojama Lebega nozime kopa, jo ta ir valgja
kopa, bez tam ta ir vienada ar savu veidotajintervalu (- Kantora kopas P blakusintervalu),
kuri savstarpeji neskelas un ir, acimredzot, merojamas kopas, apvienojumu:

O\ P = s B, (@) N (a3 8) =0 (17 i j = 1.2,...).



kur (ay; 3;) - patvaligs Kantora kopas P blakusintervals. Ta ka funkcija f ir mérojama
kopa [0;1] \ P (jo ta ir mérojama nogriezni [0;1] D [0;1] \ P), tad no Lebega integrala
sanumurejamas aditivitates izriet

/f(x)dx:il / f(x)da::gQ”_l / 9indx:

[071]\7) a (a’uﬁz) (an§,8n)
ﬂn_an:#
00 1
= Z 2”*1 . ]' — 27 — i
n 2
o 33 I—5 25
Tadejadi

1

/f(m)dm _ /f(x)dx _ 2—15 <

0 [0;1]



3. uzdevums

Apskatisim funkciju f kopa [1;4], ka
{ L ja xe[1;4]NT,

Va—1’

P, ja ze[4NnQ,
kur Q - visu racionalo skaitju kopa, bet I - visu iracionalo skaitju kopa. Aprekinat funkcijas
f Lebega integrali kopa [1;4]. Vai funkcija f ir summeéjama kopa [1;4]?

Ve e [1;4] 0 f(x) =

» Apskatisim funkciju g nogrieznt [1;4], ka

1 .
=, Ja ze (4],
Vm€[1;4]:g(m):{ “711 [

Atzimesim, ka funkcijas f un ¢ ir nenegativas nogriezni [1;4], pie tam f g g, jo
E[f # g] = (1;4] N Q - nulles mera kopa.
Ta ka funkcija g ir nepartraukta intervala (1;4], tad ta ir gandriz nepartraukta no-

griezni [1;4] un lidz ar to mérojama $aja nogriezni. Ta ka funkcijas f un g ir ekvivalentas
nogriezni [1; 4], tad funkcija f ir mérojama nogrieznt [1;4], pie tam

/f(x)d$: /g(:r)dx.

[1;4] [1;4]

Saskana ar definiciju funkcijas g Lebega integralis nogriezni [1;4]:

/g(:c)d:c: lim [g]:(x)dx,

t—4o00
[1;4] (1;4]
kur
1 .
, Ja w € Elg <t
Ve e E=1;4]: = Vel
ve 4] [gl(x) { t, ja x€ E[g>t],
B Tl—l’ ja rl_lgtunlgxgll,
o t, ja \/%>tun1§x§4,
_ [ = da 1+ <<y, (t > 0)
t, ja 1<z <l+4; '
Ta ka
4 I+
/””d / Lx + / td /( 1)~ 2d( 1)+/td
xr)dr = r = T — T — T =
gl o
i g i) 1
1 Ity 2 1 1
— oz —1)°% +tx‘ RNV, S W/ Sy
1+ 1 t t
tad

[ = [ awyr= i (23-1) =2v3 < +oc
[1;4] [1;4]

Tatad funkcija f ir summeéjama nogriezni [1;4], pie tas Lebega integralis Saja nogriezni ir
vienads ar 2v/3. <



4. uzdevums

Apskatisim funkciju f kopa E = [1;+00), ka
11—z
[z]

kur [x] reala skaitla x vesela dala. Aprekinat funkcijas f Lebega integrali kopa E. Vai
funkcija f ir summejama kopa E ¢

Vee E: f(x)=

» Vispirms atzimesim, ka funkcija f ir nenegativa un merojama kopa FE, kura ir
vienada ar savu savstarpeji neskelosos merojamu apakskopu [n;n + 1) (n € N) apvieno-
jumu, tad, nemot vera nenegativas meérojamas funkcijas Lebega integrala sanumurejamo
aditivitati, iegtisim

> o 21—:v e 21—£E
/f(x)dxzz / f(z)dx = / @ dx:Z / dr =
T n
E nzl[n;nJrl) nzl[n,n+1) “nn+1)
2 2 2 27%n+l
= Z — / 27 %x = Z — [ 27%dx = — — =
n n In2in
n=1 (nin+1) n=1 n n=1
= 2 1 1 = 2 1 1 1
fr— _ — - —_ R — 1
;TLIDQ <2” 2”+1) ;nQ"an < 2> In2 &= n2n 7’
jo

=1 1
_:_m(l__):m.
1n2” 2

n—=

Tatad funkcija f ir summeéjama kopa E = [1;+00).«



5. uzdevums
Apskatisim funkciju f kopa E = [2;+00), ka
Vo€ E: f(z)=lncos—
x . f(x) =Incos —.
2x
Vai funkcija f ir summeéjama kopa E¢
» Ta ka
1. funkcija f(x) = Incos 5> ir nepartraukta intervala F,
2. funkcijas In cos 5- un —% ir ekvivalentas bezgaligi mazas funkcijas, kad x — —+o00,

3. neistais integralis
+oo

2
[ (=55)
konverge,

tad neistais integralis
+oo

/ In cos ;dx (1)

Zz
2

arT konverge. Ta ka funkcija f(z) = Incos 7 ir negativa intervala F, tad neistais integralis
(1) konverge absoluti. Tapéc funkcija f(z) = Incos 7> ir summéjama intervala E. <



6. uzdevums

Apskatisim funkciju f kopa E = [1;+00), ka

1 .
. B k) ja x € [2k;2k + 1),
Vee E: f(x)—{ 1 G we 2k - 1;2R), (k € N).

Pieradit, ka funkcijas f Lebega integralis kopa E ir definets, tacu funkcija f nav summe-

jama kopa E.

» Ta ka
1 .
o o Ja x e 22k + 1), _
Vee kb f (@_{ 0. ja wel2k— 12k, HFEN)
o]0, ja xe2k;2k+1),
V:);EE.f(x)—{ki% ja 1z 2k — 1:2k), (k € N),
tad
=1 = 1
/ f+(x)dx:ZE:+oo, / f_(x)dxzzﬁ < 400
[1:400) h= [1:400) k=1
Tatad
/ ftr= [ frade- [ 5 @i = . 1)
: [1;400) [1;400)

t.i., integralis f f )dz ir definets.
[15400)

No (1) izriet, ka funkcija f nav summejama kopa E. <



7. uzdevums
Apskatisim funkciju f kopa E = [1;+00), ka

B =g ja x € [2k;2k + 1),
f(:v)—{ ja x € 2k — 1;2k),

kQ?

(k € N).

Pieradit, ka funkcija f ir summejama kopa E? Vai neistais integralis [ f(x)dz konverge?
1

» Funkcija
1
) = 5 (v € B)

ir pozitiva merojama funkcija kopa E. Ta ka kopu E var izteikt ka savu savstarpeji
neskelosos merojamu apakskopu

2k —1;2k+1) (k=1,2,...) (1)

apvienojumu, tad no nenegativu summejamu funkciju sanumurejamas aditivitates izriet,
ka funkcija |f| ir summeéjama katra kopa (1), pie tam ir speka vienadiba

o0
1
)|dx = )|dx = — < +o00.
[ o= [ i =23
[1;+00) =lok—1;2k41)
Tatad funkcija | f| ir summejama kopa F, no kurienes izriet, ka ar funkcija f ir summejama
kopa E.

Ta ka funkcija |f| ir summeéjama kopa E, tad neistais integralis [ |f(z)|dx konverge
1

7|f(x>!dx= / | f(2)|dz.

[15+00)

un

Tatad neistais integralis [ f(z)dz konverge.«
1



8. uzdevums
Apskatisim funkciju f kopa E = [1;+00), ka

B . Ja x € [2k;2k+ 1),
J(w) = { —2, ja x €2k —1;2k), (k €N).
Pieradit:

e funkcijas f Lebega integralis kopa E nav definets;

o funkcija f nav summejama kopa E;

e neistais integralis [ | f(x)|dx diverge;
1

oo
e neistais integralis [ f(x)dz konverge.
1

» Ta ka
1 .
ety ) o Ja w €2k 2k + 1), _
Ve EE: f1#) =10 ja welok—1.2k), FEN
0, ja ze[2k2k+1),
tad

[IJF/OO fH(x [1+/00) [~ (x)dz = 4o0.

Tatad funkcijas f Lebega integralis
[1;400) [1;400) [1;4-00)

nav definets, no kurienes izriet, ka funkcija f nav summejama kopa E. Tapec funkcija | f|
nav summeéjama kopa F un lidz ar to neistais integralis [ |f(z)|dz diverge.
[1;+00)

Pieradisim, ka neistais integralis [ f(z)dz konvergeg, t.i., eksiste galiga robeza

Jim / f(@)da. )

Apskatisim patvaligu € > 0. Atradisim tadu kg € N, ka

l\DI(T)

1
ko



Pienemsim, ka B’ un B” ir patvaligi reali skaitli, ka B', B” > 2kq — 1 un B” > B’. Tad
eksiste vislielakais k' € N, ka 2k’ — 1 < B’, un vismazakais £ € N, ka 2" +1 > B".
Actmredzot, k', k" > ko. Atrodam:

B// B// 2k/+1 B// 1 2
/f dx—/f /f(x)dx: / x)dr + /f Ydx| < +ﬁ_k_<€
B B 2k —1 ’

Tatad jebkuram ¢ > 0 eksisté kg € N, ka visiem B’, B” > 2kq — 1 ir speka nevienadiba

7/]“ dw—/f Ydx| < g,

citiem vardiem sakot, izpildas galigas robezas (1) eksistences kriterijs. Tadejadi eksiste

galiga robeza (1), t.i., neistais integralis [ f(z)dz konverge. <
1
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