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Ināra Jermačenko
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ANOTĀCIJA

Dotajā darbā tiek apskat̄ıta speciāla veida divu otrās kārtas lineāru diferenciālvienādojumu ar kon-
stantiem koeficientiem sistēmas risināšana. Iegūtās formulas ir apkopotas tabulā, pēc kuras (atkar̄ıbā
no sistēmas koeficientiem) var noteikt dotās diferenciālvienādojumu sistēmas atrisinājumu veidu.
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Autore izsaka pateic̄ıbu prof. F. Sadirbajevam par vērt̄ıgiem priekšlikumiem.



Uzdevuma nostādne

Apskat̄ısim vienādojumu sistēmu
{

x′′ = ax + by,
y′′ = cx + dy,

(1)

kur x = x(t), y = y(t), bet koeficienti a, b, c, d ∈ R.
Doto sistēmu var reducēt uz ceturtās kārtas diferenciālvienādojumu attiec̄ıbā pret vienu no

funkcijām x(t) vai y(t). Ja b 6= 0, tad

xIV − (a + d)x′′ + (ad− bc)x = 0. (2)

Savukārt, ja c 6= 0, tad
yIV − (a + d)y′′ + (ad− bc)y = 0. (3)

Attiec̄ıgajam raksturvienādojumam ir veids

λ4 − (a + d)λ2 + (ad− bc) = 0. (4)

Apz̄ımējot λ2 = r, iegūsim kvadrātvienādojumu

r2 − (a + d)r + (ad− bc) = 0, (5)

kura saknes un l̄ıdz ar to ar̄ı vienādojumu sistēmas (1) atrisinājumi ir atkar̄ıgi no koeficientiem a, b, c, d.
Uzdevums: noteikt diferenciālvienādojumu sistēmas (1) atrisinājumus atkar̄ıbā no

koeficientiem a, b, c un d.

Apskat̄ısim iespējamos gad̄ıjumus.
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1. ad− bc 6= 0

Vienādojuma (5) sakņu raksturs ir atkar̄ıgs no diskriminanta

D = (a + d)2 − 4(ad− bc) = (a− d)2 + 4bc.

1.1.





(a− d)2 + 4bc > 0,
ad− bc > 0,
a + d > 0.

Pieņemsim, ka 



(a− d)2 + 4bc > 0,
ad− bc > 0,
a + d > 0.

(1.1)

Vienādojumam (5) ir divas pozit̄ıvas reālas saknes, tāpēc raksturvienādojumam (4) ir četras
dažādas (pa pāriem ar dažādām z̄ımēm) reālas saknes λi (i = 1, 2, 3, 4). Tātad diferenciālvienādojumu
(1) atrisinājumi ir funkcijas

x(t) =
4∑

i=1
Ai e

λit,

y(t) =
4∑

i=1
Bi e

λit,

(1.1∗)

kur koeficienti Ai, Bi apmierina vienād̄ıbas

Bi b + Ai (a− λ2
i ) = 0,

Ai c + Bi (d− λ2
i ) = 0.

(1.1∗∗)

Piemērs. {
x′′ = 2x + y,
y′′ = 2x + 3y.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (1.1). Atbilstošajam kvadrātvienādojumam (5) ir veids

r2 − 5r + 4 = 0,

tā saknes ir r1 = 1, r2 = 4. Tāpēc raksturvienādojuma (4) saknes ir λ1,2 = ±1 un
λ3,4 = ±2. Saskaņā ar formulām (1.1*) un (1.1**) dotās vienādojumu sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = A1 et + A2 e−t + A3 e2t + A4 e−2t,
y(t) = −A1 et −A2 e−t + 2A3 e2t + 2A4 e−2t.
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1.2.





(a− d)2 + 4bc > 0,
ad− bc > 0,
a + d < 0.

Pieņemsim, ka 



(a− d)2 + 4bc > 0,
ad− bc > 0,
a + d < 0.

(1.2)

Vienādojumam (5) ir divas negat̄ıvas reālas saknes, tāpēc raksturvienādojumam (4) ir 4 kompleksas
(pa pāriem saist̄ıtas) saknes λ1,2 = ± ik1, λ3,4 = ± ik2. Tātad sistēmas (1) atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = A1 sin k1t + B1 cos k1t + C1 sin k2t + D1 cos k2t,
y(t) = A2 sin k1t + B2 cos k1t + C2 sin k2t + D2 cos k2t,

(1.2∗)

kur koeficienti Ai, Bi apmierina vienād̄ıbas

A2b + A1(a + k2
1) = 0, A1c + A2(d + k2

1) = 0,

B2b + B1(a + k2
1) = 0, B1c + B2(d + k2

1) = 0,

C2b + C1(a + k2
2) = 0, C1c + C2(d + k2

2) = 0,

D2b + D1(a + k2
2) = 0, D1c + D2(d + k2

2) = 0.

(1.2∗∗)

Piemērs. {
x′′ = −2x + 2y,
y′′ = x− 3y.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (1.2). Atbilstošajam kvadrātvienādojumam (5) ir veids

r2 + 5r + 4 = 0,

tā saknes ir r1 = −1, r2 = −4. Tāpēc raksturvienādojuma (4) saknes ir λ1,2 = ±i un λ3,4 = ±2i.
Saskaņā ar formulām (1.2*) un (1.2**) dotās vienādojumu sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

y(t) = A sin t + B cos t + C sin 2t + D cos 2t,
x(t) = 2A sin t + 2B cos t− C sin 2t−D cos 2t.

Piez̄ıme.

Gad̄ıjumi (1.1) un (1.2) piln̄ıgi apraksta situāciju, kad vienādojumu sistēmas (1) koeficienti apmie-
rina nevienād̄ıbas {

(a− d)2 + 4bc > 0,
ad− bc > 0,

jo, izpildoties šiem nosac̄ıjumiem, ir spēkā a + d 6= 0. Tiešām, ja pieņemt, ka a + d = 0, izpildoties
nosac̄ıjumam ad−bc > 0, tad kvadrātvienādojumam (5) nav reālu sakņu, kas ir pretrunā ar nosac̄ıjumu
D = (a− d)2 + 4bc > 0.
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1.3.

{
(a− d)2 + 4bc > 0,

ad− bc < 0.

Pieņemsim, ka {
(a− d)2 + 4bc > 0,
ad− bc < 0.

(1.3)

Vienādojumam (5) ir divas pretēju z̄ımju reālas saknes, tāpēc raksturvienādojumam (4) ir divas
pretēju z̄ımju reālas saknes ±λ un divas kompleksi saist̄ıtas saknes ± ik. Tātad vienādojumu sistēmas
(1) atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = A1e
λt + B1e

−λt + C1 sin kt + D1 cos kt,
y(t) = A2e

λt + B2e
−λt + C2 sin kt + D2 cos kt,

(1.3∗)

kur koeficienti Ai, Bi, Ci, Di apmierina vienād̄ıbas

A2b + A1(a− λ2) = 0, A1c + A2(d− λ2) = 0,

B2b + B1(a− λ2) = 0, B1c + B2(d− λ2) = 0,

C2b + C1(a + k2) = 0, C1c + C2(d + k2) = 0,

D2b + D1(a + k2) = 0, D1c + D2(d + k2) = 0.

(1.3∗∗)

Piemērs. {
x′′ = x + y,
y′′ = −y.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (1.3). Atbilstošajam kvadrātvienādojumam (5) ir veids

r2 − 1 = 0,

tā saknes ir r1 = 1, r2 = −1. Tāpēc raksturvienādojuma (4) saknes ir λ1,2 = ±1 un
λ3,4 = ±i. Saskaņā ar formulām (1.3*) un (1.3**) dotās vienādojumu sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = Aet + Be−t + C sin t + D cos t,
y(t) = −2C sin t− 2D cos t.

Piez̄ıme.

Nosac̄ıjums (a−d)2+4bc > 0 tika ieviests ērt̄ıbas labad, lai noteiktu atbilstošā kvadrātvienādojuma
sakņu raksturu (ja diskriminants ir pozit̄ıvs, tad vienādojumam ir divas dažādas reālas saknes).
Pietiekami bija piepras̄ıt tikai sistēmas (1.3) otrās nevienād̄ıbas, t.i., ad−bc < 0, izpild̄ı̌sanos. Tiešām,
ja ad− bc < 0, tad

D = (a + d)2 − 4(ad− bc) > 0.
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1.4.

{
(a− d)2 + 4bc = 0,

a + d > 0.

Pieņemsim, ka {
(a− d)2 + 4bc = 0,

a + d > 0.
(1.4)

Vienādojumam (5) ir divas vienādas pozit̄ıvas saknes, tāpēc raksturvienādojumam (4) ir reālas

saknes λ1,2 = s un λ3,4 = −s, kur s =
√

a+d
2 . Tātad sistēmas (1) atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = (A1 + B1t)est + (C1 + D1t)e−st,
y(t) = (A2 + B2t)est + (C2 + D2t)e−st,

(1.4∗)

kur koeficienti Ai, Bi, Ci, Di apmierina vienād̄ıbas

A2b + A1(a− s2)− 2B1s = 0,
B2b + B1(a− s2) = 0,

C2b + C1(a− s2) + 2D1s = 0,
D2b + D1(a− s2) = 0,

A1c + A2(d− s2)− 2B2s = 0,
B1c + B2(d− s2) = 0,

C1c + C2(d− s2) + 2D2s = 0,
D1c + D2(d− s2) = 0.

(1.4∗∗)

Piemērs. {
x′′ = 3x + y,
y′′ = −x + 5y.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (1.4). Atbilstošajam kvadrātvienādojumam (5) ir veids

r2 − 8r + 16 = 0,

tā saknes r1,2 = 4. Tāpēc raksturvienādojuma (4) saknes ir λ1,2 = 2 un λ3,4 = −2. Saskaņā ar
formulām (1.4*) un (1.4**) dotās sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = (A + Bt) e2t + (C + Dt) e−2t,
y(t) = (A + 4B + Bt) e2t + (C − 4D + Dt) e−2t.

Jāatz̄ımē gad̄ıjuma (1.4) speciālgad̄ıjums, kad a = d. Šoreiz s =
√

a un vienād̄ıbas (1.4**)
vienkāršojas, jo

a− s2 = d− s2 = 0,

tāpēc ar̄ı atrisinājumiem (1.4*) ir cits veids.
Ja a = d un b 6= 0, tad sistēmas (1) atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = (A + Bt)e
√

a t + (C + Dt)e−
√

a t,

y(t) = 2B
√

a
b e

√
a t − 2D

√
a

b e−
√

a t.
(1.4.1∗)

Ja a = d un c 6= 0, tad sistēmas (1) atrisinājumi ir funkcijas

y(t) = (A + Bt)e
√

a t + (C + Dt)e−
√

a t,

x(t) = 2B
√

a
c e

√
a t − 2D

√
a

c e−
√

a t.
(1.4.2∗)
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Piemērs. {
x′′ = x,
y′′ = x + y.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (1.4), pie tam a = d un c 6= 0. Atbilstošajam kvadrāt-
vienādojumam (5) ir veids

r2 − 2r + 1 = 0,

tā saknes ir r1,2 = 1. Tāpēc raksturvienādojuma (4) saknes ir λ1,2 = 1 un λ3,4 = −1. Saskaņā ar
formulām (1.4.2*) dotās sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

y(t) = (A + Bt)et + (C + Dt)e−t,
x(t) = 2Bet − 2De−t.
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1.5.

{
(a− d)2 + 4bc = 0,

a + d < 0.

Pieņemsim, ka {
(a− d)2 + 4bc = 0,
a + d < 0.

(1.5)

Vienādojumam (5) ir divas vienādas negat̄ıvas saknes, tāpēc raksturvienādojumam (4) ir divkāršas

kompleksi saist̄ıtas saknes λ1,2 = ik un λ3,4 = −ik, kur k =
√
−a+d

2 . Tātad sistēmas (1) atrisinājumi
ir funkcijas

x(t) = (A1 + B1t) sin kt + (C1 + D1t) cos kt,
y(t) = (A2 + B2t) sin kt + (C2 + D2t) cos kt,

(1.5∗)

kur koeficienti Ai, Bi, Ci, Di apmierina vienād̄ıbas

A2b + A1(a + k2) + 2D1k = 0,
B2b + B1(a + k2) = 0,

C2b + C1(a + k2)− 2B1k = 0,
D2b + D1(a + k2) = 0,

A1c + A2(d + k2) + 2D2k = 0,
B1c + B2(d + k2) = 0,

C1c + C2(d + k2)− 2B2k = 0,
D1c + D2(d + k2) = 0.

(1.5∗∗)

Piemērs. {
x′′ = −5x + y,
y′′ = −x− 3y.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (1.5). Atbilstošajam kvadrātvienādojumam (5) ir veids

r2 + 8r + 16 = 0,

tā saknes r1,2 = −4. Tāpēc raksturvienādojuma (4) saknes ir λ1,2 = 2i un λ3,4 = −2i. Saskaņā ar
formulām (1.5*) un (1.5**) dotās vienādojumu sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = (A + Bt) sin 2t + (C + Dt) cos 2t,
y(t) = (A− 4D + Bt) sin 2t + (C + 4B + Dt) cos 2t.

Vienād̄ıbas (1.5**) vienkāršojas, ja a = d. Šajā gad̄ıjumā k =
√−a, t.i.,

a + k2 = d + k2 = 0, tāpēc atrisinājumus (1.5*) var pierakst̄ıt citā formā.
Ja a = d un b 6= 0, tad sistēmas (1) atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = (A + Bt) sin
√−at + (C + Dt) cos

√−at,

y(t) = 2B
√−a
b cos

√−at− 2D
√−a
b sin

√−at.
(1.5.1∗)

Ja a = d un c 6= 0, tad sistēmas (1) atrisinājumi ir funkcijas

y(t) = (A + Bt) sin
√−at + (C + Dt) cos

√−at,

x(t) = 2B
√−a
c cos

√−at− 2D
√−a
c sin

√−at.
(1.5.2∗)
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Piemērs. {
x′′ = −x + 2y,
y′′ = −y.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (1.5), pie tam a = d un b 6= 0. Atbilstošajam kvadrāt-
vienādojumam (5) ir veids

r2 + 2r + 1 = 0,

tā saknes r1,2 = −1. Tāpēc raksturvienādojuma (4) saknes ir λ1,2 = i un λ3,4 = −i. Saskaņā ar
formulām (1.5.1*) dotās vienādojumu sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = (A + Bt) sin t + (C + Dt) cos t,
y(t) = B cos t−D sin t.

Piez̄ıme.

Gad̄ıjumi (1.4) un (1.5) piln̄ıgi apraksta situāciju, kad (a− d)2 + 4bc = 0. Tiešām, ja

(a− d)2 + 4bc = (a + d)2 − 4(ad− bc),

tad, pieņemot, ka a + d = 0, iegūsim pretrunu ar nosac̄ıjumu ad− bc 6= 0.

10



1.6. (a− d)2 + 4bc < 0.

Pieņemsim, ka
(a− d)2 + 4bc < 0. (1.6)

Šajā gad̄ıjumā vienādojumam (5) ir divas kompleksas saknes

r1,2 =
a + d± i

√
−(a− d)2 − 4bc

2
.

Lai aprēķinātu raksturvienādojuma (4) saknes, ir jāatrod komplekso skaitļu r1,2 reālā un imaginārā
sastāvdaļas, kā ar̄ı šo komplekso skaitļu viena argumenta vērt̄ıba:

Re r1,2 = a+d
2 ,

Im r1,2 =
√
−(a−d)2−4bc

2 ,

ϕ0 = arctg
∣∣∣∣
√
−(a−d)2−4bc

a+d

∣∣∣∣ .

Tad

| r1,2 |=
√(

a + d

2

)2

+
−(a− d)2 − 4bc

4
=
√

ad− bc

un raksturvienādojuma (4) saknes var pierakst̄ıt formā λn = ±α± iβ (n = 1, 2, 3, 4), kur

• ja a + d > 0, tad
α = 4

√
ad− bc cos ϕ0

2 ,

β = 4
√

ad− bc sin ϕ0

2 ;

• ja a + d < 0, tad
α = 4

√
ad− bc sin ϕ0

2 ,

β = 4
√

ad− bc cos ϕ0

2 ;

• ja a + d = 0, tad

α = β = 4
√

ad− bc

√
2

2
.

Tātad sistēmas (1) atrisinājumus var pierakst̄ıt formā

x(t) = eαt (A1 sinβt + B1 cosβt) + e−αt (C1 sinβt + D1 cosβt),
y(t) = eαt (A2 sinβt + B2 cosβt) + e−αt (C2 sinβt + D2 cosβt),

(1.6∗)

kur koeficienti Ai, Bi, Ci, Di apmierina vienād̄ıbas

A2b + A1(a + β2 − α2) + 2B1αβ = 0,
B2b + B1(a + β2 − α2)− 2A1αβ = 0,
C2b + C1(a + β2 − α2)− 2D1αβ = 0,
D2b + D1(a + β2 − α2) + 2C1αβ = 0,

A1c + A2(d + β2 − α2) + 2B2αβ = 0,
B1c + B2(d + β2 − α2)− 2A2αβ = 0,
C1c + C2(d + β2 − α2)− 2D2αβ = 0,
D1c + D2(d + β2 − α2) + 2C2αβ = 0.

(1.6∗∗)

11



Koeficientu Ai, Bi, Ci, Di savstarpējo saist̄ıbu var izteikt, izmantojot sistēmas (1) koeficientus
a, b, c, d. Tiešām, ja a + d = 0, tad

A2b + A1a + B1

√
ad− dc = 0,

B2b + B1a−A1

√
ad− dc = 0,

C2b + C1a−D1

√
ad− dc = 0,

D2b + D1a + C1

√
ad− dc = 0,

A1c + A2d + B2

√
ad− dc = 0,

B1c + B2d−A2

√
ad− dc = 0,

C1c + C2d−D2

√
ad− dc = 0,

D1c + D2d + C2

√
ad− dc = 0.

(1.6.1∗∗)

Savukārt, ja a + d > 0, tad

β2 − α2 =
√

ad− bc
(
sin2 ϕ0

2
− cos2

ϕ0

2

)
=

= −
√

ad− bc cosϕ0 = −|a + d|
2

= −a + d

2
;

analoǧiski, ja a + d < 0, tad

β2 − α2 =
√

ad− bc
(
cos2

ϕ0

2
− sin2 ϕ0

2

)
=

=
√

ad− bc cosϕ0 =
|a + d|

2
= −a + d

2
;

tāpēc abos pēdējos gad̄ıjumos
a + β2 − α2 = a−d

2 ,

d + β2 − α2 = d−a
2 ,

bez tam

2αβ =
√

ad− bc sinϕ0 =

√
−(a− d)2 − 4bc

2
.

Tādējādi, ja a + d 6= 0, tad formulu (1.6*) koeficienti Ai, Bi, Ci, Di apmierina vienād̄ıbas

2A2b + A1(a− d) + B1

√
−(a− d)2 − 4bc = 0,

2B2b + B1(a− d)−A1

√
−(a− d)2 − 4bc = 0,

2C2b + C1(a− d)−D1

√
−(a− d)2 − 4bc = 0,

2D2b + D1(a− d) + C1

√
−(a− d)2 − 4bc = 0,

2A1c + A2(d− a) + B2

√
−(a− d)2 − 4bc = 0,

2B1c + B2(d− a)−A2

√
−(a− d)2 − 4bc = 0,

2C1c + C2(d− a)−D2

√
−(a− d)2 − 4bc = 0,

2D1c + D2(d− a) + C2

√
−(a− d)2 − 4bc = 0.

(1.6.2∗∗)
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Piemērs. {
x′′ = x + y,
y′′ = −2x− y.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (1.6). Raksturvienādojumam (4) ir kompleksas saknes
λ1,2,3,4 = ±α± iβ. Pie tam a + d = 0 un ad− bc = 1, tāpēc α = β =

√
2

2 . Saskaņā ar formulām (1.6*)
un (1.6.1**) dotās sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = e
√

2
2

t

(
A sin

√
2

2
t + B cos

√
2

2
t

)
+ e−

√
2

2
t

(
C sin

√
2

2
t + D cos

√
2

2
t

)
,

y(t) = e
√

2
2

t

(
(−A−B) sin

√
2

2
t + (A−B) cos

√
2

2
t

)
+

+ e−
√

2
2

t

(
(D − C) sin

√
2

2
t + (−C −D) cos

√
2

2
t

)
.

Piemērs. {
x′′ = x + y,
y′′ = −x.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (1.6). Raksturvienādojumam (4) ir kompleksas saknes
λ1,2,3,4 = ±α± iβ. Lai atrastu α un β, aprēķināsim ϕ0. Tā kā

(a− d)2 + 4bc = −3, a + d = 1, ad− bc = 1,

tad ϕ0 = arctg
√

3, tāpēc

α = cos
ϕ0

2
=
√

3
2

, β = sin
ϕ0

2
=

1
2
.

Saskaņā ar formulām (1.6*) un (1.6.2**) dotās sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = e
√

3
2

t

(
2A sin

t

2
+ 2B cos

t

2

)
+ e−

√
3

2
t

(
2C sin

t

2
+ 2D cos

t

2

)
,

y(t) = e
√

3
2

t

(
(−A−

√
3B) sin

t

2
+ (
√

3A−B) cos
t

2

)
+

+ e−
√

3
2

t

(
(
√

3D − C) sin
t

2
+ (−

√
3C −D) cos

t

2

)
.
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2. ad− bc = 0.

Ja ad−bc = 0, tad vienādojuma (5) saknes ir r1 = 0 un r2 = a+d. Atbilstošā raksturvienādojuma
(4) sakņu raksturs ir atkar̄ıgs no tā, vai sakne r2 būs pozit̄ıva, negat̄ıva, vai vienāda ar 0. Apskat̄ısim
iespējamos gad̄ıjumus.

2.1.

{
ad− bc = 0,
a + d > 0.

Pieņemsim, ka {
ad− bc = 0,
a + d > 0.

(2.1)

Šajā gad̄ıjumā raksturvienādojumam (4) ir divkārša sakne λ1,2 = 0 un divas pretēju z̄ımju reālas
saknes λ3,4 = ±√a + d. Tāpēc sistēmas (1) atrisinājumi ir šādas funkcijas:

x(t) = A1 + B1t + C1e
√

a+dt + D1e
−√a+dt,

y(t) = A2 + B2t + C2e
√

a+dt + D2e
−√a+dt,

(2.1∗)

kur koeficienti Ai, Bi, Ci, Di apmierina vienād̄ıbas

A2b + A1a = 0, A1c + A2d = 0,

B2b + B1a = 0, B1c + B2d = 0,

C2b− C1d = 0, C1c− C2a = 0,

D2b−D1d = 0, D1c−D2a = 0.

(2.1∗∗)

Piemērs. {
x′′ = 2x + y,
y′′ = 4x + 2y.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (2.1). Atbilstošajam kvadrātvienādojumam (5) ir veids

r2 − 4r = 0,

tā saknes ir r1 = 0 un r2 = 4. Tāpēc raksturvienādojuma (4) saknes ir λ1,2 = 0 un λ3,4 = ±2. Saskaņā
ar formulām (2.1*) un (2.1**) dotās sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = A + Bt + Ce2t + De−2t,
y(t) = −2A− 2Bt + 2Ce2t + 2De−2t.
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2.2.

{
ad− bc = 0,
a + d < 0.

Pieņemsim, ka {
ad− bc = 0,
a + d < 0.

(2.2)

Šajā gad̄ıjumā raksturvienādojumam (4) ir divkārša sakne λ1,2 = 0 un kompleksi saist̄ıtas saknes
λ3,4 = ±i

√
−(a + d). Tāpēc sistēmas (1) atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = A1 + B1t + C1 sin
√
−(a + d)t + D1 cos

√
−(a + d)t,

y(t) = A2 + B2t + C2 sin
√
−(a + d)t + D2 cos

√
−(a + d)t,

(2.2∗)

kur koeficienti Ai, Bi, Ci, Di apmierina vienād̄ıbas (2.1**).

Piemērs. {
x′′ = −5x + 10y,
y′′ = 2x− 4y.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (2.2). Atbilstošajam kvadrātvienādojumam (5) ir veids

r2 + 9r = 0,

tā saknes ir r1 = 0 un r2 = −9. Tāpēc raksturvienādojuma (4) saknes ir λ1,2 = 0 un λ3,4 = ±3i.
Saskaņā ar formulām (2.2*) un (2.1**) dotās sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

y(t) = A + Bt + 2C sin 3t + 2D cos 3t,
x(t) = 2A + 2Bt− 5C sin 3t− 5D cos 3t.
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2.3.

{
ad− bc = 0,
a + d = 0.

Pieņemsim, ka {
ad− bc = 0,
a + d = 0.

(2.3)

Šajā gad̄ıjumā raksturvienādojumam (4) ir četrkārša sakne λ1,2,3,4 = 0, tāpēc sistēmas (1)
atrisinājumi ir funkcijas

x(t) = A1 + B1t + C1t
2 + D1t

3,
y(t) = A2 + B2t + C2t

2 + D2t
3,

(2.3∗)

kur koeficienti Ai, Bi, Ci, Di apmierina vienād̄ıbas

A2b + A1a− 2C1 = 0, A1c + A2d− 2C2 = 0,

B2b + B1a− 6D1 = 0, B1c + B2d− 6D2 = 0,

C2b + C1a = 0, C1c + C2d = 0,

D2b + D1a = 0, D1c + D2d = 0.

(2.3∗∗)

Piemērs. {
x′′ = −x− y,
y′′ = x + y.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (2.3). Atbilstošā raksturvienādojuma (4) saknes ir
λ1,2,3,4 = 0 . Saskaņā ar formulām (2.3*) un (2.3**) dotās sistēmas atrisinājumi ir funkcijas

y(t) = A + Bt + Ct2 + Dt3,
x(t) = (2C −A) + (6D −B)t− Ct2 −Dt3.

Piez̄ıme.

Vienād̄ıbas (2.1**) un (2.3**) (kā ar̄ı vienād̄ıbas (1.1**)-(1.6**)) ir spēkā ar̄ı tad, ja daži no
koeficientiem a, b, c, d ir vienādi ar 0, kā ar̄ı speciālgad̄ıjumā, ja visi šie koeficienti ir vienādi ar 0.

Piemērs. {
x′′ = 0,
y′′ = 0.

Sistēmas koeficienti apmierina nosac̄ıjumus (2.3). No formulām (2.3**) izriet, ka C1 = C2 = D1 =
D2 = 0, savukārt koeficienti A1, A2, B1, B2, vispār̄ıgi runājot, var būt jebkuri, un tie nav savstarpēji
saist̄ıti ne ar kādām sakar̄ıbām. Tāpēc saskaņā ar formulām (2.3*) dotās sistēmas atrisinājumi ir
funkcijas

x(t) = A + Bt,
y(t) = C + Dt.
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Formulu apkopojums

Zemāk tabulā ir sniegta apskatāmās diferenciālvienādojumu sistēmas risināšanas shēma. Paskaid-
rosim š̄ıs shēmas lietošanu.

• Nosaka dotās sistēmas koeficientus a, b, c un d un aprēķina ad − bc. Atkar̄ıbā no tā, kāda ir
izteiksme ad− bc (pozit̄ıva, negat̄ıva vai vienāda ar 0), r̄ıkojas šādi.

1. Ja ad− bc > 0, tad aprēķina (a− d)2 + 4bc.

(a) Ja (a−d)2+4bc ≥ 0, tad aprēķina a+d. Atkar̄ıbā no tā, kāda ir izteiksme (a−d)2+4bc
(pozit̄ıva vai vienāda ar 0) un kāda ir izteiksme a + d (pozit̄ıva vai negat̄ıva), iegūst
vienu no gad̄ıjumiem (1.1), (1.2), (1.4) vai (1.5). Dotās sistēmas atrisinājumiem būs
tāds veids, kāds tas ir uzrād̄ıts tabulas pēdējā ailē un attiec̄ıgajā rindiņā.

(b) Ja (a − d)2 + 4bc < 0, tad iegūst gad̄ıjumu (1.6). Dotās sistēmas atrisinājumiem būs
tāds veids, kāds tas ir uzrād̄ıts tabulas pēdējā ailē un attiec̄ıgajā rindiņā.

2. Ja ad − bc = 0, tad aprēķina a + d. Atkar̄ıbā no tā, kāda ir izteiksme a + d (pozit̄ıva,
negat̄ıva vai vienāda ar 0), iegūst vienu no gad̄ıjumiem (2.1), (2.2) vai (2.3). Dotās sistēmas
atrisinājumiem būs tāds veids, kāds tas ir uzrād̄ıts tabulas pēdējā ailē un attiec̄ıgajā rindiņā.

3. Ja ad − bc < 0, tad dotā sistēma atbilst gad̄ıjumam (1.3). Dotās sistēmas atrisinājumiem
būs tāds veids, kāds tas ir uzrād̄ıts tabulas pēdējā ailē un pēdējā rindiņā.

• Precizē nenoteiktos koeficientus, izmantojot atbilstošās vienād̄ıbas: gad̄ıjumam (1.1) atbilst
vienād̄ıbas (1.1**), ... , gad̄ıjumam (2.3) atbilst vienād̄ıbas (2.3**).
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(a− d)2 + 4bc > 0

a + d > 0
(1.1)

x(t) =
4P

i=1

Aie
λit, y(t) =

4P
i=1

Bie
λit

a + d < 0
(1.2)

x(t) = A1 sin k1t + B1 cos k1t + C1 sin k2t + D1 cos k2t
y(t) = A2 sin k1t + B2 cos k1t + C2 sin k2t + D2 cos k2t

ad− bc > 0
(a− d)2 + 4bc = 0

a + d > 0
(1.4)

x(t) = (A1 + B1t)e
st + (C1 + D1t)e

−st

y(t) = (A2 + B2t)e
st + (C2 + D2t)e

−st

a + d < 0
(1.5)

x(t) = (A1 + B1t) sin kt + (C1 + D1t) cos kt
y(t) = (A2 + B2t) sin kt + (C2 + D2t) cos kt

(a− d)2 + 4bc < 0
(1.6)

x(t) = eαt(A1 sin βt + B1 cos βt) + e−αt(C1 sin βt + D1 cos βt)
y(t) = eαt(A2 sin βt + B2 cos βt) + e−αt(C2 sin βt + D2 cos βt)

a + d > 0
(2.1)

x(t) = A1 + B1t + C1e
√

a+d t + D1e
−√a+d t

y(t) = A2 + B2t + C2e
√

a+d t + D2e
−√a+d t

ad− bc = 0
a + d < 0

(2.2)
x(t) = A1 + B1t + C1 sin

p
−(a + d) t + D1 cos

p
−(a + d) t

y(t) = A2 + B2t + C2 sin
p
−(a + d) t + D2 cos

p
−(a + d) t

a + d = 0
(2.3)

x(t) = A1 + B1t + C1t
2 + D1t

3

y(t) = A2 + B2t + C2t
2 + D2t

3

ad− bc < 0
(1.3)

x(t) = A1e
λt + B1e

−λt + C1 sin kt + D1 cos kt

y(t) = A2e
λt + B2e

−λt + C2 sin kt + D2 cos kt
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