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1. Sakarigums

1.1. Sakarigums neorientetos grafos

Grafu sauksim par sakarigu, ja eksiste kede starp jebkuram divam
virsotnem.

Maksimalu sakarigu apaksgrafu sauksim par grafa sakaribas kom-
ponenti.

Var redzet, ka grafs ir sakarigs tad un tikai tad, ja eksiste virsotne
v tada, ka jebkurai citai virsotnei u eksisté marsruts (u, ..., v).

1.1. piemers. 3.12.attela grafs (a) ir sakarigs un grafs (b) nav
sakarigs un satur 2 komponentes.
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(a) (b)

3.12. attels. Sakariga un nesakariga grafa piemeri

1.1. teorema. Grafs ar n virsotnem un mazak ka n — 1 skautni nav
sakarigs.

PIERADIJUMS Fiksesim grafa kadu virsotni v. Ja grafs ir saka-

r1igs, tad eksiste kéde no v Iidz jebkurai no parejam n — 1 virsotnem,
tatad grafa ir vismaz n — 1 skautne. B
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1.2. teorema. Ja grafs nav sakarigs, tad ta papildgrafs ir sakarigs.
PIERADIJUMS Pienemsim, ka grafs I' nav sakarigs. Tad tam
eksiste vismaz divas komponentes I'y un I's. Mums ir japierada, ka
jebkuras divas virsotnes var savienot ar kédi papildgrafa T'.
Ja virsotnes pieder dazadam komponentem, tad papildgrafa tas

var savienot ar vienu Skautni vai, citiem vardiem sakot, eksiste $is
virsotnes savienojosa keéde ar garumu 1 (skatit 3.13.(a) attela).

| —=

(a) (b)

3.13. attels. Ilustracija pieradijjumam
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Ja abas virsotnes pieder vienai komponentei, tad tas papildgrafa
var savienot ar divam Skautneém un vienu virsotni cita komponente,
tatad eksisté §1s virsotnes savienojosa kede ar garumu 2 (skatit 3.13.(b)
attela). W

1.2. piemeérs. Valstt ir 15 pilsetas, katra no kuram ir savienota ar
ne mazak ka 7 citam pilsetam. Pieradit, ka no jebkuras pilsétas var
aizbraukt uz jebkuru citu (iespgjams, ar parsésanos).

(Visparinajums: n virsotnes, katras virsotnes pakape nav mazaka
ka [*5H]).)

1.3. piemers. Kada valsti jebkuras divas pilsetas ir savienotas vai
nu ar zemes celu, vai arl ar dzelzcelu. Pieradit, ka var izveleties
vienu transporta veidu (auto vai vilcienu) ta, lai no jebkuras pilsétas
varétu aizbraukt uz jebkuru citu pilsetu izmantojot tikai So transporta
veidu.
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Kada valstT no galvaspilsetas iziet 2009 celi, no pilsetas A - 1 celg,
no visam pargjam 5000 pilsetam - 1000 celi no katras. Katrs cels

savieno divas pilsetas. Pieradit, ka no galvaspilsetas var aizbraukt uz
A.

Virsotni sauksim par Sarniru, ja tas izdzesana palielina grafa kom-
ponensu skaitu.

Skautni sauksim par tiltu, ja tas izdzesana palielina grafa kompo-
nensu skaitu.

1.3. teorema. Jebkura sakariga grafa ar vismaz divam virsotném ir
vismaz divas virsotnes, kas nav Sarniri.

PIERADIJUMS Jebkuras diametralas kedes gali nevar biit Sarniri.
|

1.4. piemeérs. Uzzimgjiet grafu ar 3 Sarniriem un 33 tiltiem, 33
Sarniriem un 3 tiltiem.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



8

Uzzimegjiet grafu, kura eksiste Sarnirs un katras virsotnes pakape
ir vienada ar 3.

Kada valstl no katras pilsetas iziet 100 celi, no jebkuras pilsetas
var aizbraukt uz jebkuru citu. Pieradit, ka var slegt jebkuru vienu
celu un joprojam no jebkuras pilsetas vares aizbraukt uz jebkuru citu
pilsetu.

Kada valst ir vairak ka 101 pilseta, dazas pilsétas ir savienotas ar
(divvirziena) celiem. Galvaspilséta ir savienota ar 100 pilsétam, katra
pilseta, kas nav galvaspilseta, ir savienota ar tiesi 10 citam pilsetam.
No jebkuras pilsetas var aizbraukt uz jebkuru citu pilsetu. Pieradit,
ka var slegt vismaz pusi no visiem celiem, kas iziet no galvaspilsetas ta,
lai joprojam no jebkuras pilsetas varetu aizbraukt uz jebkuru citu.
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3.37. attels. Stingri sakariga grafa piemers

1.2. Sakarigums orientetos grafos

I' = (V, E) - orientéts grafs. Virsotnes v un w sauksim par stingri
sakarigam, ja eksiste virzitas kedes, kas saista v un w (abos virzienos),
v un w sauksim par vienpusigi sakarigam, ja eksiste virzita kede, kas
saista v un w vismaz viena virziena.

Orientetu grafu sauksim par stingri sakarigu, ja jebkuras divas vir-
sotnes ir stingri sakarigas.

Orientetu grafu sauksim par vienpusigi sakarigu, ja jebkuras divas vir-
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3.38. attels. Vienpusigi sakariga grafa piemers

sotnes ir vienpusigi sakarigas.

Orientétu grafu sauksim par vaji sakarigu (sakarigu), ja tam atbil-
stoSais neorientétais grafs ir sakarigs.

Par orienteta grafa stingri sakarigu komponenti sauksim maksima-
lu stingri sakarigu apaksgrafu.

Par orienteta grafa vajas sakaribas komponentém sauksim sakari-
bas komponentes grafa, ko iegist no dota orientéta grafa, aizmirstot
par Skautnu orientaciju.
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1.5. piemers. Kada valst1 jebkuras divas pilsétas ir savienotas ar
vienvirziena celu. Pieradit, ka eksiste pilseta, no kuras var aizbraukt
uz jebkuru citu pilsetu.

(Ar vienas Skautnes parorientaciju pilnu orientétu grafu var par-
verst par stingri sakarigu) Kada valst1 jebkuras divas pilsétas ir sa-
vienotas ar vienvirziena celu. Pieradit, ka eksiste cel§, kura nomainot
virzienu uz pretejo var panakt, ka no jebkuras pilsétas var aizbraukt
uz jebkuru citu pilsetu
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2. Koki

Par koku sauksim sakarigu grafu bez cikliem.

Grafa apaksgrafu, kas satur visas virsotnes un ir koks, sauksim par
grafa parklajoso koku.

Vienkarsakas koku Tpasibas:

e katra koka virsotne, kuras pakape ir lielaka neka 1, ir Sarnirs,

e katra koka Skautne ir tilts,

e katrs koks ir parklajosais koks attieciba uz sevi.
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3.41. attels. Visi koku izomorfisma tipi ar 7 virsotném
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2.1. teorema. I' = (V,E) - grafs ar [V| virsotnem un |E| skautnem.
Sadi apgalvojumi ir ekvivalenti:
1) T - koks;
2
3
4

5

) T' - sakarigs grafs un |E| = |V| — 1;

) T - aciklisks grafs un |E| = |V| — 1;

) grafaT" jebkuras divas dazadas virsotnes savieno tiesi viena kéede;
) I' - aciklisks grafs, kuram pievienojot vienu jaunu skautni iegust
grafu ar tiesi vienu ciklu.

PIERADIJUMS Pieradisim teoremu, izmantojot ciklisko pieradi-
Sanas tehniku. Ir japierada, ka (1) — (2) — (3) — (4) — (5) — (1).

(1) — (2): izmantosim matematisko indukciju ar argumentu |V|.
Indukcijas baze: ja |V| = 1, tad izteikums ir acimredzams. Ja |V| > 1,
tad jebkurai skautnei e grafs I' — e satur 2 komponentes - kokus (grafa
I nav ciklu) 77 un T». Pienemsim, ka Sajas komponentes ir |V;]
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vai |Va| virsotnes un |E1| vai |Es| skautnes, kas saskana ar induktivo
pienémumu apmierina nosacijumus |E;| = |V;| — 1. Iegustam, ka

[E] = |Ev[+|B2[+1 = (Vi[=D)+(Va|-1)+1 = ([Vi|+[Va]) -1 = [V]-1.

(2) — (3): T ir sakarigs grafs un |E| = |[V|—1. Japierada, ka grafa
nav ciklu. Pienemsim, ka eksiste cikls, kas satur Skautni e. Grafs '—e
ir sakarigs un satur |V| — 2 skautnes. Tads grafs nevar but sakarigs,
jo tam Skautnu skaits ir par 2 mazaks neka virsotnu skaits.

(3) — (4): piepemsim, ka T ir aciklisks un |E| = |V|—1. Piegemsim,
ka grafa komponensu skaits ir C' un i-tas komponentes virsotnu un
skautyu skaits ir |V;| un |E;|. Ta ka katra komponente ir koks, tad
Byl = Vil — 1 un

c
Bl =) (Vi -1) = V|- C.

i=1
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Redzam, ka C' = 1 un grafs ir sakarigs. Ja eksistétu 2 virsotnes, kuras
saista 2 dazadas kedes, tad eksistetu cikls.

(4) — (5): ja grafa I' butu cikls, tad eksistétu divas dazadas kedes,
kas savienotu divas virsotnes. Ja, pievienojot vienu skautni, iegtitu
divus dazadus ciklus, tad sakotneja grafa starp attiecigajam virsotnem
eksistetu divas dazadas kedes.

(5) — (1): pieradisim, ka grafs T' ir sakarigs. Ja virsotnes u un v
piederétu 2 dazadam komponentém, tad, pievienojot skautni (u,v),
meés neiegutu ciklu.

2.1. piezime. Ja sakarigam grafam ar n virsotnem ir vismaz n skaut-
nes, tad tas satur ciklu.
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2.2. teorema. Koka ir vismaz 2 virsotnes ar pakapi 1.

PIERADIJUMS Piegemsim, ka koka T ir |V| virsotnes. Ta ka
> dw) =2(lV|-1),
veV (T)

tad vismaz 2 saskaitamie kreisaja puse ir vienadi ar 1. l

2.3. teorema. Katram sakarigam grafam eksisté parklajosais koks.

PIERADIJUMS Ja grafs sakotneji nav koks, tad pakapeniski pa
vienai izdzesisim Skautnes, kas ieiet ciklos, katra soli izdzesot jebkuru
no skautnem, kas piedalas kada no cikliem.

Ta ka neviena sada Skautne nevar but tilts, tad tas izdzesana
nepadara grafu par nesakarigu.

Katra sada skautnes izdzesanas operacija virsotnu skaits nemainas,
bet skautnu skaits samazinas par 1.
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Pec galiga skaita solu mes iegusim sakarigu grafu, kuram izpildas

nosacfjums |E| = |V| — 1, tadejadi §is jauniegutais grafs ir sakotneja
grafa apaksgrafs, kas satur visas virsotnes un ir koks. H

2.4. teorema. Katrs koks ir divdaligs grafs.
PIERADIJUMS Patstavigs darbs vai diskusija. B

2.1. piemers. Kada valst1 ir 2008 pilsetas. Uzbuvejiet sada valstt
celu tiklu ta, lai tas saturétu minimali iespgjamo (divvirziena) celu
skaitu, un no jebkuras pilsetas varetu aizbraukt uz jebkuru citu pilsetu
braucot pa ne vairak ka

a) 22 celiem;

b) 2 celiem.

Bakterija sadalijas 4 dalas, pec tam katra jaunradita bakterija
daljjas 2 vai 3 dalas vai nedalijas. Pec kada laika bakteriju skaits bija
2008. To bakteriju skaits, kas sadalijas 2 dalas ir divas reizes lielaks
neka to bakteriju skaits, kas sadalijas 3 dalas. Cik baktérijas dalijas?
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Volejbola tiklam ir taisnsturveida rutinas, 40 x 500. Kads ir mak-
simalais virvisu skaits, kuras var pargriezt ta. lai tikls nesadalitos
divas dalas?
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