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Lekcijas merkis:
e apgit pirmskaitlu Tpasibas un faktorizacijas teoremu.

Lekcijas kopsavilkums:

e pirmskaitliem piemit vairakas raksturigas ipasibas,

e jebkuru naturalu skaitli var viennozimigi izteikt pirmskaitlu pa-
kapju reizinajuma forma,
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e pirmskaitlu pakapju reizinajuma formu var izmantot LK D un
MKD atrasanai.

Svarigakie jedzieni: pirmskaitla karta,

Svarigakie fakti un metodes: pirmskaitlu pasibas, pirmskaitlu
tuksnesi, Bertrana postulats, Dirihlé teorema par pirmskaitliem ar-
itmetiskajas progresijas, aritmetikas pamatteorema, LKD un MKD
atrasana izmantojot faktorizaciju.
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1. Pirmskaitli un aritmetikas pamatteore-
ma

1.1. Pirmskaitlu 1pasibas

1.1.1. Pamatipasibas
P={2,3,5,7,...} - visu (pozitivo) pirmskaitlu kopa.

1.1. teorema.
1. Vne€Z,|n|>13peP tads, ka p|n.

2.VneZVpelP:LKD(n,p)=1 V p|n.

3.Va,beZVpeP:plab = pla V p|b.

J pln
4. ngP = Hpe]P’.{pS\/ﬁ.
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5. (Eiklids, ap 300BC) P ir bezgaliga kopa.

PIERADIJUMS
1. Ja |n| € P, tad nekas nav japierada.

Apskatisim salikta skaitla n pozitivo dalitaju kopu D(n) NN, taja
ir vismaz tris elementi - 1, |n| un vismaz vél viens.

Apskatisim d = min ((D(n) NN)\ 1) >1 = d € P, jo preteja
gadijuma skaitlim n ir vel mazaki pozitivi dalitaji (d dalitaji), kas nav
1.

2. LKD(n,p)lp = LKD(n,p) € {1,p}.

3. plab A pta = LKD(a,p) =1 = p|b.

4. Pienemsim, ka p ir mazakais pirmskaitlis, kas dala n (vismaz
viens pirmskaitlis eksiste, jo n ir salikts). Pieradisim, ka p apmierina
apgalvojumu.
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pln = n =pm, kur m > p (ja m < p, tad eksisté pirmskaitlis -
m dalitajs, kas ir mazaks ka p un dala n).

n=pm 5
> > p.
{ m>p = n>p* = J/n>p
5. Pienemsim pretgjo - P ir galiga kopa {p1,...,pn}.
Apskatisim skaitli

N =pip2..pn + 1.

N ir vai nu 1, vai pirmskaitlis, vai salikts skaitlis. Dalot N ar
katru no skaitliem p;, atlikuma iegisim 1, tatad N ir pirmskaitlis.
N > p;, ¥V p; € {p1,...,pn} - pretruna. W

1.1. piezime. No teorémas 4.apgalvojuma seko, ka lai noteiktu, vai
n € P, pietiek parbaudit, vai n dalas ar pirmskaitliem, kas neparsniedz
\/n. Jan nedalas ne ar vienu pirmskaitli p < /n, tad n ir pirmskaitlis.

1.1. piemers. Lai noteiktu, vai 43 ir pirmskaitlis, ir japarbauda, vai
43 dalas ar 2,3, 5.
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1.1.2. Papildinformacija par pirmskaitliem

1.2. teorema. (pirmskait]u tuksnesu eksistence) k € N 3k skaitli
{N,N+1,..,N+k—1} C N tadi, ka tie visi nav pirmskaitli.

PIERADIJUMS Definesim N = (k + 1)! + 2. Redzam, ka
N4i=(k+ 1)+ (i+2).

14+2[N+i,ja0<i<k—1 = N+i¢P. Esam ieguvusi k pec
kartas ejosu saliktu skaitlu virkni N,.... N + %k — 1.1

1.2. piemers. Ja k = 10, tad N = 11! + 2 = 39916802.
1.2. piezime. Vai var samazinat N7

1.3. teoréma. (Bertrana postulats)

Vn>1dp:n<p<2n-—2.
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1.4. teoréma. (Dirihlé teorema par pirmskaitliem aritmeétiskajas pro-
gresijas) LK D(a,d) =1 =

3 bezgaligi daudz p € P forma p = a + nd,n € Z.

1.3. piemers. J bezgaligi daudz pirmskaitlu forma 4n + 1.

1.2. Aritmetikas pamatteorema un tas sekas

1.2.1. Teorema

1.5. teorema. Vn e NVpe P 3 a € NU{0}, tads ka
{ p°n
pa+1 f?’L
(skaitli o sauc par p kartu skaitli n, apzime ar ord,(n)).

PIERADIJUMS Dalisim n ar 1, p, p?,... tik ilgi, kameér dalijuma
iegtisim nenulles atlikumu.l
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1.4. piemérs. ordy(96) = 5, ordy(15) = 0.

1.6. teorema. (Aritmeétikas pamatteoreéma, viennozimigas faktoriza-
cijas teoréma) ¥V n € N ir viennozimigi izsakams pirmskaitlu pakapju
reizinajuma forma

a1, Q2

n=p'ps*..ppm, kur p € P, pr < p2 < ... <P, o €N

PIERADIJUMS Skaitlim n atradisim visus pirmskaitlus, kas to
dala, saskirosim tos pec lieluma, ieglisim viennozimigi noteiktu kopu
P={p1,...;pm}, kur p1 < pa2 < ... < pp.

V p; € P atradisim ord,,(n) =a; > 0. V¢
piln = n=pi"q, kur p; { .
(07 (o4

n=p'qg =py°@ — PPy — pi'lee = piipy?In.
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Turpinot sadus spriedumus, iegtisim, ka
n = ppe?..pam.

Viennozimigums seko no ta, ka kopa P un pirmskaitlu kartas «;
ir noteiktas viennozimigi.ll

1.5. piemérs. 2520 = 23325!71.

1.3. piezime. Aritmeétikas pamatteorému var visparinat uz Z: V n €
7 ir viennozimigi izsakams forma

n=(=1)p{ps?..pom, kur e € {0,1}.

1.4. piezime. Simboliski varam definét

n= H per.
P
1.5. piezime. Ja ir doti vairaki skaitli, tad lietderigi ir uzskatit, ka
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tiem atbilstosas pirmskaitlu kopas ir vienadas, papildinot tas, ja ne-

piecieSams, piemeram:

24 = 23325070,
35 = 20305171,

1.7. teorema.

;o oa1+B Qo+
n— O pam nn' = pj o pQmtBm
{ plﬁ ...p’rl/[;l ﬂ _— pal_ﬁl paﬂl_ﬁm,
/I __ 1 [ 't s m
n =py .. mm k kay

" k
_ Qo
n”® = pi“t. .pe

PIERADIJUMS Izmantojam reizinasanas komutativo pasibu, pie-

meram:

nn' = Py ) () o) =
(PSP ) (P py) = P30 i o
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1.2.2. LKD un MKD atraSana

1.8. teoréma. a|lb <= V p € P izpildas nosacijums
ordy(a) < ord,(b).

PIERADIJUMS
ordpy(a) < ordy(b) = ordy(b) —ordy(a) >0 =

b
o _ Hpordp(b)fm“dp(a) eN = alb.

p€EP
VpeP: p*la A alb = p“|b = ordy(a) < ord,(b). B

1.9. teorema. Dots, ka b = p?lpg?..pfnm, B; > 0.

(e}

1. alb <= a==+p"ps*..pim, kur Vi 0 < a; < f3;.
2. ble < c¢==£p'py..p)rq, kar Vi B; <v;,q € N.

PIERADIJUMS Seko no iepriekséjas teoremas. W
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1.10. teorema.

{ a=pit..pn, { LKD(a,b) =p]*..p0m, v = min(ay, 3;),

b=p/ . pln MK D(a,b) = p{*..p%, 8; = max(a;, B;).

PIERADIJUMS
1. Apzimesim d = LK D(a,b). ¥V p; € P
{ ordy, (d) < ordy, (a) = a;

ord, (d) < ord,, (b) = B, = ordy(d) < min(ay, 5;) = V.

Ja3p; € P: ordy,(d) <v; = dnav LKD(a,b) - to var
palielinat Iidz lielakam a un b kopigam dalitajam

d=p" ...pz-j prm.

2. Apzimesim ¢ = MKD(a,b). ¥V p € P:

{ Z:gzggg ; Z:ZZEZ)) = ordy(d) > max(ord,(a), ord,(b)).
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Jadp; € P: ordy(d) >9; = dnav MKD(a,b) - to var
samagzinat Iidz mazakam a un b kopigam daudzkartnim

~ s
d=pi'..p; ...pfﬁ".l

1.6. piemers. LK D(24,18) = LK D(233!,213%) = 2131 = 6.
MKD(24,18) = MK D(233!,2132) = 2332 = 72,
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2. 3.majasdarbs

3.1 Pieradit, ka eksisté bezgaligi daudz pirmskaitlu forma 4n — 1.

3.2 Pieradit, ka visiem n € N,n > 1 summa

11 1
1+ -+ z+..+=¢N
tgtgtet—d

3.2 Gada uzdevumi.

(a) Kada ir 2 karta skaitlim 2010! ?
(b) Ar kadu maksimalo 2010 pakapi dalas 2010! ?

3.2 Dots n = n = p{*..pom. Atrast

(a) n naturalo dalitaju skaitu,
(b) n naturalo dalitaju summu.
3.3 Atrast mazako naturalo skaitli n, kas vienlaicigi apmierina Sadas
tris Ipasibas:
(a) 2n ir naturala skaitla kvadrats,
(b) 3n ir naturala skaitla kubs (tresa pakape),
(c) 5n ir naturala skaitla piekta pakape.
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3.4 Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu
y" =az? 4z, karn e N,n > 1.

3.5 Cik ir skaitlu n € N: 1 < n < 10°, tadu, ka n nav ne naturala
skaitla kvadrats, ne kubs, ne piekta pakape?

3.6 Atrast MK D(10,11, ..., 30).
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