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Lekcijas mērķis:
• apgūt veselo skaitļu dalāmı̄bas pamatus.
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3

Lekcijas kopsavilkums:
• veselo skaitļu kopā var definēt un pēt̄ıt dalāmı̄bas attiec̄ıbu.

Svar̄ıgākie jēdzieni: naturālie skaitļi, veselie skaitļi, dalāmı̄ba,
kop̄ıgie dal̄ıtāji, pirmskaitlis, salikts skaitlis, lielākais kop̄ıgais dal̄ıtājs,
savstarpējie pirmskaitļi.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: piln̄ıgā sakārtojuma princips,
maksimālā elementa princips, matemātiskās indukcijas princips, ar-
itmētiskās pamat̄ıpaš̄ıbas, veselo skaitļu dal̄ı̌sana ar atlikumu, dalā-
mı̄bas ı̄paš̄ıbas, LKD pamat̄ıpaš̄ıbas.
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1. Veselo skaitļu pamat̄ıpaš̄ıbas

1.1. Skaitļu kopas

1.1.1. Naturālie un veselie skaitļi

Naturālie skaitļi (N) un to pamat̄ıpaš̄ıbas:
• skaitļi, ko var iegūt dabiskā skait̄ı̌sanas ceļā 1, 2, 3...;
• dabiskās darb̄ıbas (aritmētiskās operācijas) ar naturālajiem skait-

ļiem - saskait̄ı̌sana, atņemšana, reizināšana, dal̄ı̌sana;

• naturālo skaitļu kopā var dabiski definēt sakārtojuma attiec̄ıbu
<: x < y, ja starp̄ıba y − x ir definēta kā naturāls skaitlis.

Veselie skaitļi (Z):
• - divu naturālu skaitļu starp̄ıbas rezultāts, piemēram

−1 = 2− 3, 0 = 3− 3.

Veselos skaitļus iegūst no naturālajiem, pievienojot visas formā-
lās starp̄ıbas.
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1.1.2. Veselo skaitļu kopas paplašinājumi

Racionālie skaitļi Q - formāls divu veselu skaitļu dal̄ıjums m
n ,

kur m,n ∈ Z, n 6= 0.

Algebriskie skaitļi Q - reāla sakne algebriskam vienādojumam
ar racionāliem koeficientiem, piemēram,

√
2 ir sakne vienādojumam

x2 = 2.

1.2. Kopteorētiskās pamat̄ıpaš̄ıbas

1.1. teorēma. (Piln̄ıgā sakārtojums princips) ∀ N apakškopa satur
vismazāko elementu.

1.2. teorēma. (Maksimālā elementa princips) ∀ N apakškopa, kas ir
ierobežota no augšas, satur maksimālo elementu.

1.3. teorēma. (Matemātiskās indukcijas princips) Pieņemsim, ka
katram n ∈ N ir definēts apgalvojums P (n) un ir spēkā šādi apgalvo-
jumi:
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1. P (1) ir patiess,

2. ja P (i) ir patiess, tad P (i + 1) ir patiess visiem i ∈ N.
Tad visiem n ∈ N apgalvojums P (n) ir patiess.

1.4. teorēma. ∀ x ∈ R ∃ viens un tikai viens
1. lielākais veselais skaitlis [x](x veselā daļa jeb gr̄ıda, apz̄ımē ar̄ı

kā bxc), kas nav lielāks par x,

2. mazākais veselais skaitlis dxe (x griesti), kas nav mazāks par x.
(šai teorēmai ir uzskatāma ǧeometriska interpretācija - katrs punkts
uz reālo skaitļu taisnes atrodas starp diviem viennoz̄ımı̄gi noteiktiem
tuvākajiem punktiem ar veselām koordinātēm).

1.3. Aritmētiskās pamat̄ıpaš̄ıbas

1.5. teorēma.
1. divu veselu skaitļu summa un reizinājums ir vesels skaitlis,

2. a + b = b + a (saskait̄ı̌sanas komutativitātes likums),
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3. ab = ba (reizināšanas komutativitātes likums),

4. (a + b) + c = a + (b + c) (saskait̄ı̌sanas asociativitātes likums),

5. (ab)c = a(bc) (reizināšanas asociativitātes likums),

6. a(b + c) = ab + ac (distributivitātes likums),

7. ab = 0 =⇒ a = 0 ∨ b = 0 (nulles dal̄ıtāju neeksistence),

8.
(
a 6= 0 ∧ ab = ac

)
=⇒ b = c (reizināšanas sāısināšanas

ı̄paš̄ıba).

1.4. Veselo skaitļu dal̄ı̌sana ar atlikumu

1.6. teorēma. ∀ a ∈ Z, a 6= 0 un ∀ b ∈ Z ∃ viens un tikai viens veselu
skaitļu pāris (q, r) ∈ Z2, kur 0 ≤ r < |a|, tāds, ka

b = qa + r

(q sauksim par dal̄ıjumu, r - par atlikumu, r apz̄ımē ar̄ı kā atl(b, a)).

PIERĀDĪJUMS
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Atz̄ımēsim uz taisnes ar Dekarta koordinātēm visus punktus, kuru
koordinātes ir vienādas ar ka, kur k ∈ Z.

∀ b ∈ Z ir viennoz̄ımı̄gi izsakāms formā

b = qa + r,

kur qa ir pirmais atz̄ımētais punkts pa kreisi no b un 0 ≤ r < |a|. ¥
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9

2. Veselo skaitļu dalāmı̄ba

2.1. Dalāmı̄bas pamat̄ıpaš̄ıbas

a ∈ Z dala b ∈ Z vai, b dalās ar a (a|b) tad un tikai tad, ja ∃ q ∈ Z :

b = qa.

Citiem vārdiem sakot, atlikums dalot a ar b ir vienāds ar 0:

b = qa + 0.

Ja a|b, tad b sauc par a daudzkārtni.

Ja a nedala b, tad to apz̄ımē ar pierakstu a - b.

Svar̄ıgs speciālgad̄ıjums: ja 2|a, tad a sauksim par pāra skaitli, ja
2 - a, tad a ir nepāra skaitlis.

2.1. piemērs. ∀ a : a|0. 0|a =⇒ a = 0. 1 un −1 dala visus veselos
skaitļus, 1 un −1 dalās tikai ar 1 un −1.
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2.1. teorēma. (dalāmı̄bas ı̄paš̄ıbas kopā)
1. a|a (refleksivitāte).
2. a|b ∧ b|c =⇒ a|c (tranzitivitāte).
3. a|b ∧ b|a ⇐⇒ |a| = |b|.
4. b 6= 0 : a|b =⇒ |a| ≤ |b|.
5. a|b, a|b′ =⇒ a|b + b′.
6. a|b =⇒ a|bc.
7. a|b ∧ c|d =⇒ ac|bd.

PIERĀDĪJUMS
1. a = 1 · a.

2.
{

a|b
b|c =⇒

{
b = qa
c = q′b =⇒ c = q′b = (q′q)a =⇒ a|c.

3.
{

a|b
b|a =⇒

{
b = qa
a = q′b =⇒ b = qa = (qq′)b =⇒

qq′ = 1 =⇒ q = ±1 =⇒ a = ±b.
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4. a|b =⇒ b = qa =⇒ |b| = |q||a| =⇒ |b|
|a| = |q| ≥ 1 =⇒

|b| ≥ |a|.

5.{
a|b
a|b′ =⇒

{
b = qa
b′ = q′a =⇒ b + b′ = qa + q′a = (q + q′)a =⇒

a|b + b′.
6. a|b =⇒ b = qa =⇒ bc = (qc)a.

7.{
a|b
c|d =⇒

{
b = q1a
d = q2c

=⇒ bd = (q1a)(q2c) = (q1q2)(ac).¥

2.2. Kop̄ıgie dal̄ıtāji

Skaitļa b ∈ Z dal̄ıtāju kopu apz̄ımēsim ar D(b).

2.1. piez̄ıme. D(0) = Z.
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D(−b) = D(b).
|D(b)| < ∞, ja b 6= 0.
D(b) maksimālais elements ir vienāds ar |b|, minimālais - ar −|b|.

Skaitli p ∈ N sauc par pirmskaitli, ja tā vien̄ıgie pozit̄ıvie dal̄ıtāji
ir 1 un p.

Naturālu skaitli, kas nav pirmskaitlis un nav vienāds ar 1, sauc par
saliktu skaitli.

2.2. piemērs. 2, 3, 5, 7, 11, 13 ir pirmskaitļi. 4 = 2×2 nav pirmskaitlis.

a ∈ Z sauksim par kopas {b1, ..., bm} ⊆ Z kop̄ıgu dal̄ıtāju, ja ∀ i
a|bi. {b1, ..., bm} visu dal̄ıtāju kopu apz̄ımē ar D(b1, ..., bm).

Kopas D(b1, ..., bn) maksimālo (pozit̄ıvo) elementu sauc par lielāko
kop̄ıgo dal̄ıtāju un apz̄ımē ar LKD(b1, ..., bn).
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Skaitļu kopu {b1, ..., bn} sauksim par savstarpējiem pirmskaitļiem,
ja LKD(b1, ...bn) = 1.

2.3. piemērs. LKD(2, 4) = 2. LKD(12, 18) = 6.

2.2. teorēma.
1. ∀ b ∈ Z : LKD(b, 0) = |b|.
2. ∀ a, b ∈ Z : a|b =⇒ D(a, b) = D(a) un LKD(a, b) = |a|.
3. ∀ a, b, k ∈ Z :

D(a, b) = D(a− kb, b) un LKD(a, b) = LKD(a− kb, b).

PIERĀDĪJUMS
1. D(b, 0) = D(b)∩D(0) = D(b)∩Z = D(b) =⇒ LKD(b, 0) = |b|.

2. a|b =⇒
(
x|a =⇒ x|b

)
=⇒ D(a) ⊆ D(b) =⇒

D(a, b) = D(a) ∩D(b) = D(a) =⇒ LKD(a, b) = |a|.
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3. x ∈ D(a, b) =⇒
(
x|a ∧ x|b

)
=⇒ x|a− kb =⇒

x ∈ D(a− kb, b) =⇒ D(a, b) ⊆ D(a− kb, b).

x ∈ D(a− kb, b) =⇒
(
x|a− kb ∧ x|b

)
=⇒ x|(a− kb) + kb =⇒

x|a =⇒ x ∈ D(a, b) =⇒ D(a− kb, b) ⊆ D(a, b) =⇒

D(a, b) = D(a− kb, b).

D(a, b) = D(a− kb, b) =⇒ LKD(a, b) = LKD(a− kb, b) ¥

2.2. piez̄ıme. Saskaņā ar iepriekšējo teorēmu skaitļu pāriem (a, b)
un (a− kb, b) sakr̄ıt kop̄ıgo dal̄ıtāju kopas un, tādējādi, ar̄ı LKD.

Varam veikt šādas operācijas, lai samazinātu skaitļus un LKD būtu
vieglāk atrodams.

k var tikt izvēlēts patvaļ̄ıgi, tā, kā ir ērtāk.
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3. 1.mājasdarbs

1.1 Izdaliet ar atlikumu dotos veselo skaitļu pārus:
(a) 324 ar −19,
(b) 2832983 ar 372.

1.2 Atrodiet visus naturālos skaitļus, kas dala 168.
1.3 Atrodiet visus pirmskaitļus, kas ir mazāki kā 100.
1.4 Dots, ka 7|3a + 2b un 7|a− 3b. Pierād̄ıt, ka 7|9a− b.
1.5 Atrodiet LKD(2813, 92).
1.6 Ar kādām n ∈ N vērt̄ıbām dotās daļas ir sāısināmas?

(a) n2+n+1
n2+1 ,

(b) n2+2n−2
n2+n+1 .

1.7 Pierād̄ıt: ja LKD(m, n) = 1, tad LKD(m+n,m2+n2) ∈ {1, 2}.
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