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ANOTACIJA

Macibu lidzeklis ir turpinajums V. Gedroica macibu lidzeklim “Vairaku
argumentu funkciju diferencialrekini”. Macibu lidzekli ieklautas 6 nodalas:

e divu argumentu funkcijas integrejamiba;
e mainigo aizvietosana divkarsaja integral;
e divkarsa integrala lietojumi;

e triskarsais integralis;

e |inijintegralis;

e pielikums.

Macibu lidzeklt ieklauts daudz uzdevumu ar atrisinajumiem. Pieradijuma
sakums un beigas apzimeti atbilstosi ar simboliem » un <.



1. nodala

DIVU ARGUMENTU FUNKCIJAS
INTEGREJAMIBA

1.1. Telpas kermenis un ta tilpums

1.1. definicija. Par telpas kermeni F' (turpmak kermeni F') sauc kat-
ru ierobezotu® punktu kopu telpa R3.

No skolas geometrijas kursa ir zinams, ka katram daudzskaldnu kerme-
nim (sastav no galiga skaita daudzskaldniem) atbilst nenegativs skaitlis,
kuru sauc par §1 daudzskaldnu kermena tilpumu. Daudzskaldnu kermena
tilpumam piemit aditivitate, monotonitate un invariance.

Apskata kermeni F' C R3, izveido visu iespéjamo ievilktu daudzskaldpu
kermenu P (P C F) kopu {P} un visu iespejamo apvilktu daudzskaldnu
kermenu @ (@ D F) kopu {@Q}. Daudzskaldnu kermena P tilpumu apzime
ar mP, bet daudzskaldnu kermena () tilpumu - atbilstosi ar mQ).

Skaitlu kopa {mP} nav tuksa? un ir ierobezota no auggas ar jebkura
apvilkta daudzskaldnu kermena () tilpumu m(). Tapec eksiste galigs

sup{mP}, kuru apzimeé m, = m,F un sauc par kermena F ieksejo
PCF
tilpumu.

Tadejadi
my = myF = sup{mP}.
PCF

1 Eksiste tada lode ar centru patvaligaja punkta un galigu radiusu, kas satur F.
2Ja kopa {mP} ir tuksa, t.i., kermeni F nevar ievilkt nevienu daudzskaldna kermeni, tad uzskata, ka
my, = myF = 0.
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Kermena F' arejo tilpumu define

*=m*F = inf .
m'=m Jof {m@}

(Patstavigi pamatot areja tilpuma eksistenci).
Ta ka mP < mQ@, tad m,FF < m*F.
1.2. definicija. Kermeni F' sauc par kubejamu, ja ta ieksejais tilpums
sakrit ar arejo tilpumu, t.i., m,F = m*F', pie tam So kopigo skaitli
sauc par kermena F' tilpumu un apzime m#F.

1.1. teorema. [Kubejamibas 1. kriterijs]

Kermenis F' C R? kubéjams tad un tikai tad, ja jebkuram ¢ > 0 eksiste
tads ievilkts daudzskaldnu kermenis P un tads apvilkts daudzskaldnu
kermenis Q (P C FF C Q), ka

me) —mP < e.

» NepiecieSamiba.

Ta ka F' ir kubéjams kermenis, tad m,F = m*F. Saskana ar ko-
pas {mP} augseja slieksna m,F definiciju jebkuram ¢ > 0 eksiste tads
daudzskaldgu kermenis P (P C F), ka

mP > m,F — % (1.1)
Analogi eksiste tads @ (F' C @), ka
me@Q < m'F + g (1.2)

No nevienadibas ([.2)) atnem (L) un iegust
m@) —mP < e.

Pietiekamiba.

Soreiz jebkuram e > 0 cksisté tadi daudzskaldpu kermeni P un Q
(PC FCQ),kam@—mP <e. No F iekseja tilpuma un areja tilpuma
definicijas seko, ka

mP <m,F <m"F <mQ.
Tapec
0<m'F —m,F <mQ@ —mP.

Ta ka m@Q —mP < e, tad 0 < m*F — m,F < e. Nenegativa konstante
m*F — m,F var klut pec patikas maza tikai tad, kad ta ir nulle. Tadejadi
m,F' = m*F, un kermenis F' ir kubéjams. <«
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1.2. teorema. [Kubg€jamibas 2. kritérijs]

Kermenis F C R3 kubéjams tad un tikai tad, ja jebkuram e > 0 eksiste
tads ievilkts kubejams kermenis P un tads apuvilkts kubéjams kermenis

Q (PCFCQ) ka
m@) — mP < e.

Pierada analogi tam ka tika pieradits kvadrejamibas 2. kriterijs.

1.1. piezime.

1. Sadi definétam kermena F' tilpumam piemit aditivitate, monoto-
nitate un invariance.

2. Divu kubéjamu kermenu starpiba Fy \ F5 un skelums Fy N Fy ir
kubejami kermeni.

3. Ar matematiskas indukcijas metodi tilpuma aditivitates 1pasibu
var visparinat attieciba uz jebkuru galiga skaita kubejamu kerme-
nu, kuriem nav kopigu ieksejo punktu, apvienojumu.

1.2. Taisns cilindrs un ta tilpums

Apskata kvadréjamu plaknes figiru £ C R2. Caur katru E punktu per-
pendikulari plaknei (kura atrodas F) un viena puseé no §1s plaknes konstrue
nogriezni ar garumu h.

Visi sadi nogriezni veido kermeni F', kuru sauc par taisnu cilindru,
pie tam figiru F sauc par cilindra pamatu, h - cilindra augstumu.

1.3. teorema. Taisns cilindrs F' ir kubejams un ta tilpums
msF' = hmsoFE, kur moF - figuras E laukums.

» Ta ka F ir kvadrejama plaknes figiira, tad jebkuram € > 0 eksiste
daudzsturi P un @ (P C E C Q), ka

WQQ —meoP < %

Par pamatu nemot P (vai ) un augstumu h, iegust ievilktu (vai
apvilktu) daudzskaldyu kermeni Fp (vai Fy), pie tam Fp C F C Fy.
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Daudzskaldnpu kermeni Fp, Fy ir kubejami, pie tam to tilpumi
mng — mQPh, mgFQ — mth

msFo — msEFp = h(ma@Q — maeP) < h % =¢.

Tadejadi F' ir kubejams kermenis, pie tam

msF = sup{msFp} = sup{hmoP} = hsup {myP} = hmyFE. <«

1.3. Divu mainigo funkcijas zemgrafika kubejamiba

Apskata nenegativu, nepartrauktu divu argumentu funkciju f(z,y),
definéetu slegta un kvadréjama kopa E C R2.

1.3. definicija. Par funkcijas f(z,y) zemgrafiku sauc punktu kopu

F={(z,y,2) eR*|(z,y) € E, 0<2< f(z,y)}.

1.4. teorema. Slegta un kvadrejama kopa E nenegativas un nepartrauk-
tas funkcijas f(x,y) zemgrafiks ir kubejams kermenis.

» Vispirms izveido kopas E sasmalcinajumu galiga skaita slegtas un
kvadrejamas apakskopas ey, es, ..., e,, kuras pa pariem neparklajas.
Apzime
diamey = sup {p(M',M")},
M/, M"€cey,
kur p(M', M") ir attalums starp kopas ej, diviem patvaligiem punktiem M’
un M"” un nosauc to par kopas e;, diametru.
Apzime
A = max {diamey}
1<k<n
un nosauc par kopas F sasmalcinajuma soli. Kopu F var sasmalcinat
apakskopas e; ar jebkuru sasmalcinajuma soli A > 0. Tam nolukam uz
plaknes uzklaj tiklu, kurs sastav no horizontalam un vertikalam taisnem,
pie tam attalums starp vienas saimes divam blakustaisnem ir \/% (CTlzm.).

Sadi rikojoties plakne tiks sadalita slegtos kvadratos Dy (k = 1,2,...),
kuri pa pariem neparklajas. Kvadrejama kopa FE ir art ierobezota kopa,
tapec to satur galigs Sadu kvadratu Dy, Do, ..., D, apvienojums. Apzime
e, =ENDy (k=1,2,...,n).

Acimredzami:
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1. diam ey, < diam D}, = A;

2. e ir slegta un kvadrejama kopa ka divu slegtu un kvadrejumu kopu

skelums;
3. kopas e, (k=1,2,...,n) pa pariem neparklajas, jo pa pariem nepar-
klajas kopas Dy (k=1,2,...,n);

n n n

4. Uek: U (EﬂDk):Eﬂ<UDk> =F
k=1 k=1 k=1

Ta ka funkcija f(z,y) ir nepartraukta ierobezota un slegta kopa F, tad

ta ir arl nepartraukta katra no kopam e (ierobezotas un slégtas kopas).

Saskana ar VeierStrasa 2. teoremu eksiste tadi punkti M], M, € e, ka

f (M) = Héin f(z,y), f(M]) = max f(z,y). Saskana ar Kantora teoremu

par nepartrauktas funkcijas vienmerigo nepartrauktibu, jebkuram ¢ > 0
eksiste tads 0. > 0, ka visiem kopas E sasmalcinajumiem ar soli A < ¢
izpildas nevienadiba

£

FOM) = f(My) < (1.3)

ng.

Apskata kubejamus kermenus P un (), kuri katrs sastav no n taisniem

cilindriem un kuriem par pamatiem ir kopas ey, bet augstumiem atbilstosi
ir f(M{) un f(M]). So kermenu tilpumi

msP = Z f(M])mser, un m3Q = Z I (M) maey,,

pie tam P C F' C Q.
Apskata

€
g Mo€p = meol) = €.

ms@Q —msP = Z Mk))m26k< =

ng

Tika izmantota nevienadiba ([L3)) un laukuma aditivitate.

Saskana ar kubejamibas 2] kriteriju F' ir kubejams kermenis, pie tam

Z f(Mp)maer, < mgF < Zf(Mé/)mgek. <
k=1 k=1
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1.1. zim.

1.4. Darbu summas un to 1pasibas

Katru kvadréjamu kopu £ C R? var sadalit galiga skaita kvadréjamas
apakskopas e, kuras pa pariem neparklajas, pie tam var iegut kopas E
sasmalcinajumu (apzimé T = {ex};_,) ar jebkuru sasmalcinajuma soli A,

kur A = max {diamey}.
1<k<n

1.4. definicija. Ja ir izveidoti kopas E divi sasmalcinajumi 7' = {e;};_;
un 77 = {e,},., un otra sasmalcinajuma 7" katra kopa e icklaujas
pirma sasmalcinajuma 7' kada kopa e;, tad saka, ka otrais sasmalci-
najums ir pirma sasmalcinajuma sasmalcinajums.

1.2. piezime.

n
1. > moer = moE.
k=1

2. Kadi ar1 nebuitu kopas F divi sasmalcinajumi 7', T”, eksiste tresais
Sts kopas sasmalcinajums, kurs ir abu sasmalcinajumu sasmalci-

najums.
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Kvadrejama kopa E apskata ierobezotu funkciju f(z,y) = f(P), kur
P € E un izveido kopas E patvaligu sasmalcinajumu 7' = {ex};_;. Apzime
ar
mg = inff(x,y) un M = sup f(lU,y),
ek

€k

kur my, M € R.

1.5. definicija. Par kvadrejama kopa E ierobezotas funkcijas f(z,y)
apakséjo (vai augsejo) Darbu summu, kas atbilst kopas E sa-
smalcinajumam 7', sauc

n n
ST = g ML ME} (vai St = g Mkm2€k>.
k=1 k=1

Darbt summam piemit Sadas 1pasibas.
1. Jebkuram kopas E sasmalcinajumam sy < Syp.

2. Ja T” ir kopas E sasmalcinajuma 7" sasmalcinajums, tad sp < sp»
un ST/ Z ST//.

3. Kadi ar1 nebutu kopas E sasmalcinajumi 7" un 7"

ST S ST// un St S ST/.

Pierada analogi ka pierada viena argumenta funkcijas Darbt summu 1pa-
Sibas.

No Blipasibas izriet, ka apakséjo Darbu summu kopa {sr} ir ierobezota
no augsas ar jebkura sasmalcinajuma augsejo Darbu summu, tapec eksiste
galigs sgp{sT} = J un analogi eksistée galigs iITlf {Sr} =7, pie tam

[
(]

sp <J<T < Sr.

1.5. Divkarsa integrala definicija un 1ipasibas

Kvadrejama kopa FE definé ierobezotu funkciju f(x,y). Apskata visus
iespejamos kopas E sasmalcinajumus un tiem atbilstosas Darbtu summas.
legust divas kopas {sr} un {Sr}. Ka tika atziméts ieprieks eksiste galigi
SlTlp{sT} =J un iITlf{ST} =7, pie tam J < 7.
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1.6. definicija. Kvadrejama kopa E ierobezotu funkciju f(z,y) sauc par
integrejamu funkciju saja kopa, ja sup{sr} = irTlf{ST} (3 =17), pie
T

tam So kopigo skaitli J sauc par funkcijas f(z,y) divkarSo integrali

3://f(x,y)dxdy.

kopa F un apzime

1.3. piezime.

eksiste) sp < T < Sy

1. Ta ka s < J < J < Sp, tad divkarsais integralis J (ja tads

2. Kvadrejama kopa ierobezota funkcija f(z,y) ir integréjama Saja
kopa tad un tikai tad, ja jebkuram ¢ > 0 eksiste tads J. > 0,
ka visiem kopas F sasmalcinajumiem ar soli A < ¢, izpildas
nevienadiba Sy — sy < e. Pierada analogi ka pieradija viena
argumenta funkcijas integrejamibas kriteriju.

3. Ja izveido kvadrejamas kopas E sasmalcinajumu 7" = {e;};_; un
katra no kopam e; izvelas pa patvaligam punktam P, € e, tad

n
summu o = Y f(Py)maey, sauc par funkcijas f(z,y) integralo

k=1
summu, kas atbilst konkretam kopas F sasmalcinajumam 7' un

konkretai starppunktu P izvelei. Acimredzami integrala summa
o atrodas starp Darbtu summam, kuras atbilst Sim sasmalcinaju-
mam, t.i., s <o < St.

4. Kvadrejama kopa E ierobezotu funkciju f(z,y) varéja nosaukt
par integrejamu funkciju Saja kopa, ja eksiste galiga }\in% o, pie

// fx,y)dedy = }\in’(l) o.
E

Divkarsa integrala 1pasibas.

tam

Divkarsam integralim (tapat ka noteiktam integralim) piemit linearitate,
aditivitate un monotonitate.

1. Linearitate. Ja kvadrejama kopa F ir integrejamas funkcijas

fl(xay>7 fQ(xvy)7 - '7fn(x7y)7
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tad saja kopa ir integrejama ari So funkciju lineara kombinacija, t.i.,
funkcija f = c1fi + cofo + -+ + enfn (cr € R), pie tam

4/§Ckfk(l’,y)da:dy = iCk é/ fr(x,y)dzdy.

2. Aditivitate. Ja kvadrejama kopa E ir n kvadrejamu kopu
Ey, Es, ..., E, apvienojums (kopas F1, E», . .., E, pa pariem neparkla-
jas) un f(z,y) ir integréjama funkcija kopa E, tad ta ir integrejama
katra no kopam Ej (k=1,2,...,n), pie tam

3. Monotonitate. Ja kvadrejama kopa FE ir integrejamas funkcijas
f(x,y) un g(z,y), pie tam kopa F izpildas nevienadiba

flz,y) < g(z,y),

// f(z,y)dxdy < //g(a:,y)dxdy.

Pierada analogi ka pieradija noteikta integrala atbilstosas 1pasibas.

tad

1.6. Nepartrauktas funkcijas integrejamiba

1.5. teorema. Ja f(x,y) ir nepartraukta slegta un kvadrejama kopa E,
tad f(x,y) ir integréjama funkcija Saja kopa.

Pieradit patstavigi.

Ieprieks tika pieradits, ka slegta un kvadrejama kopa E nenegativas un
nepartrauktas funkcijas zemgrafiks F' ir kubejams kermenis un ta tilpums
mg3F apmierina nevienadibu

> F(Mymoer < msF <Y f(M])maey,

3Izmantot integréjamibas kriteriju un Kantora teorému par vienmerigo nepartrauktibu.
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kur Y f(M])maey, ir kerment F ievilkta daudzskaldnu kermena P tilpums,
k=1

n ~
bet > f(M])maey, ir ap F apvilkta daudzskaldnu kermena @) tilpums. Sis
k=1
summas var uzskatit art par funkcijas f(x,y) Darbu summam kopa FE,

ti, s = mgP, S = m3@). Tapec s < mgF < Sun ar1 s < J < 5, kur
J = [[ f(z,y)dz. (Funkcija f(z,y) ir integréjama kopa E ka nepartraukta
E

funkcija). Divas konstantes msF un J ir ieslégtas starp Darbu summam s
un S, kuras var klat pec patikas tuvas. Tas ir iespejams tikai tad, kad §is
konstantes sakrit, t.i., mgF' =T jeb

myF = / / (o, y)dady.
E

Tadejadi tika ieguita formula zemgrafika tilpuma aprekinasanai ar div-
karso integrali.

Ja f(x,y) =1 visiem (x,y) € F, tad no vienas puses

mgF =1- ng = ng,

mgF://l-da:dy://d:Udy.
E E

mo ) = // dxdy.
E

Tika ieguta formula kvadrejamas figuras F laukuma aprekinasanai ar
divkarso integrali.

bet no otras puses

Tadejadi

1.7. Divkarsa integrala aprekinasana

leprieks tika noskaidrots: ja f(z,y) ir nenegativa un nepartraukta fun-
kcija slegta un kvadrejama kopa D, tad ta ir integrejama funkcija Saja
kopa, pie tam [ f(x,y)dzdy izsaka tas zemgrafika tilpumu.
D
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Y
D
|/\/|
| y=g(z) |
0 a b L

1.2. zim.

Apskata kopu D, kuru ierobezo taisnes © = a, x = b (a < b) un intervala
[a, b] nepartrauktu funkciju y = g(x), y = h(x) (g(z) < h(x)) grafiki
(C2] zim.).

Sadu kopu D sauc par I veida kopu. Acimredzami D ir slégta un
kvadrejama kopa. Kopa D define nenegativu un nepartrauktu funkciju
f(z,y). Sis funkcijas zemgrafika I tilpums

mF—é/ﬂLwM@.

Izveido zemgrafika F' skelumu ar plakni x = z( (L3]zim.) un apzime
s1 skersgriezuma laukumu ar S(xg). Ka zinams tilpumu kermenim péc ta
skersgriezuma laukuma var aprekinat ar noteikto integrali, pie tam

b

V = /S(x)da:.

a

Liknes ABC' vienadojums ir y = g(x), bet ADC vienadojums ir
y = h(x). Ja skersgriezumu projice uz yOz plakni, tad iegust Iiklinijas
trapeci, kuras laukums ir vienads ar skersgriezuma laukumu S(z() un kuru
var aprekinat ar noteikto integrali. Tadejadi
h(o)

S(zo) = / f(xo,y)dy.

g(wo)
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Z
0 X
1.3. zim.
Patvaligam = € [a, b] skérsgriezuma laukums
h(x)
S(x) = [ flz,y)dy.
9(x)
Tapec zemgrafika F' tilpumu var aprekinat sadi
b b h(x)
mF = /S(m)d:c = / / f(z,y)dy | dx.
a a  \g(x)
1.4. piezime. Reizinatajus [ f(z,y)dy un da parasti apmaina vietam
9(x)

un raksta

b h(z)
mF:/dx / f(x,y)dy.
a g9(z)

TakamF = [[ f(z,y)dzdy, tad tika ieglita formula divkarsa integrala
D
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aprekinasanai ar ta saucamo atkartoto integrali. Tadejadi

b h(z)

[ swizay = [ ax [ s )an

a g()

1.5. piezime. Formula izpildas I veida kopa D nepartrauktai funkcijai
f(z,y), pie tam Sai funkcijai nav obligati but nenegativai. Saskana
ar So formulu divkarsa integrala izskaitlosana tiek reduceta uz divu
noteikto integralu izskaitlosanu: vispirms, aprekinot ieksejo integrali

f(z,y)dy,

g9(z)

iegtuist funkciju S(x) un péc tam to integre intervala [a, b].

1.1. piemers. Aprekinat [[(z? + y*)dzdy, kur D figiira, kuru ierobezo
D
Iiknes x =2, y =z, xy = 1.

Vispirms koordinatu sistema xzQOy attelo D (L4] zim.).

oY
)

o

—
[NOR N

8

1.4. zim.
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T

é/“‘ oy dmyjdxj jdx@w )
j( SHE L PO

8=

2
3
O .
—/(3:4—3 T 3:1;3)
1

<x4 22 1)'16 11 1 1 27

372 T2

- 94— 4y _ ==
3 +24 3+2 6 8

1.2. piemers. Aprekinat tilpumu kermenim, kuru ierobezo virsmas
y=a%y=2 2=0,2=a>+19%

Vispirms koordinatu sistema attelo kermeni, kuru ierobezo parabolis-
kais cilindrs y = 22, plaknes y = 2, z = 0 un rotacijas paraboloids
z = 2% +y? (L5l zim.).

Z A

\
N

1.5. zim.

Koordinatu sistema xOy attelo kopu D (L6] zim.).

Doto kermeni no augsas ierobezo virsma z = 22 + y?. Ta tilpums
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3 3 o 21

~592¢/2
105

v 2(4\/§+8\/§_4\/§_8\/§>

1.3. piemers. Aprekinat laukumu figtirai, kuru ierobezo liknes
y=—ax?+2z, y=2x>—5zx+2.
Koordinatu plakne xOy attelo plaknes figiru D, kuru ierobezo para-
bolas y = —x? 4 2x un y = 22> — 5x +2 (L7 zim.). Vispirms atrod So
parabolu krustpunktu abscisas. Tam nolikam atrisina vienadojumu

—2? 420 =22 —5x+2 jeb 32 —Tr+2=0.

Atrod z; = %, r9 = 2. Krustpunktu ordinates atbilstosi ir y; = g un
Yo = 0.
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yn
Y = 22 — b + 2
2_
1__
| .
0 3 T
1.7. zim.
—2%+2x —z?+2x
S://dazdy—/dx / dy—/ dr =
L 202542 L 222 —bx+2
2 2
= /(—:c2 + 22 — 22% + 5x — 2)dx = /(—3:{:2 + Tx — 2)dx =
! !
T2 ’ 1 7T 2 125
x
= — =2 =-8+14—4+—=——4+-=—.
( o 2 x) - T TR

%
1.6. piezime. Ja D ir I veida kopa ([.2]zim.), t.i.,
D={(z,y) eR*|a<z<b glx) <y<h(x)},

pie tam g(x),h(x) ir nepartrauktas funkcjas intervala [a,b], tad tas
laukumu var aprekinat
()
/ dxy
) a

h( b

h(z)
= /(h(:c) — g(x))dz.
9(x) a

:é/dxdy:a/dx

Tika ieguta jau iepriekSs zinama laukuma aprekinasanas formula ar
noteikto integrali.

gSL’
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Ja D ir Il veida kopa, t.i., plaknes figtira, kuru ierobezo taisnes y = c,

y=d (c < d) un intervala [c, d] nepartrauktu funkciju = = ¢(y), r = ¥ (y)
(¢(y) (y)) grafiki (L8] zim.), tad iegilist
)
/f@w®@=/@ flz
b ¢ ely)
Ua
d
| s
2 S
S- D I
I o
8
c
0 T
1.8. zim.

1.7. piezime.

1. Ja D vienlaicigi ir gan I veida, gan II veida kopa, tad ir speka

formula
b h(x) d Y(y)
/w/#mm@:/@/Gmwm
a g9() ¢ ©(y)

St formula izsaka integracijas secibas mainu atkartotaja integ-
ralt.

2. Ja D nav ne I veida, ne II veida kopa, tad to sadala galiga skaita
sadas kopas un divkarSo integrali (saskana ar integrala aditivo
Ipasibu) uzraksta ka atbilstosu integralu summu.

1.4. piemers. Ugzrakstit liniju vienadojumus, kuras ierobezo integracijas
apgabalu, uzzimet So apgabalu un mainit integracijas kartibu.
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1 1
L. !dx/f(x,y)dy;

X

141

dx / f(z,y)dy.

o
S —

1. Liniju vienadojumus atrod, izmantojot atkartota integrala in-
tegracijas robezas: x = 1,x = 4,y = x,y = 4. Integracijas
apgabals D (L9] zim.) ir gan I veida, gan II veida kopa.

(m //(S)
=4 Y

A Y

— D <t

I I

& &
1 ________ |
0 .1 4 T

1.9. zim.

Otra atkartota integrala integracijas robezas: y =1,y =4, x = 1,
x = y. Tadejadi Sis atkartotais integralis ir

4 Y
1/dy1/f(x,y)da:.

2. Liiju vienadojumi z = 0,z = 2,y = 12?,y = z + 1. Integracijas
apgabals D (LI0Jzim.) Soreiz nav II veida kopa, bet to var sadalit
divas II veida kopas D; un Ds.

Apgabala D atkartota integrala integracijas robezas ir: y = 0,
y=1,2=0,2 =2y, bet apgabala Dy: y =1,y =2, x = 2y—2,
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M-___________________________

HV

1.10. zim.

xr = +/2y. Tadejadi iegiist sadu atkartotu integralu summu
1 V2y 2

/dyo/f(x,y)dw+1/dy2yff(x,y)dx.

0
1.8. piezime. Skaitlojot divkarsu integrali, ir svarigi paredzet, ar kuru
atkartotu integrali to izteikt. No izdaritas izveles biezi ir atkarigs
atkartotu integralu skaits un iekseja integrala aprekinasanas pane-
miens.
1.5. piemérs. Aprekinat [[ ze™dxdy, ja D ierobezo Imijas z = 0,
D
r=1y=-1,y=0.
Soreiz integracijas apgabals D ir kvadrats, kas ir gan I veida, gan
IT veida kopa. Tomer Soreiz ir izdevigi iekSeja integralt integret pec y,
t.i.,
0

1 1
zy
// xeVdxdy = /xdm/exydy = /xdxe—
x
D 0 0

0
-1 1

1
=l4+elt—e=et=
0

Q|

= /1(60 —e Ndx = (x+e ")
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Ja butu izvelejusies otru atkartotu integrali, tad, integrejot ieksejo
integrali, butu jaintegre parciali.
1.6. piemérs. Aprekinat [[ dzdy, ja D ierobezo linijas y = Inz,
D
r—y=1y=—1.
Attelo apgabalu D (LIT] zim.).

yu
0
y=—-1 /D
1.11. zim.
Soreiz
0 ey 0 ev
//d:cdy:/dy/da::/gj dy =
D -1 y+1 -1 ly+l
0 5 0 1
y 1 1
= Y—y—1dy = ey — = — =1- ——1==-—-.
/(6 y—1)dy (e 5 y)l e+ 57 s
71 —

Ja butu izvelejusies otru atkartotu integrali, tad integracijas apgabals
butu jasadala divas dalas un vajadzetu parciali integret Inx. Starp
citu, aprekinatais divkarsais integralis izsaka D laukumu.



2. nodala

MAINIGO AIZVIETOSANA
DIVKARSAJA INTEGRALI

2.1. Likliniju koordinatas plakne

Apgabala D’ define divas divu mainigo funkcijas z(u,v), y(u,v) un Sim
funkcijam apgabala D’ eksisté nepartraukti parcialie atvasinajumi ), x,

u?
yl, y.. Pie tam sistema
f= w0

Yy = y(u’ U)
uOw plaknes apgabalu D’ savstarpéji viennozimigi attelo par xOy plaknes
apgabalu D. Tas nozime, ka katram punktam M'(u,v) € D’ atbilst viens
noteikts punkts M(z,y) € D un otradi. Punkta M stavokli xOy plakne
pilnigi nosaka ta koordinatas x,y. Izmantojot mineto sistemu, var teikt,
ka 81 punkta stavokli zOy plakné ar1 pilnigi nosaka u, v, kas ir punkta M’
koordinatas.
Ja x,y sauc par punkta M koordinatam, tad u,v sauc par st punkta
Iikliniju koordinatam.
Ja funkciju sistema
xr = x(u,v),
{ Yy = y(uv U)
vienu argumentu, piemeram, v fikse, t.i., izvelas v = v; - const, tad zOy
plakne iegust kadu liniju, kuras parametriskais vienadojums ir

{x:xwm¢

Yy = y(u7 Ul)a



24 2. nodala. MAINIGO AIZVIETOSANA DIVKARSAJA INTEGRALI

UA YA

8 4

0 d 0

2.1. zim.

kur u ir parametrs. Tadejadi uOv horizontala taisne v = v tiek attelota
par kaut kadu Imiju Oy plakne. Analogi vertikala taisne u = wuy - const
tiek attelota par xOy plaknes Imiju

r = x(ug,v),
Lo
kur v ir parametrs.
legutas Imijas (zOy plakne) sauc par koordinatu Iinijam. Taisns
koordinatu tikls uOwv plakne tiek attelots par likliniju koordinatu tiklu
xOy plakné (2Z2] zim.), pie tam caur katru apgabala D punktu iet pa
vienai katras saimes koordinatu Iiijai.

UA YA

D/

M/

2.2. zim.

2.2. Divkarsais integralis lIikliniju koordinatas

Apgabala D’ apskata kadu cetrsturi M| MsM;Mj, kura virsotyu koordi-
natas Mi(u,v), Ms(u+ Au,v), Mi(u+ Au, v+ Av), Mj(u, v+ Av), kur u -
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const, v - const un Au > 0, Av > 0. ST taisnstiira laukums AS’ = Au - Av.
Sim taisnstirim Oy plakne atbilst Iikliniju ¢etrsturis M; MoMszMy, kura
laukumu apzime ar AS. (23] zim.)

Ua YA

2.3. zim.
Likliiju cetrstura My MsM3M, virsotnu koordinatas ir
Ml( (u, 0), y(u, U)),
Ms(z(u + Au,v),y(u + Au,v)),
M;(z(u+ Au,v + Av), y(u + Au, v + Av)),
My (z(u,v + Av), y(u, v + Av)).
Lai aprekinatu §1 Iikliniju cetrsstura laukumu, aizstaj to ar paralelo-

gramu, kas konstruets uz vektoriem M Ms, My M,. Izmantojot vektoriala
reizinajuma modula geometrisko interpretaciju, var teikt, ka paralelograma

laukums un aptuveni art likliniju cetrstura laukums ir | MMy x M7 My|.

Atrod vektoru MM, M; M, koordinatas
—_—
MM, = {x(u + Au,v) — z(u,v), y(u + Au,v) — y(u, U)},
—_—
MM, = {x(u, v+ Av) — z(u,v), y(u, v + Av) — y(u, v)}
Parveido so vektoru koordinatu izteiksmes. Ta ka
z(u+ Au,v) — z(u,v) = Ayz = dyx = ), Au,
y(u + Aua 1}) - y( ) uy ~ y = y;Au
r(u, v+ Av) — z(u,v) = Ayr ~ dyx = 2/, Av,
y(ua v+ AU) - y(un U) Uy ~ vy = yvAv

tad aptuveni
—
MMy = {z, Au,y, Au} ,
_—
MMy = {z,Av,y, Av}.



26 2. nodala. MAINIGO AIZVIETOSANA DIVKARSAJA INTEGRALI

Tadejadi
— —- =
/

1 J k Sl
MMy x MMy = |2/ Au ' ,Au 0=k |} 7}

AuAv,

o Av y Av 0 vy
bet
a;,/ y/
M1M2 X MlMQ‘ = mod QZ}L 7 AuAv.
v v
2.1. definicija. Determinantu
Ty Yu| _ |7 T
J=17 =1 /
:U’U y’l} yu yU

sauc par funkciju sistémas
{ r = z(u,v),
y = y(u,v)
Jakobil determinantu jeb jakobiani.
Tadejadi Iikliiju cetrsstura My Ms M3 M, laukums
AS & Sparalelogr. = |J|Aulv = |J|AS'.

Starp citu, parcialie atvasinajumi z,,, «, v, v, un ar1 Jakobi determinanta
J vertiba ir aprekinata punkta M](u,v).

Izradas, ka taisnsturt M{ MjM; M) eksiste punkts M'(w, ), kura, atrodot
jakobiana vertibu J(w,v), ir speka preciza vienadiba

AS = |J(w,v)| AulAwv.

Sim punktam atbilst Oy plaknes likliniju ¢etrsstara M; MyMsM, punkts
M(z,7y). Veidojot divkarsa integrala integralsummu par starppunktiem
apgabala D katra dala D; (i = 1,2,...,n) izvelas tiesi sadus punktus
M (Z;,7;), pie tam

T, =2 (W, 0;), U; =y (W, 0;).

K. Jakobi (1804 - 1851) - vacu matematikis.
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Tatad

//f(x,y)d:vdy = }\%Zf (T3, 7;) AS; =
i —1
= lim Zf( Ui, 0;) , y (W, U > }J(uz,vl} Au;Av; =

AN =0

= lim Zf( Ui, i), Y (Ui,iz')) }J(ﬂz}@i}ASz{:

N0
_ / / £ (2, 0), (1, 0)) | (u, 0)] dud,

kur A ir apgabala D sasmalcinajuma solis, bet X" ir apgabala D’ atbilstosa
sasmalcinajuma solis. Tika iegtita mainigo aizvietosanas divkarsaja integ-
rali formula

//f(a:,y)dxdy = //f(m(u,v),y(u,v)) |J (u, v)| dudv.

2.1. piezime.

1. Mainiga aizvietosanu noteiktaja integrali lietoja, lai vienkarsotu
zemintegrala funkciju. Divkarsaja integrali svarigak par zem-
integrala funkcijas vienkarSoSsanu ir integracijas apgabala vien-
karsosana.

2. No geometriska viedokla Jakobi determinanta modulis ir koefi-
cients, izsakot xOy plaknes laukuma elementu caur uOwv plaknes
laukuma elementu.

2.3. Divkarsais integralis polarajas koordinatas

Apskata sistemu
X = pCos p,
Yy = psin .

Sis sistemas funkcijam eksiste nepartraukti parcialie atvasinajumi

/ / . / . /
T,=cCosp, T,=—psing, y,=sng, y,=pcosy
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un Jakobi determinants

/ /
o o
Y, Y,

cos Y —psinp
siny pcose

J(p, ) =

| = pcos® ¢ + psin® p = p.

Viegli pamanit, ka §is formulas pO¢ plaknes taisnstura 0 < p < a,

0 < ¢ < 27 ieksieni savstarpeji viennozimigi attelo par plaknes xOy rinka
22 +y? < a? ieksieni bez Ox ass nogriezna 0 < x < a, pie tam Oy plaknes
punkta Dekarta koordinatas ir z,y, bet tam atbilstoSas vertibas p, ¢ ir §1
punkta polaras koordinatas. Izmantojot sistemu

T = pCos Y,
y = psin g,

divkarsaja integrall [[ f(z,y)dzdy pariet uz polaro koordinatu sistemu un
D
iegtist Sadu formulu

4/ fx,y)dxdy = {/ F(pcos o, psin ) pdedp.

Pareja uz polarajam koordinatam ir izdeviga, ja integresanas apgabals
ir rinkis vai ta dalas vai arl zemintegrala funkcija ir izteiksmes z? + 72
funkcija. Ja integresanas apgabalu ierobezo elipse

2 2
X Yy o
Stn=1

tad izdevigi ir pariet uz visparinatajam polaram koordinatam, ieverojot,
ka x = apcos p, y = bpsin . Sadas likliniju koordinatas elipses vienadojums
ir p =1, bet Jakobi determinants J(p, ¢) = abp.

2.1. piemers. Aprekinat integrali
/ / dxdy
12 + y2’
D
ja D ierobezo lmijas 22> +y?> =1, 22+ 34> =9, y > 0.

Vispirms rinka Iiju vienadojumus uzraksta polaraja koordinatu sis-
tema, izmantojot parejas formulas x = pcosy, y = psinp. Ta ka

z? + 1% = p*cos’ o + p?sin® ¢ = p?
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YA LA
3 T
D
Y
' 0] 1 3w 0 3 P

2.4. zim.

un p > 0, tad rinka Iiiju vienadojumi ir p = 1 un p = 3. Koordi-
natu sistema pOyp apgabals D’ ir taisnstiris 1 < p <3, 0< o <7
(24 zim..).

[1dz ar to

// dxdy // pdgpdp
x? 4 y?

3 T

d
d@/—p:/dgplnp
p

0

/1113 Inl)dp =In3-¢
0

3

1

™

= 7 In 3.
0

2.2. piemers. Aprekinat integrali [[ dxdy, ja D ierobezo Imijas
D

Pyt =4,2=2y=1,y=aV3

YA

N

&

/
Y //@
N

2 D
0 9 e

2.5. zim.
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Koordinatu sistema xOy attelo D, kuru ierobezo rinka Iinija
2>+’ =4untaisnes =1,y =z, y = xv/3 (2.5] zim.)
Polarajas koordinatas rinka lmijas 2 + y*> = 4 vienadojums ir p = 2,

bet taisnes x = 2 vienadojums ir p = Coi(p. Koordinatu sistema pO¢

, bet 7 < p < %. Tadejadi
//dxdy://pdgodp:/dgo
D D’ z

% 2

p

pdp = / d@;
i

[( 2
=/< 5 —2>d90=(2tg90—2<ﬁ)
COS*

ey Ty T3y T

:2(\/5—1—%):2(\/5—1)—%.

Starp citu §1 divkarsa integrala vertiba izsaka D laukumu.

ieglist apgabalu D', kuram 2 < p < ﬁ

2
cos ¢

_2
cos ¢
2

2

3

s

ISE

2.3. piemers. Aprekinat laukumu figtirai, kuru ierobezo elipse

2 2
x__|_y_:1.

Soreiz ir izdevigi pariet uz visparinatam polaram koordinatam, ieverojot,
ka z = apcosp, y = bpsin ¢. Elipses vienadojums ir p = 1, bet Jakobi
determinants J(p, ) = abp. Laukums

2 1
S://da:dy://abpdcpdp:ab/dap/pdp:
D D’ 0 0
27 pg 1 27
= ab/dgpi ) = §abg0 ) = mab.
0

2.4. piemers. Aprekinat [[(z+y)dzdy, ja D ierobezo taisnes y = x—1,
D
y=r+2,y=—-xr-2,y=—-r+3.

Soreiz pariet uz likliniju koordinatam, uzskatot, ka u = y—z, v = y+=.
Taisnes y = x — 1 un y = = + 2 tiek attelotas atbilstosi par taisnem
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u= —1un u = 2, bet taisnes y = —x — 2 un y = —x + 3 - atbilstosi
par taisnem v = —2 un v = 3. Dotais apgabals D un tam atbilstosais
apgabals D" atteloti (2.6] zim.)

Y VA
3
D/
N x -1 2 u
N
an
5
—2
2.6. zim.
o u=y-—x, .
No sistemas J " izsaka x un y:
v=y+x

gr dr| |_1 1
J(u ’U)_ 6u 8@ . 2 2 __1
’ gy oy| | L 1 9
Ju Ov 2 2

Tadejadi

(\}

3

1 1
//(m+y)dxdy://v§dudv:E/du/vdv:
D D

-1 -2
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3. nodala

DIVKARSA INTEGRALA
LIETOJUMI

3.1. Tilpuma aprekinasana

Ka tika atzimets ieprieks, ar divkarso integrali var aprekinat slegta un
kvadrejama kopa D nenegativas un nepartrauktas funkcijas f(z,y) zem-

grafika tilpumu, pie tam
V = //f(:c,y)dmdy.
D

Tagad apskata kermeni, kuru no apaksas ierobezo virsma z = f(x,y), no
augsas - virsma z = g(x,y), pie tam 0 < f(z,y) < g(z,y) un funkcijas
f(z,y), g(x,y) - nepartrauktas slegta un kvadrejama kopa D. No saniem
kermeni ierobezo Oz asij paralela cilindriska virsma, kas iet caur D robezu
(B.1] zim.)

Sada kermena tilpums

V= [ [ stadsdy~ [[ s mizay= [[ (g(fc,y)—f(%y))dwdy-

Viegli pamatot, ka §1 formula ir speka, ja kermenis dalgji vai pilnigi atrodas
zem xQy plaknes. Svarigi ir tikai, lai f(x,y) < g(z,y) visiem (z,y) € D.
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Z A
z = g(r,y)
M z= f(z,y)

3.1. zim.
3.1. piemers. Aprekinat tilpumu kermenim, kuru ierobezo virsmas
=04y z=1.

Rotacijas paraboloids z = 2 + y? skelas ar plakni z = 1 pa vienibas
rinka Iniju 22 + y? = 1, z = 1. Kermena projekcija uz xOy plakni ir
rinkis z2 + y* < 1 (3.2]zim.)

ZA

-

-

oy--—--rv-f——-—-—-1

QJV

3.2. zim.
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Kermeni no augsas ierobezo plakne z = 1, bet no apaksas - virsma
z = 2% + y?, tapec ta tilpums

V= //(1 — 2% — y*)dxdy.

Parejot uz polaram koordinatam, iegiist

Apskata kermeni, kurs rodas liklmijas trapecei D (8.3]z1m.) rotejot ap
Oz asi.

YA

3.3. zim.

Funkcijas f(z) grafiks apraksta virsmu, kuras vienadojums ir
Y2+ 22 = f(x).

Ja apskata ieguta rotacijas kermena to dalu, kura atrodas I oktanta (x > 0,
y >0, z > 0), tad tas projekcija uz Oy plakni ir liklmijas trapece D. So
kermeni no augsas ierobezo virsma z = 4/ f?(x) — y?. leverojot rotacijas
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kermena simetriskumu pret atbilstosam koordinatu plakném, ta tilpums
b fx)
V= 4// V [P (x) — yPdedy = 4/da: / V() — yidy =
D a 0

= 4/bda: (fQSE) arcsin % + %\/W>

b b
= 4/ /() arcsin ldx = W/fz(ib)dl‘.

f(z)
0

2

Aprekinot ieksejo integrali, tika izmantota formula

2
/\/@2 — 22dx = %arcsinngg\/a2 — 22+ C.
a

Rezultata tika iegtita rotacijas kermena tilpuma aprekinasanas formula ar
noteikto integrali.

3.1. piezime.

1. Atseviskos gadijumos pasu kermeni nezime, bet zime tikai §1
kermena projekciju uz koordinatu plakni. Ja kermeni projice,
piemeram, uz x(Oy plakni, tad svarigi ir noskaidrot, kadas virs-
mas to ierobezo no augsas un no apaksas.

2. Biezi, ieverojot kermena simetriskumu pret kadu no koordinatu
plaknem, ar divkarSo integrali aprekina ST kermena atbilstosas
dalas tilpumu. Visa kermena tilpumu iegust, reizinot Sis dalas
tilpumu ar atbilstosu koeficientu.

3.2. piemers. Aprekinat tilpumu kermenim, kuru ierobezo z = 4 — 22,

2+ y?=4,2=0.

Kermeni no apaksas ierobezo xOy plakne, no saniem - cilindriska
virsma 22 + y> = 4 ar veiduli paralelu Oz asij, bet no augsas -
paraboliskais cilindrs z = 4 — 2% ar veiduli paralelu Oy asij. Soreiz
attelo tikai kermena projekciju uz Oy plakni (B.4] zim.).

Kermena projekcija ir rinkis 22 4+ y? < 4. (Paraboliskais cilindrs
z = 4 — * skelas ar zOy plakni pa taisnem z = —2, x = 2).
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YA
2
D
0 2 Tz
3.4. zim.

Ieverojot to, ka kermenis ir simetrisks attieciba pret xOz un yOz
plaknem, tad var skaitlot tikai ta ceturtdalas tilpumu (tas projekcija
uz Oy plakni ir D) un péc tam ieguto rezultatu reizinat ar 4.

Kermena tilpums

V= 4//(4 — 2B dady = 4//(4 — p? cos? @) pdpdp =
D D’

3 2 2
4 2
:4/dgp/(4p—p30082g0)dp:4/dcp (2,02—%COS2§0> =
0
0 0 0

4/(8—4coszg0)dgp:4/(8—2(1+0052g0))dg0:

jus
2

(6 — 2cos 20)dp = 4(6p — sin2¢)| =4 <6 : g - 0) — 127,

I
S
c\m‘:‘ =)

0
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3.2. Plaknes figuras laukuma aprekinasana

Ka tika atzimets ieprieks kvadrejamas figtiras D laukumu var aprekinat
ar divkarso integrali, pie tam

S://dazdy.
D

Ja D ir liklinijas trapece, t.i.,

D= {(sc,y) c R?

anSb,OSySf(x)},

kur f ir intervala [a,b] nepartraukta funkcija (B.5] zim.), tad D laukumu
var izteikt ar divkarso integrali

b f() b 1) b
S://dxdy:/dx/dy:/dxy :/f(x)dx.
D a 0 a 0 a

Tika ieguta liklinijas trapeces laukuma aprekinasanas formula ar noteikto
integrali

YA

y = f(x)
D
0 a b >
3.5. zim.

Ja D ir Iikliniju sektors, t.i.,

D:{(p,¢)€R2 a<p< S, OSPSJC(SO)};

(B:6] ztm.), tad ta laukums

p B
2
S://dxdy://pdgodp:/dgp/pdp:/dgo%
D D’ o 0
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YA

=)
S 4

3.6. z1im.

Tika iegtita likliniju sektora laukuma aprekinasanas formula ar noteikto
integrali.

3.3. piemers. Aprekinat laukumu figurai, kuru ierobezo likne
(2% 4+ 9°)* = a*(2* — y?), a > 0.
Dotas Iiknes vienadojumu uzraksta polarajas koordinatas. Iegust
pt = a*p*(cos® ¢ — sin? ).
Tatad p = a/cos2p. Skaidrs, ka jabiit cos2¢ > 0. Tas nozimg, ka
—%+7rk§<,0§%+7rk, kel

Ta ka Iikne ir simetriska attieciba pret koordinatu asim (to var viegli
saskatit jau no sakotneja liknes vienadojuma), tad figuras tai dalai,
kura atrodas I kvadranta, 0 < ¢ < 7, bet 0 < p < a+/cos 2¢.

Likne (un arf figira) attelota B.7] ztim. Sadu Ikni sauc par Bernulli
lemniskatu®.

Figuras laukums

1 ayeos2p
Sz4//da:dy:4//pdgpd,0:4/dgp / pdp =
D D! 0 0
L vt ; :
:4/dgp§ ) :2a2/0082<,0dg0:a2sin290 0 = a®
0 0

1Gr. lemniskos - lente.
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YA

3.7. zim.

3.3. Virsmas laukums un ta aprekinasana

Apskata virsmu z = f(x,y), kur f(z,y) ir apgabala D defineta funkcija,
kurai saja apgabala eksiste nepartraukti parcialie atvasinajumi %, g—ij. Sai
virsmai katra tas punkta vares konstruet pieskarplakni.

Lai definetu minetas virsmas laukumu, vispirms izveido apgabala D sa-
smalcinajumu elementarkopas dj, (k = 1,2,...,n) ar sasmalcinajuma soli
A. Katra no dj, izvelas pa patvaligam punktam Ny (&x, nx)- Sim punktam at-

bilstosais punkts uz virsmas z = f(x,y) it Mg(&, mk, C), kur G = f(&k, mr)-

Punkta M) virsmai z = f(z,y) konstrue pieskarplakni un konstrue
taisnu cilindru, kuram par pamatu ir dj. Atbilstosa cilindriska virsma, iz-
griez no virsmas elementu g, bet no pieskarplaknes - elementu g (8.8]zm.).

Pieskarplaknes elements g, var aptuveni aizstat virsmas elementu gy.

Tas nozime, ka ¢, laukumu mg;, var uzskatit par virsmas elementa g
n

laukuma aptuveno vertibu, bet Y mg, - par visas virsmas laukuma aptu-
k=1

veno vertibu. Tapéc virsmas z = f(z,y), kur (z,y) € D, laukumu S var

definet ka
Tadejadi

Elementa g) laukumu var izteikt ar ta projekcijas uz xOy plakni, t.i., ar

dj. laukumu
/ mdk
mgk = )
COS Vg
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pieskarplakne

>y
dk K@
D
x
3.8. zim.

kur . ir lenkis, kuru veido atbilstosa pieskarplakne ar xOy plakni. Pie-
skarplaknes normale ir

= {fo(&rmi)s (i), —1}

bet 2Oy plaknes normale ny = {0,0,—1}. Lenkis starp minétajam
plaknem ir lenkis starp to normalem. Tapec
1
COS Y =

U+ P26 + A6
Tatad

S = E%; \/1 + [ (& i) + £ &y i) mdy.

Sada robeza eksisté un ir vienada ar funkcijas \/ L+ f2(x,y) + f2(z,y)
divkarso integrali apgabala D (robeza eksisté, jo minéta funkcija ir nepar-
traukta apgabala D).

Tadejadi

S = // \/1 + [ (2, y) + [ (@, y)dedy.
D
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3.4. piemers. Aprekinat virsmas laukumu konusa z = /22 + y? dalai,
kura atrodas cilindra z? + y?> = 4 iekSpuse.

Sts virsmas skelas pa rinka Iiniju 22+y? = 4, z = 2, bet konusa minétas
dalas projekcija uz xOy plakni ir rinkis 2% + ¢y* < 4 (3.9] zim..).

ZA

- -

K -—---
QQ\V

3.9. zim.

Atrod

AL —

2

2
\/1+z;,2+z;2—\/1+ SR SE—NG)

x2+y2 x2+y2

Z

Skaitlojot virsmas laukumu, ievero tas simetriskumu pret atbilstosa-
jam koordinatu plaknem un pariet uz polaram koordinatam.

Tadejadi

s

5 2
S://\/ﬁdxdyzll\/i/dgo/pdp:
D 0 0
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2 5
= 8V2p| =472
0 0

2 E
0

Apskata virsmu, kura veidojas intervala [a, b] nepartrauktas un nene-
gativas funkcijas f(x) grafikam rotéjot ap Oz asi, pie tam funkcija ir
nepartraukti diferencéjama Saja intervala. Sis rotacijas virsmas vienado-
jums ir y? + 2% = f?(x). Ar divkarso integrali aprekina tas laukumu.

Ieverojot virsmas simetriskumu attieciba pret atbilstosajam koordinatu
plakném, var skaitlot tas i laukumu (y > 0, z > 0). Soreiz

z = +/ f?(x) — y? un &s virsmas projekcija uz zOy plakni ir liklinijas
trapece

D:{(:U,y)E]R2 a<xz<b, Ogygf(a:)}.

Atrod
o — f(:[:)f’(x) I -y

YOV -2 V) -y

el A T W R (GO e )
\/14— s T2y \/1+f2(:c)y2+f2(33)y2 2(z) — 2 '

Visas rotacijas virsmas laukums

L[V,

/f 2

b f(z)
= T 2(x)dx dy =
f 1T [ i
b

f(x)

= 4/f(x)\/1 + f"?(x)dx arcsin fZJx)

0
a

b

= 4/f(x) 1+ f(x)arcsin ldz =

b

= 27r/f(x)\/1—l— f?(x)dx.

a
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Tika ieglita rotacijas virsmas laukuma aprekinasanas formula ar noteikto
integrali.

3.4. Materialas figiiras masas un masas centra
aprekinasana

Apskata materialu figuru D, kas no matematiska viedokla ir kvadreja-
ma figura. Blivumu katra D punkta nosaka nepartraukta funkcija §(z,y).
Kopu D sasmalcina apakskopas di,ds,...,d, ar sasmalcinajuma soli \.
Katra no dj, izvelas pa patvaligam punktam M (&, ) (K = 1,2,...,n).
Blivumu katra no d; uzskata par konstantu un vienadu ar blivumu punkta
My, ti., 0(&,nr). Dalinas d masa aptuveni ir 0(&, ng)mdy, kur mdy, -
laukums d. Visas figtiras D masa aptuveni ir

> 6k mi)md.

k=1
Figiiras masu m define ka

n

il_{]% 2 S (&, mi)mdy.

Sada robeza eksisté, jo funkecija d(z,y) ir nepartraukta kopa D, pie tam &1
robeza ir vienada ar atbilstosu divkarso integrali. Tadejadi

m = // d(x,y)dzdy.
D
Izveido sadas attiecibas

> &0 (&, mi)mdy, > k0 (&, i) med,
=1 =
y Y=

T =

f O (&ks mi)mdy, f 0 (&x, i) mdy, |
=1 =1

Sis attiecibas aptuveni izsaka figliras D masas centra koordinatas. Figiiras
D masas centra C' koordinatas x¢, yc define ka robezas no §tm attiecibam,
kad sasmalcinajuma solis A — 0. Tatad

[[ zé(x,y)dxdy [[ yo(z,y)dzdy

=limy == .
YOm0 T T T 6(x, y)dudy
D

_ 1 = _ D
O T T 6, yydwdy
D
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Sajas formulas saucéji izsaka figliras D masu m, bet skaititaji - speka mo-
mentus attieciba pret atbilstosam asim. Konkreti

M, = //y5(a:,y)dxdy, M, = //xé(:c,y)da:dy.
D D

3.5. piemers. Aprekinat plaksnites D masu un masas centru, ja figtru
D ierobezo Iinijas y = 2o — 2%, y = x un blivums katra D punkta
§ = 2% + 2xy.

Figiiru D ierobeZo parabola y = 2z — 2% un taisne y = x (B.10] zim.).

YA

=)
—_d 0
rO 4
gV

3.10. zim.

Vispirms aprekina D masu m = [[ (z, y)drdy. Konkreti
D

1 2r—12
m = //(:c2 + 2xy)dxdy = /dx / (2% 4 221 dy =
D 0 z

2x—12

dx(z*y + xy?)

(2;63—x4+4x3—4:€4+m5—x3—x3)dx:

1

I
S O O~ _

6
(z° — 5zt + 42®)dx = (% —2° + 5174)

0
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Talak atrod speka momentus.

M, = //yé(fc,y)dl’dy - //y(x2+2xy)dfcdy =
D D
1 2x—1? 1 20 9.3
:/da: / (x2y—|—2xy2)dy:/dx <x2y + xgy)
0

1
374 9 2 .
1 _Z —
/( 0’ +2x 3:1:)dx
0

(375 5, 9 2 1\ |1 53
- ( 0" T3 T Tn")|, T 20
My://xézl;ydxdy—// 2 4 2zy)dady =
D
1 2z—22 1 2y — 2
= /dx / (2® 4 22%y)dy = /dx (2°y + 2%y?) =
0 T 0 .
/ 4. 5,4 1 \[" 23
= / (4x4 — 5a’ + J;G) dr = (5x5 — 6:156 + ?x7> ) = 370"
0
Masas centra koordinatas
23 53
m % 35’ m % 70

Tadejadi masas centrs C' (%, 5—3)



4. nodala

TRISKARSAIS INTEGRALIS

4.1. Triskarsa integrala jedziens un aprekinasana

Kubgjama kopa £ C R3 define ierobezotu funkciju f(z,y,2). Izveido
kopas F sasmalcinajumu 7' = {e;},_; ar sasmalcinajuma soli A, kur

A= max {diam e;}. Kopu E sasmalcina galiga skaita kubejamas apaksko-

pas e (k=1,2,...,n), kuras pa pariem neparklajas, ar brivi izraudzitam
virsmam.

Apskata Darbu summas

n n
sp =Y mgmaer, Sr=»  Mymgex,
k=1 k=1
kur
mk:igff(x7y7z)7 Mk:supf(x,y,z),

ek
maey, ir apakskopas e tilpums.

Sadi definetam summam piemit visas Darbu summu 1pasibas, tai skaita

kur

4.1. definicija. Kubejama kopa FE ierobezotu funkciju f(x,y,z) sauc
par integrejamu funkciju saja kopa, ja J = J, pie tam So kopigo
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skaitli J sauc par funkcijas f(z,y, z) triskarSo integrali kopa F un
apzime
= // f(x,y, z)drdydz.
E

4.1. piezime.

1. Triskarso integrali varéeja definet ka robezu no funkcijas f(z,y, 2)
integralas summas, kas atbilst konkretam kopas F sasmalcina-
jumam 7" un konkretai starppunktu P, € e;. izvelei. Konkreti

// f(x,y, z)dxdydz = hma

kur o = Z f(Pr)msey. Pie tam, ja funkcija f(x,y, z) ir nepar-

traukta kopa FE, tad sada robeza eksiste (funkcija integrejama
kopa F).

2. Triskarsam integralim piemit linearitate, aditivitate un monoto-
nitate.
3. Ja f(x,y,z) = 1 visiem (z,y,z) € E, tad triskarsais integralis
[[[ dzdydz izsaka kopas E tilpumu. Tadejadi
E

msl = /// dxdydz.
E

Apskata kubejamu kopu E C R3, kuras projekcija uz Oy plakni ir
kvadrejama kopa D C R?. Pie tam kopu E no apaksas ierobezo virsma
z = ¢1(x,y), no augsas - virsma z = po(z,y), kur ¢1(x,y) < oz, y) visiem
(z,y) € D, un funkcijas z = ¢1(2,y), 2 = pa(x,y) - nepartrauktas kopa
D. No saniem kopu E ierobezo cilindriska virsma ar veidulem paralelam
Oz asij (AI]zmm.).

Triskarso integrali no kopa E definetas nepartrauktas funkcijas f(z, y, 2)
var izteikt ar sadu atkartotu integrali

p2(2,y)
// f(x,y, 2)dxdydz = // / f(z,y,2)dz | dedy.
B D \pi(zy)
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Z A

- —-——=

M z=pi(z,y)

4.1. zim.

Parasti So atkartotu integrali pieraksta sadi

// dxdy / (x,y,2)dz.

,y)
Seit vispirms funkeiju f (x, v, z) integre pec z, pienemot, ka x -const un
y -const. leguitaja izteiksme z vieta ievieto augsejo un apaksejo integra-
cijas robezu (saskana ar Nutona-Leibnica formulu). Péc tam iegutai divu
argumentu funkciju aprekina divkarso integrali apgabala D.

4.2. piezime. Dazreiz kopu FE ir izdevigi projicet uz kadu no koordinatu
plaknem xOz vai yOz. Rezultata iegust atbilstosi sadus atkartotos

integralus
pa(2,2) ¢2(y,2)
//dxdz / f(z,y, z)dy, //dydz / f(z,y, 2)
01(z,2) 01(y,2)

4.1. piemers. Aprekinat

/// dxdydz
1+z+y+2)>
E
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ja E ierobezo plaknes x =0,y =0,z +y+ 2z = 1.

Kopas E projekcija D uz xOy plakni ir trijstiris, kuru ierobezo taisnes
r=0,y=0z+y=1(@2]zim.).

H"

4.2, z1im.

Kopu E no apaksas ierobezo xOy plakne, bet no augsas - plakne
r+y+z=1 E3]zm.).

4.3. zim.

1—2—
/// dxdydz //dd /y dz
= T =
J (1+z+y)? . Y 1+z+y+=2)3

0
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é/dxdy<—2(1+xiy+z)2) )
:// (_é+2(1+i+y)2) drdy =

1 1
ar [ (-1 dy =
x/( 8+2(1+x+y)2) 4
0

1—z—y

4.2. piemers. Aprekinat tilpumu kermenim, kuru ierobezo virsmas
z=4—x,0=2/y,y=2/x.

Kermeni F, kuru ierobezo Oy asij paralela plakne z = 4 — x, parabo-
liskie cilindri x = 2,/y, y = 2/, projice uz Oy plakni. Koordinatu
plakne xOy iegust kopu D, kuru ierobezo taisne x = 4 un parabolu

zari x = 2,/y, y = 2y/x (A4l zim.).

YA
A ,
L 5
N ’
D/
A i
7 -
® i
0 4 g

4.4. zim.
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Kermeni E no apaksas ierobezo xOy plakne (z = 0), bet no augsas -
plakne z =4 — x.

Kermena FE tilpums

T

4
V:ng:///dxdydz—//dscdy/dz:
E 0

4.2. Mainigo aizvietosana triskarsaja integrali

Tapat ka divkarsaja integrali mainigo aizvietoSanu ari Soreiz, galvenokart,
lieto, lai vienkarsotu integracijas kopu FE. Mainigo aizvietoSanu triskarsaja
integrali izsaka formula

/E/ f(z,y,2)drdydz =
= ///f(:t:(u,v,w),y(u,u,w),z(u,u,w)) - ‘J(u,v,w)‘dudvdw,

kur x = z(u,v,w), y = y(u,v,w), z = z(u,v,w) un §is funkcijas apgabalu
E’ savstarpeji viennozimigi attelo par apgabalu E, pie tam $im funkcijam
apabala E’ eksiste nepartraukti parcialie atvasinajumi. Soreiz Jakobi de-

terminants
or Ox Oz

ou Ov Ow

9y 9y Oy
(](U,U,UO = |0u v Ow|-

ou Ov Ow
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Punkta M stavokli telpa nosaka ta Dekarta koordinatas (z, vy, z), ka art
§1 punkta likliniju koordinatas (u, v, w). Likliniju koordinatu starpa biezak
lietotas ir cilindriskas koordinatas un sferiskas koordinatas.

Cilindriskas koordinatas ir analogs polarajam koordinatam plakne. Pa-
rejas formulas ir

T = pCos p,
y = psinp,
z =z,
pie tam p >0, 0 < ¢ < 27, z € R (5] zim.).
Z A
M(z,y,z)
z
0 S
x/ ¥ P Y
/ >,
x
4.5. zim.
Aprekina parcialos atvasinajumus un Jakobi determinantu:
0 oz : O
a_fz = COS @, % = —psi e, 3_i =Y,
0 - 0 0
8% = sin ¢, % =pcosp, F =0,
0z _ 9z _ 0z _
o 0, dp 0, 9z

cosp —psing 0

J(p,p,2) = |sinp pcosp 0| =p
0 0 1

Triskarsais integralis cilindriskajas koordinatas tiks pierakstits sadi

/E//f(x,y, z)dxdydz = /E//f(pcos v, psin g, 2)pdpdpdsz.

4.3. piemers. Aprekinat
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ja E ierobezo z = a? + 9% z =4, y=x,y > 0.

Kermena F projekciju D uz xQOy plakni ierobezo taisnes y = x, y = 0
un rinka Inija 2 + y* = 4 (4.6] zim.)

YA
1 N
Y
9 N
D
ol ]2 >
4.6. z1m.

Kermeni no apaksas ierobezo rotacijas paraboloids z = x? + 2, bet
no augsas - plakne z = 4 ([£7]zim.)

e N

Integrali aprekina, parejot uz cilindriskajam koordinatam. Kermenim

E x=pcosp, y=psing, z=zpletam0<p <4 0<p<2
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p? < z < 4. Jakobi determinants J(p, p, z) = p.

/// xyd;cdyd; /// 0 cosgpsmgodpdsodz B
VRARVACE S

us

1% 2 4 . i 2
:§/Sin2gpdg0/dp/dz:§/sin2¢dg0/z dp =
0 2 0 o
1 2 1
] 20d / 1/' 2odp (15— 2|
— [ sin — [ sin - — =
2 Sl 2@aw 5 pap | xp 3|,

0 0

1 8 8( 1 i
=5 (8 — §) /stgodgp =3 (—5 COS 2g0> ‘O =
0

B 4( T 0)_4
= 30052 cos =3

i

Telpa apskata punktu M (z,y, z). Ta projekcija uz xOy plakni ir punkts
My, kura projekcija uz Oz asi ir punkts N (L8] zim.). Apzime OM = p,
lenki, kuru OM; veido ar Ox ass pozitivo virzienu, ar ¢ (p >0, 0 < p <
27). Lenki, kuru OM veido ar Oz asi, apzimé ar ©, pie tam 0 < © < 7.
Sos skaitlus p, ¢ un © sauc par punkta M sferiskajam koordinatam un
pieraksta M (p, @, ©).

Z A
Ki..
M(z,y, z)
P, :
S P
1)* i >
x 2 i Y
N ___________3/__________:: :]w1
x
4.8. zim.

Atrod sakaribu formulas starp punkta Dekarta koordinatam un §1 punkta
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sferiskajam koordinatam.

x=0N = OM; cosp =0OM sin O cos v = psin O cos ,
y=NM; = OM;sinp = OM sin Osin p = psin O sin ¢,
2=0K =MM; =0OM cos© = pcos O.
Tadejadi
T = pcos psin O,
y = psin psin O,

2 = pcos 0.
Atrod So funkciju parcialos atvasinajumus un Jakobi determinantu.
92 — (os psin © 8:5 = —psinpsin®, 2 = pcospcosO
ap ¥ 5 P ¥ 00 — P ¥ )
ay _ . . 8y _ 8y — 3
a—p—smgpsm@, %—pCOSQOSHlG, 76 = psinpcos O,
Oz _ 9z _ 9z g
g, = Cos O, 9 = 0, 56 = —psSin©.

cospsin® —psinesin©® pcosycos O
J(p,0,0) = |singsin® pcospsin® psingpcosO| = —p*sin O,
cos © 0 —psin ©
| J(p, ¢,0)| = p°sin®,
josin® >0 (0 <O <m7).
Tadejadi triskarsais integralis sferiskajas koordinatas tiks pierakstits

sadi
J[] 1. 2)dndyaz -
E

:// f(pcos psin®©, psin psin O, pcos O©)p? sin Odpdpd®O.

4.4. piemers. Aprekinat

/// v?drdydz
V(@2 +y? + 2?)

ja E ierobezo z? + y* + 22 = 16, z > 0.

Kermeni E no apaksas ierobezo xOy plakne, bet no augsas - sfera
2? +1y? + 22 = 16. Kermena E projekcija D uz xOy plakni ir rinkis
2 +9? < 16 [EDkm.).
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z

4.9. zim.
Izdevigi ir pariet uz sferiskajam koordinatam. Tapec

T =pcospsin®, y=psingsin®, z = pcosO,

kur 0 < p < 4 (sferas z? + y* + 2* = 16 vienadojums sferiskajas
koordinatas ir p=4), 0< p <21, 0< 0 < 5. Jakobi determinants

[ 7(p,,0)| = p*sin®.

v2drdydz p?cos? psin?©
/// \/(;UQ + y2 + Z2)3 - /// ,03 /02 S11 (_)ddeOd@ =
E o
2m

4
:///PCOSQQDSin?’ Odpdpd© = /COS2 godgp/,odp/sin‘3 Odo =
E' 0 0
27

NIE

0

4 3

= [ cos? gpdap/pdp/ (= (1—cos®0))d(cos©) =

0 0 0

2m 4 3@ x 5 o 514

2

= | cos’ SOdSO/PdP (COS?) — COS @) ‘ = 5/0082 godgo% —

0 0 0 0

16 | i 8/ 1 % 6y
== COSzgonOZ§/(1+COSQ<,O)dg0:§<g0—|—§sin290> 0 =3

0 0
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4.3. Triskarsa integrala lietojumi

Ka tika atzimets ieprieks, triskarso integrali var lietot kermena tilpuma
aprekinasana, pie tam tilpums

— /E/ / drdydz.

4.5. piemers. Aprekinat tilpumu kermenim, kuru ierobezo elipsoids

2 2 2
T Y z
Statz=1

Soreiz izdevigi pariet uz visparinatam sferiskajam koordinatam
X = apcos sin B,

y = bpsin psin O,

2z = cpcos O.
Jakobi determinants
| J(p, p,0)| = abcp? sin O.

Elipsoida vienadojums Sadas likliniju koordinatas ir p = 1, pie tam
0<p<10<¢p<2rm 0< 060 <7 (Protams, varéja izmantot
kermena simetriskumu attieciba pret visam koordinatu plaknem un
aprekinat tilpumu ta < dalai).

/// drdydz = /// abep? sin OdpdpdO =
2 1 m 4
= abc/dcp/dep/sin OdO = gﬂabc.
0 0 0

4.3. piezime. Ja a = b = ¢ = R, tad no iegiitas izteiksmes izriet
lodes tilpuma formula V' = %ﬂ'RB.

Triskarso integrali vel var lietot kermena masas, masas centra, speka
momentu un inerces momentu aprekinasana.

m = /// d(z,y, z)drdydz,
E

Kermena masa
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kur blivuma funkcija §(z,y, z) ir nepartraukta kopa E.

Kermena masas centra koordinatas izsaka formulas:

/ / / 26z, y, 2)dadydz
o /E/ / 5z y, 2)dwdydz
1 vt i
o /E/ / 5(a,y, 2)dedydz
1] st i
o /E/ / 5(x,y, =)dadydz

M, = /// zd(z,y, z)drdydz,
E

M, = /// yo(x,y, z)dxdydz,
E

M, = /// 20(x,y, z)dxdydz
E

sauc par kermena speka momentiem attieciba pret koordinatu plaknem
yOz, xOz un xOy atbilstosi.

Vertibas

Kermena inerces momenti:
- attieciba pret koordinatu asim

Jo = [[[(* + 2%)é(2,y, z)dxdydz,

3, = [[[(2*+ 2%)d(z,y, z)dzdydz,
E

3. = [[J(@* +y*)(z,y, 2)dxdydz;
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- attieciba pret koordinatu plaknem

Ty = [[[ 2%0(2,y, 2)dzdydz,
E

Jy. = [[[ 2%0(z,y, 2)dxdydz,
E

o= [[y?6(2, y, z)dxdydz;
E

- attieciba pret koordinatu sakumpunktu O(0, 0, 0)

Jog = ///(x2 + 9% 4 2%)(2,y, 2)dxdydz.
E

4.6. piemers. Aprekinat homogena kermena, kuru ierobezo y = 22+ 22,
y = 4, masas centra koordinatas.

Kermeni ierobezo rotacijas paraboloids y = 2% + 22 un Oz plaknei
paralela plakne y = 4 (A.10k1m.).

ZA

4.10. zim.

Ta projekcija uz xOz plakni ir rinkis 22 + 22 =< 4. Kermena masa

m = /// ddxdydz,
E

kur § - const. Soreiz izdevigi ir pariet uz cilindriskajam koordinatam
x = pcosy, 2z = psinp, y =y, pletam 0 < p < 2, 0 < ¢ < 27,
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p2 <y < 4. Tapec

2T

:5/(8—4)dg0:8775.

0

Ta ka kermenis ir homogens un simetrisks pret Oy asi, tad x. = 0 un
z. = 0.

Aprekina

1 1
Ye = —/// dydxdydz = ——90 /// ydxdydz =
m 8o
E E
2 2 4
1 1
== ypdpdody = — [ de | pdp [ ydy =
8T 8T
El
27 2

0 0 2

Tadejadi kermena masas centrs ir C' (O, 8 O).
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5. nodala

LINIJINTEGRALIS

5.1. Uzdevums par speku lauka darbu

Pienem, ka xOy plaknes katra punkta darbojas speka vektors

—

F(z,y) = P(z,y) 7 +Q(z,y)

St speku lauka ietekmé materialais punkts parvietojas pa iztaisnojamu likni
BC (5.I1]zim.). Aprekina speku lauka paveikto darbu.

YA

-
g

5.1. zim.

H
Zinams, ka darbs, kuru veic nemainigs speks F' = {P, Q}, parvietojot
materialo punktu vektora s = {a, b} virziena, ir

A=TF -5 = Pa+ Qb
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5.2. zim.

Soreiz speks nav nemainigs, bet ir atkarigs no punkta stavokla plakné, pie
tam materialais punkts parvietojas pa likliniju trajektoriju (likni BC').

Likni BC' sadala n dalas ar punktiem M, M,,..., M, 1, pie tam vie-
nojas, ka B = My, C = M,,. Uz katra My 1M, (k=1,2,...,n) izvelas pa
patvaligam punktam Nj (&, ;) un uzskata, ka Saja posma speks ir nemai-
nigs un vienads ar speku punkta N, t.i.,

?(fk,nk) — P(&mi) T+ Q(Erye) 7 -

Pie tam uzskata, ka materialais punkts parvietojas nevis pa loku Mj_1 M,
bet pa taisnes nogriezni My_1 M. Ja My_1(zr_1,yp—1), Mi(xk, yi), tad

— — —
My 1My = Axy i + Ay g,
kur Az = xp — k-1, Ay = yr — yr—1 (.21 zim.). Speku lauka paveiktais

darbs posma M;_1M; aptuveni ir

F(&eymi) - M1 My, = P&k, mi) Az + Q(Ek, M) Ay,

bet uz visas liknes BC' -

> P& me) Az, + Q(Ery i) Ay

k=1
Speku lauka paveikto darbu, parvietojot materialo punktu pa BC,
define ka robezu no §is summas, kad A — 0, kur A ir maksimalais no
loku My_1 My (k=1,2,...,n) garumiem. Tadejadi
n

A= ;12% P (&, ni) Az, + Q(Ek, mi) Ay
=1
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5.2. Linijintegrala definicija un 1paSibas

Apskata iztaisnojamu likni L, kuras punktos ir definetas funkcijas P(x, y)
un Q(z,y). Likni L sasmalcina n dalas My_1 My (k= 1,2,...,n). Uz katra
My, _1 My, izvelas pa patvaligam punktam N (&, 7x) un sastada summu

o= Z P (&, mi) Ay + Q(&ky mi) Ay,
=1

kur Azy, = xp—xi-1, Ayr = Ye—Yi—1, pie tam My (Tp—1, Yr—1), Mi(xr, Yr).

5.1. definicija. Robezu no o, kad sasmalcinajuma solis A — 0 (maksi-
malais no loku Mj_; M), garumiem), protams, ja Sada galiga robeza
eksiste, nav atkariga no L sasmalcinajuma un starppunktu Ny izveles,
sauc par Iinijintegrali un pieraksta

/P(x, y)dx + Q(x,y)dy.

L

Tadejadi

[ Plasyde + Qeydy = i S Pl n) So + Qe D
L k=1

5.1. piezime.

1. Izradas, ja L ir iztaisnojams un funkcijas P(z,y), Q(z,y) ir ne-
partrauktas L punktos, tad Iinijintegralis eksiste (eksiste galiga
robeza no o, kad A — 0).

2. Speku lauks
— — —
F(z,y)=P(z,y) i +Qz,y)Jj,
parvietojot materialo punktu pa likni L, veic darbu
A=/mem+Qmw@.
L
No Imijintegrala definicijas izriet Sadas ta ipasibas.

1. {P(m,y)dw+@(x,y)dy = {P(ﬂc,y)dw—kaQ(x,y)dy.
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2. Ja L =Ly ULy un Ly N Ly ir tuksa vai vienelementiga kopa, tad

Q/P@ﬂﬂx+Q@ﬂMy:

L

:/P(x,y)dx+Q(x,y)dy+/P(967Z/)d:13+@($ay)dy

L1 L2

(Iijintegrala aditivitate).
3. [ P(z,y)de + Q(z,y)dy = — [ P(x,y)dz + Q(x,y)dy.
AB BA

4. Ja L - Ox asij paralels nogrieznis, tad

/ Q. y)dy = 0.

5. Ja L ir Oy asij paralels nogrieznis, tad

/P(:L’,y)dx = 0.

L

5.3. Linijintegrala aprekinasana

Pienem, ka likne L uzdota ar sistemu
{ L = @(t)v
y = (1),

kur funkcijam ¢(t), ¥(t) intervala [a, (] eksisté nepartraukti atvasinajumi
(L ir intervala [a, §] gluda likne). Linijintegralis

Q/memx+Q@wMy

L

var tikt reducets uz atbilstosu noteikto integrali. Konkreti

B
[ Pads+ Qs = [ (Pl 0(0) (1) + QLett). w(®) ')t

L
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5.2. piezime. Ja L ir intervala [a,b] nepartraukti diferencejamas fun-
kcijas f(z) grafiks, tad

b

[ P+ Q. / 0) + Qe f(2)) () da.

L

5.1. piemers. Aprekinat

/2x2dx — xydy,
L

ja L ir parabolas y = 22, 0 < o < 1 zars.

Linijintegrala izteiksmé y aizstaj ar a2, bet dy aizstaj ar 2zdz. legiist
noteikto integrali. Tadejadi

1

1
/2:1:2dx — xydy = /(2:62 — zx*22)dr = /(2x2 — 22Y)da =
0

L 0

5.2. piemers. Aprekinat f xdy — ydx, kur L - rinka Imijas x = 2cost,
L
y = 2sint, 0 < ¢ < 7 loks.

Linijintegrala izteiksme aizstaj x = 2cost, y = 2sint, dr = —2sin tdt,
dy = 2 costdt. legust

B
NIE

/xdy—yd:z:=/(2008t2cost—2sint(—281nt)) :4/dt:27r.

L 0 0

5.3. piemers. Speku lauks ?(:L‘, y) = xy7+(:1:—y)7 materialo punktu
parvieto no punkta A(1,0) uz punktu B(2,3)

a) pa taisnes nogriezni AB;
b) pa lauztu Iiniju AC'B, kur C(2,0).
Aprekinat speku lauka paveikto darbu. (B3] zim.)
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YA
g B
2-.
14
A C R
0 1 9 T

5.3. zZim.

a) AB vienadojums ir y =3z — 3, 1 < x < 2.

A = /:L‘ydx—l—(x—y)dy:/(w(Sx—3)+(x—3x+3)3)d9::

AB
2 2
5 9,
/3x —9:(:+9 da:—( Ex —|—9x>
1

= 2,5.
1

b)

Ay = /:Eydx + (x —y)dy =
AB

= /a:ydx + (z —y)dy + / rydr + (x — y)dy.
AC CB
AC vienadojums: y =0, kur 1 < x < 2.
CB vienadojums: x = 2, kur 0 <y < 3.
Tapec
/:Uydx + (x —y)dy =0,
AC
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3 .
/:cydx+ x—y / (23/—5)
0

CB
Tadejadi

Ay =0+1,5=1,5

5.4. Grina formula

Linijintegrala izskaitlosanu var reducet uz atbilstosa noteikta integrala
izskaitlosanu. Ja Iinijintegralis tiek apskatits pa noslégtu likni L (Iiknes
sakuma punkts sakrit ar tas beigu punktu), tad sadu Iinijintegrali biezi
vien var reducet uz atbilstosu divkarso integrali.

5.1. teorema. Ja P(x, y) zr nepartrauktas funkcijas kopa

a<x<b, f(a:)éyég(ﬂf)}7

D:{@wew

pie tam f(x), g(x) ir nepartraukti diferencejamas funkcijas intervala

la, b], tad
/ g];dxdy— /P(x,y)da:,

D L

kur L ir kopas D robeza.
» Kopa D (5.4l zim.) divkarso integrali izsaka ar atkartoto integrali,
£,

g9(z)

b b
// —dxdy = /d:z: 8_de = /d:z;‘P(x,y)
Yy

a  flx) a
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y = g(x) b

A

0 a b £

5.4. zim.

Katru no Siem noteiktajiem integraliem var izteikt ar atbilstosiem Iinij-
integraliem. Tapec

// M@_/ﬁw@m—/memz

A1 By AB

:—/Hawm—/P@@M—/P@@M—/mem:

AB B A, BBy AA

:—/mem.

(Linijintegrali pa BBy un A; A ir nulles). <
5.3. piezime.
1. Apskatot linijintegrali pa D robezu, virzienu uz L izvelas pozitivu,
t.i., lai, parvietojoties pa L Saja virziena, kopa D atrastos pa
kreisi.
2. Pierakstot lmijintegrali pa noslegtu likni L, raksta
# Pla.y)ds + Ql.y)dy.

L

pie tam biezi vien norada art virzienu uz L. Tadejadi

/ / OF ey — — f P(z, y)dz.

L
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5.2. teorema. Ja Q(z,y), g—g ir nepartrauktas funkcijas kopa

D:{(:c,y)GR2 c<y<d, @(y)éxﬁlb(y)},

pie tam ©(y), ¥(y) ir nepartraukti diferencejamas funkcijas intervala

[c,d], tad
// dxdy—f@ﬂcydy,

kur L ir kopas D robeza.

(Teoremu pierada analogi iepriekséjai teorémai).

5.3. teorema. Ja P(z,y), Q(x,y), %];, g—g ir nepartrauktas funkcijas

kopa D, kura apmierina abu iepriek$ejo teoremu nosacgjumus (vai to
var sadalit galiga skaita $adas kopas), tad

%P(:{:,y)dx + Q(z,y)dy = // (g—g — g—];> dxdy.
L D

(Teoremu pierada, saskaitot ieprieksejo teoremu formulas).

Tika iegtita formula, kura Iiijintegrala izskaitloSanu reduce uz atbilsto-
sa divkarsa integrala izskaitlosanu. So formulu sauc par Grinal formulu.

5.4. piemers. Aprekinat linijintegrali

1 1
j{<xy—x+§y2—y) da:+(xy+§x2—y)dy,
L

ja L ir paraboliska segmenta y = 22 — 3z — 2, y = x + 3 (5.5] zim.)

konturs.
Ta ka
1 2 1 2
P(x,y)zxy—x+§y -, Q(x,y)zxy+§fc -y,
oP 90
_— = —1 —_ =
ay J’.—i_y ) ax y+x7

1Dz. Grins (1793-1841) - anglu matematikis.
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5.5. ZzZIm

tad
0@ or .
ox Oy '

Saskana ar Grina formulu

1 1
j[(azy—aﬂryf—y) dx+<:cy+§x2—y)dy=//da:dy:
L D

5 z+3 ) ri3 5
] 22359 ) x2—3x—2 e
3 )

= 30.
~1

= (—% 4 227 + 5:1:)

5.5. Linijintegrala neatkariba no integresanas Iinijas
formas

Aprekinot Imijintegrali, tiek izmantots integrésanas Iinijas vienadojums.
Tapec var teikt, ka visparigi linijintegrala vertiba ir atkariga no integresanas
Iinijas formas. Tomer ir gadijumi, kad integresanas linijas izvele neietekme
Iinijintegrala vertibu.
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5.5. piemers. Aprekinat
/(2:10 — 3y* + 1)dz + (2 — 6xy)dy,
AB
kur A(0,0), B(1,1) un Sos punktus savieno
a) taisnes nogrieznis;
b) parabolas y = z? zars;
c) parabolas y = \/x zars.
(5.6] zim.)
YA
1 fmmmmmmmmmmmm e ,
’: >
A 1 T
5.6. zim.
a)
2 Yy =, 0 S €T S 1a
_ 1 _ — —
/(2x 3y“ + 1)dx + (2 — 6xy)dy ' dy = du.
AB
1 1
=/(2x—3x2+1+2—6x2)d:c=/(—9x2+23:+3)dx=
0 0
1
= (—33:3 + 22+ 3z)| =1

0
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b)
2
— 32 _ _ =z, sz <1,
/(2:15 3y” + 1)dx + (2 6xy)dy—' dy = 2udr.
AB
1 1
:/ (2z—3z'+1+(2—62°) /2:1:—3:1:4+1—|—4x—12:1:4)d:1::
0 0
; 1
:/(—15x4+6x+1)dm:(—3:L‘5+3m2+x) = 1.
/ 0
c)
= 0<z<1
Y=s/m
AB
1
= 29:—3x+1—|—(2—6x\/_) )dx—
I 5

1

vV 0

1
/( x+1+——3x> dr = (—22° + 2 + 2v/7)
0

Linijintegrala vertiba neatkarigi no integrésanas linijas formas ir 1.

5.6. piemers. Aprekinat

/(23: — 3y* + 1)dx + (2 — 5y)dy,
AB

kur A(0,0), B(1,1) un Sos punktus savieno
a) taisnes nogrieznis;
b) parabolas y = x? zars;

c) parabolas y = \/x zars.
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a)

/(23: —3y* + 1)dx + (2 — Bay)dy =

y=ux, 0<z<1,
dy = dzx.

AB
1 1
/(2:1; — 32?2 +1+2—52%)der = /(—8:162 + 2z + 3)dx =
0 0

8
= (—ga:?’ + % + 3x>

2
B ) B - Yy =x, 0 S x S ]-7
/(23: 3y~ + 1)dx + (2 — Say)dy = ' dy = 2xdx.

1

0

b)

AB
1 1
/(21’ — 32t + 14 (2 — 52%)2x)de = /(—13.7::4 + 6x + 1)dx =
0 0

13
= (—E:ﬁ + 322 + x)

1

0

c)

=, 0<z<1

/(2x—3y2+1)dx+(2—5:cy)dy:'y \{l_’—d_z | =
N

AB

1
/(2x—3x+1+(2—5x\/§)i)d1‘:/ —szrlnLL dx =

2\/x 2 NZ

0 0

0

> | O

7

Soreiz Iijintegrala vertiba ir atkariga no integresanas linijas formas.

Soreiz
P(z,y) =2z —3y" +1, Qz,y) =2— bay,
oP 0@
Tatad
oP 00

ay " ox
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Iepriekseja piemera
o OP
— = — = —0y.
or 0Oy
Apgabala D C R? apskata gludu (vai gabaliem gludu) Iniju L.

5.4. teorema. Ja P(z,y), Q(x,y) ir apgabala D nepartrauktas funkci-
jas, tad ir ekvivalenti sadi tris apgalvojuma:

1. Linigintegralis pa jebkuru noslegtu liniju L C Dir nulle, t.1.,
%P@wﬂw+Q@wﬂy=&
L

2. Jebkuriem diviem punktiem A, B € D linijintegralis

Q/P@wmx+Q@wMy

AB

nav atkarigs no linijas AB C D formas;

3. Apgabala D eksiste diferencéjama funkcija u(z,y), kuras diferen-
cialis ir vienads ar P(z,y)dr + Q(z,y)dy, t.i.,

du = P(z,y)dz + Q(z,y)dy.

Pie tam
[ Pyyds + Qe pidy = u(B) - u(a),
AB

kur AB C D.

» So apgalvojumu ekvivalenci izdevigi pieradit pec sadas shemas

1. -2 —3. — 1]

Vispirms pierada, ka no pirma apgalvojuma seko otrais apgalvojums.
1. — 2.

Izvelas patvaligus A, B € D un divas patvaligas Iinijas ACB, AC'B C D
(571 zim.).
Izveido noslégtu lIimiju L = (ACB) U (BC'A). Pec dota

fP(x, y)dz + Q(z,y)dy = 0.

L
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YA

5.7. zim.

Tas nozime, ka

/ P(z,y)dx 4+ Q(z,y)dy + / P(z,y)dx 4+ Q(z,y)dy =0

ACB BC'A
jeb
/ P(z,y)dx + Q(x,y)dy — / P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.
ACB AC'B
Tatad

/ P(z,y)dz + Q(z,y)dy = / P(z,y)dx + Q(z,y)dy.
ACB AC'B

Tadejadi Imijintegralis nav atkarigs no linijas AB C D formas.

Tagad pierada [2. — 3.]

Apgabala D izvelas kadu fiksetu punktu M, un apskata St apgabala
patvaligu Imiju MyM. Saskana ar otro apgalvojumu linijintegralis

/ P(z,y)dz + Q(z,y)dy
MoM
nav atkarigs no Imijas MyM formas.

Sis linijintegralis ir atkarigs tikai no punkta M. Tatad lnijintegrali var
uzskatit par punkta M funkciju, t.i.,

u(M) = / P(z,y)dz + Q(z,y)dy.

MoM
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St funkcija ir definéta apgabala D. Atlieck paradit, ka eksisté parcialie

atvasinajumi 2%, 2% un tie atbilstosi ir vienadi ar P, Q.
oz’ Oy )

Fikseé punktu M (z,y) un izvelas patvaligu Az # 0, bet tadu, lai no-
grieznis M N, kur N(z + Az, y), piederetu D (5.8]zim.).

YA

5.8. zim.

Ta ka apgabals ir valeja kopa, tad tadu Az (tatad arl punktu N) var
izveleties. Apskata

Ayu = u(N) —u(M) = u(z + Az, y) — u(z,y) =
— / P(z,y)dz + Q(z,y)dy — / P(z,y)dx + Q(x,y)dy =

MoMN MoM
Linijintegrali reduce uz
= / P(x,y)dxr + Q(x,y)dy = |noteikto integrali, ieverojot, ka| =
VN y = const, dy = 0.
x+Azx

= / P(z,y)dx = P(xz + OAz,y)Axz,

T

kur 0 < © < 1. (Tika pielietota teorema par noteikta integrala videjo
vertibu).

Izveido attiecibu

Au
Ax

Ta ka funkcija P(x,y) ir nepartraukta apgabala D, tad Sai attiecibai eksiste
galiga robeza, kad Az — 0, un ta ir vienada ar P(z,y). Tas nozime, ka

= Pz + OAx,y).

funkcijai u(z,y) eksiste parcialais atvasinajums péc mainiga x un tas ir
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vienads ar P(zx,y). Tatad eksiste

ou . Agu :
or = Ay 3~ dm, Plet 8.y = Play)

Analogi pierada, ka eksiste g—Z = Q(x,y). Ta ka funkcijas P(x,y), Q(z,y)
ir nepartrauktas apgabala D un % = P(x,y), g—;‘ = Q(x,y), tad u(x,y) ir

diferencejama funkcija apgabala D, pie tam
du = —dx + —dy = P(x,y)dx + Q(z,y)dy.
Y

Atliek pieradit formulu Iiijintegrala izteiksanai ar funkciju u(x,y).
Apgabala D apskata lIiniju AB, kuras parametriskais vienadojums

{ x = @(t),
y = (1),

a <t < f3, pie tam funkcijam (), () intervala [« (5] eksiste nepartraukti
atvasinajumi (AB ir gluda linija), punktam A atbilst vertiba ¢ = «, bet
punktam B - vertiba t = (3.

Apskata

/P(:Ij, y)dl' + Q(:E7 y)dy -

AB

B p
= [(Plet 600+ Qet) w(®) v/ (0t = [ ui(ote). w(0))at =

Tadgjadi
/ P, y)dz + Q(z. y)dy = u(B) — u(A).
AB

Visbeidzot pierada
Apskata noslégtu Iimiju AB (A = B).
Ta ka
[ Plasds + Q. y)dy = u(B) — ul)

AB
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un A = B, tad
u(B) —u(A) =0.
Tadejadi
}I{P(flf, y)dx + Q(z,y)dy = 0. <«
AB

5.4. piezime. Linijintegrali

/ P(z,y)dx + Q(z,y)dy,

AB
kurs nav atkarigs no integresanas liijas formas, pieraksta

B
/P(SU, y)dr + Q(z,y)dy
A
jeb

(Iz,y2)

/ P(z,y)dx + Q(x,y)dy,
($17y1)

kur A(x1,y1), B(z2,v2).

Ja D papildus vel ir vienkartsakarigs apgabals, tad var formulet vel
vienu (jau ceturto) ekvivalento apgalvojumu.

5.2. definicija. Apgabalu D C R? sauc par vienkartsakarigu, ja jeb-
kura noslegta s1 apgabala Imija L, ierobezo D apakskopu.

Vienkartsakarigu apgabalu var iedomaties ka apgabalu bez “cauru-
miem”. Piemeram, rinka linija, elipse ierobezo vienkartsakarigus apga-
balus, bet divas konventriskas rinka Iinijas ierobezo apgabalu, kurs nav
vienkartsakarigs apgabals.

5.5. teorema. Ja P(z,y), Q(x,y) un to parcialie atvasinajumi %—1;, g—g

wvienkartsakariga apgabala D ir nepartrauktas funkcijas, tad minetagiem
3 apgalvojumiem ekvivalents vel viens apgalvojums:

4) apgabala D izpildas nosacijums

or_ o
oy Oz’
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» Soreiz pieradisanas shema ir [1. — 2. » 3. - 4. — 1]

Protams, sekojot Sai shemai, vajag pieradit, ka no tresa apgalvojuma
seko ceturtais, bet no ceturta - pirmais apgalvojums.

3. — 4.| Tatad apgabala D eksiste tada diferencéjama funkcija u(x,y),
ka du = P(x,y)dr + Q(x,y)dy. Tas nozime, ka % = P, g—; = (). Ta ka

eksiste nepartraukti parcialie atvasinajumi %—5, %, tad eksiste

Pu 0P Pu 0Q
oxdy Oy’ Oydr Ox

Jauktie parcialie atvasinajumi a‘fgy, a‘fgx ir vienadi apgabala D. Tadejadi
apgabala D ir vienadi ar1l parcialie atvasinajumi %—J;, %—g, t.1.,
or  0Q
oy  Ox
Soreiz dots, ka apgabala D izpildas vienadiba aa—lyj = g—g.

Apgabala D izvelas noslegtu Iiiju L un lIinijintegralim

fp(fc, y)dz + Q(z,y)dy

L

pielieto Grina formulu. Iegist, ka

0 oP
%P(m,y)dx + Q(x,y)dy = // (a—g — a—y) dxdy = 0,
o

L

kur D* C D un D* ierobezo noslegta limija L (5.9]zim.). <

YA
('

5.9. zim.
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5.5. piezime.

1. Funkciju u(z,y), kuras diferencialis ir

P(z,y)dr + Q(z,y)dy

sauc par diferencialas formas

P(z,y)dz + Q(z,y)dy

primitivo funkciju. Viegli pamanit, ka vienas diferencialas for-
mas divas primitivas funkcijas var atskirties tikai par konstantu
saskaitamo.

2. Diferencialas formas

P(z,y)dx + Q(z,y)dy

visas primitivas funkcijas var izteikt ar Iinijintegrali, t.i.,

(7,y)
u(z,y) = / P(z,y)dx + Q(z,y)dy + C,

(z0,y0)

kur My(xo,yo) apgabala D fiksetais punkta, M (z,y) ir apgabala
D patvaligais punkts, bet konstante C' = u(zg, yo).

Punktu My savieno ar M ar lauztu Iiniju, kuras nogriezni paraléeli koor-

dinatu asim.
YA

5.10. zim.
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Apskata [5.10] zim. atteloto gadijumu.

M
M%wsz@wm+Q@w@+C=
My

N

:/P@wﬂx+Q@wﬂy+
My

P(x,y)dz + Q(z,y)dy + C =

2\§

Uz nogriezna MyN :

X

y
— Y = Yo, dy = 0. .
| Uz nogriezna NM :| /P(:E,yo)da: +/Q(:c,y)dy +C.

x = const, dr =10 o o
YA
0 g
5.11. zim.

Analogi B.11] zim. attelotaja situacija iegust, ka

T

M%wz/@mw@+/P@wM+G

Zo

5.7. piemers. Atrast funkciju u(z,y), ja tas diferencialis ir

(2% + y*)dx + 2zydy.

Soreiz P(x,y) = 2> + y?, Q(z,y) = 2zy un to parcialie atvasinajumi

oP 0Q
= 9y =X _—9
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sakrit un ir nepartrauktas funkcijas visa Oy plakne. Funkciju u(z, y)
atrod, piemeram, pec formulas

T Yy

u(wy) = [ Plawds+ [ Qyidy+C.

Zo Yo

Soreiz izvelas g = yo = 0. Tapec

T

y

3

u(a:,y):/a:Zda?wL/nydy—kC:%—kny—er.
0 0

5.8. piemers. Atrast funkciju u(zx,y), ja tas diferencialis ir

<3x Y+ >d:c+<sc ——) dy.
Y y?

Dotajai diferencialajai formai

1 x
Pz,y) =32y + =, Q(z,y) =2 - .
Yy Yy
Atrod 5 5
P 1 1
— =3z% - =, —Q:3x2——.
dy Yy Ox Y2
Funkcijas P(z,y), Q(x,y) un to parcialie atvasinajumi % a—Q - ne-
partrauktas funkcijas visa xOy plakne, iznemot Oz asi (y = o), pie
tam
or  0Q
oy Oz’

Tas nozime, ka liijintegralis

1
/<3x2y+—> dx + (:1: ——) dy
] Y y?

nav atkarigs no integréesanas linijas formas. Svarigi ir, lai integresanas
sakuma punkts A(xg,yo), integrésanas beigu punkts B(x,y) un pati
Imija AB piederetu kopai, kura P(x,y), Q(z,y), 5 8P %Q ir nepartrauk-
tas funkcijas, t.1., augsejai (vai apaksejai) pusplaknel
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Atrodot funkeciju u(zx, ) par integresanas sakuma punktu vairs nevar
nemt punktu O(0,0). Soreiz izvelas A(0, 1).

y
:/P(x d:L‘—l—/QJ:ydy—l—C
0 1
Konkreti

xw—jbﬁ+CMﬁi( )@+C—

i T
:x+x+x@—n+§—x+0:x%+§+o

5.9. piemers. Aprekinat

-3
/ y xw

ja A(0,1), B(1,2).

21 1 322 OP 6x 0Q —6x
P - = a4 —_ = — — _——

Visas §is funkcijas ir nepartrauktas augseja pusplakne (art apakséja
pusplakne), kura atrodas punkti A un B. Ta ka %—5 = ?)Q, tad
Iinijintegralis nav atkarigs no integresanas Iijas formas. Svarigi, lai
AB atrastos augseja pusplakne. Linijintegrali var aprekinat, atrodot
funkciju u(z,y).

Viegli saskatit, ka viena no primitivam funkcijam ir

x? 1
u(r,y) = — — —.
Yy
Linijintegralis
3 o 3
/_d +y_$ /_3d$ ylxdy:
y
7)
s R AN L A 5
—ue)| = (50| —g-gei-
oy \¥ Y ley 8 2 8
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j{yd:r: — xdy
2 +y?
L

ja L rinka lmija 2 4+ y? = 9.

5.10. piemers. Aprekinat

Pey) = 0 Qy) = 50
oP 2 —y2  0Q x? — y?
Oy = (22 +42)2 O - (22 + 2)2°
Tatad 88—1; = %—g. Apgalvot, ka liijintegralis ir nulle, vel nav pamata,

jo funkcijas P(x,y), Q(z,y) un to parcialie atvasinajumi %—I;, %—g ir

nepartrauktas funkcijas kopa, kura nesatur punktu O(0,0). Minétais
punkts atrodas rinka liijas 22 + y? = 9 iekspuse.

Linijintegrali aprekina, parametrizejot rinka liniju. Rinka linijas
2’ +y* =9

parametriskais vienadojums ir x = 3cost, y = 3sint, 0 < t < 27.
Atrod dx = —3sintdt, dy = 3 costdt,

z® +1* = (3cost)? + (3sint)? = 9.

2T 2T

_ 2sint(—3sint) — 3 t3 t
/ydaz xdy:/( sint(—3sint) cos t3 cos )dt:—/dt:—QW.
L

x? + 12 9
0 0

5.6. Linijintegrala lietojumi figuru laukumu apreki-
nasana

[zmantojot Grina formulu, ar Iinijintegraliem var aprekinat figiru lauku-
mus.

Pienem, ka D - kvadréjams apgabals, kuru ierobezo Iinija L. Ka zinams

ta laukums
meoD = / / dxdy.
D
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Ja izvelas
T

Ple,y) =3, Qe,y) =73,

tad
8P_ 1 8@_1 0Q é?P_

- - _- = _"Z — — — =1
oy 2 or 2" or Oy
Tapec lijintegralis

f(%) dx+gdy:// (g_g_g—D dxdy—é/da:dy.

L D

Tadejadi

1
meoD = gj{xdy — ydx.
L

5.6. piezime. Acimredzami laukumu izsaka ari sadi linijintegrali:

%xdy, —fyd::r;.

L L

5.1. uzdevums. Aprekinat elipses ierobezotas figiras laukumu.

Elipses

2 2
L Yy
2 et

parametriskais vienadojums ir

r=acost, y=bsint, 0 <t < 2.

Atrod
dr = —asintdt, dy = bcostdt.
Tapec
1 . 2
meD = 5%1’(&/ —ydxr = 5 /(a costbcost — bsint(—asint))dt =
L 0
! 27
=2 [ dt = rab
2
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6. nodala

PIELIKUMS

Elipsoids

Y z
_2+§+§_1
Z A

6.1. zim.

<V
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Viendobuma hiperboloids

<y

6.3. zim.
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Konuss

)

6.5. zim.

Ty
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Hiperboliskais paraboloids

_:[;2 yQ
Z A

Eliptiskais cilindrs

2 2
)
2 et
z

6.7. z1m.
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Hiperboliskais cilindrs

\ 4

6.8. zim.
Paraboliskais cilindrs
y? = 2pa.
Z A

6.9. zim.
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