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ANOTĀCIJA

Māc̄ıbu l̄ıdzeklis ir turpinājums iepriekš izdotajam V. Gedroica māc̄ıbu
l̄ıdzeklim “Viena argumenta funkciju diferenciālrēķini”. Māc̄ıbu l̄ıdzekl̄ı
iekļautas 6 tēmas:

• nenoteiktais integrālis,

• noteiktais integrālis,

• integrālis ar main̄ıgu augšējo robežu,

• kvadrējamı̄bas kritēriji,

• noteiktā integrāļa lietojumi,

• nēıstie integrāļi.

Māc̄ıbu l̄ıdzekl̄ı iekļauti gan teorētiska, gan praktiska rakstura uzdevumi.
Katras tēmas beigās sniegti jautājumi zināšanu kontrolei un vingrinājumi
vielas nostiprināšanai. Pierād̄ıjuma sākums un beigas apz̄ımēti atbilstoši
ar simboliem I un J.



1. nodaļa

NENOTEIKTAIS INTEGRĀLIS

1.1. Primit̄ıvā funkcija un nenoteiktais integrālis

Diferenciālrēķinu pamatuzdevums ir dotajai funkcijai atrast atvasināto
funkciju jeb atvasinājumu. Šis uzdevums ir atrisināms viennoz̄ımı̄gi. Bieži
nepieciešams atrisināt ar̄ı apgrieztu uzdevumu - pēc atvasinājuma atrast
pašu funkciju. Izrādās, ka šis uzdevums nav atrisināms viennoz̄ımı̄gi, bet
ar precizitāti l̄ıdz konstantam saskaitāmajam.

Apskata divas funkcijas f un F , kas ir definētas intervālā L, pie tam
funkcijai F šajā intervālā eksistē atvasinājums.

1.1. defin̄ıcija. Funkciju F sauc par funkcijas f primit̄ıvo funkciju
intervālā L, ja visiem x ∈ L ir spēkā vienād̄ıba F ′(x) = f(x).

Piemēram, F (x) = x3 ir funkcijas f(x) = 3x2 primit̄ıvā funkcija. Abas
funkcijas definētas visu reālo skaitļu kopā R un visiem x ∈ R ir spēkā
vienād̄ıba

F ′(x) =
(
x3)′ = 3x2 = f(x).

Ac̄ımredzot, ar̄ı funkcija F (x) = x3+5 ir funkcijas f(x) = 3x2 primit̄ıvā
funkcija. Vispār, dotās funkcijas primit̄ıvā funkcija ir funkcija

F (x) = x3 + C,

kur C ir patvaļ̄ıga konstante.

Dotās funkcijas primit̄ıvo funkciju atrašana ir viens no integrālrēķinu
pamatuzdevumiem.

Funkcijas f divas primit̄ıvās funkcijas viena no otras var atšķirties tikai
ar konstantu saskaitāmo (Pierād̄ıt patstāv̄ıgi).
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4 1. nodaļa. NENOTEIKTAIS INTEGRĀLIS

1.2. defin̄ıcija. Funkcijas f primit̄ıvās funkcijas vispār̄ıgo veidu
F (x) + C, kur F ir funkcijas f kāda primit̄ıvā funkcija, bet C ir
patvaļ̄ıga konstante, sauc par funkcijas f nenoteikto integrāli un
apz̄ımē ar simbolu

∫
f(x)dx, t.i.,

∫
f(x)dx = F (x) + C.

Šajā formulā
f sauc par zemintegrāļa funkciju,
f(x)dx - par zemintegrāļa izteiksmi,
x - par integrēšanas main̄ıgo,
C - par integrēšanas konstanti.

Simbols
∫

ir integrēšanas darb̄ıbas simbols (lasa:“integrālis ef no iks de
iks”).

Piemēram,
∫

3x2dx = x3 + C.

1.3. defin̄ıcija. Nenoteiktā integrāļa jeb visu primit̄ıvo funkciju kopas
atrašanu dotajai funkcijai sauc par š̄ıs funkcijas integrēšanu.

1.2. Pamatintegrāļu tabula

No elementāro pamatfunkciju atvasinājumu tabulas un nenoteiktā in-
tegrāļa defin̄ıcijas izriet šāda pamatintegrāļu tabula.

1.

∫
xαdx =

xα+1

α + 1
+ C (α 6= −1);

2.

∫
dx

x
= ln |x|+ C;

3.

∫
axdx =

ax

ln a
+ C;

∫
exdx = ex + C;

4.

∫
cos xdx = sin x + C;

5.

∫
sin xdx = − cos x + C;
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6.

∫
dx

cos2 x
= tg x + C;

7.

∫
dx

sin2 x
= − ctg x + C;

8.

∫
dx√

1− x2
= arcsin x + C;

9.

∫
dx

1 + x2 = arctg x + C;

10.

∫
ch xdx = sh x + C;

11.

∫
sh xdx = ch x + C;

12.

∫
dx

ch2 x
= th x + C;

13.

∫
dx

sh2 x
= − cth x + C.

Šo formulu pareiz̄ıbu var pārbaud̄ıt tieši - atvasinot formulu labās puses;
rezultātā ir jāiegūst atbilstošā zemintegrāļa funkcija.

1.3. Nenoteiktā integrāļa pamat̄ıpaš̄ıbas

Izmantojot pamatintegrāļu tabulu, var integrēt tikai visvienkāršākās
funkcijas.

Piemēram,

∫
dx
3
√

x2
=

∫
x−

2
3dx =

x−
2
3+1

−2
3 + 1

+ C = 3 3
√

x + C.

Nenoteiktā integrāļa ı̄paš̄ıbas dod iespēju aprēķināt nenoteiktos integ-
rāļus ievērojami plašākai funkciju klasei.

1. ı̄paš̄ıba. Nenoteiktā integrāļa atvasinājums ir vienāds ar zemintegrāļa
funkciju, t.i., (∫

f(x)dx

)′
= f(x).
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I Šo ı̄paš̄ıbu pierāda, izmantojot nenoteiktā integrāļa defin̄ıciju un di-
ferencēšanas likumus. Konkrēti:

(∫
f(x)dx

)′
=

(
F (x) + C

)′
= F ′(x) + C ′ = f(x) + 0 = f(x). J

2. ı̄paš̄ıba. Nenoteiktā integrāļa diferenciālis ir vienāds ar zemintegrāļa
izteiksmi, t.i.,

d

(∫
f(x)dx

)
= f(x)dx.

3. ı̄paš̄ıba. Nenoteiktais integrālis no funkcijas F atvasinājuma ir vienāds
ar šo funkciju (ar precizitāti l̄ıdz konstantam saskaitāmajam C), t.i.,

∫
F ′(x)dx = F (x) + C.

4. ı̄paš̄ıba. Nenoteiktais integrālis no funkcijas F diferenciāļa ir vienāds
ar šo funkciju (ar precizitāti l̄ıdz konstantam saskaitāmajam C), t.i.,

∫
dF (x) = F (x) + C.

1.1. piez̄ıme. 2., 3. un 4. ı̄paš̄ıbu pierād̄ıt patstāv̄ıgi.

5. ı̄paš̄ıba. Konstantu reizinātāju k 6= 0 dr̄ıkst iznest ārpus nenoteiktā
integrāļa z̄ımes, t.i.,

∫
kf(x)dx = k

∫
f(x)dx.

I Apz̄ımē funkcijas f primit̄ıvo funkciju ar F . Ac̄ımredzami, kF ir
funkcijas kf primit̄ıvā funkcija. Saskaņā ar nenoteiktā integrāļa defin̄ıciju

∫
kf(x)dx = kF (x) + C = k

(
F (x) +

C

k

)
= k

∫
f(x)dx.

(Ja C - patvaļ̄ıga konstante, tad C
k ar̄ı ir patvaļ̄ıga konstante.) J

6. ı̄paš̄ıba. Nenoteiktais integrālis no divu funkciju f un g summas ir vie-
nāds ar šo funkciju nenoteikto integrāļu summu, t.i.,

∫ (
f(x) + g(x)

)
dx =

∫
f(x)dx +

∫
g(x)dx.
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I Apz̄ımē funkciju f un g primit̄ıvās funkcijas atbilstoši ar F un G.

Ac̄ımredzami, funkcijas (f + g) primit̄ıvā funkcija ir funkcija (F + G).
Saskaņā ar nenoteiktā integrāļa defin̄ıciju

∫
f(x)dx +

∫
g(x)dx =

(
F (x) + C1

)
+

(
G(x) + C2

)
=

=
(
F (x) + G(x)

)
+ (C1 + C2) =

(
F (x) + G(x)

)
+ C =

=

∫ (
f(x) + g(x)

)
dx,

kur C1, C2, C ir patvaļ̄ıgas konstantes, pie tam C = C1 + C2. J
No 5. un 6. ı̄paš̄ıbas seko vēl viena nenoteiktā integrāļa ı̄paš̄ıba.

7. ı̄paš̄ıba. Nenoteiktais integrālis no funkciju f1, . . . , fn lineārās kombi-
nācijas ir vienāds šo funkciju nenoteikto integrāļu lineāro kombināci-
ju, t.i.,
∫ (

k1f1(x) + · · ·+ knfn(x)
)
dx = k1

∫
f1(x)dx + · · ·+ kn

∫
fn(x)dx,

kur vismaz viena no konstantēm k1, . . . , kn nav nulle.

1.1. piemērs. Atrast
∫ (

2 sin x− 2x +
√

x
)
dx.

∫ (
2 sin x− 2x +

√
x

)
dx = 2

∫
sin xdx−

∫
2xdx +

∫
x

1
2dx =

= −2 cos x− 2x

ln 2
+

x
3
2

3
2

+ C = −2 cos x− 2x

ln 2
+

2

3
x
√

x + C.

1.2. piemērs. Atrast ∫ (
3

cos2 x
− 4

)
dx.

∫ (
3

cos2 x
− 4

)
dx = 3

∫
dx

cos2 x
− 4

∫
dx = 3 tg x− 4x + C.

1.3. piemērs. Atrast ∫
x
√

x + x2 − 5

x2
√

x
dx.
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∫
x
√

x + x2 − 5

x2
√

x
dx =

∫ (
1

x
+

1√
x
− 5

x2
√

x

)
dx =

=

∫
dx

x
+

∫
x−

1
2dx− 5

∫
x−

5
2dx =

= ln |x|+ x−
1
2+1

−1
2 + 1

− 5
x−

5
2+1

−5
2 + 1

+ C = ln |x|+ 2
√

x +
10

3x
√

x
+ C.

1.4. Integrēšanas pamatmetodes

Integrējamu funkciju klasi ievērojami paplašina integrēšanas pamatme-
todes:

• parciālā integrēšana,

• integrēšana ar main̄ıgā aizvietošanu jeb substitūciju metode.

1.4.1. Parciālā integrēšana

Apskata divas intervālā L diferencējamas funkcijas u un v. Atrod šo
funkciju reizinājuma diferenciāli:

d(uv) = udv + vdu.

No š̄ıs vienād̄ıbas iegūst, ka

udv = d(uv)− vdu.

Integrē šo vienād̄ıbu un izmanto nenoteiktā integrāļa ı̄paš̄ıbas:∫
udv =

∫
d(uv)−

∫
vdu,

∫
udv = uv −

∫
vdu.

Iegūto formulu sauc par parciālās integrēšanas formulu nenoteikta-
jā integrāl̄ı. (Integrēšanas konstanti neraksta, jo var uzskat̄ıt, ka tā ietilpst
otrajā saskaitāmajā).

Funkcija u un diferenciālis dv jāizvēlas tā, lai iegūtais integrālis būtu
tabulārs vai vismaz vienkāršāks par doto. (Ja apz̄ımējumi nav izvēlēti
pareizi, tad iegūst sarežǧ̄ıtāku integrāli, nekā dotais.)

Atrodod integrāļus, apz̄ımējumus un pal̄ıgaprēķinus parasti ieslēdz ver-
tikālās sv̄ıtrās.
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1.4. piemērs. Atrast ∫
xexdx.

∫
xexdx =

∣∣∣∣
u = x, du = dx

dv = exdx, v = ex

∣∣∣∣ = xex −
∫

exdx = xex − ex + C.

1.2. piez̄ıme. Parciālās integrēšanas formulu dažreiz nākas pielietot at-
kārtoti.

1.5. piemērs. Atrast
∫

(x2 + x− 1) cos x dx.

∫
(x2 + x− 1) cos x dx =

∣∣∣∣
u = x2 + x− 1, du = (2x + 1)dx

dv = cos xdx, v = sin x

∣∣∣∣ =

= (x2+x−1) sin x−
∫

(2x+1) sin xdx =

∣∣∣∣
u = 2x + 1, du = 2dx

dv = sin xdx, v = − cos x

∣∣∣∣ =

= (x2 + x− 1) sin x−
(

(2x + 1)(− cos x) +

∫
(cos x)2dx

)
=

= (x2 + x− 1) sin x + (2x + 1) cos x− 2 sin x + C =

= (x2 + x− 3) sin x + (2x + 1) cos x + C.

1.3. piez̄ıme. Atkārtoti pielietojot parciālās integrēšanas formulu, daž-
reiz nonāk pie izteiksmes, kas satur doto integrāli. No iegūtās vienā-
d̄ıbas izsaka doto integrāli.

1.6. piemērs. Atrast ∫
ex sin xdx.

∫
ex sin xdx =

∣∣∣∣
u = ex, du = exdx

dv = sin xdx, v = − cos x

∣∣∣∣ =

= −ex cos x +

∫
ex cos xdx =

∣∣∣∣
u = ex, du = exdx

dv = cos xdx, v = sin x

∣∣∣∣ =

= −ex cos x +

(
ex sin x−

∫
ex sin xdx

)
=

= −ex cos x + ex sin x−
∫

ex sin xdx.
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Seko, ka
∫

ex sin xdx =
1

2
(−ex cos x + ex sin x) + C =

1

2
ex(sin x− cos x) + C.

Lai pārbaud̄ıtu iegūto rezultātu, atvasina š̄ıs vienād̄ıbas labo pusi.

(
1

2
ex(sin x− cos x) + C

)′
=

=
1

2

(
(ex)′(sin x− cos x) + ex(sin x− cos x)′

)
=

=
1

2

(
ex(sin x− cos x) + ex(cos x + sin x)

)
=

=
1

2
ex(sin x− cos x + cos x + sin x) = ex sin x.

Integrālis atrasts pareizi.

1.4. piez̄ıme. Parciālās integrēšanas formulu lieto, lai atrastu šādus in-
tegrāļus:

∫
P (x)ekxdx,

∫
P (x) arcsin xdx,

∫
P (x) sin kxdx,

∫
P (x) arccos xdx,

∫
P (x) cos kxdx,

∫
P (x) arctg xdx,

∫
P (x) ln xdx,

∫
P (x) arcctg xdx,

kur P (x) ir polinoms, bet k ir reāls skaitlis.

Pirmajos trijos piemēros apz̄ımē u = P (x), bet pārējos - par u izvēlas
funkciju, ar kuru reizināts polinoms.

1.4.2. Integrēšana ar main̄ıgā aizvietošanu

1.1. teorēma. Ja x = ϕ(t) ir stingri monotona un diferencējama in-
tervālā L, pie tam ϕ′(t) 6= 0 šajā intervālā; attēlo intervālu L par kaut
kādu intervālu L1, kurā ir definēta funkcija f(x) un φ(t) ir funkcijas
f(ϕ(t))ϕ′(t) primit̄ıvā funkcija intervālā L, tad F (x) = φ

(
ϕ−1(x)

)
ir

funkcijas f(x) primit̄ıvā funkcija intervālā L1.
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I Tā kā ϕ ir stingri monotona funkcija intervālā L, tad tai eksistē
apvērstā funkcija ϕ−1(x), kas ir definēta intervālā L1. Saskaņā ar teorēmu
par apvērstās funkcijas diferencēšanu funkcija ϕ−1(x) ir diferencējama, pie
tam (

ϕ−1(x)
)′

=
1

ϕ′(t)
.

Atrod funkcijas F (x) = φ
(
ϕ−1(x)

)
atvasinājumu, diferencējot to kā saliktu

funkciju.

F ′(x) = φ′(t)
1

ϕ′(t)
= f(ϕ(t))ϕ′(t)

1

ϕ′(t)
= f(ϕ(t)) = f(x).

Seko, ka F (x) ir funkcijas f(x) primit̄ıvā funkcija. J

1.5. piez̄ıme.

1. No teorēmas seko, ka

∫
f(x)dx =

∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt.

Š̄ı vienād̄ıba izsaka main̄ıgā aizvietošanas nenoteiktajā integrāl̄ı
būt̄ıbu. Formulu lieto gan no kreisās puses uz labo pusi, t.i.,
main̄ıgo x aizstājot ar kāda cita main̄ıgā t funkciju ϕ(t), gan
otrādi, t.i., kādu funkciju apz̄ımējot ar jaunu main̄ıgo.

2. Nedr̄ıkst aizmirst pēc integrēšanas atgriezties pie iepriekšējā in-
tegrēšanas main̄ıgā.

1.7. piemērs. Atrast ∫
dx

x2 + a2 .

∫
dx

x2 + a2 =
1

a2

∫
dx

1 +
(

x
a

)2 =

∣∣∣∣
Apz̄ımē x

a = t, x = at

dx = adt

∣∣∣∣ =

=
1

a2

∫
a dt

1 + t2
=

1

a

∫
dt

1 + t2
=

1

a
arctg t + C =

1

a
arctg

x

a
+ C.

1.8. piemērs. Atrast ∫
x√

a2 − x2
.
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∫
x√

a2 − x2
=

1

a

∫
dx√

1− (
x
a

)2
=

∣∣∣∣
Apz̄ımē x

a = t, x = at
dx = adt

∣∣∣∣ =

=
1

a

∫
a dt√
1− t2

=

∫
dt√

1− t2
= arcsin t + C = arcsin

x

a
+ C.

1.9. piemērs. Atrast ∫
tg xdx.

∫
tg xdx =

∫
sin xdx

cos x
=

∣∣∣∣∣∣

Apz̄ımē cos x = t,
− sin xdx = dt
sin xdx = −dt

∣∣∣∣∣∣
=

= − ln |t|+ C = − ln | cos x|+ C.

1.10. piemērs. Atrast ∫
ctg xdx.

∫
ctg xdx =

∫
cos xdx

sin x
=

∣∣∣∣
Apz̄ımē sin x = t,

cos xdx = dt

∣∣∣∣ =

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln | sin x|+ C.

1.11. piemērs. Atrast ∫ √
a2 − x2dx.

∫ √
a2 − x2dx =

∣∣∣∣∣∣

Apz̄ımē x = a sin t, kur −a ≤ x ≤ a
dx = a cos tdt

t = arcsin x
a , kur− π

2 ≤ t ≤ π
2

∣∣∣∣∣∣
=

=

∫ √
a2(1− sin2 t)a cos tdt = a2

∫
cos2 tdt =

=
a2

2

∫
(1 + cos 2t)dt =

a2

2

(
t +

1

2
sin 2t

)
+ C =

=
a2

2

(
arcsin

x

a
+ sin

(
arcsin

x

a

)
cos

(
arcsin

x

a

))
+ C =

=
a2

2

(
arcsin

x

a
+

x

a

√
1−

(x

a

)2
)

+ C =
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=
a2

2

(
arcsin

x

a
+

x

a2

√
a2 − x2

)
+ C =

=
a2

2
arcsin

x

a
+

x

2

√
a2 − x2 + C.

1.12. piemērs. Atrast ∫
dx

(x2 + a2)2 .

∫
dx

(x2 + a2)2 =

∣∣∣∣
Apz̄ımē x = a tg t, dx = a

cos2 tdt

x2 + a2 = a2

cos2 t , t = arctg x
a , kur− π

2 < t < π
2

∣∣∣∣ =

=

∫ a
cos2 tdt

a4

cos4 t

=
1

a3

∫
cos2 tdt =

1

2a3

∫
(1 + cos 2t)dt =

=
1

2a3

(
t +

1

2
sin 2t

)
+ C =

1

2a3

(
arctg

x

a
+

ax

a2 + x2

)
+ C,

jo

sin 2t =
2 tg t

1 + tg2 t
=

2 · x
a

1 +
(

x
a

)2 =
2xa

a2 + x2 .

1.6. piez̄ıme. 1.7.-1.12. piemēros iegūtos integrāļus turpmāk izmanto
kā tabulāros. Šos integrāļus pievieno pamatintegrāļu tabulai.

14.

∫
dx

x2 + a2 =
1

a
arctg

x

a
+ C,

15.

∫
dx√

a2 − x2
= arcsin

x

a
+ C,

16.

∫
tg xdx = − ln | cos x|+ C,

17.

∫
ctg xdx = ln | sin x|+ C,

18.

∫ √
a2 − x2dx =

a2

2
arcsin

x

a
+

x

2

√
a2 − x2 + C,

19.

∫
dx

(x2 + a2)2 =
1

2a3

(
arctg

x

a
+

ax

a2 + x2

)
+ C.
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1.5. Racionālu funkciju integrēšana

Apskata šāda veida integrāļus:
∫

R(x)dx, kur R ir racionāla funkcija.
Katru racionālu funkciju var izteikt kā divu polinomu attiec̄ıbu, t.i.,

R(x) =
P (x)

Q(x)
.

Ja daļa P (x)
Q(x) nav ı̄sta, t.i., skait̄ıtāja pakāpe nav zemāka (vienāda vai lie-

lāka) par saucēja pakāpi, tad šādu daļu var izteikt kā kaut kāda polinoma
un ı̄stas daļas summu.

Apskata ı̄stu daļu P (x)
Q(x) . Pieņem, ka Q ir n-tās pakāpes polinoms. No

algebras kursa zināms, ka katru n-tās pakāpes polinomu Q ar reāliem ko-
eficientiem var izteikt šādi:

Q(x) = a0(x− α1)
m1 · · · (x− αr)

mr(x2 + p1x + q1)
n1 · · · (x2 + psx + qs)

ns,

kur
α1, . . . , αr ir š̄ı polinoma reālās saknes,
p1, . . . , ps, q1, . . . , qs - reāli skaitļi,
m1, . . . , mr, n1, . . . , ns - naturāli skaitļi (atbilstošo sakņu kārtas),

pie tam m1 + · · ·+ mr + 2n1 + · · ·+ 2ns = n un kvadrāttrinomiem
x2 + p1x + q1, . . . , x2 + psx + qs nav reālu sakņu.

Īstu daļu var izteikt šādi:

P (x)

Q(x)
=

A11

x− α1
+

A12

(x− α1)2 + · · ·+ A1m1

(x− α1)m1
+ · · ·+

+
Ar1

x− αr
+

Ar2

(x− αr)2 + · · ·+ Armr

(x− αr)mr
+

+
M11x + N11

x2 + p1x + q1
+

M12x + N12

(x2 + p1x + q1)2 + · · ·+ M1n1
x + N1n1

(x2 + p1x + q1)n1
+ · · ·+

+
Ms1x + Ns1

x2 + psx + qs
+

Ms2x + Ns2

(x2 + psx + qs)2 + · · ·+ Msns
x + Nsns

(x2 + psx + qs)ns
,

kur
A11, . . . , A1m1

, . . . , Ar1, . . . , Armr
,

M11, . . . , M1n1
, . . . , Msns

,
N11, . . . , N1n1

, . . . , Ns1, . . . , Nsns

ir reāli skaitļi, kurus atrod ar nenoteikto koeficientu metodi. Parasti
koeficientus apz̄ımē ar burtiem A,B,C utt.
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Piemēram,

x2 + x + 1

x3 − x2 + x− 1
=

x2 + x + 1

(x− 1)(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

Bx + C

x2 + 1
=

=
A(x2 + 1) + (Bx + C)(x− 1)

(x− 1)(x2 + 1)
.

Seko, ka

x2 + x + 1 = A(x2 + 1) + (Bx + C)(x− 1).

Piel̄ıdzina polinomu koeficientus pie x vienādām pakāpēm un iegūst
šādu vienādojumu sistēmu:





A + B = 1,
−B + C = 1,
A− C = 1.

Š̄ıs sistēmas atrisinājums ir




A = 3
2 ,

B = −1
2 ,

C = 1
2 .

Tādējādi
x2 + x + 1

x3 − x2 + x− 1
=

3
2

x− 1
+
−1

2x + 1
2

x2 + 1
.

Vienādojumu sistēmu var ar̄ı iegūt, ja vienād̄ıbā

x2 + x + 1 = A(x2 + 1) + (Bx + C)(x− 1)

x vietā liek 3 patvaļ̄ıgas vērt̄ıbas, piemēram, x = 1, x = 0, x = −1.

Apskata vēl vienu daļu.

2x + 7

x3 + 2x2 − 3x
=

2x + 7

x(x− 1)(x + 3)
=

A

x
+

B

x− 1
+

C

x + 3
.

Seko, ka

2x + 7 = A(x− 1)(x + 3) + Bx(x + 3) + Cx(x− 1).

Argumenta vietā ievieto vērt̄ıbas x = 0, x = 1, x = −3 un iegūst, ka
A = −7

3 , B = 9
4 , C = 1

12 .
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Tādējādi
2x + 7

x3 + 2x2 − 3x
=
−7

3

x
+

9
4

x− 1
+

1
12

x + 3
.

Izteiksmes

A

x− α
,

A

(x− α)n
,

Mx + N

x2 + px + q
,

Mx + N

(x2 + px + q)n
,

kur kvadrāttrinomam x2+px+q nav reālu sakņu, sauc par elemetārdaļām.

Jebkurā intervālā, kas nesatur α,
∫

A

x− α
dx = A ln |x− α|+ C,

∫
A

(x− α)n
dx = A

∫
(x− α)−ndx = A

(x− α)−n+1

−n + 1
+ C =

=
A

(1− n)(x− α)n−1 + C.

∫
Mx + N

x2 + px + q
dx =

M

2

∫
(2x + p)dx

x2 + px + q
+

+
2N −Mp

2

∫
d

(
x + p

2

)
(
x + p

2

)2
+

(
q − p2

4

) =

=
M

2
ln(x2 + px + q) +

2N −Mp√
4q − p2

arctg
2x + p√
4q − p2

+ C.

1.7. piez̄ıme. Risinot uzdevumus, šo formulu nelieto, bet izmanto pa-
ņēmienu, ar kuru tā tiek iegūta.

1.13. piemērs. Atrast ∫
x− 2

x2 + x + 1
dx.

∫
x− 2

x2 + x + 1
dx =

1

2

∫
(2x + 1)− 5

x2 + x + 1
dx =

1

2

∫
(2x + 1)dx

x2 + x + 1
−

− 5

2

∫
d

(
x + 1

2

)
(
x + 1

2

)2
+ 3

4

=
1

2
ln(x2 + x + 1)− 5

2
· 1
√

3
2

arctg
x + 1

2√
3

2

+ C =

=
1

2
ln(x2 + x + 1)− 5√

3
arctg

2x + 1√
3

+ C.
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Integrāļa
∫

Mx+N
(x2+px+q)ndx atrašana ir diezgan sarežǧ̄ıta. Virpirms apskata

integrāli
∫

dz
(z2+a2)n (a ∈ R, n ∈ N, n > 1).

∫
dz

(z2 + a2)n
=

1

a2

∫
(z2 + a2)− z2

(z2 + a2)n
dz =

1

a2

∫
dz

(z2 + a2)n−1−

− 1

2a2

∫
z

2zdz

(z2 + a2)n
.

Integrāļa
∫

z 2zdz
(z2+a2)n atrašanai pielieto parciālās integrēšanas formulu.

∫
z

2zdz

(z2 + a2)n
=

∣∣∣∣
u = z, du = dz

dv = 2zdz
(z2+a2)n , v = 1

(z2+a2)n−1(1−n)

∣∣∣∣ =

=
z

(1− n)(z2 + a2)n−1 −
1

1− n

∫
dz

(z2 + a2)n−1 .

Tātad

∫
dz

(z2 + a2)n
=

1

a2

∫
dz

(z2 + aa)n−1 −

− 1

2a2

(
z

(1− n)(z2 + a2)n−1 −
1

1− n

∫
dz

(z2 + a2)n−1

)
=

=
z

2(n− 1)a2(z2 + a2)n−1 +
2n− 3

2(n− 1)a2

∫
dz

(z2 + a2)n−1 .

Tika iegūta formula, kuru sauc par rekurences formulu. Š̄ı formula in-
tegrāļa

∫
dz

(z2+a2)n izskaitļošanu reducē uz integrāļa
∫

dz
(z2+a2)n−1 izskaitļošanu.

Piemēram, pie n = 2 iegūst formulu:

∫
dz

(z2 + a2)2 =
z

2a2(z2 + a2)
+

1

2a2

∫
dz

z2 + a2 =

=
z

2a2(z2 + a2)
+

1

2a2 ·
1

a
arctg

z

a
+ C =

=
z

2a2(z2 + a2)
+

1

2a3 arctg
z

a
+ C.

1.8. piez̄ıme. Integrāļa
∫

dz
(z2+a2)n−1 izskaitļošanai savukārt var atkal pie-

lietot rekurences formulu utt., kamēr nonāk pie tabulārā integrāļa.
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Visbeidzot

∫
Mx + N

(x2 + px + q)n
dx =

M

2

∫
2x + p

(x2 + px + q)n
dx+

+
2N −Mp

2

∫
d

(
x + p

2

)
((

x + p
2

)2
+

(
q − p2

4

))n =

=
M

2(1− n)(x2 + px + q)n−1 +
2N −Mp

2

∫
dz

(z2 + a2)n
,

kur z = x + p
2 un a =

√
q − p2

4 .

Integrāli
∫

dz
(z2+a2)n var atrast, izmantojot rekurences formulu.

1.14. piemērs. Atrast
∫

x + 4

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x + 1
dx.

x + 4

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x + 1
dx =

x + 4

(x− 1)2(x2 + 1)
=

=
A

(x− 1)2 +
B

x− 1
+

Cx + D

x2 + 1
.

x + 4 = A(x2 + 1) + B(x− 1)(x2 + 1) + (Cx + D)(x− 1)2.

Ievieto x = 1, iegūst A = 5
2 . Pārējos koeficientus atrod, piel̄ıdzinot

koeficientus pie vienādām x pakāpēm. Iegūst, ka B = −2, C = 2, D = −1
2 .

x + 4

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x + 1
=

5
2

(x− 1)2 +
−2

x− 1
+

2x− 1
2

x2 + 1

un

∫
x + 4

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x + 1
dx =

5

2

∫
dx

(x− 1)2 − 2

∫
dx

x− 1
+

+

∫
2x

x2 + 1
dx− 1

2

∫
dx

x2 + 1
=

−5

2(x− 1)
− 2 ln |x− 1|+

+ ln(x2 + 1)− 1

2
arctg x + C.
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1.15. piemērs. Atrast ∫
dx

x2 − a2 .

1

x2 − a2 =
1

(x− a)(x + a)
=

A

x− a
+

B

x + a
.

1 = A(x + a) + B(x− a).

Argumenta vietā ievieto x = a un x = −a. Iegūst, ka A = 1
2a un

B = − 1
2a .

Tādējādi
1

x2 − a2 =
1
2a

x− a
+
− 1

2a

x + a
un

∫
dx

x2 − a2 =
1

2a
ln |x− a| − 1

2a
ln |x + a|+ C =

1

2a
ln

∣∣∣∣
x− a

x + a

∣∣∣∣ + C.

Ar̄ı šo integrāli pievieno pamatintegrāļu tabulai.

20.

∫
dx

x2 − a2 =
1

2a
ln

∣∣∣∣
x− a

x + a

∣∣∣∣ + C.

1.16. piemērs. Atrast

∫
2x3 − 13x2 + 29x− 20

x2 − 6x + 11
dx.

Daļa nav ı̄sta, tāpēc vispirms skait̄ıtāja polinomu dalot ar saucēja
polinomu, atdala veselo daļu.

2x3 −13x2 +29x −20 x2 −6x +11
−

2x3 −12x2 +22x 2x −1
−x2 +7x −20

−
−x2 +6x −11

x −9
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Tādējādi

2x3 − 13x2 + 29x− 20

x2 − 6x + 11
= 2x− 1 +

x− 9

x2 − 6x + 11
un∫

2x3 − 13x2 + 29x− 20

x2 − 6x + 11
dx =

∫
(2x− 1)dx +

∫
(x− 9)dx

x2 − 6x + 11
=

= x2 − x +
1

2

∫
2x− 6

x2 − 6x + 11
dx− 6

∫
dx

(x− 3)2 + 2
=

= x2 − x +
1

2
ln(x2 − 6x + 11)− 6√

2
arctg

x− 3√
2

+ C.

1.6. Iracionālu funkciju integrēšana

Apskata tādas iracionālas funkcijas, kuras ar main̄ıgā aizvietošanu var
reducēt uz racionālām funkcijām.

• Integrālis
∫

R
(
x, n

√
ax+b
cx+d

)
dx.

R ir racionāla argumentu x un n

√
ax+b
cx+d funkcija,

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0, n ir naturāls

skaitlis.

∫
R

(
x,

n

√
ax + b

cx + d

)
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Apz̄ımē n

√
ax+b
cx+d = t,

ax+b
cx+d = tn, x = b−dtn

ctn−a

dx = n(ad−bc)tn−1

(ctn−a)2 dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫
R

(
b− dtn

ctn − a
, t

)
n(ad− bc)tn−1

(ctn − a)2 dt =

∫
R1(t)dt,

kur R1 ir argumenta t racionāla funkcija.

1.17. piemērs. Atrast ∫
dx

(2 + x)
√

1 + x
.

∫
dx

(2 + x)
√

1 + x
=

∣∣∣∣∣∣

Apz̄ımē
√

1 + x = t

1 + x = t2, x = t2 − 1,
dx = 2tdt

∣∣∣∣∣∣
=

∫
2tdt

(2 + t2 − 1)t
=

= 2

∫
dt

1 + t2
= 2 arctg t + C = 2 arctg

√
1 + x + C.
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1.18. piemērs. Atrast ∫
dx

3
√

(2x + 1)2 −√2x + 1
.

Zemintegrāļa funkcija ir racionāla attiec̄ıbā pret argumentu 6
√

2x + 1,
tāpēc to apz̄ımē ar jaunu main̄ıgo t.

∫
dx

3
√

(2x + 1)2 −√2x + 1
=

∫
dx(

6
√

2x + 1
)4 − (

6
√

2x + 1
)3 =

=

∣∣∣∣∣∣

Apz̄ımē 6
√

2x + 1 = t

2x + 1 = t6, x = t6−1
2

dx = 3t5dt

∣∣∣∣∣∣
=

∫
3t5dt

t4 − t3
= 3

∫
t2

t− 1
dt =

= 3

∫
(t2 − 1) + 1

t− 1
dt = 3

∫
(t + 1)dt + 3

∫
dt

t− 1
=

=
3

2
(t + 1)2 + 3 ln |t− 1|+ C =

=
3

2

(
6
√

2x + 1 + 1
)2

+ 3 ln
∣∣∣ 6
√

2x + 1− 1
∣∣∣ + C.

• Integrālis
∫

R
(
x,
√

ax2 + bx + c
)
dx.

Ar̄ı šoreiz R ir racionāla savu argumentu funkcija. Šo integrāli, iz-
darot main̄ıgā aizvietošanu, var reducēt uz integrāli no racionālas funkci-
jas. Tam nolūkam lieto vienu no tā saucamajām Eilera substitūcijām.
Substitūcijas izvēle atkar̄ıga no skaitļiem a, b, c.

Eilera pirmā substitūcija.

Ja a > 0, tad apz̄ımē
√

ax2 + bx + c = t−√ax.

∫
R

(
x,

√
ax2 + bx + c

)
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Apz̄ımē
√

ax2 + bx + c = t−√ax
ax2 + bx + c = t2 − 2tx

√
a + ax2

x = t2−c
2
√

at+b
,

dx = 2(
√

at2+bt+c
√

a)
(2
√

at+b)2 dt.

Izsaka
√

ax2 + bx + c =

= t−√a t2−c
2
√

at+b
=

=
√

at2+bt+c
√

a
2
√

at+b
.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∫
R

(
t2 − c

2
√

at + b
,

√
at2 + bt + c

√
a

2
√

at + b

)
2(
√

at2 + bt + c
√

a)

(2
√

at + b)2 dt =

∫
R1(t)dt,
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kur R1 ir argumenta t racionāla funkcija.

Eilera otrā substitūcija.

Ja c > 0, tad apz̄ımē
√

ax2 + bx + c = xt−√c.

Ar̄ı šoreiz integrālis tiek reducēts uz integrāli no racionālas funkcijas
(Izdar̄ıt to patstāv̄ıgi).

Eilera trešā substitūcija.

Ja kvadrāttrinomam ax2 + bx + c ir reālas un dažādas saknes α un β,
tad apz̄ımē

√
ax2 + bx + c = t(x − α). Iegūst, ka a(x − β) = t2(x − α).

Tātad x = aβ−αt2

a−t2 , utt.

1.9. piez̄ıme. Integrāļu
∫

R
(
x,
√

ax2 + bx + c
)
dx izskaitļošanai teorē-

tiski pietiek ar Eilera pirmo un Eilera trešo substitūciju (Pamatot to).

1.19. piemērs. Atrast ∫
dx√

x2 + a
.

∫
dx√

x2 + a
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Lieto Eilera pirmo substitūciju.

Apz̄ımē
√

x2 + a = t− x

x2 + a = t2 − 2xt + x2, x = t2−a
2t

dx = 2(t2+a)
4t2 dt = t2+a

2t2 dt
√

x2 + a = t− t2−a
2t = t2+a

2t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∫ t2+a
2t2 dt
t2+a
2t

=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln

∣∣∣x +
√

x2 + a
∣∣∣ + C.

Šo integrāli pievieno pamatintegrāļu tabulai.

21.

∫
dx√

x2 + a
= ln

∣∣∣x +
√

x2 + a
∣∣∣ + C.

1.20. piemērs. Atrast
∫

xdx

(
√

6x− 8− x2)3
.
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Šoreiz lieto Eilera trešo substitūciju. Kvadrāttrinoma 6x − 8 − x2

saknes ir 2 un 4.

∫
xdx

(
√

6x− 8− x2)3
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Apz̄ımē
√

6x− 8− x2 = t(x− 2).
−(x− 2)(x− 4) = t2(x− 2)2,

x = 2(t2+2)
t2+1 , dx = −4t

(t2+1)2dt.

√
6x− 8− x2 = t

(
2(t2+2)
t2+1 − 2

)
= 2t

t2+1 .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∫ 2(t2+2)
t2+1 · −4t

(t2+1)2dt
( 2t

t2+1

)3 = −
∫

t2 + 2

t2
dt = −

∫
dt−2

∫
dt

t2
= −t+

2

t
+C,

kur

t =

√
6x− 8− x2

x− 2
=

√
−(x− 2)(x− 4)

x− 2
=

√
4− x

x− 2
.

• Integrālis
∫

xm(a + bxn)pdx.

Izteiksmi xm(a+bxn)pdx, kur a un b ir reāli skaitļi, bet m,n, p ir racionāli
skaitļi, sauc par binomiālo diferenciāli.

Krievu matemātiķis Čebǐsevs pierād̄ıja, ka integrāli
∫

xm(a + bxn)pdx

var izteikt ar elementārām funkcijām tikai trijos gad̄ıjumos.

1. gad̄ıjums. Ja p ir vesels skaitlis, tad apz̄ımē x = ts, kur s ir daļu m
un n kopsaucējs.

∫
xm(a + bxn)pdx =

∣∣∣∣
x = ts,

dx = sts−1dt

∣∣∣∣ =

∫
tms(a + btns)psts−1dt =

=

∫
R(t)dt,

kur R ir racionāla funkcija (ms un ns ir veseli skaitļi).

2. gad̄ıjums. Ja m+1
n ir vesels skaitlis, tad apz̄ımē a + bxn = ts, kur s ir
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daļas p saucējs.

∫
xm(a + bxn)pdx =

∣∣∣∣∣∣∣

a + bxn = ts, bnxn−1dx = sts−1dt

xn−1dx = s
bnts−1dt,

xn = ts−a
b

∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫
xm

xn−1x
n−1(a + bxn)pdx =

∫
xm−n+1(a + bxn)pxn−1dx =

=

∫
(xn)

m+1
n −1 (a + bxn)pxn−1dx =

=

∫ (
ts − a

b

)m+1
n −1

· tsp s

bn
ts−1dt =

∫
R(t)dt,

kur R ir racionāla funkcija (m+1
n − 1 un sp ir veseli skaitļi).

3. gad̄ıjums. Ja m+1
n +p ir vesels skaitlis, tad apz̄ımē ax−n + b = ts, kur

s ir daļas p saucējs (pamatot patstāv̄ıgi).

1.10. piez̄ıme. Katrā no šiem gad̄ıjumiem pēc atbilstošās racionālās
funkcijas integrēšanas jāatgriežas pie iepriekšējā main̄ıgā x.

1.21. piemērs. Atrast ∫
x3 (

1 + x2) 2
3 dx.

∫
x3 (

1 + x2) 2
3 dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

m = 3, n = 2, a = b = 1, p = 2
3 .

m+1
n = 3+1

2 = 2 ir vesels skaitlis.
Apz̄ımē 1 + x2 = t3, 2xdx = 3t2dt,

xdx = 3
2t

2dt, x2 = t3 − 1.

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫
(t3 − 1)(t3)

2
3
3

2
t2dt =

3

2

∫
(t7 − t4)dt =

3

2

(
t8

8
− t5

5

)
+ C =

=
3

16
3
√

(1 + x2)8 − 3

10
3
√

(1 + x2)5 + C.

1.22. piemērs. Atrast ∫
3
√

(2x3 + 1)2

x6 dx.
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∫
3
√

(2x3 + 1)2

x6 dx =

∫
x−6(1 + 2x3)

2
3dx =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

m = −6, n = 3, p = 2
3 , a = 1, b = 2.

m+1
n + p = −6+1

3 + 2
3 = −1 ir vesels skaitlis.

Apz̄ımē x−3 + 2 = t3, −3x−4dx = 3t2dt, x−4dx = −t2dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫
x−6(x3)

2
3 (x−3 + 2)

2
3dx =

∫
(x−3 + 2)

2
3x−4dx =

=

∫
(t3)

2
3 (−t2)dt = −

∫
t4dt = −t5

5
+ C = −1

5
3
√

(x−3 + 2)5 + C =

= −1

5

3
√

(1 + 2x3)5

x5 + C.

1.7. Trigonometrisko funkciju integrēšana

Apskata integrāļus
∫

R(sin x, cos x)dx, kur R ir racionāla savu argu-
mentu funkcija.

• Universālā trigonometriskā substitūcija

Integrāļus
∫

R(sin x, cos x)dx ar substitūciju

tg
x

2
= t (−π < x < π)

var reducēt uz integrāļiem no main̄ıgā t racionālām funkcijām.

∫
R(sin x, cos x)dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

tg x
2 = t (−π < x < π).

sin x = 2 sin x
2 cos x

2 =

=
2 sin x

2 cos x
2

cos2 x
2+sin2 x

2

=
2 tg x

2

1+tg2 x
2

= 2t
1+t2 ,

cos x = cos2 x
2 − sin2 x

2 =

cos2 x
2−sin2 x

2

cos2 x
2+sin2 x

2

= 1−t2

1+t2 .

x = 2 arctg t, dx = 2dt
1+t2 .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∫
R

(
2t

1 + t2
,

1− t2

1 + t2

)
2dt

1 + t2
=

∫
R1(t)dt,

kur R1 ir racionāla funkcija.
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1.23. piemērs. Atrast ∫
dx

sin x

∫
dx

sin x
=

∣∣∣∣∣∣∣

tg x
2 = t (−π < x < π),

sin x = 2t
1+t2 ,

dx = 2dt
1+t2

∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 2dt
1+t2

2t
1+t2

=

∫
dt

t
=

= ln |t|+ C = ln
∣∣∣tg x

2

∣∣∣ + C.

1.24. piemērs. Atrast ∫
dx

cos x

∫
dx

cos x
=

∣∣∣∣
tg x

2 = t (−π < t < π)

cos x = 1−t2

1+t2 , dx = 2dt
1+t2

∣∣∣∣ = 2

∫
dt

1− t2
=

= ln

∣∣∣∣
1 + t

1− t

∣∣∣∣ + C = ln

∣∣∣∣
1 + tg x

2

1− tg x
2

∣∣∣∣ + C.

Šos divus integrāļus pievieno pamatintegrāļu tabulai.

22.

∫
dx

sin x
= ln

∣∣∣tg x

2

∣∣∣ + C,

23.

∫
dx

cos x
= ln

∣∣∣∣
1 + tg x

2

1− tg x
2

∣∣∣∣ + C.

1.11. piez̄ıme. Universālā trigonometriskā substitūcija bieži integrāļus∫
R(sin x, cos x)dx reducē uz samērā sarežǧ̄ıtu racionālu funkciju in-

tegrēšanu. Tāpēc apskata citus paņēmienus šādu integrāļu izskaitļo-
šanai.

• Apskata gad̄ıjumus, kad R(sin x, cos x) ir nepāra funkcija attiec̄ıbā
pret sin x vai cos x, t.i.,

R(− sin x, cos x) = −R(sin x, cos x)

vai
R(sin x,− cos x) = −R(sin x, cos x),

vai kad š̄ı funkcija ir pāra funkcija attiec̄ıbā pret sin x un cos x, t.i.,

R(− sin x,− cos x) = R(sin x, cos x).
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Šādos gad̄ıjumos lieto substitūciju atbilstoši

cos x = t, sin x = t, vai tg x = t (−π

2
< t <

π

2
).

Piemēram, ja R(− sin x, cos x) = −R(sin x, cos x), tad
∫

R(sin x, cos x)dx =

∫
R1(sin

2 x, cos x) sin xdx =

=

∫
R1(1− cos2 x, cos x) sin xdx =

∣∣∣∣∣∣

cos x = t,
− sin xdx = dt

sin xdx = −dt.

∣∣∣∣∣∣
=

=

∫
R1(1− t2, t)dt =

∫
R2(t)dt,

kur R1, R2 ir racionālas savu argumentu funkcijas. (Pārējos gad̄ıjumus
apskat̄ıt patstāv̄ıgi).

1.12. piez̄ıme. Funkciju R(sin x, cos x) var izteikt kā šādu triju veidu
funkciju summu, t.i.,

R(sin x, cos x) =
R(sin x, cos x)−R(sin x,− cos x)

2
+

+
R(sin x,− cos x)−R(− sin x,− cos x)

2
+

+
R(− sin x,− cos x) + R(sin x, cos x)

2
.

1.25. piemērs. Atrast ∫
cos2 x sin3 xdx.

Šoreiz
R(sin x, cos x) = cos2 x sin3 x

un
R(− sin x, cos x) = −R(sin x cos x).

∫
cos2 x sin3 xdx =

∣∣∣∣∣∣

cos x = t, − sin xdx = dt,
sin xdx = −dt,

sin2 x = 1− cos2 x = 1− t2

∣∣∣∣∣∣
=

=

∫
cos2 x sin2 x sin xdx = −

∫
t2(1− t2)dt = −

∫
(t2 − t4)dt =

=
t5

5
− t3

3
+ C =

cos5 x

5
− cos3 x

3
+ C.
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1.26. piemērs. Atrast ∫
sin2 x

cos4 x
dx.

Šoreiz

R(sin x, cos x) =
sin2 x

cos4 x
un

R(− sin x,− cos x) = R(sin x, cos x).

∫
sin2 x

cos4 x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

tg x = t,
(−π

2 < x < π
2

)
dx

cos2 x = dt,

sin2 x
cos2 x = tg2 x = t2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫
sin2 x

cos2 x
· dx

cos2 x
=

=

∫
t2dt =

t3

3
+ C =

tg3x

3
+ C.

1.13. piez̄ıme. Integrējot trigonometriskās funkcijas, izmanto dažādas
trigonometriskās formulas. Piemēram, reizinājumu pārveido trigono-
metrisko funkciju summā, pazemina pakāpi, utt.

1.27. piemērs. Atrast ∫
sin 3x cos 5xdx.

∫
sin 3x cos 5xdx =

∣∣ sin 3x cos 5x = 1
2(sin 8x− sin 2x)

∣∣ =

=
1

2

∫
(sin 8x− sin 2x)dx =

1

2

(
−cos 8x

8
+

cos 2x

2

)
+ C =

=
1

4
cos 2x− 1

16
cos 8x + C.

1.28. piemērs. Atrast ∫
sin2 x cos2 xdx.

Tā kā sin x cos x = 1
2 sin 2x, tad sin2 x cos2 x = 1

4 sin2 2x.

∫
sin2 x cos2 xdx =

1

4

∫
sin2 2xdx =

∣∣∣∣sin2 2x =
1

2
(1− cos 4x)

∣∣∣∣ =

=
1

8

∫
(1− cos 4x)dx =

1

8

(
x− sin 4x

4

)
+ C =

1

8
x− 1

32
sin 4x + C.
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Jautājumi

1. Formulēt integrālrēķinu pamatuzdevumu. Vai šis uzdevums ir atrisi-
nāms viennoz̄ımı̄gi?

2. Definēt funkcijas f primit̄ıvo funkciju.

3. Definēt funkcijas f nenoteikto integrāli.

4. Definēt funkcijas integrēšanas darb̄ıbu.

5. Uzrakst̄ıt pamatintegrāļu tabulu.

6. Formulēt nenoteiktā integrāļa pamat̄ıpaš̄ıbas.

7. Nosaukt integrēšanas pamatmetodes nenoteiktajā integrāl̄ı.

8. Uzrakst̄ıt parciālās integrēšanas formulu.

9. Nosaukt funkcijas, kuras integrē parciāli.

10. Uzrakst̄ıt integrēšanas ar main̄ıgā aizvietošanu formulu.

11. Definēt elementārdaļas.

12. Definēt ı̄stu un nēıstu daļu P (x)
Q(x) .

13. Uzrakst̄ıt ı̄stas daļas sadal̄ıjumu elementārdaļu summā.

14. Paskaidrot, kā praktiski veic ı̄stas daļas sadal̄ıjumu elementārdaļu
summā.

15. Paskaidrot, kā integrē nēıstu daļu.

16. Paskaidrot, kā integrē katru no elementārdaļām.

17. Paskaidrot, kā integrāļa
∫

dx
(x2+a2)n izskaitļošanā izmanto rekurences

formulu.

18. Kāda ir iracionālu funkciju integrēšanas būt̄ıba?

19. Paskaidrot, kā integrē funkciju R
(
x, n

√
ax+b
cx+d

)
.

20. Paskaidrot, kā integrē funkciju R
(
x,
√

ax2 + bx + c
)

atkar̄ıbā no kvad-
rāttrinoma koeficientiem.

21. Paskaidrot, kā integrē binomiālo diferenciāli xm(a + bxn)pdx.



30 1. nodaļa. NENOTEIKTAIS INTEGRĀLIS

22. Paskaidrot, kā ar universālo trigonometrisko substitūciju integrē fun-
kciju R(sin x, cos x).

23. Kādi ir citi paņēmieni funkciju R(sin x, cos x) integrēšanā.

Vingrinājumi

1. Nosaukt kādu funkciju un tās primit̄ıvo funkciju.

2. Kādai konkrētai funkcijai nosaukt 2 dažādas primit̄ıvās funkcijas.

3. Pierād̄ıt, ka funkcijas f divas primit̄ıvās funkcijas viena no otras var
atšķirties tikai ar konstantu saskaitāmo.

4. Funkcijai f(x) = sin x atrast tādu primit̄ıvo funkciju, kurai punktā
x = π

2 vērt̄ıba ir 10.

5. Funkcijai f(x) = ex divas primit̄ıvās funkcijas punktā x = 1 atšķiras
par 2. Par cik atšķiras š̄ıs primit̄ıvās funkcijas punktā x = 100?

6. Kādai no funkcijas f(x) = 1
1+x2 primit̄ıvajām funkcijām grafiks iet

caur punktu (1; 2π)?

7. Vai katrai funkcijai eksistē primit̄ıvā funkcija?1

8. Pamatot pamatintegrāļu tabulu.

9. Pierād̄ıt nenoteiktā integrāļa 2., 3. un 4. ı̄paš̄ıbu.

10. Ir jāatrod integrālis
∫ √

4− x2dx. Vai dr̄ıkst lietot šādas substitūcijas:

(a) x = sin t, −π
2 ≤ t ≤ π

2 ;

(b) x = 2 sin t, 0 ≤ t ≤ π
2 ;

(c) x = 2 sin t, −π
2 ≤ t ≤ π

2 ;

(d) x = 2 cos t, 0 ≤ t ≤ π
2 ;

(e) x = 2 cos t, π ≤ t ≤ 2π.

11. Kādās elementārdaļās var sadal̄ıt daļas

(a) x+1
(x+1)2(x2+x+1)2 ,

(b) x
(x+1)(x2−2x+1)2 ,

1Apskat̄ıt funkciju f(x) =
{

1, ja x > 0,
−2, ja x ≤ 0.
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(c) x+1
x2(x2−x−6)?

12. Pamatot funkcijas R(x,
√

ax2 + bx + c) integrēšanu ar Eilera otro un
Eilera trešo substitūciju.

13. Pamatot to, ka funkcijas R(x,
√

ax2 + bx + c) integrēšanai pietiek ar
Eilera pirmo un Eilera trešo substitūciju.

14. Pamatot binomiālā diferenciāļa xm(a+ bxn)pdx integrēšanu gad̄ıjumā,
kad m+1

n + p - vesels skaitlis.

15. Pamatot funkciju R(sin t, cos t) integrēšanu ar substitūcijām
sin x = t, tg x = t.

Uzdevumi

Atrast nenoteiktos integrāļus:

1.

∫
x + 1√

x
dx; 2.

∫
(x4 + 1)x3dx;

3.

∫
(3− x2)3dx; 4.

∫
(2x + 3x)2dx;

5.

∫
(2x− 3)10dx; 6.

∫
dx√

2− 5x
;

7.

∫
dx

sin2 (
2x + π

4

) ; 8.

∫
dx

2 + 3x2 ;

9.

∫
dx√

3x2 − 2
; 10.

∫
dx

1 + cos x
;

11.

∫
x2dx

1− x2 ; 12.

∫
tg2 xdx;

13.

∫
2x + 3

3x + 2
dx; 14.

∫
2x+1 − 5x−1

10x
dx;

15.

∫
xdx√
1− x2

; 16.

∫
dx

x ln x
;

17.

∫
xdx

4 + x2 ; 18.

∫
xe−x2

dx;

19.

∫
ln2 x

x
dx; 20.

∫
sin5 x cos xdx;

21.

∫
arctg x

1 + x2 dx; 22.

∫
x3(1− 5x2)10dx;
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23.

∫
x5dx√
1− x2

; 24.

∫
cos5 x sin xdx;

25.

∫
dx√

1 + ex
; 26.

∫ √
16− x2dx;

27.

∫
arctg xdx; 28.

∫
x2e−xdx;

29.

∫
ln xdx; 30.

∫
sin(ln x)dx;

31.

∫
2x + 3

(x− 2)(x + 5)
dx; 32.

∫
x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
dx;

33.

∫ (
x

x2 − 3x + 2

)2

dx; 34.

∫
x2 + 5x + 4

x4 + 5x2 + 4
dx;

35.

∫
dx

(x2 − 4x + 4)(x2 − 4x + 5)
; 36.

∫
dx

x4 − 1
;

37.

∫
dx

x(1 + 2
√

x + 3
√

x)
; 38.

∫ √
x + 1−√x− 1√
x + 1 +

√
x− 1

dx;

39.

∫
x2dx√

x2 + x + 1
; 40.

∫
dx

(x + 1)
√

x2 + x + 1
;

41.

∫
x3dx√

1 + 2x− x2
; 42.

∫
dx

1 +
√

1− 2x− x2
;

43.

∫
dx√−2x2 + 5x− 2

; 44.

∫
3
√

x

x(
√

x + 3
√

x)
dx;

45.

∫
3
√

1 + 4
√

x√
x

dx; 46.

∫
dx

4
√

1 + x4
;

47.

∫ √
1− 1

3
√

x√
x

dx; 48.

∫
x2

√
x2 + 1dx;

49.

∫
dx

2 sin x− cos x + 5
; 50.

∫
dx

1 + 2 cos x
;

51.

∫
sin xdx

sin3 x + cos3 x
; 52.

∫
cos5 xdx;

53.

∫
sin6 xdx; 54.

∫
sin2 x cos4 xdx;

55.

∫
sin3 x

cos4 x
dx; 56.

∫
tg5 xdx;
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57.

∫
sin2 2x cos 2xdx; 58.

∫
cos 2x cos 3xdx;

59.

∫
sin 5x cos xdx.
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2. nodaļa

NOTEIKTAIS INTEGRĀLIS

2.1. Noteiktā integrāļa jēdziens

Apskata intervālā [a, b] definētu funkciju f . Sasmalcina šo intervālu ar
starppunktu pal̄ıdz̄ıbu:

a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk < · · · < xn = b.

Apz̄ımē ar λ = max
1≤k≤n

∆xk, kur ∆xk = xk − xk−1 un nosauc par sasmalci-

nājuma soli.

Katrā no intervāliem [xk−1, xk] izvēlas pa patvaļ̄ıgam punktam ξk

(k = 1, 2, . . . , n); izskaitļo funkcijas vērt̄ıbu katrā no punktiem ξk un
sastāda šādu summu:

σ = f(ξ1)∆x1 + f(ξ2)∆x2 + · · ·+ f(ξn)∆xn =
n∑

k=1

f(ξk)∆xk.

Šādu summu σ sauc par funkcijas f integrālsummu intervālā [a, b],
kas atbilst konkrētam intervāla sasmalcinājumam un konkrētai
starppunktu ξk izvēlei (turpmāk: integrālsumma).

2.1. defin̄ıcija. Skaitli I sauc par integrālsummas σ robežu, kad
sasmalcinājuma solis λ → 0, ja jebkuram ε > 0 eksistē tāds δ > 0,
ka visiem sasmalcinājumiem ar soli λ < δ izpildās nevienād̄ıba

|σ − I| < ε.

2.2. defin̄ıcija. Ja integrālsummai σ eksistē gal̄ıga robeža I, kad
λ → 0, tad funkciju f sauc par integrējamu intervālā [a, b].

35
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Robežu I = lim
λ→0

= σ sauc par funkcijas f noteikto integrāli inter-

vālā [a,b] un apz̄ımē ar simbolu
b∫
a

f(x)dx.

Tādējādi noteiktā integrāļa definēšanas formula ir:

b∫

a

f(x)dx = lim
λ→0

n∑

k=1

f(ξk)∆xk.

Šajā formulā
x sauc par integrēšanas main̄ıgo,
f - par zemintegrāļa funkciju,
f(x)dx - par zemintegrāļa izteiksmi,
a - par integrēšanas apakšējo robežu,
b - par integrēšanas augšējo robežu,
[a, b] - par integrēšanas intervālu.

2.1. piez̄ıme. No noteiktā integrāļa defin̄ıcijas izriet, ka noteiktais in-
tegrālis nav atkar̄ıgs no integrēšanas main̄ıgā, t.i.,

b∫

a

f(x)dx =

b∫

a

f(t)dt = · · · =
b∫

a

f(u)du.

Apskata intervālā [a, b] konstantu funkciju f(x) = C. Šādai funkcijai
f(ξk) = C neatkar̄ıgi no starppunktu ξk izvēles. Integrālsumma

σ =
n∑

k=1

C∆xk = C
n∑

k=1

∆xk = C(b− a) = const.

Ac̄ımredzami, eksistē gal̄ıga robeža I = lim
λ→0

σ = C(b− a). Seko, ka f ir

integrējama funkcija intervālā [a, b] un

b∫

a

Cdx = C(b− a).

2.2. piez̄ıme. Ac̄ımredzami, katra intervālā [a, b] integrējama funkcija
ir ierobežota šajā intervālā, jo pieņemot pretējo, t.i., ka funkcija nav
ierobežota intervālā [a, b], tā būs neierobežota vismaz vienā no intervā-
liem [xk−1, xk]. Starppunktu ξk varēs izvēlēties tā, lai integrālsumma
σ būtu pēc patikas liela. Seko, ka gal̄ıga robeža no σ nevar eksistēt.
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Tādējādi funkcijas ierobežot̄ıba intervālā [a, b] ir tās integrējamı̄bas
šajā intervālā nepieciešamais nosac̄ıjums.

2.3. piez̄ıme. Ne katra intervālā [a, b] ierobežota funkcija ir integrējama
šajā intervālā. Citiem vārdiem, funkcijas ierobežot̄ıba ir tās integrē-
jamı̄bas tikai nepieciešamais (nav pietiekamais) nosac̄ıjums.

Piemēram, Dirihlē funkcija

f(x) =

{
0, ja x − intervāla [a, b] iracionāls skaitlis,
1, ja x − intervāla [a, b] racionāls skaitlis,

ir ierobežota funkcija. Ja par starppunktiem ξk izvēlas racionālus skaitļus,
tad integrālsumma

σ =
n∑

k=1

f(ξk)∆xk =
n∑

k=1

1 ·∆xk = b− a 6= 0.

Ja par starppunktiem ξk izvēlas iracionālus skaitļus, tad σ = 0. Ac̄ım-
redzami, robeža no σ, kad λ → 0, neeksistē un Dirihlē funkcija nav in-
tegrējama funkcija.

2.1. teorēma. [Noteiktā integrāļa vien̄ıgums].

Ja funkcijai f intervālā [a, b] eksistē noteiktais integrālis, tad vien̄ıgā
veidā.

I Pieņem pretējo, t.i., ka funkcijas f integrālsummai intervālā [a, b]
eksistē divas dažādas gal̄ıgas robežas I1 6= I2. Izvēlas

ε =
|I1 − I2|

3
> 0.

Tā kā I1 ir integrālsummas robeža, tad šādam ε eksistē δ1 > 0, ka
visiem λ < δ1 izpildās nevienād̄ıba

|σ1 − I1| < ε.

Analogi - priekš I2: eksistē δ2 > 0, ka visiem λ < δ2 izpildās nevienād̄ıba

|σ2 − I2| < ε.

Apz̄ımē ar δ0 = min{δ1, δ2} un sasmalcinājumam ar soli λ < δ0 atbil-
stošo integrālsummu apz̄ımē ar σ0. Intervāla [a, b] sasmalcinājumam ar soli
λ < δ0 izpildās vienlaic̄ıgi nevienād̄ıbas

|σ0 − I1| < ε un |σ0 − I2| < ε.
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Apskata

|I1 − I2| =
∣∣(I1 − σ0) + (σ0 − I2)

∣∣ ≤ |I1 − σ0|+ |σ0 − I2| < ε + ε =

= 2ε =
2|I1 − I2|

3
.

Tātad

|I1 − I2| ≤ 2

3
|I1 − I2|.

Seko, ka 1 ≤ 2
3 . Pretruna. J

2.2. Darbū summas un to ı̄paš̄ıbas

Apskata intervālā [a; b] ierobežotu funkciju f . Sasmalcina šo intervālu
ar soli λ. Tā kā funkcija ir ierobežota intervālā [a; b], tad tā būs ierobežota
katrā no intervāliem [xk−1; xk].

Eksistē gal̄ıgi mk = inf
[xk−1;xk]

f(x) un Mk = sup
[xk−1;xk]

f(x) (k = 1, 2, . . . , n).

Izveido šādas summas:

s = m1∆x1 + m2∆x2 + · · ·+ mn∆xn =
n∑

k=1

mk∆xk

un

S = M1∆x1 + M2∆x2 + · · ·+ Mn∆xn =
n∑

k=1

Mk∆xk.

2.3. defin̄ıcija. Par apakšējo (vai augšējo) Darbū1 summu sauc

s =
n∑

k=1

mk∆xk (vai S =
n∑

k=1

Mk∆xk).

2.4. piez̄ıme. Atšķir̄ıbā no integrālsummas, kas atkar̄ıga gan no inter-
vāla [a; b] sasmalcinājuma, gan no starppunktu izvēles, Darbū summas
ir atkar̄ıgas tikai no intervāla sasmalcinājuma.

1. ı̄paš̄ıba. Intervāla [a; b] jebkuram sasmalcinājumam izpildās nevienād̄ı-
ba s ≤ σ ≤ S.

(Pierād̄ıt patstāv̄ıgi).

1G. Darbū (1842-1917) - franču matemātiķis.
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2. ı̄paš̄ıba. Intervāla [a; b] jebkuram fiksētam sasmalcinājumam un jebku-
ram ε > 0 starppunktus ξk var izvēlēties tā, lai izpildās nevienād̄ıba
S − σ < ε (analogi σ − s < ε).

I Tā kā Mk = sup
[xk−1;xk]

f(x), tad saskaņā ar funkcijas augšējā sliekšņa

defin̄ıciju eksistē tāds ξk ∈ [xk−1; xk], ka izpildās nevienād̄ıba

f(ξk) > Mk − ε

b− a
jeb Mk − f(ξk) <

ε

b− a
.

Nevienād̄ıbas abas puses reizina ar ∆xk:

Mk∆xk − f(ξk)∆xk <
ε

b− a
∆xk (k = 1, 2, . . . , n).

Sasummē visas šādas nevienād̄ıbas un iegūst, ka

S − σ < ε.

Analogi var parād̄ıt, ka starppunktus var izvēlēties tā, lai izpildās ne-
vienād̄ıba

σ − s < ε. J
3. ı̄paš̄ıba. Ja intervāla [a; b] sasmalcinājumam pievieno jaunus dal̄ıjuma

punktus, tad augšējā Darbū summa nevar palielināties, bet apakšējā
Darbū summa nevar samazināties.

I Intervāla [a; b] sasmalcinājumam

a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xn = b

pievieno vienu dal̄ıjuma punktu x′ ∈ (xk−1; xk) (k - fiksēts).

Apz̄ımē ar

Mk = sup
[xk−1;xk]

f(x), M ′
k = sup

[xk−1;x′]
f(x), M ′′

k = sup
[x′;xk]

f(x),

∆xk = xk − xk−1 ∆x′k = x′ − xk−1, ∆x′′k = xk − x′.

Ac̄ımredzami, ∆xk = ∆x′k + ∆x′′k, M ′
k ≤ Mk, M ′′

k ≤ Mk.

Apskata sākotnējā sasmalcinājuma un iegūtā sasmalcinājuma augšējo
Darbū summu starp̄ıbu

S − S ′ = Mk∆xk − (M ′
k∆x′k + M ′′

k ∆x′′k) =

= Mk(∆x′k + ∆x′′k)−M ′
k∆x′k −M ′′

k ∆x′′k =

= (Mk −M ′
k)∆x′k + (Mk −M ′′

k )∆x′′k ≥ 0.

Tātad S ≥ S ′.
Analogi pierāda, ka s ≤ s′. J
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4. ı̄paš̄ıba. Intervāla [a; b] jebkuriem diviem sasmalcinājumiem viena sa-
smalcinājuma apakšējā Darbū summa nepārsniedz otra sasmalcināju-
ma augšējo Darbū summu, t.i.,

s′ ≤ S ′′ (analogi s′′ ≤ S ′).

(Pierād̄ıt patstāv̄ıgi).

5. ı̄paš̄ıba. Apakšējo Darbū summu kopai {s} eksistē gal̄ıgs augšējais sliek-
snis I = sup{s}, bet augšējo Darbū summu kopai {S} eksistē gal̄ıgs
apakšējais slieksnis I = inf{S}.
(Pierād̄ıt patstāv̄ıgi).

6. ı̄paš̄ıba. Intervālā [a; b] jebkuram sasmalcinājumam izpildās nevienād̄ı-
ba

s ≤ I ≤ I ≤ S.

I Tā kā I = sup{s}, tad
s ≤ I. (2.1)

Analogi
I ≤ S. (2.2)

Atliek pierād̄ıt, ka I ≤ I.

Pieņem pretējo, t.i., ka I > I. Izvēlas ε = I−I
2 > 0. Tā kā I = sup{s},

tad eksistē tāda Darbū apakšējā summa s′, ka s′ > I− ε
2 . Analogi eksistē

tāda S ′′, ka S ′′ < I + ε
2 .

Apskata

s′ − S ′′ >
(
I− ε

2

)
−

(
I +

ε

2

)
= (I− I)− ε = 2ε− ε = ε > 0.

Tātad s′ − S ′′ > 0. Š̄ı nevienād̄ıba ir pretrunā ar Darbū summu
4. ı̄paš̄ıbu. Tādējādi I ≤ I. Apvienojot šo nevienād̄ıbu ar nevienād̄ıbām
(2.1) un (2.2) iegūst, ka s ≤ I ≤ I ≤ S. J

2.3. Funkciju integrējamı̄bas nepieciešamais un pie-

tiekamais nosac̄ıjums

2.2. teorēma. Intervālā [a; b] definēta un ierobežota funkcija ir integ-
rējama šajā intervālā tad un tikai tad, ja jebkuram ε > 0 eksistē
tāds δ > 0, ka visiem [a; b] sasmalcinājumiem ar soli λ < δ izpildās
nevienād̄ıba S − s < ε.
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I Nepieciešamı̄ba. Tā kā funkcija f - integrējama intervālā [a; b], tad
eksistē gal̄ıga robeža

I = lim
λ→0

σ =

b∫

a

f(x)dx.

Pamatojoties uz šādas robežas defin̄ıciju, jebkuram ε > 0 eksistē tāds
δ > 0, ka visiem [a; b] sasmalcinājumiem ar soli λ < δ izpildās nevienād̄ıba

|σ − I| < ε

4
. (2.3)

Fiksē vienu tādu intervāla [a; b] sasmalcinājumu, kuram izpildās nevienād̄ı-
ba (2.3). Šim intervāla [a; b] sasmalcinājumam atbilstošās Darbū summas
apz̄ımē ar s un S. Pēc Darbū summu 2. ı̄paš̄ıbas starppunktus var izvēlēties
tā, lai izpildās nevienād̄ıbas

S − σ′ <
ε

4
(2.4)

un

σ′′ − s <
ε

4
. (2.5)

Nevienād̄ıba (2.3) izpildās ar̄ı integrālsummām σ′ un σ′′.
Apskata

S − s = (S − σ′) + (σ′ − I) + (I− σ′′) + (σ′′ − s) ≤
≤ (S − σ′) + |σ′ − I|+ |I− σ′′|+ (σ′′ − s) <

<
ε

4
+

ε

4
+

ε

4
+

ε

4
= ε.

Tādējādi

S − s < ε. (2.6)

Pietiekamı̄ba. Pēc dotā jebkuram ε > 0 eksistē tāds δ > 0, ka visiem
intervāla [a; b] sasmalcinājumiem ar soli λ < δ izpildās nevienād̄ıba (2.6).

Pēc Darbū summu 6. ı̄paš̄ıbas

s ≤ I ≤ I ≤ S. (2.7)

Apskata I− I ≤ S − s < ε.
Tātad nenegat̄ıvā konstante I − I ir pēc patikas maza. Seko, ka š̄ı

konstante ir nulle jeb I = I = I. Tāpēc nevienād̄ıba (2.7) izskatās šādi:

s ≤ I ≤ S. (2.8)
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Pēc Darbū summu 1. ı̄paš̄ıbas

s ≤ σ ≤ S. (2.9)

No nevienād̄ıbas (2.8) atņemot nevienād̄ıbu (2.9), iegūst nevienād̄ıbu

s− S ≤ I− σ ≤ S − s

jeb

−(S − s) ≤ I− σ ≤ (S − s). (2.10)

Nevienād̄ıba (2.10) ir ekvivalenta nevienād̄ıbai

|I− σ| ≤ S − s.

Tā kā S − s < ε, tad |I− σ| < ε. Seko, ka I = lim
λ→0

σ. Tātad funkcija f

ir integrējama intervālā [a; b]. J

2.5. piez̄ıme. No 2.2. teorēmas izriet, ka vienād̄ıba I = I ir funkcijas
integrējamı̄bas intervālā [a; b] nepieciešamais un pietiekamais nosac̄ı-
jums.

2.4. Integrējamu funkciju klases

2.3. teorēma. [Funkcijas integrējamı̄bas pietiekamais nosac̄ıjums].

Ja funkcija f ir nepārtraukta slēgtā intervālā [a; b], tad tā ir integrē-
jama šajā intervālā.

I Tā kā funkcija f ir nepārtraukta slēgtā intervālā [a; b], tad, pirmkārt,
tā ir ierobežota šajā intervālā un, otrkārt, saskaņā ar Kantora teorēmu tā
ir vienmēr̄ıgi nepārtraukta šajā intervālā. Saskaņā ar intervālā vienmēr̄ıgi
nepārtrauktas funkcijas defin̄ıciju jebkuram ε > 0 eksistē tāds δ > 0, ka
visiem x′, x′′ ∈ [a; b], kuriem |x′′ − x′| < δ, izpildās nevienād̄ıba

∣∣f(x′′)− f(x′)
∣∣ <

ε

b− a
.

Ja izveido intervāla [a; b] sasmalcinājumu ar soli λ < δ, tad visiem
x′k, x

′′
k ∈ [xk−1; xk] izpildās nevienād̄ıba

∣∣f (x′′k)− f (x′k)
∣∣ <

ε

b− a
(k = 1, 2, . . . , n).
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Tā kā funkcija f ir nepārtraukta intervālā [a; b], tad tā ir nepārtraukta
katrā no intervāliem [xk−1; xk] (k = 1, 2, . . . , n).

Saskaņā ar Veierštrāsa otro teorēmu tā sasniedz katrā no šiem intervā-
liem savu vismazāko un vislielāko vērt̄ıbu. Tas noz̄ımē, ka intervāla [a; b]
sasmalcinājumiem ar soli λ < δ izpildās nevienād̄ıba

Mk −mk <
ε

b− a
,

kur

mk = inf
[xk−1;xk]

f(x) = min
[xk−1;xk]

f(x), Mk = sup
[xk−1;xk]

f(x) = max
[xk−1;xk]

f(x),

(k = 1, 2, . . . , n).
Apskata

S − s =
n∑

k−1

(Mk −mk)∆xk <

n∑

k−1

ε

b− a
∆xk =

=
ε

b− a

n∑

k−1

∆xk =
ε

b− a
(b− a) = ε.

Saskaņā ar 2.2. teorēmu funkcija f ir integrējama intervālā [a; b]. J
2.4. teorēma. [Funkcijas integrējamı̄bas pietiekamais nosac̄ıjums]

Ja funkcija f ir ierobežota un monotona intervālā [a; b], tad tā ir in-
tegrējama šajā intervālā.

I Noteikt̄ıbas dēļ pieņemsim, ka f ir intervālā [a; b] nedilstoša funkcija.

Šoreiz
mk = f (xk−1) , Mk = f (xk) .

Jebkuram ε > 0 izvēlas δ = ε
f(b)−f(a) > 0, ka visiem sasmalcinājumiem ar

soli λ < δ izpildās nevienād̄ıba

∆xk <
ε

f(b)− f(a)
.

Tāpēc

S − s =
n∑

k=1

(Mk −mk)∆xk <
ε

f(b)− f(a)

n∑

k=1

(Mk −mk) =

=
ε

f(b)− f(a)

(
f(b)− f(a)

)
= ε.

Saskaņa ar 2.2. teorēmu f ir intervālā [a; b] integrējama funkcija. J
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2.5. Noteiktā integrāļa ı̄paš̄ıbas

Lemma. Ja funkcija f ir definēta kopā E un visiem x′, x′′ ∈ E izpildās
nevienād̄ıba ∣∣f(x′)− f(x′′)

∣∣ ≤ C

(C - konstante), tad ar̄ı M −m ≤ C, kur

M = sup
E

f(x), m = inf
E

f(x).

I Noteikt̄ıbas dēļ pieņemsim, ka f(x′) ≥ f(x′′). Saskaņā ar doto visiem
x′, x′′ ∈ E izpildās nevienād̄ıba |f(x′)− f(x′′)| < C. Seko, ka

f(x′)− f(x′′) ≤ C jeb f(x′) ≤ f(x′′) + C.

Fiksētam x′′ š̄ı nevienād̄ıba norāda, ka eksistē gal̄ıgs

sup
x′∈E

f(x′) ≤ f(x′′) + C jeb M ≤ f(x′′) + C.

No š̄ıs nevienād̄ıbas seko, ka visiem x′′ ∈ E izpildās f(x′′) ≥ M − C.
Analogi eksistē gal̄ıgs

inf
x′∈E

f(x′′) ≥ M − C jeb m ≥ M − C.

Tādējādi
M −m ≤ C. J

1. ı̄paš̄ıba. Ja f ir integrējama funkcija intervālā [a; b], tad ar̄ı |f | ir in-
tegrējama funkcija šajā intervālā.

I Apskata intervāla [a; b] patvaļ̄ıgu sasmalcinājumu. Šim sasmalcinā-
jumam un funkcijai f atbilstošās Darbū summas apz̄ımē ar s un S. Ar
s′ un S ′ apz̄ımē funkcijai |f | atbilstošās Darbū summas (sasmalcinājums
iepriekšējais). Saskaņā ar moduļa ı̄paš̄ıbu visiem x′, x′′ ∈ [xk−1; xk] izpildās
nevienād̄ıba ∣∣∣

∣∣f(x′)
∣∣−

∣∣f(x′′)
∣∣
∣∣∣ ≤

∣∣f(x′)− f(x′′)
∣∣.

Tā kā ∣∣f(x′)− f(x′′)
∣∣ ≤ Mk −mk,

kur mk = inf
[xk−1;xk]

f(x), Mk = sup
[xk−1;xk]

f(x), tad

∣∣∣
∣∣f(x′)

∣∣−
∣∣f(x′′)

∣∣
∣∣∣ ≤ Mk −mk.
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Saskaņā ar lemmu (šoreiz funkcija ir |f |, bet C = Mk −mk)

M ′
k −m′

k ≤ Mk −mk,

kur M ′
k = sup

[xk−1;xk]

∣∣f(x)
∣∣, m′

k = inf
[xk−1;xk]

∣∣f(x)
∣∣. Tāpēc S ′ − s′ ≤ S − s.

Tā kā funkcija f ir integrējama intervālā [a, b], tad pielietojot 2.2. teo-
rēmu, viegli saskat̄ıt, ka šajā intervālā ir integrējama ar̄ı funkcija |f |. J
2.6. piez̄ıme. 1. ı̄paš̄ıbai apgrieztais apgalvojums nav spēkā.

Piemēram, funkcija

f(x) =

{
1, ja x − intervāla [a; b] racionāls skaitlis,
−1, ja x − intervāla [a; b] iracionāls skaitlis,

nav integrējama intervālā [a; b].2 Š̄ıs funkcijas modulis |f(x)| = 1 ir in-
tegrējama funkcija (kā konstante) šajā intervālā.

2. ı̄paš̄ıba. Ja f ir integrējama funkcija intervālā [a; b], tad tā ir integrē-
jama ar̄ı intervālā [c; d] ⊂ [a; b].

(Pierād̄ıt patstāv̄ıgi).3

3. ı̄paš̄ıba. Ja f un g ir integrējamas funkcijas intervālā [a; b], tad ar̄ı
(f + g) ir integrējama funkcija šajā intervālā, pie tam

b∫

a

(
f(x) + g(x)

)
dx =

b∫

a

f(x)dx +

b∫

a

g(x)dx.

I Tā kā f ir integrējama funkcija intervālā [a; b], tad jebkuram ε > 0
eksistē tāds δ1 > 0, ka intervāla [a; b] visiem sasmalcinājumiem ar soli
λ < δ1 izpildās nevienād̄ıba

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ξk)∆xk − I1

∣∣∣∣∣ <
ε

2


I1 =

b∫

a

f(x)dx = lim
λ→0

n∑

k=1

f(ξk)∆xk


 .

Analogi - iepriekš izvēlētajam ε > 0 eksistē tāds δ2 > 0, ka intervāla
[a; b] visiem sasmalcinājumiem ar soli λ < δ2 izpildās nevienād̄ıba

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

g(ξk)∆xk − I2

∣∣∣∣∣ <
ε

2


I2 =

b∫

a

g(x)dx = lim
λ→0

n∑

k=1

g(ξk)∆xk


 .

2Pierāda l̄ıdz̄ıgi kā Dirihlē funkcijai.
3Izveidot intervāla [a; b] sasmalcinājumu, kuram par dal̄ıjuma punktiem ir c un d. Pielietot

2.2. teorēmu.



46 2. nodaļa. NOTEIKTAIS INTEGRĀLIS

Apskata
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

(
f(ξk) + g(ξk)

)
∆xk − (I1 − I2)

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

f(ξk)∆xk − I1

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

g(ξk)∆xk − I2

∣∣∣∣∣ <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Nevienād̄ıba ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(
f(ξk) + g(ξk)

)
∆xk − (I1 − I2)

∣∣∣∣∣ < ε

norāda, ka (f + g) ir integrējama funkcija intervālā [a; b], pie tam

b∫

a

(
f(x) + g(x)

)
dx = I1 + I2

jeb
b∫

a

(
f(x) + g(x)

)
dx =

b∫

a

f(x)dx +

b∫

a

g(x)dx. J

2.7. piez̄ıme. Ar matemātiskās indukcijas metodi šo ı̄paš̄ıbu var vispā-
rināt uz jebkuru gal̄ıga skaita integrējamu funkciju summu.

4. ı̄paš̄ıba. Ja f ir integrējama funkcija intervālā [a; b] un C ir patvaļ̄ıga
konstante, tad C · f ir integrējama funkcija šajā intervālā, pie tam

b∫

a

Cf(x)dx = C

b∫

a

f(x)dx.

I Apskat̄ısim divus iespējamos gad̄ıjumus.

1. Ja C = 0, tad Cf(x) = 0 un Cf ir integrējama funkcija (kā konstante).
Vienād̄ıba ac̄ımredzami izpildās.

2. Pieņemsim, ka C 6= 0. Tā kā f ir integrējama funkcija intervālā
[a; b], tad jebkuram ε > 0 eksistē tāds δ > 0, ka intervāla [a; b] visiem
sasmalcinājumiem ar soli λ < δ izpildās nevienād̄ıba

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ξk)∆xk − I

∣∣∣∣∣ <
ε

|C| ,
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kur I =
b∫
a

f(x)dx.

Apskata
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

Cf(ξk)∆xk − CI

∣∣∣∣∣ = |C|
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

f(ξk)∆xk − I

∣∣∣∣∣ < |C| ε

|C| = ε.

Nevienād̄ıba ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

Cf(ξk)∆xk − CI

∣∣∣∣∣ < ε

norāda, ka (Cf) ir integrējama funkcija intervālā [a; b], pie tam

b∫

a

Cf(x)dx = C

b∫

a

f(x)dx. J

2.8. piez̄ıme. No 3. un 4. ı̄paš̄ıbas izriet noteiktā integrāļa linearitātes
ı̄paš̄ıba, t.i., ja f1, f2, . . . , fn ir intervālā [a; b] integrējamas funkcijas

un Ck ∈ R (k = 1, 2, . . . , n), tad ar̄ı
n∑

k=1
Ckfk ir integrējama funkcija

šajā intervālā, pie tam

b∫

a

n∑

k=1

Ckfk(x)dx =
n∑

k=1

Ck

b∫

a

fk(x)dx.

5. ı̄paš̄ıba. Ja f ir integrējama funkcija intervālā [a; b] un visiem x ∈ [a; b]
izpildās nevienād̄ıba f(x) ≥ 0, tad ar̄ı

b∫

a

f(x)dx ≥ 0.

I Pieņem pretējo, t.i., ka I =
b∫
a

f(x)dx < 0. Saskaņā ar noteiktā integ-

rāļa defin̄ıciju jebkuram ε = |I|
2 > 0 eksistē tāds δ > 0, ka intervāla [a; b]

visiem sasmalcinājumiem ar soli λ < δ izpildās nevienād̄ıba

I− ε < σ < I + ε.
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Ja ε = |I|
2 > 0, tad gan I− ε < 0, gan I + ε < 0 (I < 0).

Tā kā visi ∆xk > 0, tad integrālsummā σ =
n∑

k=1
f(ξk)∆xk ne visi locekļi

ir nenegat̄ıvi, t.i., ne visi f(ξk) ir nenegat̄ıvi. Rodas pretruna ar doto, ka
visiem x ∈ [a; b] f(x) ≥ 0. J
6. ı̄paš̄ıba. [Noteiktā integrāļa monotonitātes ı̄paš̄ıba]

Ja f, g ir integrējamas funkcijas intervālā [a; b] un visiem x ∈ [a; b]
izpildās nevienād̄ıba f(x) ≤ g(x), tad ar̄ı

b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx.

I Apskata funkciju ϕ(x) = g(x) − f(x). Funkcija ϕ ir integrējama kā
divu integrējamu funkciju starp̄ıba un saskaņā ar 5. ı̄paš̄ıbu

b∫

a

ϕ(x)dx =

b∫

a

(
g(x)− f(x)

)
dx ≥ 0,

jo visiem x ∈ [a; b] ϕ(x) ≥ 0.

Saskaņā ar noteiktā integrāļa linearitātes ı̄paš̄ıbu

b∫

a

(
g(x)− f(x)

)
dx =

b∫

a

g(x)dx−
b∫

a

f(x)dx.

Seko, ka
b∫

a

g(x)dx−
b∫

a

f(x)dx ≥ 0

jeb
b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx. J

7. ı̄paš̄ıba. [Noteiktā integrāļa novērtējums]

Ja f ir integrējama funkcija intervālā [a; b] un visiem x ∈ [a; b] izpildās
nevienād̄ıba m ≤ f(x) ≤ M (m,M ∈ R), tad

m(b− a) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ M(b− a).
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(Pierād̄ıt patstāv̄ıgi4).

2.9. piez̄ıme. Nenegat̄ıvas un nepārtrauktas funkcijas gad̄ıjumā 7. ı̄pa-
š̄ıbai var sniegt šādu ǧeometrisku interpretāciju: l̄ıkl̄ınijas trapeces
laukums5 ir ieslēgts starp divu šādu taisnstūru laukumiem (2.1. z̄ım.).
Abiem taisnstūriem un l̄ıkl̄ınijas trapecei ir kop̄ıgs pamats. Pirmā
taisnstūra augstums ir m = min

[a;b]
f(x), bet otrā taisnstūra augstums ir

M = max
[a;b]

f(x).

2.1. z̄ım.

8. ı̄paš̄ıba. Ja f ir integrējama funkcija intervālā [a; b], tad

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|f(x)| dx.

I Saskaņā ar 1. ı̄paš̄ıbu |f | ir integrējama funkcija intervālā [a; b]. Vi-
siem x ∈ [a; b] izpildās nevienād̄ıba

−
∣∣f(x)

∣∣ ≤ f(x) ≤
∣∣f(x)

∣∣.
4Izmantot noteiktā integrāļa monotonitātes ı̄paš̄ıbu un formulu

b∫
a

Cdx = C(b− a).
5L̄ıkl̄ınijas trapeces kvadrējamı̄ba tiks pamatota nedaudz vēlāk. Tiks pierād̄ıts, ka l̄ıkl̄ınijas trapeces

laukums ir vienāds ar noteikto integrāli
b∫

a

f(x)dx.
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Saskaņā ar noteiktā integrāļa monotonitātes ı̄paš̄ıbu

−
b∫

a

∣∣f(x)
∣∣dx ≤

b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

∣∣f(x)
∣∣dx

jeb ∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

∣∣f(x)
∣∣dx. J

9. ı̄paš̄ıba. [Noteiktā integrāļa aditivitātes ı̄paš̄ıba]

Ja f ir integrējama funkcija intervālā [a; b] = [a; c] ∪ [c; b], tad f ir
integrējama katrā no intervāliem [a; c], [c; b] un

b∫

a

f(x)dx =

c∫

a

f(x)dx +

b∫

c

f(x)dx.

I Saskaņā ar 2. ı̄paš̄ıbu f ir integrējama funkcija katrā no intervāliem

[a; c] un [c; b]. Apz̄ımē ar I =
b∫
a

f(x)dx, I1 =
c∫
a

f(x)dx, I2 =
b∫
c

f(x)dx.

Atliek pierād̄ıt, ka I = I1 + I2.

Izveido intervāla [a; b] tādu sasmalcinājumu, lai par vienu tā sadal̄ıjuma
punktu būtu c.

Šim sasmalcinājumam atbilstošo integrālsummu σ sadala summās σ1 un
σ2, kur σ1 - funkcijas f integrālsumma intervālā [a; c], bet σ2 - funkcijas f

integrālsumma intervālā [c; b].

σ = σ1 + σ2.

Šajā vienād̄ıbā pāriet pie robežas, kad sasmalcinājuma solis λ → 0.

lim
λ→0

σ = lim
λ→0

σ1 + lim
λ→0

σ2 jeb I = I1 + I2. J

10. ı̄paš̄ıba. [Teorēma par noteiktā integrāļa vidējo vērt̄ıbu]

Ja f, g - nepārtrauktas funkcijas intervālā [a; b], pie tam funkcija g

šajā intervālā saglabā z̄ımi, tad eksistē tāds x0 ∈ [a; b], ka

b∫

a

f(x)g(x)dx = f(x0)

b∫

a

g(x)dx.
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I Abi integrāļi eksistē, jo g un fg - nepārtrauktas funkcijas intervālā
[a; b] (funkcija fg - nepārtraukta intervālā [a; b] kā divu nepārtrauktu fun-
kciju reizinājums).

Pieņem, ka visiem x ∈ [a; b] g(x) ≥ 0.

Apz̄ımē ar m = min
[a;b]

f(x), M = max
[a;b]

f(x). Saskaņā ar Veierštrāsa otro

teorēmu eksistē tādi x1, x2 ∈ [a; b], ka m = f(x1), M = f(x2).

Visiem x ∈ [a; b] izpildās nevienād̄ıba

f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2).

Reizina šo nevienād̄ıbu ar g(x) ≥ 0

f(x1)g(x) ≤ f(x)g(x) ≤ f(x2)g(x).

Saskaņā ar noteiktā integrāļa monotonitātes ı̄paš̄ıbu un 4. ı̄paš̄ıbu

f(x1)

b∫

a

g(x)dx ≤
b∫

a

f(x)g(x)dx ≤ f(x2)

b∫

a

g(x)dx.

Tā kā g(x) ≥ 0, tad ir iespējami divi gad̄ıjumi:

1.
b∫
a

g(x)dx = 0.

No nevienād̄ıbas seko, ka
b∫
a

f(x)g(x)dx = 0, tāpēc par x0 der jebkurš

intervāla [a; b] punkts.

2.
b∫
a

g(x)dx > 0.

Izdala nevienād̄ıbu ar
b∫
a

g(x)dx.

f(x1) ≤

b∫
a

f(x)g(x)dx

b∫
a

g(x)dx

≤ f(x2).

No š̄ıs nevienād̄ıbas seko, ka

b∫
a

f(x)g(x)dx

b∫
a

g(x)dx
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ir viena no funkcijas f starpvērt̄ıbām. Saskaņā ar Bolcano-Veierštrāsa
teorēmu par nepārtrauktas funkcijas starpvērt̄ıbām eksistē tāds
x0 ∈ [a; b], ka

f(x0) =

b∫
a

f(x)g(x)dx

b∫
a

g(x)dx

,

jeb
b∫

a

f(x)g(x)dx = f(x0)

b∫

a

g(x)dx. J

Sekas. Ja f ir nepārtraukta funkcija intervālā [a; b], tad eksistē tāds

x0 ∈ [a; b], ka
b∫
a

f(x)dx = f(x0)(b− a).

I Apskata funkciju g(x) = 1. Saskaņā ar teorēmu par noteiktā integrāļa
vidējo vērt̄ıbu

b∫

a

f(x)dx = f(x0)

b∫

a

dx jeb

b∫

a

f(x)dx = f(x0)(b− a). J

2.10. piez̄ıme.

1. Nenegat̄ıvas un nepārtrauktas funkcijas gad̄ıjumā š̄ım sekām var
sniegt šādu ǧeometrisku interpretāciju: eksistē tāds taisnstūris,
kura laukums ir vienāds ar l̄ıkl̄ınijas trapeces laukumu (2.2. z̄ım.).
Taisnstūrim un l̄ıkl̄ınijas trapecei ir kop̄ıgs pamats, bet taisnstūra
augstums ir f(x0).

2. Nosac̄ıjums, lai funkcija g saglabā z̄ımi, ir būtisks. Piemēram, ja
izvēlas divas intervālā [0; 2π] nepārtrauktas funkcijas
f(x) = g(x) = sin x, tad, izskaitļojot integrāļus6

2π∫

0

f(x)g(x)dx un

2π∫

0

g(x)dx,

6Šos integrāļus viegli viegli varēs izskaitļot vēlāk, izmantojot Ņūtona-Leibnica formulu.
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2.2. z̄ım.

iegūst, ka

2π∫

0

f(x)g(x)dx = π un

2π∫

0

g(x)dx = 0.

Šajā gad̄ıjumā nav tādas vērt̄ıbas x0 ∈ [0; 2π], kurai izpild̄ıtos
vienād̄ıba

2π∫

0

f(x)g(x)dx = f(x0)

2π∫

0

g(x)dx.

2.6. Noteiktā integrāļa vispārinājums

Definējot noteikto integrāli
b∫
a

f(x)dx uzskat̄ıja, ka a < b. Taču noteikto

integrāli var vispārināt ar̄ı attiec̄ıbā uz tādiem gad̄ıjumiem, kad a = b vai
a > b.

Uzskata, ka

a∫

a

f(x)dx = 0 un

b∫

a

f(x)dx = −
a∫

b

f(x)dx, (a > b).

Turpmāk, rakstot
b∫
a

f(x)dx, uzskata, ka a < b vai a = b, vai a > b.



54 2. nodaļa. NOTEIKTAIS INTEGRĀLIS

Šādam integrālim
b∫
a

f(x)dx (a, b ∈ R) ac̄ımredzami ir spēkā noteiktā

integrāļa 1. - 4. ı̄paš̄ıbas, bet 5. - 7. ı̄paš̄ıbas nav spēkā. 8. ı̄paš̄ıbas nevie-
nād̄ıba iegūst šādu izskatu

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

|f(x)|dx

∣∣∣∣∣∣
.

Piemēram, ja a > b, tad
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
−

a∫

b

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a∫

b

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤

a∫

b

∣∣f(x)
∣∣dx =

=

∣∣∣∣∣∣
−

a∫

b

∣∣f(x)
∣∣dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

∣∣f(x)
∣∣dx

∣∣∣∣∣∣
.

9. ı̄paš̄ıba var tikt formulēta šādi:

Ja funkcija f - integrējama uz lielākā no intervāliem ar galapunktiem
a, b, c, tad tā ir integrējama ar̄ı katrā no pārējiem diviem intervāliem, pie
tam

b∫

a

f(x)dx =

c∫

a

f(x)dx +

b∫

c

f(x)dx.

Piemēram, ja a < b < c, tad saskaņā ar noteiktā integrāļa aditivitāti

c∫

a

f(x)dx =

b∫

a

f(x)dx +

c∫

b

f(x)dx

jeb
c∫

a

f(x)dx =

b∫

a

f(x)dx−
b∫

c

f(x)dx

jeb
b∫

a

f(x)dx =

c∫

a

f(x)dx +

b∫

c

f(x)dx.

Analogi var pamatot visus pārējos iespējamos gad̄ıjumus. 10. ı̄paš̄ıba
un tās sekas ar̄ı ir spēkā.
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Jautājumi

1. Definēt funkcijas f(x) integrālsummu intervālā [a; b].

2. No kā ir atkar̄ıga integrālsumma, kas sastād̄ıta funkcijai f(x) intervālā
[a; b]?

3. Definēt integrālsummas robežu, kad sasmalcinājuma solis λ → 0.

4. Definēt intervālā [a; b] integrējamu funkciju un š̄ıs funkcijas noteikto
integrāli.

5. Vai noteiktais integrālis ir atkar̄ıgs no tā, ar kādu burtu ir apz̄ımēts
integrēšanas main̄ıgais? Atbildi pamatot.

6. Kāds ir funkcijas integrējamı̄bas nepieciešamais nosac̄ıjums?

7. Vai katra intervālā [a; b] ierobežota funkcija ir integrējama šajā inter-
vālā? Atbildi pamatot.

8. Vai intervālā [a; b] integrējamai funkcijai var eksistēt divas dažādas
noteiktā integrāļa vērt̄ıbas?

9. Definēt funkcijas f(x) Darbū summas intervālā [a; b].

10. No kā ir atkar̄ıgas Darbū summas, kas sastād̄ıtas funkcijai f(x) inter-
vālā [a; b]?

11. Formulēt Darbū summu ı̄paš̄ıbas.

12. Formulēt funkciju integrējamı̄bas nepieciešamo un pietiekamo nosac̄ı-
jumu.

13. Formulēt funkciju integrējamı̄bas pietiekamos nosac̄ıjumus.

14. Formulēt ı̄paš̄ıbu par integrāli no funkcijas moduļa.

15. Ir zināms, ka funkcijas modulis ir intervālā [a; b] integrējama funkcija.
Vai ir integrējama šajā intervālā pati funkcija? Atbildi pamatot.

16. Formulēt noteiktā integrāļa linearitātes ı̄paš̄ıbu.

17. Formulēt ı̄paš̄ıbu par noteiktā integrāļa z̄ımi no nenegat̄ıvas funkcijas.

18. Formulēt noteiktā integrāļa monotonitātes ı̄paš̄ıbu.

19. Formulēt ı̄paš̄ıbu par noteiktā integrāļa novērtējumu.
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20. Formulēt ı̄paš̄ıbu par noteiktā integrāļa moduli.

21. Formulēt noteiktā integrāļa aditivitātes ı̄paš̄ıbu.

22. Formulēt ı̄paš̄ıbu par noteiktā integrāļa vidējo vērt̄ıbu.

23. Definēt noteikto integrāli
b∫
a

f(x)dx, kad a = b vai a > b.

24. Formulēt noteiktā integrāļa
b∫
a

f(x)dx 5., 6., 7. un 8. ı̄paš̄ıbu, kad

a > b.

Vingrinājumi

1. Funkcijai f(x) = 2 sastād̄ıt integrālsummu intervālā [0; 6] un izskaitļot
noteikto integrāli no š̄ıs funkcijas.

2. Noskaidrot, vai

f(x) =

{ −1, ja x ir intervāla [0; 2] racionāls skaitlis,
1, ja x ir intervāla [0; 2] iracionāls skaitlis

ir integrējama funkcija intervālā [0; 2]. Atbildi pamatot.

3. Dotajām funkcijām intervālā [0; 10] sastād̄ıt Darbū summas (veido-
jot intervāla sasmalcinājumu, par starppunktiem izvēlēties naturālos
skaitļus). Sniegt ǧeometrisko interpretāciju.

(a) f(x) = x,

(b) f(x) = x2,

(c) f(x) = 2,

(d) f(x) = 10− x.

4. Pamatot Darbū summu 1., 4. un 5. ı̄paš̄ıbu.

5. Pamatot Darbū summu 2. ı̄paš̄ıbu apakšējai Darbū summai.

6. Pamatot Darbū summu 3. ı̄paš̄ıbu apakšējām Darbū summām.

7. Sniegt ǧeometrisko interpretāciju noteiktā integrāļa 6., 7., 9. un
10. ı̄paš̄ıbai.

8. Pierād̄ıt noteiktā integrāļa 2. un 7. ı̄paš̄ıbu.
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9. Pamatot, ka

c∫

a

f(x)dx =

b∫

a

f(x)dx +

c∫

b

f(x)dx,

kur c < a < b.

10. Neizskaitļojot integrāļus, noteikt to z̄ımi:

(a)
0∫
−3

x3dx,

(b)
π∫
0

x sin xdx.

11. Neizskaitļojot integrāļus, noteikt, kuram no tiem ir lielāka vērt̄ıba:

(a)
1∫
0

√
1 + x2dx vai

1∫
0

xdx,

(b)
1∫
0

x2 sin2 xdx vai
1∫
0

x sin2 xdx,

(c)
2∫
1

ex2

dx vai
2∫
1

exdx.

12. Aprēķināt šādu funkciju vidējo vērt̄ıbu7 norād̄ıtajā intervālā:

(a) f(x) = x, [0; 1],

(b) f(x) = 1 + x, [1; 10],

(c) f(x) = x2, [0; a].

Uzdevumi

1. Izmantojot noteiktā integrāļa defin̄ıciju, izskaitļot dotos noteiktos in-
tegrāļus:

(a)
1∫
0

xdx,

(b)
1∫
0

x2dx,

7Vērt̄ıba f(x0), kas ir vienāda ar 1
b−a

b∫
a

f(x)dx.
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(c)
1∫
0

exdx.

Piez̄ıme. Intervālu [0; 1] sadal̄ıt n vienādās daļās un par starppun-
ktiem ξk izvēlēties vienu no intervālu [xk−1; xk] galapunktiem, (b)

gad̄ıjumā izmantot, ka
n∑

k=1

1
k2 = n(n+1)(2n+1)

6 .

2. Funkcijai f(x) = 1 + x sastād̄ıt Darbū summas un integrālsummu
intervālā [1; 10]. Intervālu [1; 10] sadal̄ıt n vienādās daļās un par starp-
punktiem ξk izvēlēties intervālu [xk−1; xk] viduspunktus. Atrast robe-
žu no katras Darbū summas un no integrālsummas, kad n →∞.

3. Aprēķināt figūras, kuru ierobežo parabola y = x2, abscisu ass un
taisne x = a (a > 0), laukumu.



3. nodaļa

INTEGRĀLIS AR MAINĪGU
AUGŠĒJO ROBEŽU

3.1. Integrāļa ar main̄ıgu augšējo robežu ı̄paš̄ıbas

Ja f ir intervālā [a; b] integrējama funkcija, tad saskaņā ar noteiktā in-
tegrāļa 2. ı̄paš̄ıbu tā ir integrējama katrā no intervāliem [a; x] (x ∈ [a; b]),
pie tam šāda integrāļa vērt̄ıba ir atkar̄ıga no x.

Tādējādi integrālis ar main̄ıgu augšējo robežu ir š̄ıs augšējās robežas
funkcija, t.i.,

x∫

a

f(t)dt = Φ(x), x ∈ [a; b].

1. ı̄paš̄ıba. [Integrāļa ar main̄ıgu augšējo robežu nepārtraukt̄ıba]

Ja f ir intervālā [a; b] integrējama funkcija, tad Φ ir nepārtraukta šajā
intervālā funkcija.

I Izvēlas patvaļ̄ıgu x ∈ [a; b] un patvaļ̄ıgu ∆x, bet tādu, lai
x + ∆x ∈ [a; b], un apskata

∆Φ(x) = Φ(x + ∆x)− Φ(x) =

x+∆x∫

a

f(t)dt−
x∫

a

f(t)dt =

=

x∫

a

f(t)dt +

x+∆x∫

x

f(t)dt−
x∫

a

f(t)dt =

x+∆x∫

x

f(t)dt.

59
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∣∣∆Φ(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

x+∆x∫

x

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤ M |∆x|,

kur M = sup
[a;b]

|f(x)|. (Tāda gal̄ıga vērt̄ıba eksistē, jo f ir ierobežota kā

integrējama funkcija).

Jebkuram ε > 0 eksistē tāds δ = ε
M > 0, ka visiem ∆x, kuriem |∆x| < δ,

izpildās nevienād̄ıba

|∆Φ(x)| < Mδ = M
ε

M
= ε.

Tādējādi Φ ir nepārtraukta funkcija intervālā [a; b]. J

Sekas. Ja ϕ ir nepārtraukta, bet f ir integrējama intervālā [a; b] funkcija,
tad saskaņā ar teorēmu par saliktas funkcijas nepārtraukt̄ıbu

ψ(x) =

ϕ(x)∫

a

f(t)dt

nepārtraukta šajā intervālā funkcija.

(Pierād̄ıt patstāv̄ıgi.)

2. ı̄paš̄ıba. [Integrāļa ar main̄ıgu augšējo robežu diferencēšana]

Ja f ir nepārtraukta intervālā [a; b] funkcija, tad Φ ir diferencējama
šajā intervālā funkcija, pie tam

Φ′(x) = f(x) jeb




x∫

a

f(t)dt



′

= f(x).

(Integrāļa ar main̄ıgu augšējo robežu atvasinājums ir vienāds ar zem-
integrāļa funkciju, kas izskaitļota augšējās robežas punktā.)

I Tāpat kā iepriekš, izvēlas patvaļ̄ıgu x ∈ [a; b] un ∆x tādu, lai
x + ∆x ∈ [a; b].

Apskata

∆Φ(x) =

x+∆x∫

a

f(t)dt−
x∫

a

f(t)dt =

x+∆x∫

x

f(t)dt = f(x + Θ∆x)∆x,
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kur 0 ≤ Θ ≤ 1.

(Tika pielietota teorēma par noteiktā integrāļa vidējo vērt̄ıbu.)

Apskata attiec̄ıbu

∆Φ(x)

∆x
= f(x + Θ∆x).

Tā kā f ir nepārtraukta funkcija, tad eksistē robeža š̄ıs vienād̄ıbas labajai
pusei, kad ∆x → 0 un tā ir vienāda ar f(x). Tāpēc eksistē ar̄ı robeža š̄ıs
vienād̄ıbas kreisajai pusei, kad ∆x → 0, pie tam

lim
∆x→0

∆Φ(x)

∆x
= f(x).

Tādējādi eksistē Φ′(x) = f(x). J

Sekas. Ja ϕ ir diferencējama, bet f ir nepārtraukta intervālā [a; b] fun-
kcija, tad saskaņā ar teorēmu par saliktas funkcijas diferencēšanu

ψ(x) =

ϕ(x)∫

a

f(t)dt

ir diferencējama šajā intervālā funkcija, pie tam

ψ′(x) =




ϕ(x)∫

a

f(t)dt




′

= f
(
ϕ(x)

)
ϕ′(x).

(Pierād̄ıt patstāv̄ıgi.)

3.1. piez̄ıme. Teorēma par noteiktā integrāļa atvasināšanu pēc main̄ıgās
augšējās integrēšanas robežas ir viena no matemātiskās anal̄ızes pa-

matteorēmām. Š̄ı teorēma izsaka, ka
x∫
a

f(t)dt ir viena no intervālā

[a; b] nepārtrauktas funkcijas primit̄ıvajām funkcijām. Tādējādi jeb-
kurai intervālā [a; b] nepārtrauktai funkcijai eksistē primit̄ıvā funkcija

un viena no tām ir
x∫
a

f(t)dt.
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3.2. Sakar̄ıba starp noteikto un nenoteikto integrāli

3.1. teorēma. Ja f ir nepārtraukta intervālā [a; b] funkcija un F ir
viena no f primit̄ıvajām funkcijām šajā intervālā, tad ir spēkā sakar̄ıba

b∫

a

f(x)dx = F (b)− F (a),

kuru sauc par Ņūtona-Leibnica formulu.

(Noteiktais integrālis ir vienāds ar zemintegrāļa funkcijas primit̄ıvās fun-
kcijas pieaugumu intervālā [a; b].)

I Φ(x) =
x∫
a

f(t)dt ir viena no funkcijas f primit̄ıvajām funkcijām inter-

vālā [a; b]. Apz̄ımē ar F (x) kādu patvaļ̄ıgu funkcijas f primit̄ıvo funkciju
šajā intervālā.

Tā kā vienas funkcijas divas primit̄ıvās funkcijas var atšķirties tikai par
konstanti, tad

x∫

a

f(t)dt = F (x) + C.

Ievieto x = a:

a∫

a

f(t)dt = F (a) + C jeb 0 = F (a) + C.

Tādējādi

C = −F (a) un

x∫

a

f(t)dt = F (x)− F (a).

Ievieto tagad x = b.

b∫

a

f(t)dt = F (b)− F (a). J
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3.2. piez̄ıme.

1. Ņūtona-Leibnica formulas labo pusi mēdz apz̄ımēt ar simbolu
F (x)

∣∣b
a (lasa: funkcija F (x) robežās no a l̄ıdz b).

Ņemot vērā šo apgalvojumu, Ņūtona-Leibnica formulu var pie-
rakst̄ıt šādi:

b∫

a

f(x)dx = F (x)
∣∣b
a
.

2. Ņūtona-Leibnica formula izsaka sakar̄ıbu starp noteikto un ne-
noteikto integrāli, un pēc tās var aprēķināt noteiktā integrāļa
vērt̄ıbu, ja tikai ir zināma kāda no dotās funkcijas primit̄ıvajām
funkcijām.

(Noteiktais integrālis ir skaitlis, pie tam tas nav atkar̄ıgs no tā,
kāda no zemintegrāļa funkcijas primit̄ıvajām funkcijām ir izman-
tota integrāļa aprēķināšanai).

3.1. piemērs. Aprēķināt
1∫

0

x2dx.

I =

∫ 1

0
x2dx =

x3

3

∣∣∣∣∣

1

0

=
13

3
− 03

3
=

1

3
.

3.3. Integrēšanas pamatmetodes noteiktajā integrāl̄ı

3.3.1. Parciālās integrēšanas formula

3.1. defin̄ıcija. Funkciju f sauc par nepārtraukti diferencējamu in-
tervālā I, ja tai eksistē šajā intervālā nepārtraukts atvasinājums.

3.2. teorēma. [Parciālā integrēšana noteiktajā integrāl̄ı]

Ja u, v ir nepārtraukti diferencējamas funkcijas intervālā [a; b], tad

b∫

a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x) |ba −
b∫

a

u′(x)v(x)dx
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jeb
b∫

a

udv = uv
∣∣b
a
−

b∫

a

vdu.

I Visi integrāļi eksistē, jo zemintegrāļu funkcijas ir nepārtrauktas.

Apskata
b∫

a

uv′dx +

b∫

a

u′vdx =

b∫

a

(uv′ + u′v)dx.

Tā kā uv′ + u′v = (uv)′, tad

b∫

a

uv′dx +

b∫

a

u′vdx =

b∫

a

(uv′)dx = uv
∣∣b
a .

Tādējādi
b∫

a

uv′dx = uv
∣∣b
a
−

b∫

a

u′vdx. J

3.2. piemērs. Aprēķināt
π
2∫

0

x sin xdx.

π
2∫

0

x sin xdx =

∣∣∣∣
u = x, du = dx

dv = sin xdx, v = − cos x

∣∣∣∣ =

= −x cos x
∣∣π

2

0 +

π
2∫

0

cos xdx =

π
2∫

0

cos xdx = sin x
∣∣π

2

0 = 1.

3.3.2. Integrēšana ar main̄ıgā aizvietošanu

3.3. teorēma. [Integrēšana ar main̄ıgā aizvietošanu noteiktajā
integrāl̄ı]

Ja funkcija ϕ(t) ir nepārtraukti diferencējama intervālā ar galapunk-
tiem α, β un attēlo šo intervālu par intervālu ar galapunktiem
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a = ϕ(α), b = ϕ(β), kurā ir definēta nepārtraukta funkcija f(x), tad
ir spēkā formula:

b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt.

3.3. piez̄ıme. Šajos integrāļos apakšējā integrēšanas robeža var būt ar̄ı
lielāka par augšējo integrēšanas robežu.

I Apskata divas pal̄ıgfunkcijas

Φ(t) =

ϕ(t)∫

ϕ(α)

f(x)dx un ψ(t) =

t∫

α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt,

kur t pieder intervālam ar galapunktiem α, β.

Ac̄ımredzami
Φ′(t) = ψ′(t) = f

(
ϕ(t)

)
ϕ′(t),

tāpēc
Φ(t) = ψ(t) + C

jeb
ϕ(t)∫

ϕ(α)

f(x)dx =

t∫

α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt + C.

Ievieto t = α un iegūst, ka C = 0. Tātad

ϕ(t)∫

ϕ(α)

f(x)dx =

t∫

α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt.

Ievieto t = β.
ϕ(β)∫

ϕ(α)

f(x)dx =

β∫

α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt.

Tā kā ϕ(α) = a un ϕ(β) = b, tad

b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt. J
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3.4. piez̄ıme. Izdarot main̄ıgā aizvietošanu noteiktajā integrāl̄ı un mai-
not integrēšanas robežas, nav jāatgriežas pie sākotnējā main̄ıgā.

3.3. piemērs. Aprēķināt

a∫

0

√
a2 − x2dx.

a∫

0

√
a2 − x2dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

Apz̄ımē x = a sin t, dx = a cos tdt√
a2 − x2 = a cos t,

ja x = 0, tad t = 0,
ja x = a, tad t = π

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

π
2∫

0

a cos ta cos tdt =
a2

2

π
2∫

0

(1 + cos 2t)dt =

=
a2

2

(
t +

1

2
sin 2t

) ∣∣∣∣
π
2

0
=

πa2

4
.

3.4. Integrāļi no pāra vai nepāra funkcijas

Apskata intervālā [−a; a] (simetriska attiec̄ıbā pret nulli kopa) integrē-
jamu funkciju f .

1. Pieņem, ka f ir pāra funkcija, t.i., visiem x ∈ [−a; a] izpildās sakar̄ıba
f(−x) = f(x).

Apskata

a∫

−a

f(x)dx =

0∫

−a

f(x)dx +

a∫

0

f(x)dx =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

Pirmajā integrāl̄ı lieto substitūciju x = −t.

dx = −dt, f(x) = f(−t) = f(t).
Ja x = −a, tad t = a.
Ja x = 0, tad t = 0.

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

0∫

a

f(t)(−dt)+

+

a∫

0

f(x)dx =

a∫

0

f(t)dt +

a∫

0

f(x)dx = 2

a∫

0

f(x)dx.
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Tādējādi pāra funkcijai f ir spēkā vienād̄ıba

a∫

−a

f(x)dx = 2

a∫

0

f(x)dx.

2. Pieņem, ka f ir nepāra funkcija, t.i., visiem x ∈ [−a; a] izpildās saka-
r̄ıba f(−x) = −f(x).

Apskata

a∫

−a

f(x)dx =

0∫

−a

f(x)dx +

a∫

0

f(x)dx =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

Pirmajā integrāl̄ı lieto substitūciju x = −t.

dx = −dt, f(x) = f(−t) = −f(t).
Ja x = −a, tad t = a.
Ja x = 0, tad t = 0.

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

0∫

a

(−f(t)
)
(−dt)+

+

a∫

0

f(x)dx = −
a∫

0

f(t)dt +

a∫

0

f(x)dx = 0.

Tādējādi nepāra funkcijai f ir spēkā vienād̄ıba

a∫

−a

f(x)dx = 0.

3.5. Logaritmiskās funkcijas definēšana ar integrāli

Visbiežāk logaritmisko funkciju definē kā apvērsto funkciju eksponent-
funkcijai. Taču logaritmisko funkciju var definēt ar̄ı kā integrāli ar main̄ıgu
augšējo integrēšanas robežu, t.i.,

ln x =

x∫

1

dt

t
(x > 0).

Atliek parād̄ıt, ka no š̄ıs defin̄ıcijas un integrāļa ı̄paš̄ıbām seko visas
logaritmiskās funkcijas ı̄paš̄ıbas.
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1. Defin̄ıcijas apgabals (norād̄ıts defin̄ıcijā) ir intervāls (0, +∞).

2. ln x ir nepārtraukta funkcija kā integrālis ar main̄ıgu augšējo robežu
no nepārtrauktas (integrējamas) funkcijas 1

x (x > 0).

3. Atrod

(ln x)′ =




x∫

1

dt

t



′

=
1

x
.

Visiem x > 0 (ln x)′ > 0, tas noz̄ımē, ka ln x ir augoša funkcija.

4. Atrod

(ln x)′′ =
(

1

x

)′
= − 1

x2 < 0,

tātad ln x ir izliekta funkcija.

5. Atrod

ln 1 =

1∫

1

dt

t
= 0.

6. Apskata

ln
x1

x2
=

x1
x2∫

1

dt

t
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Apz̄ımē t = τ
x2

.

dt = 1
x2

dτ.

Ja t = 1, tad τ = x2.

Ja t = x1

x2
, tad τ = x1.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

x1∫

x2

dτ
x2

τ
x2

=

x1∫

x2

dτ

τ
=

1∫

x2

dτ

τ
+

x1∫

1

dτ

τ
=

x1∫

1

dτ

τ
−

x2∫

1

dτ

τ
=

= ln x1 − ln x2.

Tātad

ln
x1

x2
= ln x1 − ln x2.

Atrod

ln
1

x
= ln 1− ln x = 0− ln x = − ln x.

Tātad

ln
1

x
= − ln x.
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Atrod

ln(x1x2) = ln

(
x1
1
x2

)
= ln x1 − ln

1

x2
= ln x1 − (− ln x2) = ln x1 + ln x2.

Tātad

ln(x1x2) = ln x1 + ln x2.

7. Parāda, ka ln xα = α ln x (α ∈ R).

(a) Ja α = n (n ∈ N), tad

ln (xx · · · x)︸ ︷︷ ︸
n −reizes

= ln x + ln x + · · ·+ ln x︸ ︷︷ ︸
n −reizes

= n ln x.

(b) Ja α = −n (n ∈ N), tad

ln x−n = ln
1

xn
= − ln xn = −n ln x.

(c) Ja α = 0, tad

ln x0 = ln 1 = 0 = 0 · ln x.

Tātad jebkuram veselam skaitlim α (α ∈ Z) ir spēkā vienād̄ıba

ln xα = α ln x.

(d) Ja α ir racionāls skaitlis (α ∈ Q), tad

α =
m

n
(m ∈ Z, n ∈ N).

Apskata vispirms

ln x = ln
(

n
√

x
)n

= n ln n
√

x.

Tātad

ln n
√

x =
1

n
ln x.

Apskata

ln xr = ln x
m
n = ln

(
n
√

x
)m

= m ln n
√

x = m
1

n
ln x =

m

n
ln x = r ln x.
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(e) Ja α ir iracionāls skaitlis (α ∈ I), tad saskaņā ar pozit̄ıva skaitļa
x pakāpes ar iracionālu kāpinātāju defin̄ıciju

xα = lim
r→α

xr,

kur r ∈ Q.

Tātad

ln xα = ln
(

lim
r→α

xr
)

= lim
r→α

ln xr = lim
r→α

(r ln x) = α ln x.

(Tika izmantota logaritmiskās funkcijas nepārtraukt̄ıba). Tādējādi
jebkuram α ∈ R ir spēkā vienād̄ıba

ln xα = α ln x.

(f) Tā kā ln 1 = 0 un ln x ir augoša funkcija, tad ln 2 > 0.

Ja x > 2n, tad ln x > ln 2n = n ln 2. Seko, ka lim
x→+∞

ln x = +∞.

Tā kā ln x = − ln 1
x , tad

lim
x→0
x>0

ln x = − lim
x→0
x>0

ln
1

x
= −∞.

Tātad ln x pieņem jebkuras negat̄ıvas un jebkuras pozit̄ıvas vēr-
t̄ıbas. Tādējādi ln x vērt̄ıbu apgabals ir intervāls (−∞, +∞).

Saskaņā ar Bolcano-Koš̄ı teorēmu par nepārtrauktas funkcijas
starpvērt̄ıbām eksistē tāda vērt̄ıba, kuru apz̄ımē ar e, ka ln e = 1
(pie tam tāda vērt̄ıba ir vien̄ıgā, jo ln x ir augoša funkcija).

Tā kā

ln e =

e∫

1

dt

t
,

tad
e∫

1

dt

t
= 1.

No ǧeometriskā viedokļa tas noz̄ımē, ka atbilstošai l̄ıkl̄ınijas trape-
cei, kuru no augšas ierobežo hiperbolas y = 1

x zars, laukums ir 1
(3.1. z̄ım.).
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3.1. z̄ım.

(g) Apskata

ln ex = x ln e = x · 1 = x.

Tas noz̄ımē, ka ar integrāli definētā logaritmiskā funkcija ir ek-
sponentfunkcijai apvērstā funkcija.

Piez̄ıme. Logaritmisko funkciju ar patvaļ̄ıgu bāzi a definē šādi:

loga x =
ln x

ln a
.

No š̄ıs defin̄ıcijas un funkcijas ln x ı̄paš̄ıbām izriet funkcijas loga x

atbilstošās ı̄paš̄ıbas.

(Iegūt un pamatot š̄ıs ı̄paš̄ıbas patstāv̄ıgi).

Jautājumi

1. Sniegt ǧeometrisko interpretāciju integrālim ar main̄ıgu augšējo robežu.

2. Formulēt integrāļa ar main̄ıgu augšējo robežu ı̄paš̄ıbas.

3. Uzrakst̄ıt Ņūtona-Leibnica formulu.

4. Formulēt parciālās integrēšanas formulu noteiktajā integrāl̄ı.

5. Paskaidrot substitūciju metodes pielietošanu noteiktajā integrāl̄ı.

6. Ar ko atšķiras substitūciju metode noteiktajā integrāl̄ı no substitūciju
metodes nenoteiktajā integrāl̄ı?
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7. Paskaidrot, kā izskaitļo noteiktos integrāļus no pāra vai nepāra fun-
kcijas intervālā [−a; a].

8. Ar integrāli definēt logaritmisko funkciju.

Vingrinājumi

1. Pierād̄ıt 1. un 2. ı̄paš̄ıbas sekas.

2. Pamatot primit̄ıvās funkcijas eksistenci katrai intervālā [a; b] nepār-
trauktai funkcijai.

3. Formulēt un pierād̄ıt teorēmas par integrāļa ar main̄ıgu apakšējo
robežu nepārtraukt̄ıbu un diferencēšanu.

4. Atvasināt šādas funkcijas:

(a) F (x) =
0∫
x

√
1 + t4dt;

(b) F (x) =
x2∫
x

e−t2dt.

5. Aprēķināt šādus noteiktos integrāļus:

(a)

π
2∫
0

sin xdx;

(b)
1∫
0

xexdx;

(c)

π
2∫

π
4

dx
sinx .

6. Sniegt ǧeometrisko interpretāciju integrālim no pāra vai nepāra fun-
kcijas intervālā [−a; a].

7. Formulēt un pamatot funkcijas loga x svar̄ıgākās ı̄paš̄ıbas.
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Uzdevumi

1. Izmantojot Ņūtona-Leibnica formulu, aprēķināt šādus noteiktos in-
tegrāļus:

(a)

8∫

0

(√
2x + 3

√
x
)

dx; (b)

4∫

1

1 +
√

y

y2 dy;

(c)

6∫

2

√
x− 2dx; (d)

−3∫

0

dx√
25 + 3x

;

(e)

−3∫

−2

dx

x2 − 1
; (f)

1∫

0

z3

z8 + 1
dz;

(g)

√
2

2∫

0

dx√
1− x2

; (h)

π
2∫

0

sin3 ϕdϕ;

(i)

e2∫

e

dx

x ln x
; (j)

e∫

1

ln xdx.

2. Izmantojot noteiktos integrāļus, aprēķināt šādas robežas:

(a) lim
n→∞

( 1
n2 + 2

n2 + · · ·+ n−1
n2

)
,

(b) lim
n→∞

( 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
n+n

)
.
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4. nodaļa

KVADRĒJAMĪBAS KRITĒRIJI

4.1. Plaknes figūras laukums

4.1. defin̄ıcija. Par plaknes figūru F sauc katru ierobežotu1 plaknes
punktu kopu.

Apskata plaknes figūrā F (4.1. z̄ım.) visu iespējamo ievilktu plaknes
daudzstūru P (P ⊂ F ) kopu {P} un visu iespējamo apvilktu plaknes
daudzstūru Q (Q ⊃ F ) kopu {Q}. Plaknes daudzstūra P laukumu2 apz̄ımē
ar mP , bet plaknes daudzstūra Q laukumu - atbilstoši ar mQ.

Skaitļu kopa {mP} nav tukša3 un ir ierobežota no augšas ar jebkura
apvilkta plaknes daudzstūra Q laukumu mQ.

Eksistē gal̄ıgs sup
P⊂F

{mP}, kuru apz̄ımē m∗ = m∗F un sauc par plaknes

figūras F iekšējo laukumu.

Tādējādi

m∗ = m∗F = sup
P⊂F

{mP}.
1Eksistē tāds riņķis, kas satur kopu F .
2No ǧeometrijas kursa ir zināms, ka katram plaknes daudzstūrim atbilst nenegat̄ıvs skaitlis, kuru sauc

par š̄ı daudzstūra laukumu. Plaknes daudzstūra laukumam piemı̄t šādas ı̄paš̄ıbas:

• aditivitāte, t.i., ja P1, P2 - plaknes daudzstūri, kuriem nav kop̄ıgu iekšējo punktu, tad
m(P1 ∪ P2) = mP1 + mP2,

• monotonitāte, t.i., ja P1 ⊂ P2, tad mP1 ≤ mP2,

• invariance, t.i., ja plaknes daudzstūri P1 un P2 ir vienādi, tad mP1 = mP2.

3Ja kopa {mP} ir tukša, t.i., plaknes figūrā F nevar ievilkt nevienu plaknes daudzstūri P , tad uzskata,
ka m∗ = m∗F = 0.

75
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Plaknes figūras F ārējo laukumu definē

m∗ = m∗F = inf
Q⊃F

{mQ}.

(Patstāv̄ıgi pamatot ārējā laukuma eksistenci.)
Tā kā mP ≤ mQ, tad m∗F ≤ m∗F .

4.1. z̄ım.

4.2. defin̄ıcija. Plaknes figūru F sauc par kvadrējamu, ja tās iekšējais
laukums sakr̄ıt ar ārējo laukumu, t.i., m∗F = m∗F , pie tam šo kop̄ıgo
skaitli sauc par figūras F laukumu un apz̄ımē mF .

4.2. Plaknes figūras kvadrējamı̄bas kritēriji

4.1. teorēma. [Kvadrējamı̄bas 1. kritērijs]

Plaknes figūra F kvadrējama tad un tikai tad, ja jebkuram ε > 0
eksistē tāds ievilkts plaknes daudzstūris P un tāds apvilkts plaknes
daudzstūris Q (P ⊂ F ⊂ Q), ka

mQ−mP < ε.

I Nepieciešamı̄ba.

Tā kā F - kvadrējama figūra, tad m∗F = m∗F . Saskaņā ar kopas
{mP} augšējā sliekšņa m∗F defin̄ıciju jebkuram ε > 0 eksistē tāds plaknes
daudzstūris P (P ⊂ F ), ka

mP > m∗F − ε

2
. (4.1)
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Analogi eksistē tāds Q (F ⊂ Q), ka

mQ < m∗F +
ε

2
. (4.2)

No nevienād̄ıbas (4.2) atņem (4.1) un iegūst

mQ−mP < ε.

Pietiekamı̄ba.

Šoreiz jebkuram ε > 0 eksistē tādi plaknes daudzstūri P un Q

(P ⊂ F ⊂ Q), ka mQ−mP < ε.

No F iekšējā laukuma un ārējā laukuma defin̄ıcijas seko, ka

mP ≤ m∗F ≤ m∗F ≤ mQ.

Tāpēc
0 ≤ m∗F −m∗F ≤ mQ−mP.

Tā kā mQ−mP < ε, tad 0 ≤ m∗F −m∗F < ε. Nenegat̄ıvā konstante
m∗F −m∗F var kļūt pēc patikas maza tikai tad, kad tā ir nulle.

Tādējādi m∗F = m∗F . Plaknes figūra F - kvadrējama. J

4.2. teorēma. [Kvadrējamı̄bas 2. kritērijs]

Plaknes figūra F kvadrējama tad un tikai tad, ja jebkuram ε > 0
eksistē tāda ievilkta kvadrējama plaknes figūra P un tāda apvilkta
kvadrējama plaknes figūra Q (P ⊂ F ⊂ Q), ka

mQ−mP < ε.

I Nepieciešamı̄ba.

Saskaņā ar kvadrējamı̄bas 1. kritēriju (skat. 4.1. teorēmu) par tādām
kvadrējamām plaknes figūrām var izvēlēties plaknes daudzstūrus.

Pietiekamı̄ba.

Šoreiz jebkuram ε > 0 eksistē tādas kvadrējamas plaknes figūras P un
Q (P ⊂ F ⊂ Q), ka

mQ−mP <
ε

2
.

Tā kā Q - kvadrējama plaknes figūra, tad eksistē tāds plaknes daudzstūris
Q (Q ⊃ Q), ka

mQ−mQ <
ε

4
.
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Analogi eksistē tāds plaknes daudzstūris P (P ⊂ P ), ka

mP −mP <
ε

4
.

Plaknes daudzstūriem P , Q (P ⊂ F ⊂ Q) izpildās

mQ−mP = (mQ−mQ) + (mQ−mP ) + (mP −mP ) <
ε

2
+

ε

2
+

ε

4
= ε.

Plaknes figūra F ir kvadrējama saskaņā ar kvadrējamı̄bas 1. kritēriju
(skat. 4.1. teorēmu). J

4.3. Kvadrējamu figūru piemēri

4.3.1. L̄ıkl̄ınijas trapeces kvadrējamı̄ba un tās laukums

Apskata plaknes figūru F , kuru no augšas ierobežo intervālā [a; b] ne-
pārtrauktas un nenegat̄ıvas funkcijas f(x) grafiks, no apakšas Ox ass no-
grieznis [a; b] un no sāniem taisnes x = a, x = b. Kā zināms, tādu plaknes
figūru sauc par l̄ıkl̄ınijas trapeci (4.2. z̄ım.).

4.2. z̄ım.

Izveido intervāla [a; b] sasmalcinājumu

a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk < · · · < xn−1 < xn = b

ar sasmalcinājuma soli λ = max
1≤k≤n

∆xk.
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Apz̄ımē ar
mk = inf

[xk−1;xk]
f(x) = min

[xk−1;xk]
f(x)

un
Mk = sup

[xk−1;xk]
f(x) = max

[xk−1;xk]
f(x) (k = 1, 2, . . . , n).

Izveido plaknes daudzstūri P , kas sastāv no tādiem taisnstūriem, kuriem
par pamatiem kalpo Ox nogriežņi [xk−1; xk], bet par augstumiem atbilstoši
mk (k = 1, 2, . . . , n). Ac̄ımredzami P ⊂ F (4.2. z̄ım.). Analogi izveido ap
F apvilktu plaknes daudzstūri Q (šoreiz par taisnstūru augstumiem izvēlas
Mk). Aprēķina P un Q laukumus:

mP =
n∑

k=1

mk∆xk, mQ =
n∑

k=1

Mk∆xk.

Saskaņā ar Darbū summu defin̄ıcijām šoreiz s = mP un S = mQ.

Tā kā f - intervālā [a; b] nepārtraukta funkcija, tad tā ir integrējama šajā
intervālā un saskaņā ar integrējamı̄bas kritēriju jebkuram ε > 0 eksistē tāds
δε > 0, ka visiem intervāla [a; b] sasmalcinājumiem ar soli λ < δ izpildās
nevienād̄ıba S − s < ε. Tādējādi eksistē tādi plaknes daudzstūri P un Q

(P ⊂ F ⊂ Q), ka mQ − mP < ε. Saskaņā ar kvadrējamı̄bas 1. kritēriju
(skat. 4.1. teorēmu) F - kvadrējama figūra.

Apz̄ımē ar I =
b∫
a

f(x)dx. Zināms, ka s ≤ I ≤ S. Šoreiz mP ≤ I ≤ mQ,

ar̄ı l̄ıkl̄ınijas trapeces laukumiem izpildās nevienād̄ıba mP ≤ mF ≤ mQ.
Divas konstantes mF un I ir iekļautas starp mP un mQ, kuri var kļūt pēc
patikas tuvi.

Seko, ka mF = I jeb

mF =

b∫

a

f(x)dx.

Tādējādi ir pierād̄ıta l̄ıkl̄ınijas trapeces kvadrējamı̄ba un iegūta tās
laukuma aprēķināšanas formula ar noteiktā integrāļa pal̄ıdz̄ıbu.

4.3.2. L̄ıkl̄ınijas sektora kvadrējamı̄ba un tās laukums

Polārajā koordinātu sistēmā apskata plaknes figūru F , kuru ierobežo
divi stari ϕ = α, ϕ = β un intervālā nepārtrauktas un nenegat̄ıvas funkcijas
ρ = ρ(ϕ) grafiks (4.3. z̄ım.).
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Šādu plaknes figūru sauc par l̄ıkl̄ınijas sektoru.

4.3. z̄ım.

Lai pierād̄ıtu l̄ıkl̄ınijas sektora kvadrējamı̄bu un aprēķinātu tā laukumu,
r̄ıkojas šādi:

• izveido intervāla [α; β] sasmalcinājumu

α = ϕ0 < ϕ1 < · · · < ϕk−1 < ϕk < · · · · · · < ϕn = β;

• apz̄ımē ar
mk = inf

[ϕk−1;ϕk]
ρ(ϕ) = min

[ϕk−1;ϕk]
ρ(ϕ),

Mk = sup
[ϕk−1;ϕk]

ρ(ϕ) = max
[ϕk−1;ϕk]

ρ(ϕ),

(k = 1, 2, . . . , n).

L̄ıkl̄ınijas sektorā F ievelk kvadrējamu plaknes figūru P , kas sastāv no
tādiem riņķa sektoriem, kuriem centra leņķi ir ∆ϕk = ϕk−ϕk−1 un rādiusi
atbilstoši mk.

Analogi ap F apvelk kvadrējamu plaknes figūru Q (šoreiz riņķa sektoru
rādiusi ir Mk).

Aprēķina P un Q laukumus:

mP =
1

2

n∑

k=1

m2
k∆ϕk, mQ =

1

2

n∑

k=1

M 2
k∆ϕk.

Skaitļus mP un mQ var uzskat̄ıt par funkcijas 1
2ρ

2(ϕ) Darbū summām,
kas atbilst izveidotajam intervāla [α; β] sasmalcinājumam. Tādējādi
s = mP un S = mQ.
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Tā kā funkcija 1
2ρ

2(ϕ) nepārtraukta intervālā [α; β], tad tā ir integrējama
šajā intervālā un saskaņā ar integrējamı̄bas kritēriju jebkuram ε > 0 eksistē
tāds δε > 0, ka visiem intervāla [α; β] sasmalcinājumiem ar soli λ < δ

izpildās nevienād̄ıba S−s < ε. Tādējādi eksistē tādas kvadrējamas plaknes
figūras P un Q (P ⊂ F ⊂ Q), ka mQ−mP < ε. Saskaņā ar kvadrējamı̄bas
2. kritēriju (skat. 4.2. teorēmu) F ir kvadrējama figūra.

Apz̄ımē integrāli 1
2

β∫
α

ρ2(ϕ)dϕ ar I un l̄ıkl̄ınijas sektora laukumu ar mF .

Tā kā divas konstantes I un mF ir iekļautas starp mP un mQ, kuri var
kļūt pēc patikas tuvi, tad mF = I jeb

mF =
1

2

β∫

α

ρ2(ϕ)dϕ.

4.4. Plaknes figūras laukuma ı̄paš̄ıbas

4.3. teorēma. [Laukuma aditivitāte]

Ja F1, F2 ir kvadrējamas plaknes figūras, kurām nav kop̄ıgu iekšējo
punktu un F = F1 ∪ F2, tad F ir kvadrējama figūra, pie tam

mF = mF1 + mF2.

I Tā kā F1 un F2 ir kvadrējamas plaknes figūras, tad jebkuram ε > 0
eksistē tādi plaknes daudzstūri P1, Q1 un P2, Q2 (P1 ⊂ F1 ⊂ Q1; P2 ⊂
F2 ⊂ Q2), ka

mQ1 −mP1 <
ε

2
, mQ2 −mP2 <

ε

2
.

Apskata plaknes daudzstūrus P = P1∪P2, Q = Q1∪Q2. Ac̄ımredzami,
P ⊂ F ⊂ Q.

Plaknes daudzstūriem P1 un P2 nav kop̄ıgu iekšējo punktu, tāpēc

mP = mP1 + mP2.

Plaknes daudzstūriem Q1 un Q2 var būt ar̄ı kop̄ıgi iekšējie punkti, tāpēc

mQ ≤ mQ1 + mQ2.
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Apskata

mQ−mP ≤ (mQ1 + mQ2)− (mP1 + mP2) =

= (mQ1 −mP1) + (mQ2 −mP2) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Saskaņā ar kvadrējamı̄bas 1. kritēriju (skat. 4.1. teorēmu) F ir kvadrējama
figūra, pie tam mP ≤ mF ≤ mQ.

Tādējādi

mP1 + mP2 ≤ mF ≤ mQ1 + mQ2. (4.3)

No sakar̄ıbām P1 ⊂ F1 ⊂ Q1; P2 ⊂ F2 ⊂ Q2 seko, ka

mP1 ≤ mF1 ≤ mQ1; mP2 ≤ mF2 ≤ mQ2.

Saskaitot š̄ıs nevienād̄ıbas iegūst, ka

mP1 + mP2 ≤ mF1 + mF2 ≤ mQ1 + mQ2. (4.4)

No nevienād̄ıbām (4.3) un (4.4) seko, ka divas konstantes mF un
(mF1 + mF2) ir iekļautas starp lielumiem (mP1 + mP2) un (mQ1 + mQ2),
kuri var kļūt pēc patikas tuvi, tāpēc

mF = mF1 + mF2. J

4.1. piez̄ıme.

1. No plaknes daudzstūra laukuma invariances (vai monotonitātes)
un plaknes figūras laukuma defin̄ıcijas izriet plaknes figūras lau-
kuma invariance (vai monotonitāte).

2. Divu plaknes kvadrējamu figūru starp̄ıba F1\F2 un šķēlums F1∩F2

ir kvadrējamas figūras.

3. Ar matemātiskās indukcijas metodi laukuma aditivitātes ı̄paš̄ıbu
var vispārināt attiec̄ıbā uz jebkura gal̄ıga skaita kvadrējamu figūru,
kurām nav kop̄ıgu iekšējo punktu, apvienojumu.

4. Analogi var definēt kubējamu telpas ķermeni F , tā tilpumu mF ,
formulēt un pierād̄ıt kubējamı̄bas kritērijus un tilpuma ı̄paš̄ıbas.

Jautājumi

1. Definēt plaknes figūru.
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2. Definēt plaknes figūras iekšējo un ārējo laukumu.

3. Definēt kvadrējamu plaknes figūru un tās laukumu.

4. Formulēt plaknes figūras kvadrējamı̄bas kritērijus.

5. Definēt l̄ıkl̄ınijas trapeci un uzrakst̄ıt formulu tās laukuma aprēķinā-
šanai.

6. Definēt l̄ıkl̄ınijas sektoru un uzrakst̄ıt formulu tā laukuma aprēķinā-
šanai.

7. Formulēt plaknes figūras laukuma ı̄paš̄ıbas.

Vingrinājumi

1. Definēt telpas ķermeni.

2. Definēt telpas ķermeņa iekšējo un ārējo tilpumu.

3. Definēt kubējamu telpas ķermeni un tā tilpumu.

4. Formulēt un pierād̄ıt telpas ķermeņa kubējamı̄bas 1. kritēriju (skat.
4.1. teorēmu).

5. Formulēt un pierād̄ıt telpas ķermeņa kubējamı̄bas 2. kritēriju (skat.
4.2. teorēmu).

6. Pamatot taisna cilindra kubējamı̄bu un iegūt tā tilpuma aprēķināša-
nas formulu.

7. Formulēt telpas ķermeņa tilpuma ı̄paš̄ıbas un pierād̄ıt tilpuma aditi-
vitāti.

Uzdevumi

1. Aprēķināt laukumu figūrai, kuru ierobežo šādas l̄ınijas:

(a) y = x2 + 1, x = −1, x = 2 un abscisu ass;

(b) x + 2y − 8 = 0, y = 1, y = 3 un ordinātu ass;

(c) Bernulli lemniskāta ρ = a
√

cos 2ϕ;

(d) kardiōıda ρ = 2a(1 + cos ϕ).
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5. nodaļa

NOTEIKTĀ INTEGRĀĻA
LIETOJUMI

5.1. Laukuma aprēķināšana ar noteikto integrāli

Laukumu izskaitļošana ir viens no pamatuzdevumiem, kas noveda pie
noteiktā integrāļa jēdziena.

1. Apskata plaknes figūru F , kuru no augšas ierobežo intervālā [a; b]
nepārtrauktas funkcijas g(x) grafiks, no apakšas - šajā intervālā ne-
pārtrauktas funkcijas f(x) grafiks, pie tam visiem x ∈ [a; b]
0 ≤ f(x) ≤ g(x), bet no sāniem - taisnes x = a un x = b (5.1. z̄ım.).

5.1. z̄ım.

Figūra F - kvadrējama kā divu kvadrējamu figūru (l̄ıkl̄ınijas trapeču

85
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F1 un F2) starp̄ıba, pie tam

mF = mF1 −mF2 =

b∫

a

g(x)dx−
b∫

a

f(x)dx =

b∫

a

(
g(x)− f(x)

)
dx.

Tādējādi

S =

b∫

a

(
g(x)− f(x)

)
dx. (5.1)

2. Apskata plaknes figūru F , kuru no augšas ierobežo intervālā [a; b]
nepārtrauktas funkcijas g(x) grafiks, no apakšas - šajā intervālā nepār-
trauktas funkcijas f(x) grafiks, pie tam visiem x ∈ [a; b] f(x) ≤ g(x),
bet no sāniem - taisnes x = a un x = b (5.2. z̄ım.).

5.2. z̄ım.

Atšķir̄ıbā no 1. gad̄ıjuma šoreiz funkcijas f(x) un g(x) intervālā [a; b]
var pieņemt ar̄ı negat̄ıvas vērt̄ıbas.

Apz̄ımē ar −A = inf
[a;b]

f(x) = min
[a;b]

f(x) (A > 0).

Apskata plaknes figūru F ∗, kuru no apakšas ierobežo funkcijas f(x)+A

grafiks, no augšas - funkcijas g(x)+A grafiks, bet no sāniem - taisnes
x = a un x = b (5.2. z̄ım.).

Figūras F ∗ un F ir vienādas, tāpēc mF ∗ = mF . Figūras F ∗ laukumu
var izskaitļot pēc formulas (5.1), jo funkcijas f(x) + A, g(x) + A in-
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tervālā [a; b] ir nenegat̄ıvas.

mF ∗ =

b∫

a

((
g(x) + A

)− (
f(x) + A

))
dx =

b∫

a

(
g(x)− f(x)

)
dx,

tādējādi

mF =

b∫

a

(
g(x)− f(x)

)
dx.

5.1. piez̄ıme.

(a) Formula (5.1) ir spēkā ar̄ı tajos gad̄ıjumos, kad visa figūra F

vai ar̄ı š̄ıs figūras daļa atrodas zem abscisu ass.

(b) Bieži doto plaknes figūru F vajag sadal̄ıt gal̄ıga skaita tādās
figūrās, kuru laukumus var aprēķināt pēc formulas (5.1). Dotās
figūras laukums būs vienāds ar tās daļu laukumu summu.

5.1. piemērs. Aprēķināt laukumu figūrai, kuru ierobežo parabola
y = −x2 un taisne x + y = 0.

Koordinātu sistēmā konstruē parabolu y = −x2 un taisni y = −x,
iegūst plaknes figūru F (5.3. z̄ım.). Figūru no augšas ierobežo parabola

5.3. z̄ım.
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y = −x2, bet no apakšas - taisne y = −x.

S =

1∫

0

(−x2 − (−x)
)
dx =

1∫

0

(−x2 + x)dx =

=

(
−x3

3
+

x2

2

) ∣∣∣∣∣

1

0

= −1

3
+

1

2
=

1

6
.

3. Apskata l̄ıkl̄ınijas trapeci, kuru no augšas ierobežo parametriskā veidā
uzdota l̄ıkne ar vienādojumiem

{
x = ϕ(t),
y = ψ(t)

pie tam x maiņai no a l̄ıdz b (a < b) atbilst t maiņa no α l̄ıdz β.

Funkcija ϕ(t) - stingri monotona un nepārtraukti diferencējama, bet
ψ(t) - nepārtraukta atbilstošajā intervālā. Kā zināms, minētā sistēma
parametriskā veidā uzdod intervālā [a; b] nepārtrauktu funkciju f(x).

L̄ıkl̄ınijas trapeces laukumu var aprēķināt pēc formulas (5.1):

S =

b∫

a

f(x)dx.

Formulā (5.1) izpilda main̄ıgā aizvietošanu x = ϕ(t) un iegūst:

S =

β∫

α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt =

β∫

α

ψ(t)ϕ′(t)dt.

Tādējādi

S =

β∫

α

ψ(t)ϕ′(t)dt. (5.2)

5.2. piemērs. Aprēķināt laukumu figūrai, kuru ierobežo elipse

x2

a2 +
y2

b2 = 1.
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Elipses parametriskais vienādojums ir
{

x = a cos t,

y = b sin t,
0 ≤ t ≤ 2π.

Pēc formulas (5.2) izskaitļo figūras tās daļas, kas atrodas 1. kvadrantā,
laukumu (5.4. z̄ım.).

5.4. z̄ım.

Argumenta x maiņai no 0 l̄ıdz a atbilst parametra t maiņa no π
2 l̄ıdz

0.

S = 4

0∫

π
2

b sin t(−a sin t)dt = −4ab

0∫

π
2

sin2 tdt =

= −2ab

0∫

π
2

(1− cos 2t)dt = −2ab

(
t− 1

2
sin 2t

) ∣∣∣∣∣

0

π
2

=

= −2ab
(
0− π

2

)
= πab.

5.3. piemērs. Aprēķināt laukumu figūrai, kuru ierobežo Arhimeda spi-
rāles ρ = aϕ (0 ≤ ϕ < +∞) viena v̄ıtne un polārā ass.

Lai aprakst̄ıtu Arhimeda spirāles vienu v̄ıtni, parametrs ϕ mainās no
0 l̄ıdz 2π (5.5. z̄ım.).

Laukuma aprēķināšanai lieto l̄ıkl̄ınijas sektora laukuma aprēķināšanas
formulu

S =
1

2

β∫

α

ρ2(ϕ)dϕ.
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5.5. z̄ım.

S =
1

2

2π∫

0

(aϕ)2dϕ =
a2

2
· ϕ

3

3

∣∣∣∣∣

2π

0

=
4

3
π3a2.

5.2. Rektificējama (iztaisnojama) l̄ıkne un tās ga-

rums

Plaknē apskata l̄ıkni AB (A - l̄ıknes sākuma, bet B - beigu punkts).
Sadala šo l̄ıkni ar punktiem M1,M2, . . . , Mn−1 (5.6. z̄ım.). Savienojot
blakus esošos punktus ar taisnes nogriežņiem, iegūst l̄ıknē AB ievilktu
lauztu l̄ıniju, kas sastāv no nogriežņiem M0M1,M1M2, . . . , Mn−1Mn, kur
M0 sakr̄ıt ar punktu A, bet Mn sakr̄ıt ar punktu B.

5.6. z̄ım.
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Aprēķina š̄ıs ievilktās lauztās l̄ınijas perimetru

P =
n∑

k=1

Mk−1Mk. (5.3)

Apz̄ımē ar λ = max
1≤k≤n

Mk−1Mk.

5.1. defin̄ıcija. Ja summai (5.3) eksistē gal̄ıga robeža s, kad λ → 0, t.i.,
jebkuram ε > 0 eksistē tāds δ > 0, ka visiem l̄ıknes AB sasmalcinā-
jumiem ar soli λ < δ izpildās nevienād̄ıba |P − s| < ε, tad l̄ıkni AB

sauc par rektificējamu (iztaisnojamu), pie tam robežu s sauc par
l̄ıknes garumu.

Tādējādi

s = lim
λ→0

n∑

k=1

Mk−1Mk.

5.3. L̄ıknes garuma aprēķināšana ar noteikto integrāli

1. Jāaprēķina garums l̄ıknei AB, kas ir intervālā [a; b] nepārtraukti dife-
rencējamas funkcijas f(x) grafiks.

Ja izveido l̄ıknes AB sasmalcinājumu, tad iegūst ar̄ı intervāla [a; b]
sasmalcinājumu

a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk < · · · < xn = b,

kur xk ir punkta Mk abscisa (5.7. z̄ım.).

Punkta Mk ordināta yk = f(xk). Tādējādi Mk−1
(
xk−1, f(xk−1)

)
,

Mk

(
xk, f(xk)

)
un

Mk−1Mk =

√
(xk − xk−1)2 +

(
f(xk)− f(xk−1)

)2
=

=

√
(xk − xk−1)2 +

(
f ′(ξk)(xk − xk−1)

)2
=

√
1 + f ′ 2(ξk)∆xk,

kur ∆xk = xk − xk−1, ξk ∈ [xk−1, xk].

Starp̄ıba f(xk)−f(xk−1) tika pārveidota pēc Lagranža formulas. Ievilktās
lauztās l̄ınijas perimetrs

P =
n∑

k=1

√
1 + f ′ 2(ξk)∆xk
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5.7. z̄ım.

ir intervālā [a; b] nepārtrauktas funkcijas
√

1 + f ′ 2(x) integrālsumma.

Š̄ı funkcija ir integrējama kā nepārtraukta funkcija, tāpēc integrāl-
summai eksistē gal̄ıga robeža, kad λ → 0 (ja λ = max

1≤k≤n
Mk−1Mk → 0,

tad ar̄ı λ∗ = max
1≤k≤n

∆xk → 0 un otrādi).

Robeža ir vienāda ar šādu noteikto integrāli:

lim
λ→0

n∑

k=1

√
1 + f ′ 2(ξk)∆xk =

b∫

a

√
1 + f ′ 2(x)dx.

Tādējādi l̄ıkne AB ir rektificējama un tās garums

s =

b∫

a

√
1 + f ′ 2(x)dx. (5.4)

5.4. piemērs. Aprēķināt puskubiskās parabolas y2 = x3 loka garu-
mu starp punktiem O(0, 0), A(1, 1) (5.8. z̄ım.).

s =

1∫

0

√√√√1 +

((√
x3

)′)2

dx =

1∫

0

√
1 +

(
3

2
x

1
2

)2

dx =

=

1∫

0

√
1 +

9

4
x dx =

1

2

1∫

0

√
4 + 9x dx =
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=
1

18
· 2

3
(4 + 9x)

3
2

∣∣∣
1

0
=

1

27
(13
√

13− 8).

5.8. z̄ım.

2. Jāaprēķina garums parametriskā veidā uzdotas l̄ıknes lokam ar vienā-
dojumiem {

x = ϕ(t),
y = ψ(t),

α ≤ t ≤ β.

Funkcijas ϕ(t) intervālā [α; β] ir stingri monotona un nepārtraukti
diferencējama, bet ψ(t) ir nepārtraukti diferencējama. Ja parametrs
t mainās no α l̄ıdz β, tad x mainās no a l̄ıdz b.

Vienādojumu sistēma

{
x = ϕ(t),
y = ψ(t),

α ≤ t ≤ β

parametriskā veidā uzdod intervālā [a; b] nepārtraukti diferencējamu
funkciju f(x). Atbilstošās l̄ıknes garumu var aprēķināt pēc formulas

s =

b∫

a

√
1 + f ′ 2(x) dx.
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Šajā formulā izpilda main̄ıgā aizvietošanu.

x = ϕ(t), pie tam f ′(x) =
ψ′(t)
ϕ′(t)

, dx = ϕ′(t)dt.

Iegūst

s =

β∫

α

√
1 +

(
ψ′(t)
ϕ′(t)

)2

ϕ′(t)dt =

β∫

α

√
ϕ′ 2(t) + ψ′ 2(t) dt.

Tādējādi

s =

β∫

α

√
ϕ′ 2(t) + ψ′ 2(t) dt. (5.5)

5.5. piemērs. Aprēķināt ciklōıdas{
x = a(t− sin t),
y = a(1− cos t)

vienas arkas garumu (5.9. z̄ım.).

5.9. z̄ım.

Vienu arku iegūst, parametru t izmainot no 0 l̄ıdz 2π.

Tā kā x′ = a(1− cos t), y′ = a sin t, tad

s =

2π∫

0

√
a2(1− cos t)2 + a2 sin2 t dt = a

2π∫

0

√
2(1− cos t) dt =

= 2a

2π∫

0

sin
t

2
dt = −4a cos

t

2

∣∣∣∣∣

2π

0

= 8a.
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5.2. piez̄ıme. Formula (5.5) ir spēkā ar̄ı tādai parametriskā veidā
uzdotai l̄ıknei {

x = ϕ(t),
y = ψ(t),

α ≤ t ≤ β,

kas nav kaut kādas funkcijas grafiks. Svar̄ıgi, lai tikai funkcijas
ϕ(t), ψ(t) būtu nepārtraukti diferencējamas minētajā intervālā.

3. Jāaprēķina garums l̄ıknei, kas uzdota polārajās koordinātās ar vienā-
dojumu ρ = ρ(ϕ), α ≤ ϕ ≤ β, pie tam funkcija ρ(ϕ) nepārtraukti
diferencējama dotajā intervālā.

Parametrizē šo l̄ıkni
{

x = ρ(ϕ) cos ϕ,

y = ρ(ϕ) sin ϕ,
α ≤ ϕ ≤ β.

Atrod

x′ = ρ′(ϕ) cos ϕ− ρ(ϕ) sin ϕ,

y′ = ρ′(ϕ) sin ϕ + ρ(ϕ) cos ϕ,

x′ 2 + y′ 2 =
(
ρ′(ϕ) cos ϕ− ρ(ϕ) sin ϕ

)2
+

+
(
ρ′(ϕ) sin ϕ + ρ(ϕ) cos ϕ

)2
= ρ2(ϕ) + ρ′ 2(ϕ).

Pielieto formulu (5.5) un iegūst, ka

s =

β∫

α

√
ρ2(ϕ) + ρ′ 2(ϕ) dϕ. (5.6)

5.6. piemērs. Aprēķināt kardiōıdas ρ = a(1− cos ϕ) garumu (skat.
5.10. z̄ım.).

Atrod ρ′ = a sin ϕ,

ρ2+ρ′ 2 = a2(1−cos ϕ)2+a2 sin2 ϕ = a2(2−2 cos ϕ) = 2a2(1−cos ϕ).

s = 2

π∫

0

√
2a2(1− cos ϕ) dϕ = 2a · 2

π∫

0

sin
ϕ

2
dϕ = 8a.
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5.10. z̄ım.

5.4. Ķermeņa tilpuma aprēķināšana ar noteikto in-

tegrāli

1. Apskata ķermeni, kuram zināms šķērsgriezuma ar jebkuru abscisu asij
perpendikulāru plakni laukums S(x) (5.11. z̄ım.). Funkcija S(x) pie
tam intervālā [a; b] ir nepārtraukta.

Izveido intervāla [a; b] sasmalcinājumu

a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk < · · · < xn = b.

Caur katru punktu xk konstruē plakni perpendikulāri abscisu asij.

5.11. z̄ım.

Pieņem, ka ķermeņa daļa starp plaknēm x = xk−1, x = xk ir taisns
cilindrs, kura pamatā ir figūra ar laukumu S(ξk), kur ξk ∈ [xk−1, xk]
un kura augstums ir ∆xk = xk − xk−1.
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Š̄ıs ķermeņa daļas tilpums aptuveni būs vienāds ar S(ξk)∆xk, bet visa

ķermeņa tilpums būs vienāds ar
n∑

k=1
S(ξk)∆xk.

Lai prec̄ızi raksturotu dotā ķermeņa tilpumu V , tad apskata šādas
summas robežu, kad λ = max

1≤k≤n
∆xk → 0.

Šāda robeža eksistē, jo S(x) intervālā [a; b] ir nepārtraukta funkcija.
Pie tam šāda robeža vienāda ar atbilstošu noteikto integrāli

lim
λ→0

n∑

k=1

S(ξk)∆xk =

b∫

a

S(x)dx.

(Izteiksme
n∑

k=1
S(ξk)∆xk) ir integrālsumma funkcijai S(x) intervālā

[a; b].

Tādējādi

V =

b∫

a

S(x)dx. (5.7)

5.3. piez̄ıme. No formulas (5.7) izriet jau 17. gadsimtā paz̄ıstamais
Kavaljeri1 princips: ja divi ķermeņi, kas novietoti starp divām
paralēlajām plaknēm, šķēlumā ar jebkuru citu tām paralēlu plakni
dod vienlielas figūras (vienādi laukumi), tad šie ķermeņi ir vien-
lieli (tiem ir vienādi tilpumi) (5.12. z̄ım.).

2. Apskata ķermeni, kas rodas, l̄ıkl̄ınijas trapecei rotējot ap abscisu asi
(5.13. z̄ım.).

Šādu ķermeni, kuru sauc par rotācijas ķermeni, šķeļot ar jebkuru
abscisu asij perpendikulāru plakni, iegūst riņķi, kura rādiuss ir f(x).
Tāpēc iegūtā šķērsgriezuma laukums S(x) = πf 2(x).

Tādējādi

V = π

b∫

a

f 2(x)dx. (5.8)

1B. Kavaljeri (1591-1647) - itāļu matemātiķis.
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5.12. z̄ım.

5.5. Materiālas l̄ınijas masas, statisko momentu un

masas centra aprēķināšana ar noteikto integrāli

5.2. defin̄ıcija. Par materiālu l̄ıniju sauc ǧeometrisku l̄ıniju, kuras
jebkuram lokam ir noteikta masa.

Apskata materiālu l̄ıniju AB, kas no ǧeometriskā viedokļa ir intervālā
[a; b] nepārtraukti diferencējamas funkcijas f(x) grafiks (5.14. z̄ım.). Mate-
riālās l̄ınijas lineāro bl̄ıvumu raksturo intervālā [a; b] nepārtraukta funkcija
µ(x).

Izveido loka AB sasmalcinājumu ar punktu

M0,M1, . . . , Mk−1,Mk, . . . , Mn

pal̄ıdz̄ıbu (tiek iegūts ar̄ı intervāla [a; b] sasmalcinājums

a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk < · · · < xn = b).

Katru no elementārlokiem Mk−1Mk aizstāj ar atbilstošu taisnes nogriez-
ni, kura garums (tika aprēķināts jau iepriekš) ir

Mk−1Mk =
√

1 + f ′ 2(ξk) ∆xk,

kur ξk ∈ [xk−1, xk].

Pieņem, ka katrā loka elementārdaļā lineārais bl̄ıvums ir konstants un
vienāds ar µ(ξk).
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5.13. z̄ım.

Elementārloka Mk−1Mk masa aptuveni ir vienāda ar

µ(ξk)
√

1 + f ′ 2(ξk) ∆xk,

bet visas l̄ıknes AB masa aptuveni ir vienāda ar

n∑

k=1

µ(ξk)
√

1 + f ′ 2(ξk) ∆xk.

Par l̄ıknes AB masu nosauc š̄ıs summas robežu. Šāda summa ir intervālā
[a; b] nepārtrauktas funkcijas µ(x)

√
1 + f ′ 2(x) integrālsumma, tāpēc eksis-

tē gal̄ıga robeža no š̄ıs summas, kad sasmalcinājuma solis tiecas uz nulli,
pie tam š̄ı robeža ir vienāda ar noteikto integrāli

b∫

a

µ(x)
√

1 + f ′ 2(x) dx.

Tādējādi

m =

b∫

a

µ(x)
√

1 + f ′ 2(x) dx. (5.9)
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5.14. z̄ım.

5.4. piez̄ıme. Ja materiālā l̄ınija ir homogēna, tad lineārais bl̄ıvums

µ(x) = µ = const un m = µ
b∫
a

√
1 + f ′ 2(x) dx = µs, kur s ir l̄ınijas

AB garums.

5.3. defin̄ıcija. Par materiāla punkta2 statisko momentu M pret
kādu asi sauc š̄ı punkta masas m reizinājumu ar punkta attālumu d
l̄ıdz asij, kas ņemts ar plusa z̄ımi, ja materiālais punkts atrodas vienā
pusē no ass, un ar mı̄nusa z̄ımi, - ja tas atrodas otrā pusē no ass.
Tādējādi ar precizitāti l̄ıdz z̄ımei M = md .

5.4. defin̄ıcija. Par materiālo punktu sistēmas statisko momentu
pret asi sauc atsevǐsķo sistēmas punktu statisko momentu summu.

Koordinātu sistēmā apskata materiālu punktu sistēmu

A1(x1; y1), A2(x2; y2), . . . , An(xn; yn) (5.15. z̄ım.).

Šo punktu masas apz̄ımē atbilstoši ar m1,m2, . . . , mn. Šo materiālo punktu
sistēmas statiskie momenti pret koordinātu as̄ım ir

Mx =
n∑

k=1

mkyk, My =
n∑

k=1

mkxk, m =
n∑

k=1

mk.

Apskata materiālas l̄ıknes loku AB un sadala to elementārdaļās (5.16. z̄ım.).

2Ģeometrisks punkts, kurā ir koncentrēta zināma masa.
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5.15. z̄ım.

Elementārloka Mk−1Mk masa aptuveni ir vienāda ar

µ(ξk)
√

1 + f ′ 2(ξk) ∆xk,

kur ξk ∈ [xk−1, xk].

Uzskata, ka š̄ı elementārloka masa ir koncentrēta punktā Pk

(
ξk; f(ξk)

)
.

Šādu materiālo punktu sistēmas statiskie momenti pret koordinātu as̄ım
atbilstoši ir

n∑

k=1

f(ξk)µ(ξk)
√

1 + f ′ 2(ξk)∆xk

un
n∑

k=1

ξkµ(ξk)
√

1 + f ′ 2(ξk)∆xk.

Materiālās l̄ıknes loka AB statiskie momenti attiec̄ıbā pret koordinatu
as̄ım ir aptuveni vienādi ar š̄ım summām. Par l̄ıknes loka AB statiskiem
momentiem pret koordinātu as̄ım nosauc šo summu robežas, t.i.,

Mx = lim
λ→0

n∑

k=1

f(ξk)µ(ξk)
√

1 + f ′ 2(ξk) ∆xk =

b∫

a

f(x)µ(x)
√

1 + f ′ 2(x) dx,

My = lim
λ→0

n∑

k=1

ξkµ(ξk)
√

1 + f ′ 2(ξk) ∆xk =

b∫

a

xµ(x)
√

1 + f ′ 2(x) dx,

kur λ = max
1≤k≤n

∆xk.

(Pamatot robežu eksistenci).
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5.16. z̄ım.

Tādējādi

Mx =
b∫
a

f(x)µ(x)
√

1 + f ′ 2(x) dx,

My =
b∫
a

xµ(x)
√

1 + f ′ 2(x) dx.

(5.10)

5.5. defin̄ıcija. Par dotās materiālo punktu sistēmas masas centru
C(xc, yc) sauc tādu punktu, kurā koncentrējot visas š̄ıs sistēmas masu
m, tā statiskie momenti pret koordinātu as̄ım ir vienādi ar sistēmas
statiskiem momentiem pret š̄ım as̄ım.

Tādējādi myc = Mx un mxc = My jeb

xc =
My

m
, yc =

Mx

m
.

Materiālo punktu sistēmai

xc =

n∑
k=1

mkxk

n∑
k=1

mk

, yc =

n∑
k=1

mkyk

n∑
k=1

mk

,
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bet materiālās l̄ıknes lokam AB

xc =

b∫
a

xµ(x)
√

1+f ′ 2(x)dx

b∫
a

µ(x)
√

1+f ′ 2(x)dx

,

yc =

b∫
a

f(x)µ(x)
√

1+f ′ 2(x)dx

b∫
a

µ(x)
√

1+f ′ 2(x)dx

.

(5.11)

5.5. piez̄ıme. Ja materiāla l̄ıkne ir homogēna (µ - const), tad

xc = 1
s

b∫
a

x
√

1 + f ′ 2(x)dx,

yc = 1
s

b∫
a

f(x)
√

1 + f ′ 2(x) dx,

(5.12)

kur s =
b∫
a

√
1 + f ′ 2(x) dx ir l̄ıknes loka AB garums.

5.7. piemērs. Aprēķināt masas centru homogēnas riņķa l̄ınijas
x2 + y2 = a2 lokam pirmajā kvadrantā.

Tā kā loks ir simetrisks attiec̄ıbā pret koordinātu sistēmas pirmā kvad-
ranta bisektrisi, tad masas centrs C(xc, yc) atrodas uz š̄ıs bisektrises, tāpēc
xc = yc.

Pēc formulas (5.12)

yc =
1

s

b∫

a

f(x)
√

1 + f ′ 2(x) dx.

Atrod

y = f(x) =
√

a2 − x2,

y′ = f ′(x) = − x√
a2 − x2,

,

1 + f ′ 2(x) = 1 +
x2

a2 − x2 =
a2

a2 − x2 ,

√
1 + f ′ 2(x) =

a√
a2 − x2

,

f(x)
√

1 + f ′ 2(x) =
√

a2 − x2 · a√
a2 − x2

= a.
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Tāpēc

yc =
1

s

a∫

0

adx =
1

s
a

a∫

0

dx =
1

s
a2,

kur s = 1
42πa = πa

2 .

Tādējādi

xc = yc =
2

πa
a2 =

2a

π
un C

(
2a

π
,
2a

π

)
(5.17. z̄ım.).

5.17. z̄ım.

5.6. Homogēnas plaknes figūras statisko momentu un

masas centra aprēķināšana ar noteikto integrāli

Apskata l̄ıkl̄ınijas trapeci kā materiālu figūru ar konstantu bl̄ıvumu µ,
kas izsaka laukuma vienas vien̄ıbas masu.

Izveido intervāla [a; b] sasmalcinājumu

a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk < · · · < xn = b

ar sasmalcinājuma soli λ = max
1≤k≤n

∆xk.

L̄ıkl̄ınijas trapece tiek sadal̄ıta elementārjoslās (5.18. z̄ım.).
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5.18. z̄ım.

Izvēlas patvaļ̄ıgu ξk ∈ [xk−1; xk] (k = 1, 2, . . . , n). Katras elementārjoslas
laukums aptuveni vienāds ar f(ξk)∆xk, bet masa ir µf(ξk)∆xk. Uzskata,
ka elementārjoslas masa ir koncentrēta punktā Pk

(
ξk;

1
2f(ξk)

)
. Šādas pun-

ktu sistēmas statiskie momenti pret koordinātu as̄ım atbilstoši ir

n∑

k=1

1

2
f(ξk)µf(ξk)∆xk =

1

2
µ

n∑

k=1

f 2(ξk)∆xk,

n∑

k=1

ξkµf(ξk)∆xk = µ

n∑

k=1

ξkf(ξk)∆xk.

Š̄ıs summas aptuveni izsaka l̄ıkl̄ınijas trapeces statiskos momentus pret
koordinātu as̄ım.

L̄ıkl̄ınijas trapeces statiskie momenti pret koordinātu as̄ım ir vienādi

Mx = lim
λ→0

1

2
µ

n∑

k=1

f 2(ξk)∆xk =
1

2
µ lim

λ→0

n∑

k=1

f 2(ξk)∆xk =
1

2
µ

b∫

a

f 2(x)dx

un

My = lim
λ→0

µ

n∑

k=1

ξkf(ξk)∆xk = µ

b∫

a

xf(x)dx.

(Pamatot šādu robežu eksistenci.)
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Tādējādi

Mx = 1
2µ

b∫
a

f 2(x)dx,

My = µ
b∫
a

xf(x)dx.

(5.13)

L̄ıkl̄ınijas trapeces masa m = µS, kur S =
b∫
a

f(x)dx - l̄ıkl̄ınijas trapeces

laukums.

Masas centra koordinātas

xc =
My

m = 1
S

b∫
a

xf(x)dx,

yc = Mx

m = 1
2S

b∫
a

f 2(x)dx.

(5.14)

5.8. piemērs. Aprēķināt masas centru homogēnai figūrai, kuru ierobežo
parabola y = 1− x2 un abscisu (5.19. z̄ım.).

5.19. z̄ım.

Tā kā figūra ir simetriska attiec̄ıbā pret ordinātu asi, tad xc = 0.

Atrod

yc =
1

2S

1∫

−1

(1− x2)2dx =
1

2S

1∫

−1

(1− 2x2 + x4)dx =
8

15S
,
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kur

S =

1∫

−1

(1− x2)dx =
4

3
.

Tādējādi

yc =
8

15
· 3

4
=

2

5
C

(
0;

2

5

)
.

5.6. piez̄ıme. Ja homogēnu plaknes figūru no augšas ierobežo l̄ınija
y = g(x), no apakšas y = f(x), bet no sāniem taisnes x = a un x = b
(5.20. z̄ım.), tad figūras masas centra koordinātas atrod pēc formulām

xc = 1
S

b∫
a

x
(
g(x)− f(x)

)
dx,

yc = 1
2S

b∫
a

x
(
g2(x)− f 2(x)

)
dx.

(5.15)

5.20. z̄ım.

Jautājumi

1. Paskaidrot, kā ar noteikto integrāli aprēķina plaknes figūras laukumu.

2. Definēt rektificējamu l̄ıkni un tās garumu.

3. Paskaidrot, kā ar noteikto integrāli aprēķina gludas l̄ıknes garumu.

4. Uzrakst̄ıt formulu ķermeņa tilpuma aprēķināšanai pēc tā šķērsgriezu-
ma laukuma.
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5. Formulēt Kavaljēri principu.

6. Uzrakst̄ıt formulu rotācijas ķermeņa tilpuma aprēķināšanai.

7. Uzrakst̄ıt formulu materiālās l̄ıknes masas aprēķināšanai.

8. Definēt materiāla punkta un materiālu punktu sistēmas statisko mo-
mentu pret asi.

9. Uzrakst̄ıt formulas materiālas l̄ıknes statisko momentu attiec̄ıbā pret
koordinātu as̄ım aprēķināšanai.

10. Definēt materiālu punktu sistēmas masas centru.

11. Uzrakst̄ıt formulas materiālas l̄ıknes masas centra aprēķināšanai.

12. Uzrakst̄ıt formulu homogēnas materiālas figūras statisko momentu at-
tiec̄ıbā pret koordinātu as̄ım aprēķināšanai.

13. Uzrakst̄ıt formulas homogēnas materiālas figūras masas centra aprē-
ķināšanai.

Vingrinājumi

1. Izmantojot ķermeņa tilpuma aprēķināšanas formulu pēc tā šķērsgrie-
zuma laukuma, iegūt formulu piramı̄das, konusa un lodes tilpuma
aprēķināšanai.

2. Iegūt formulu ķermeņa, kas rodas, l̄ıkl̄ınijas trapecei rotējot ap ordi-
nātu asi, tilpuma aprēķināšanai.

3. Iegūt formulu virsmas, kas rodas intervālā [a; b] nepārtraukti diferen-
cējamas funkcijas f(x) grafikam rotējot ap abscisu asi, laukuma aprē-
ķināšanai.

4. Pamatot materiālas l̄ıknes, kas ir intervālā [a; b] nepārtraukti diferen-
cējamas funkcijas grafiks, statisko momentu attiec̄ıbā pret koordinātu
as̄ım eksistenci.

5. Pamatot homogēnas materiālas figūras statisko momentu attiec̄ıbā
pret koordinātu as̄ım eksistenci.
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Uzdevumi

1. Aprēķināt laukumu figūrai, kuru ierobežo šādas l̄ıknes:

(a) y = −4x, x = −3, x = −1, y = 0;

(b) y = x2, y = 9;

(c) y = 1
x , x = −6, x = −2, y = 0;

(d) y = −x2 − 2x + 3, x = 2, x = 0, y = 0;

(e) y = x2 + 4x, x− y + 4 = 0;

(f) ciklōıdas x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) viena arka un abscisu
ass;

(g) astrōıda x = a cos3 t, y = a sin3 t;

(h) kardiōıda ρ = 2a(1 + cos ϕ);

(i) tr̄ıslapu roze ρ = a sin 3ϕ.

2. Aprēķināt šādu l̄ıkņu garumus:

(a) ķēdes l̄ınijai y = e
x
2 + e−

x
2 starp punktiem x = 0 un x = 2;

(b) y = ln sin x starp punktiem x = −π
3 un x = π

2 ;

(c) astrōıdai x = a cos3 t, y = a sin3 t;

(d) l̄ıknei ρ = 5 sin ϕ.

3. Aprēķināt tilpumu ķermenim, kas rodas, rotējot ap abscisu asi l̄ıkl̄ıni-
jas trapecei, kuru ierobežo šādas l̄ıknes:

(a) y = 4
x , x = 4, x = 12, y = 0;

(b) y = x
2 , x = 4, x = 6, y = 0.

4. Aprēķināt masas centru astrōıdas x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 lokam, kas atrodas

1. kvadrantā.

5. Aprēķināt masas centru ķēdes l̄ınijas y = a ch x
a lokam starp punktiem

x = −a, x = a.

6. Aprēķināt masas centru homogēnam trijstūrim, kuru ierobežo taisnes
x
a + y

b = 1, x = 0, y = 0.

7. Aprēķināt masas centru homogēnai figūrai, kuru ierobežo l̄ıknes
y = x2, y =

√
x.
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6. nodaļa

NEĪSTIE INTEGRĀĻI

6.1. Nēıstā integrāļa jēdziens

Iepriekšējās tēmās tika apskat̄ıti integrāļi
b∫
a

f(x)dx pa gal̄ıgu integrē-

šanas intervālu [a; b] no šajā intervālā ierobežotas funkcijas f(x). Šādus
noteiktos integrāļus mēdz saukt ar̄ı par ı̄stajiem integrāļiem. Noteiktais
integrālis zaudē jēgu, ja integrēšanas intervāls ir bezgal̄ıgs vai zemintegrāļa
funkcija integrēšanas intervālā nav ierobežota. Dažreiz noteiktā integrāļa
jēdzienu var vispārināt ar̄ı uz šiem gad̄ıjumiem. Iegūtos integrāļus sauc par
nēıstajiem integrāļiem. Šādus integrāļus nevar definēt pēc analoǧijas ar
ı̄stajiem integrāļiem, sastādot integrālsummas un pārejot pie robežas.

Izšķir triju veidu nēıstos integrāļus.

6.1. defin̄ıcija. Par pirmā veida nēıstajiem integrāļiem sauc tādus
integrāļus, kuriem vismaz viena no integrēšanas robežām ir bezgal̄ıga,
bet zemintegrāļa funkcija ir ierobežota integrēšanas intervālā.

6.2. defin̄ıcija. Par otrā veida nēıstajiem integrāļiem sauc tādus
integrāļus, kuriem zemintegrāļa funkcija nav ierobežota integrēšanas
intervālā [a; b].

6.3. defin̄ıcija. Par trešā veida nēıstajiem integrāļiem sauc tādus
integrāļus, kuriem vismaz viena no integrēšanas robežām ir bezgal̄ıga
un zemintegrāļa funkcija nav ierobežota integrēšanas intervālā.

111
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6.2. Pirmā veida nēıstie integrāļi

Apskata bezgal̄ıgā intervālā [a; +∞) nepārtrauktu funkciju f(x). Jeb-

kurā gal̄ıgā intervālā š̄ı funkcija ir integrējama un tāpēc eksistē
b∫
a

f(x)dx.

Pirmā veida nēısto integrāli
+∞∫
a

f(x)dx definē šādi:

+∞∫

a

f(x)dx = lim
b→+∞

b∫

a

f(x)dx.

Ja eksistē gal̄ıga robeža, tad saka, ka nēıstais integrālis konverǧē un
šo robežu nosauc par nēıstā integrāļa vērt̄ıbu. Pretējā gad̄ıjumā saka,
ka nēıstais integrālis diverǧē.

6.1. piemērs. Izpēt̄ıt uz konverǧenci šādus nēıstos integrāļus:

1.
+∞∫
1

1
x dx,

2.
+∞∫
1

dx
x2 .

1.
+∞∫
1

dx
x = lim

b→+∞

b∫
1

dx
x = lim

b→+∞
ln |x|

∣∣b
1 = lim

b→+∞
(ln b− ln 1) = +∞.

Nēıstais integrālis diverǧē.

2.
+∞∫
1

dx
x2 = lim

b→+∞

b∫
1

dx
x2 = lim

b→+∞
(− 1

x

) ∣∣∣∣
b

1
= lim

b→+∞
(−1

b + 1
)

= 1.

Nēıstais integrālis konverǧē un tā skaitliskā vērt̄ıba ir 1.

Ģeometriski nēıstā integrāļa
+∞∫
1

dx
x2 vērt̄ıbu var interpretēt kā bezgal̄ıgas

l̄ıkl̄ınijas trapeces laukumu. Nēıstajam integrālim
+∞∫
1

dx
x šādu ǧeometrisko

interpretāciju sniegt nevar. Tas ir izskaidrojams ar to, ka l̄ınija y = 1
x2 ļoti

strauji tuvojas abscisu asij, kad x → +∞, bet otra l̄ınija y = 1
x tuvojas tai

daudz lēnāk, kaut gan abscisu ass ir asimptota ar̄ı šai l̄ınijai (6.1. z̄ım.).
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6.1. z̄ım.

Nēısto integrāli ar bezgal̄ıgu apakšējo integrēšanas robežu definē l̄ıdz̄ıgi:

b∫

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞

b∫

a

f(x)dx.

Nēısto integrāli, kuram abas integrēšanas robežas ir bezgal̄ıgas, definē
šādi:

+∞∫

−∞
f(x)dx =

c∫

−∞
f(x)dx +

+∞∫

c

f(x)dx.

6.1. piez̄ıme.

1. Šāda nēıstā integrāļa raksturs un konverǧences gad̄ıjumā ar̄ı skait-
liskā vērt̄ıba nav atkar̄ıga no c izvēles (var izvēlēties c = 0).

2. Integrāli
+∞∫
−∞

f(x)dx sauc par konverǧentu tad un tikai tad, kad

konverǧē abi nēıstie integrāļi

c∫

−∞
f(x)dx un

+∞∫

c

f(x)dx.

Nēısto integrāļu pēt̄ı̌sana nesagādā grūt̄ıbas, ja zemintegrāļa funkcijai
f(x) var atrast primit̄ıvo funkciju F (x). Turpret̄ı, ja zemintegrāļa funkcijai
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primit̄ıvo funkciju atrast neizdodas, tad nēıstos integrāļus pēta uz konver-
ǧenci, izmantojot sal̄ıdzināšanas teorēmu.

6.1. teorēma. [Sal̄ıdzināšanas teorēma]
Ja f, g ir intervālā [a; +∞] nepārtrauktas funkcijas un visām argu-
menta vērt̄ıbām no š̄ı intervāla ir spēkā nevienād̄ıba
0 ≤ f(x) ≤ g(x), tad

1. ja
+∞∫
a

g(x)dx konverǧē, tad konverǧē ar̄ı
+∞∫
a

f(x)dx;

2. ja
+∞∫
a

f(x)dx diverǧē, tad diverǧē ar̄ı
+∞∫
a

g(x)dx.

I 1. Tā kā nēıstais integrālis
+∞∫
a

g(x)dx konverǧē, tad eksistē gal̄ıga

robeža I = lim
b→+∞

b∫
a

g(x)dx.

Visiem b > a ir spēkā nevienād̄ıba

b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx ≤ I.

Tas noz̄ımē, ka
b∫
a

f(x)dx ir integrēšanas augšējās robežas b augoša un iero-

bežota no augšas funkcija. Tāpēc eksistē gal̄ıga robeža lim
b→+∞

b∫
a

f(x)dx, kas

nepārsniedz I, t.i.,

lim
b→+∞

b∫

a

f(x)dx ≤ I.

Tas noz̄ımē, ka nēıstais integrālis
+∞∫
a

f(x)dx konverǧē.

2. Tā kā nēıstais integrālis
+∞∫
a

f(x)dx diverǧē un
b∫
a

f(x)dx ir integrēšanas

augšējās robežas b nenegat̄ıva un augoša funkcija, tad

lim
b→+∞

b∫

a

f(x)dx = +∞.
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Tā kā jebkuram b > a ir spēkā nevienād̄ıba

b∫

a

g(x)dx ≥
b∫

a

f(x)dx,

tad ar̄ı

lim
b→+∞

b∫

a

g(x)dx = +∞,

t.i., nēıstais integrālis
+∞∫
a

g(x)dx diverǧē. J

6.2. piez̄ıme.

1. Ja f, g intervālā [a; +∞) nepārtrauktas funkcijas un visām argu-
menta vērt̄ıbām no š̄ı intervāla f(x) ≤ g(x) ≤ 0, tad no integ-

rāļa
+∞∫
a

f(x)dx konverǧences izriet
+∞∫
a

g(x)dx konverǧence un no

+∞∫
a

g(x)dx diverǧences izriet
+∞∫
a

f(x)dx diverǧence.

2. Nēıstos integrāļus bieži sal̄ıdzina ar šādu nēısto integrāli
+∞∫
1

1
xk dx.

Viegli pamatot, ka šāds integrālis konverǧē, ja k > 1, un diverǧē,
ja k ≤ 1 (Pamatot patstāv̄ıgi).

6.2. teorēma. Ja integrālis
+∞∫
a

|f(x)|dx konverǧē, tad konverǧē ar̄ı in-

tegrālis
+∞∫
a

f(x)dx.

I Apskata divas pal̄ıgfunkcijas

f1(x) =
|f(x)|+ f(x)

2
un f2(x) =

|f(x)| − f(x)

2
.

Abas š̄ıs funkcijas intervālā [a; +∞) ir nenegat̄ıvas, pie tam

f1(x) ≤ |f(x)|, f2(x) ≤ |f(x)|.
Saskaņā ar sal̄ıdzināšanas teorēmu nēıstie integrāļi

+∞∫

a

f1(x)dx un

+∞∫

a

f2(x)dx
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konverǧē. Tātad konverǧē ar̄ı nēıstais integrālis

+∞∫

a

f(x)dx,

jo f(x) = f1(x)− f2(x) un

+∞∫

a

f(x)dx =

+∞∫

a

f1(x)dx−
+∞∫

a

f2(x)dx. J

6.4. defin̄ıcija. Nēısto integrāli
+∞∫
a

f(x)dx sauc par absolūti konver-

ǧentu, ja konverǧē integrālis
+∞∫
a

|f(x)|dx.

6.5. defin̄ıcija. Konverǧentu nēısto integrāli
+∞∫
a

f(x)dx sauc par nosa-

c̄ıti (neabsolūti) konverǧentu, ja diverǧē integrālis
+∞∫
a

|f(x)|dx.

6.2. piemērs. Izpēt̄ıt uz konverǧenci šādus nēıstos integrāļus

1.
+∞∫
1

dx
x2(1+ln x) ,

2.
+∞∫
1

x
2
√

x−1 dx,

3.
+∞∫
1

1−5 cos x
x2 dx.

1. Visiem x ≥ 1 izpildās nevienād̄ıbas

0 <
1

x2(1 + ln x)
≤ 1

x2 ,

pie tam nēıstais integrālis
+∞∫
1

1
x2dx konverǧē. Saskaņā ar sal̄ıdzināšanas

teorēmu konverǧē integrālis

+∞∫

1

dx

x2(1 + ln x)
.
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2. Visiem x ≥ 1 izpildās nevienād̄ıbas

x

2
√

x− 1
>

x

2
√

x
=

1

2

√
x > 0,

pie tam nēıstais integrālis
+∞∫
1

√
xdx diverǧē. Saskaņā ar sal̄ıdzināšanas

teorēmu diverǧē integrālis

+∞∫

1

xdx

2
√

x− 1
.

3. Šoreiz zemintegrāļa funkcija intervālā [1; +∞) pieņem gan pozit̄ıvas,
gan negat̄ıvas vērt̄ıbas.

Visiem x ≥ 1 izpildās nevienād̄ıba
∣∣∣∣
1− 5 cos x

x2

∣∣∣∣ ≤
6

x2 ,

pie tam nēıstais integrālis
+∞∫
1

1
x2dx konverǧē. Tāpēc konverǧē integrālis

+∞∫

1

∣∣∣∣
1− 5 cos x

x2

∣∣∣∣ dx.

Tādējādi integrālis
+∞∫

1

1− 5 cos x

x2 dx

konverǧē absolūti.

6.3. Otrā veida nēıstie integrāļi

Apskata integrāļus no intervālā [a; b] neierobežotām funkcijām. Tādus

integrāļus
b∫
a

f(x)dx sauc par otrā veida nēıstajiem integrāļiem.

Apskata intervālā [a; b) nepārtrauktu funkciju, kas ir neierobežota punkta
b apkārtnē (6.2. z̄ım.).
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Jebkuram ε > 0 ir definēts noteiktais integrālis
b−ε∫
a

f(x)dx. Otrā veida

nēısto integrāli definē kā robežu no š̄ı noteiktā integrāļa, kad ε → 0, t.i.,

b∫

a

f(x)dx = lim
ε→0

b−ε∫

a

f(x)dx.

6.2. z̄ım.

Ja eksistē gal̄ıga robeža, tad saka, ka nēıstais integrālis konverǧē,
šo robežu nosauc par nēıstā integrāļa vērt̄ıbu. Pretējā gad̄ıjumā saka, ka
nēıstais integrālis diverǧē.

Ja f(x) ≥ 0, tad šādu nēısto integrāli
b∫
a

f(x)dx var interpretēt ǧeometriski

kā bezgal̄ıgi augstas l̄ıkl̄ınijas trapeces laukumu (6.2. z̄ım.).

Analogi apz̄ımē un definē nēısto integrāli, kad zemintegrāļa funkcija nav
ierobežota punkta a apkārtnē, proti,

b∫

a

f(x)dx = lim
ε→0

b∫

a+ε

f(x)dx.

Ja zemintegrāļa funkcija ir neierobežota integrēšanas intervāla [a; b]
iekšējā punktā c, tad šādu nēısto integrāli definē kā divu iepriekš apskat̄ıto
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integrāļu summu (6.3. z̄ım.), t.i.,

b∫

a

f(x)dx =

c∫

a

f(x)dx +

b∫

c

f(x)dx.

6.3. z̄ım.

Pie tam integrāli
b∫
a

f(x)dx sauc par konverǧentu, ja konverǧē abi labās

puses integrāļi.

6.3. piez̄ıme. Otrā veida nēıstajiem integrāļiem ir spēkā sal̄ıdzināšanas
teorēmas, kas ir analogas atbilstošajām teorēmām par pirmā veida
nēıstajiem integrāļiem.

6.3. piemērs. Izpēt̄ıt uz konverǧenci šādus nēıstos integrāļus

1.

1∫

0

dx√
1− x

; 2.

2∫

1

dx

1− x
;

3.

1∫

−1

dx

x2 ; 4.

1∫

0

exdx

(1− x)2 .
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1. Funkcija f(x) = 1√
1−x

ir neierobežota punkta x = 1 apkārtnē, tāpēc

1∫

0

dx√
1− x

= lim
ε→0

1−ε∫

0

dx√
1− x

=

= lim
ε→0

(
−2
√

1− x
)∣∣∣

1−ε

0
= lim

ε→0
(−2

√
ε + 2) = 2.

Otrā veida nēıstais integrālis konverǧē un tā skaitliskā vērt̄ıba ir 2.

2. Funkcija f(x) = 1
1−x ir neierobežota punkta x = 1 apkārtnē, tāpēc

2∫

1

dx

1− x
= lim

ε→0

2∫

1+ε

dx

1− x
= lim

ε→0

(− ln |1− x| )
∣∣2
1+ε

=

= lim
ε→0

(− ln 1 + ln ε) = −∞.

Nēıstais integrālis diverǧē.

3. Funkcija f(x) = 1
x2 nav ierobežota punkta x = 0 apkārtnē, tāpēc

1∫

−1

dx

x2 =

0∫

−1

dx

x2 +

1∫

0

dx

x2 .

Apskata atsevǐsķi katru labās puses integrāli.

0∫

−1

dx

x2 = lim
ε→0

0−ε∫

−1

dx

x2 = lim
ε→0

(
−1

x

) ∣∣∣∣
−ε

−1
= lim

ε→0

(
1

ε
− 1

)
= +∞.

Analogi

1∫

0

dx

x2 = lim
ε→0

1∫

0+ε

dx

x2 = lim
ε→0

(
−1

x

) ∣∣∣∣
1

ε

= lim
ε→0

(
−1 +

1

ε

)
= +∞.

Abi nēıstie integrāļi diverǧē, diverǧē ar̄ı dotais nēıstais integrālis (lai
noskaidrotu tā diverǧenci, ir pietiekami noskaidrot tikai viena labās
puses integrāļa diverǧenci.)
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Piez̄ıme. Ja neievērotu, ka ir dots nēıstais integrālis, t.i., ka zem-
integrāļa funkcija ir neierobežota integrēšanas intervāla iekšējā
punktā x = 0, un aprēķinus veiktu pēc Ņūtona-Leibnica formulas:

1∫

−1

dx

x2 = −1

x

∣∣∣∣
1

−1
= −2,

tad, protams, pieļautu rupju kļūdu.

4. Funkcija f(x) = ex

(1−x)2 ir neierobežota punkta x = 1 apkārtnē. In-

tervālā [0; 1 − ε] funkcija ir nepārtraukta, tātad tai eksistē primit̄ıvā
funkcija, bet šo primit̄ıvo funkciju nevar izteikt caur gal̄ıga skaita ele-
mentārajām funkcijām. Lai izpēt̄ıtu šo integrāli uz konverǧenci, pie-
lieto sal̄ıdzināšanas teorēmu. Visiem 0 ≤ x < 1 ir spēkā nevienād̄ıba

ex

(1− x)2 ≥
1

(1− x)2 > 0.

Pie tam nēıstais integrālis
1∫
0

dx
(1−x)2 diverǧē. Tādējādi diverǧē ar̄ı dotais

nēıstais integrālis.

Jautājumi

1. Definēt nēıstos integrāļus.

2. Definēt konverǧentu 1. veida nēısto integrāli.

3. Formulēt sal̄ıdzināšanas teorēmas 1. veida nēıstajam integrālim.

4. Definēt absolūti konverǧentu 1. veida nēısto integrāli.

5. Definēt nosac̄ıti konverǧentu 1. veida nēısto integrāli.

6. Definēt konverǧentu 2. veida nēısto integrāli.

7. Formulēt sal̄ıdzināšanas teorēmas 2. veida nēıstajam integrālim.

Vingrinājumi

1. Sniegt ǧeometrisko interpretāciju konverǧentam 1. veida nēıstajam in-
tegrālim.
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2. Noskaidrot, pie kādām k vērt̄ıbām nēıstais integrālis
+∞∫
1

xkdx konver-

ǧē, pie kādām k vērt̄ıbām diverǧē.

3. Sniegt ǧeometrisko interpretāciju konverǧentam 2. veida nēıstajam in-
tegrālim.

4. Noskaidrot, pie kādām k vērt̄ıbām nēıstais integrālis
b∫
a

dx
(b−x)k (a < b)

konverǧē un pie kādām k vērt̄ıbām tas diverǧē.

Uzdevumi

1. Izmantojot defin̄ıciju, izpēt̄ıt uz konverǧenci šādus nēıstos integrāļus

(a)

+∞∫

1

dx

x3 ; (b)

0∫

−∞
exdx;

(c)

+∞∫

−∞

dx

x2 + 1
; (d)

4∫

0

dx

x
√

x
;

(e)

9∫

0

dx
3
√

(x− 1)2
.

2. Izmantojot sal̄ıdzināšanas teorēmas, izpēt̄ıt uz konverǧenci šādus nēıstos
integrāļus

(a)

+∞∫

0

dx

x3 + 4
(b)

+∞∫

1

dx

x2 + 4
√

x

(c)

5∫

0

dx√
x + 6x4 (d)

3∫

1

2xdx

(x− 3)4
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1.6. Iracionālu funkciju integrēšana . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.7. Trigonometrisko funkciju integrēšana . . . . . . . . . . . . 25
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3.4. Integrāļi no pāra vai nepāra funkcijas . . . . . . . . . . . . 66

3.5. Logaritmiskās funkcijas definēšana ar integrāli . . . . . . . 67
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6. NEĪSTIE INTEGRĀĻI 111
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