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ANOTACIJA

Macibu Iidzeklis ir turpinajums ieprieks izdotajam V. Gedroica macibu
lidzeklim “Viena argumenta funkciju diferencialrekini”. Macibu lidzeklt
ieklautas 6 temas:

e nenoteiktais integralis,

noteiktais integralis,

integralis ar mainigu augsejo robezu,

kvadrejamibas kriteriji,
e noteikta integrala lietojumi,
e neistie integrali.

Macibu lidzekli ieklauti gan teoretiska, gan praktiska rakstura uzdevumi.
Katras temas beigas sniegti jautajumi zinasanu kontrolei un vingrinajumi
vielas nostiprinasanai. Pieradijuma sakums un beigas apzimeti atbilstosi
ar simboliem » un <«.



1. nodala

NENOTEIKTAIS INTEGRALIS

1.1. Primitiva funkcija un nenoteiktais integralis

Diferencialrekinu pamatuzdevums ir dotajai funkcijai atrast atvasinato
funkciju jeb atvasinajumu. Sis uzdevums ir atrisinams viennozimigi. Biezi
nepieciesams atrisinat arl apgrieztu uzdevumu - pec atvasinajuma atrast
pasu funkciju. Izradas, ka Sis uzdevums nav atrisinams viennozimigi, bet
ar precizitati lidz konstantam saskaitamajam.

Apskata divas funkcijas f un F', kas ir definetas intervala L, pie tam

funkcijai F' Saja intervala eksiste atvasinajums.
1.1. definicija. Funkciju F' sauc par funkcijas f primitivo funkciju
intervala L, ja visiem x € L ir speka vienadiba F'(z) = f(z).

Piemeram, F(z) = 2? ir funkcijas f(z) = 3x? primitiva funkcija. Abas
funkcijas definetas visu realo skaitlu kopa R un visiem x € R ir speka
vienadiba,

F'(z) = (x?’)/ = 32% = f(2).

Acimredzot, arT funkcija F(z) = 23 +5 ir funkcijas f(x) = 322 primitiva

funkcija. Vispar, dotas funkcijas primitiva funkcija ir funkcija
F(z) =2+ C,

kur C' ir patvaliga konstante.

Dotas funkcijas primitivo funkciju atrasana ir viens no integralrekinu
pamatuzdevumiem.

Funkcijas f divas primitivas funkcijas viena no otras var atskirties tikai
ar konstantu saskaitamo (Pieradit patstavigi).
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1.2. definicija. Funkcijas f primitivas funkcijas visparigo veidu
F(z) + C, kur F ir funkcijas f kada primitiva funkcija, bet C ir
patvaliga konstante, sauc par funkcijas f nenoteikto integrali un
apzime ar simbolu [ f(x)dx, t.i.,

/f(a:)d:c = F(z)+ C.

Saja formula
f sauc par zemintegrala funkciju,
f(x)dz - par zemintegrala izteiksmi,
x - par integreSanas mainigo,
C - par integresanas konstanti.
Simbols [ ir integresanas darbibas simbols (lasa: “integralis ef no iks de
iks”).
Piemeram, [ 3z%dx = 2°+ C.

1.3. definicija. Nenoteikta integrala jeb visu primitivo funkciju kopas
atrasanu dotajai funkcijai sauc par §is funkcijas integresanu.

1.2. Pamatintegralu tabula

No elementaro pamatfunkciju atvasinajumu tabulas un nenoteikta in-
tegrala definicijas izriet Sada pamatintegralu tabula.

xa—i—l
1./:U d:z::oH_l—l—C (o # —1);
dx

2. | —=In|z|+C;
T

3./axdx: + C
Ina
/e”dx:e:”—l—C;
4./cosa:dsc:sin:c+0;
5./sinxd:p: —cosz + C
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d
6/ : =tgx + C}

cos2

7/ s— = —ctgr + C;

$H T

8.

= arcsinx + C;

9. = arctgx + C

11. | shaxdr = chax + C;

=thae + C;

I
[
10. /chxd:c =sha + C}
/
2| G

ch2

/ oz = —cthz + C.
S

So formulu pareizibu var parbaudit tiesi - atvasinot formulu labas puses:
rezultata ir jaiegtist atbilstosa zemintegrala funkcija.

1.3. Nenoteikta integrala pamatipasibas

Izmantojot pamatintegralu tabulu, var integret tikai visvienkarsakas
funkcijas.

Piemeram,

2
—2+1

1+C:3€/E+C.

2
T 3dy =

2
3

Nenoteikta integrala 1pasibas dod iespeju aprekinat nenoteiktos integ-
ralus ieverojami plasakai funkciju klasei.

1. 1pasiba. Nenoteikta integraja atvasinajums ir vienads ar zemintegraja

funkciju, ti.,
([ rwar) = s
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» So pasibu pierada, izmantojot nenoteikta integrala definiciju un di-
ferencesanas likumus. Konkreti:

(/f(a:)dx)l = (F(x) +C’), =F(2)+C' = f(z)+0= f(z). -

2. 1pasSiba. Nenoteikta integrala diferencialis ir vienads ar zemintegraja

1ztetksmi, t.i.,
d (/ f(:z:)dx) = f(z)dx.

3. 1pasiba. Nenoteiktais integralis no funkcijas F' atvasinajuma ir vienads
ar $o funkciju (ar precizitati lidz konstantam saskaitamajam C'), t.i.,

/F@M%:ﬂ@+0

4. 1pasiba. Nenoteiktais integralis no funkcijas I diferenciaja ir vienads
ar $o funkciju (ar precizitati lidz konstantam saskaitamajam C'), t.i.,

/dF(:c) = F(x)+C.

1.1. piezime. [] [3] un [4]1pasibu pieradit patstavigi.

5. ipasiba. Konstantu reizinataju k # 0 drikst iznest arpus nenoteikta
integraja zimes, t.i.,

/kf(:z:)da: = k;/f(x)d:z:.

» Apzime funkcijas f primitivo funkciju ar F. Acimredzami, kF' ir
funkcijas kf primitiva funkcija. Saskana ar nenoteikta integrala definiciju

/k:f(:):)das — kF() +C = k <F(x) + %) _ k/f(:):)d:c.

(Ja C - patvaliga konstante, tad % arl ir patvaliga konstante.) <«

6. 1ipasiba. Nenoteiktais integralis no divu funkciju f un g summas ir vie-
nads ar So funkciju nenoteikto integraju summu, t.1.,

[+ gt = [ e+ [ gy
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» Apzime funkciju f un g primitivas funkcijas atbilstosi ar F un G.

Acimredzami, funkcijas (f + ¢g) primitiva funkcija ir funkcija (£ + G).
Saskana ar nenoteikta integrala definiciju

/f deF/ (z)dz = (F(z) + C1) + (G(z) + Co) =
( (z) + G(x )) (01+CQ):(F(x)+G(x))+C:

:/Kﬂm+gw»Ma

kur C, Cy, C ir patvaligas konstantes, pie tam C' = Cy + Cy. <«

No Bl un [6] 1pasibas seko vel viena nenoteikta integrala 1pasiba.

7. 1pasiba. Nenoteiktais integralis no funkciju fi,..., f. linearas kombi-
nacijas 1 vienads So funkciju nenoteikto integraju linearo kombinaci-
Ju, t..,

/wmwnwwmmm»m=h/mww+m+m/nmm

kur vismaz viena no konstantem k1, ..., k, nav nulle.

1.1. piemers. Atrast

/(281ﬂ$—2x+\/5)dx

/(QSinx—2”+\/E)d:c:2/sinxdx—/Qgcd:ch/x%d:C:

3

2(E
40 =
11(12+ % + In2

/( 32 —4>da:.
cos? x
3 d
/ —4 da::3/ ‘ —4/d:p:3tgfv—4x—|—0.
cos? x cos? x

1.3. piemers. Atrast

= —2cosxT —

1.2. piemers. Atrast

[t
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2
x -5 1 1 5
/ Vet dr = / -+ — do =
2z r r 1?Jx

+C =1n|x| + 2z +

+C.

10
3T

1 5
11 T4

1.4. IntegreSanas pamatmetodes

Integrejamu funkciju klasi ieverojami paplasina integresanas pamatme-
todes:

e parciala integresana,

e integresana ar mainiga aizvietoSanu jeb substitiiciju metode.

1.4.1. Parciala integresana

Apskata divas intervala L diferencejamas funkcijas v un v. Atrod $o
funkciju reizinajuma diferenciali:

d(uv) = udv + vdu.
No §is vienadibas iegiist, ka
udv = d(uv) — vdu.

Integre So vienadibu un izmanto nenoteikta integrala 1pasibas:

/udv = /d(uv) — /vdu,
/udv = Uuv — /vdu.

[egiito formulu sauc par parcialas integresanas formulu nenoteikta-
ja integrali. (Integresanas konstanti neraksta, jo var uzskatit, ka ta ietilpst
otraja saskaitamaja).

Funkcija u un diferencialis dv jaizvelas ta, lai iegitais integralis butu
tabulars vai vismaz vienkarsaks par doto. (Ja apzimejumi nav izveleti
pareizi, tad iegust sarezgitaku integrali, neka dotais.)

Atrodod integralus, apzimejumus un paligapréekinus parasti iesledz ver-
tikalas svitras.
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1.4. piemers. Atrast

/ re'dx.

/xexdx:'du:l’,du:dx ‘:xex_/exdx:xex_el‘_i_c.

v=-¢e"dr, v=2¢e"

1.2. piezime. Parcialas integresanas formulu dazreiz nakas pielietot at-
kartoti.

1.5. piemers. Atrast

/(:1:2+x— 1) cosz dz.

u=2>+x—1, du= (2x + 1)dx
dv = cosxdr, v =sinx
u=2r+1, du=2dx
dv =sinzdx, v = —cosx

/(3:2-|-$— 1)cosxdr =

= (*4+2—1)sin :1:—/(2x—|—1) sin xdr =

= (2’ 4+ 2 — 1)sinz — ((29: +1)(—cosz) + /(Cosx)de) —

= (2 + 2 —1)sinz + (2 + 1) cosz — 2sinx + C =
— (2* + 2 —3)sinz + (2z + 1) cosz + C.

1.3. piezime. Atkartoti pielietojot parcialas integresanas formulu, daz-
reiz nonak pie izteiksmes, kas satur doto integrali. No iegtitas viena-
dibas izsaka doto integrali.

/ e’ sin xdzx.

x X
. u=e", du=e"dx
/GISIIll'dSCZ‘ ’

1.6. piemers. Atrast

dv =sinzdx, v = —cosx

u=e", du=e"dr

= —ezcosx+/excos:z:dx = ‘

dv = cosxdr, v =sinx

= —ecosx + (ex sinx — /ex Sinxda:> =

= —e"cosT + e'sinw — /em sin xdzx.
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Seko, ka
: 1 : 1, .
e’ sin xdx = 5 (—e®cosz +e'sinx) + C = §ex(smx —cosz) + C.

Lai parbauditu iegiito rezultatu, atvasina §is vienadibas labo pusi.

(%e‘”(sinx —cosx) + C’) =

1
3 (e")(sinz — cosz) + e”(sinz — cosz)') =

N | —

(e*(sinz — cosx) + e*(cosz + sinz)) =
1
= §efc(sinx —cosx + cosz +sinx) = e”sin .

Integralis atrasts pareizi.

1.4. piezime. Parcialas integresanas formulu lieto, lai atrastu sadus in-
tegralus:

/P(:z:)ekxd:r:, /P(x) arcsin zdz,
/P(:IJ) sin kxdzx, /P($) arccos xrdzx,
/P(CL‘) cos kxdzx, /P(a:) arctg zdz,
/P(x) In zdz, /P(x) arcctg xdz,

kur P(x) ir polinoms, bet k ir reals skaitlis.

Pirmajos trijos piemeros apzime u = P(z), bet pargjos - par u izvelas
funkciju, ar kuru reizinats polinoms.

1.4.2. IntegreSana ar mainiga aizvietoSanu

1.1. teorema. Ja xz = p(t) ir stingri monotona un diferencéjama in-
tervala L, pie tam ¢'(t) # 0 Saja intervala; attelo intervalu L par kaut
kadu intervalu Ly, kura ir defineta funkcija f(x) un ¢(t) ir funkcijas
flp()¢/'(t) primitiva funkcija intervala L, tad F(z) = ¢ (¢~ !(z)) ir
funkcijas f(x) primitiva funkcija intervala L.
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» Ta ka ¢ ir stingri monotona funkcija intervala L, tad tai eksiste
apversta funkcija ¢~ 1(z), kas ir definéta intervala L;. Saskana ar teoremu
par apverstas funkcijas diferencesanu funkcija ¢ !(x) ir diferencéjama, pie

tam
1

(P™ @) = @'(t)

Atrod funkcijas F(z) = ¢ (¢! (z)) atvasinajumu, diferencejot to ka saliktu
funkciju.

Seko, ka F(x) ir funkcijas f(x) primitiva funkcija. <
1.5. piezime.

1. No teoremas seko, ka

[ t@de= [ 1ew) 0

ST vienadiba izsaka mainiga aizvietoSanas nenoteiktaja integrali
butibu. Formulu lieto gan no kreisas puses uz labo pusi, t.i.,
mainigo = aizstajot ar kada cita mainiga ¢ funkciju ¢(t), gan
otradi, t.i., kadu funkciju apzimejot ar jaunu mainigo.

2. Nedrikst aizmirst pec integresanas atgriezties pie iepriekseja in-
tegrésanas mainiga.

1.7. piemers. Atrast
/ dx
22+ a?

/ dx _l/ dx _|Apzimé§:t,a::at _

2+a2 a®) 14 (z)Q dxr = adt
1 adt 1 dt 1 1 x
== 1+t2_a/1+t2—garctgt—kC—aarctga%—C.

1.8. piemers. Atrast

/ T
a2 — 22
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Apzime 7 =1, v = at

x 1 dx
/\/Q2—Qj2_g/ /1_(5)2_ dx:adt

1 adt dt T
= / = arcsint + C = arcsin — + C.

) Vi V-2 a

1.9. piemers. Atrast
/ tg xdx.

Apzime cosz = t,

in zd
/tgxda::/smx - —sinxdr =dt | =

COS & )
sin xdx = —dt

= —In|t|+C = —1In|cosz| + C.

/ctg xdz.

/Ctgxdx:/cosxdx _ ‘ Apzime sinz = t,

sin x cosxdx = dt

1.10. piemers. Atrast

dt
7:111\t\—I—C':hn\sin:c\—I—C’.

1.11. piemers. Atrast

/ v a? — x2dzx.

Apzime x = asint, kur —a <z < a

/ vVa? — x2dx = dx = a costdt =

t=arcsin® kur— 2 <t<Z
a’ 2 2

= / \/a2(1 — sin’t)a cos tdt = a2/6082 tdt =

a? a’ 1
= 5/(1+0082t)dt: - <t+§sin2t> +C =
2 x

a . ) . X . X
= — (arcsin — + sin [ arcsin — ) cos [ arcsin— ) ) + C =
2 a a a

2 2
—a—<aurcsin£+z 1(£>>—|—C—
2 a a a
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a? ( x Lz x
= — (arcsin —
2 a a?

aQ—x2)+C’:
2

= %aresinqug\/a? —x2+C.
a

Apznne r=atgt, dr =

1.12. piemers. Atrast

oy dt
t = arctg ¢ kur—§<t<§

dt 1 1
= / wri cos® tdt = (14 cos2t)dt =

2 _
z +a cos2t’

at CL3 2a 9,3
costt
1 1 1 ax
=523 (t + 2 sin 2t> +C = oy <arctg + 2122 x2> + C,
jo
. 2tgt 2.2 2xa
sin 2t = = —

1+tg2t 1+(§)2 CL2+$2'

1.6. piezime. [ 7HI.I2] piemeéros iegutos integralus turpmak izmanto
ka tabularos. Sos integralus pievieno pamatintegralu tabulai.

dx T
14. = a ct C,
562—|—a2 g ga+

T
= arcsin — + C,

15.
/\/fx? a
16. /tg:z:dx— In|cosz|+ C,

17. /ctga:dx = In|sinzx| + C,
a2

18/\/ :?arcsmer —Va?—22+C,

a

19. / L (aretg 24 2 ) 4o
= arctg — + ——— :
z? + a2 T 243 50 T a2+ a2
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1.5. Racionalu funkciju integresana

Apskata sada veida integralus: [ R(z)dz, kur R ir racionala funkcija.
Katru racionalu funkciju var izteikt ka divu polinomu attiecibu, t.i.,

P
Riz) = &)
Q(z)
Ja dala P@) hay ista, t.1., skaititaja pakape nav zemaka (vienada vai lie-

X
laka) par sgt(lc)éja pakapi, tad sadu dalu var izteikt ka kaut kada polinoma
un 1stas dalas summu.
Apskata 1stu dalu %. Pienem, ka () ir n-tas pakapes polinoms. No
algebras kursa zinams, ka katru n-tas pakapes polinomu () ar realiem ko-

eficientiem var izteikt sadi:
Q(z) = ag(x — an)™ -+ (x — )™ (2% + prz + @)™ - - - (2° + psx + ¢5)™,

kur

a1, ..., q, ir §1 polinoma realas saknes,

P1,---,Ps, G1, - - -, (s - Teali skaitli,

mi, ..., My, N,...,Ns - naturali skaitli (atbilstoso saknu kartas),
pie tam mq + - -+ +m, 4+ 2ny + - - - + 2n, = n un kvadrattrinomiem
2> +pix+qi, ..., 22+ psx + g, nav realu saknu.

Istu dalu var izteikt sadi:

P(x A A Ay
<): 11 12 2+...+#+...+
Qlr) xz—ao1 (v—aq) (x — )™
A A A
T o e
r—oa, (r—o) (x — a,)mr
Mz + Ny Miax + Nig T M, x + Nip, -
?+pr+q (24 pr+q)? (22 + prz + q1)™
Mslx + Nsl Ms2x + N52 et Msnsx + Nsns
r? + DsT + (s (5’72 + PsT + QS)2 (372 + DsT + QS)nsj
kur

Ay oo Ay - Ary o A

My, ..., My, ..., Mg,

Nit, ooy Nipyy ooy Nty ooy N,
ir reali skaitli, kurus atrod ar nenoteikto koeficientu metodi. Parasti
koeficientus apzime ar burtiem A, B, C' utt.
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Piemeram,

?+z+1 4z+1 A Bx+C

B -224+r—-1 (z—-1)(22+1) -1 22+1
_A(@*+ 1)+ (B +C)(z—1)
B (z — 1) (22 +1) ‘

Seko, ka

v’ r+1=A@*+1)+ (Br+C)(z—1).
Pielidzina polinomu koeficientus pie x vienadam pakapem un iegiist

sadu vienadojumu sistemu:
A+ B =1,

S1s sistémas atrisinajums ir

Tadejadi

?+r+l
-2tz —-1 o
Vienadojumu sistemu var arT iegiit, ja vienadiba

P4 r+1=A@*+1)+ (Br+C)(z—1)

3 1 1
2 | Tatts
-1 z2+1

x vieta liek 3 patvaligas vertibas, piemeram, x =1, xr =0, z = —1
Apskata vel vienu dalu.

20+ 7 B
w3+ 222 -3z w(zx—1)(z+3)

A B _C

20+ 7 A
+ + )
r xz—1 x+3

Seko, ka
204+ 7=A(x —1)(x +3)+ Bx(x 4+ 3) + Cz(z — 1).

Argumenta vieta ievieto vertibas © = 0, x = 1, x = —3 un iegust, ka
1

7 _9 _
A:_E’B_Z’C_ﬁ
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Tadejadi
20 + 7 B —% % %
w3 +222—3x +sc—1+:r:+3'
Izteiksmes
A A Mx+ N Mx+ N

r—a (r—a)" 22+pr+q (224 pr+q)"

kur kvadrattrinomam z+px-+q nav realu saknu, sauc par elemetardalam.
Jebkura intervala, kas nesatur o,

A
/ de =Aln|z — o]+ C,

r—

A _ —n+1
/—dx:A/(x—a)”dx:A(x @) +C =
(x — )" —n+1
A
"0 me—api ¢
Mz + N M/ (20 + p)dz
x2+px+q m2+px+q

2 2\
B+ (e %)
M 2N — Mp 20 +p
= —In(2® + pz + q) + ———= arctg ————
2 Vg —p? Vg —p?
1.7. piezime. Risinot uzdevumus, So formulu nelieto, bet izmanto pa-
nemienu, ar kuru ta tiek iegiita.

/ T — 2
——dx
2+rx+1

r— 2 1 [(2z+1)-5 1 [ (2z+ 1)dx
————dr = - der == | ——— —
> +x+1 2) 22+2+1 2) 224+2+1
5/ d(z+1 1., 5 01 T+ 3
-5 =—In(z*+2+1) — = — arctg 24+(C =
2 ($+%)2+§1 2 2 V3 V3

2 2

1 5 2+ 1
— “In(a2®?+2+1) — —— arct
2 ( ) & V3

+2N—Mp/ d(z+1)
2 (x-l—

+C.

1.13. piemers. Atrast

+C.
V3
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Integrala [ %daz atrasana ir diezgan sarezgita. Virpirms apskata

integrali f(zgjf#)n (aeR,neN, n>1).

/ dz _i/(22+a2)—22dz_l/ dz B
(2+ a2 a2 (22 + a2)n a2 | (224 a2)n!
1 2zdz
242 /Z(z2 +a?)n
2zdz

Integrala [ 2 et atrasanai pielieto parcialas integresanas formulu.

/ 2zdz ‘ u=z, du=dz
(2% 4 a?)" dv = a2 VT )1 (i-n)

B z B 1 / dz
(1 =n)(24+a)! 1-n) (22+a)n 1

Tatad

/ dz B i/ dz B
(22 + a2)n o a2 (ZQ + aa)n—l

B z N 2n —3 / dz
C2(n—1)a2(z2 + a2t 2(n—1a? ) (224 a2)"

Tika iegtita formula, kuru sauc par rekurences formulu. S1formula in-

_ dz . 1 _ . _ dz . 1
tegrala [ Era?y izskaitlosanu reduce uz integrala [ ey T izskait]loSanu.

Piemeéram, pie n = 2 iegtst formulu:

dz B z 1 dz
/ (224 a2)?  2a2(22 + a?) i 2a? / 22 +a?
z 1 1 z

- 20%(22 + a?) o Eamtg& o=

z n 1 ; z L
= arctg — :
20%(22 + a?)  2a? &

1.8. piezime. Integrala [ (z%i% izskaitlosanai savukart var atkal pie-

lietot rekurences formulu utt., kamer nonak pie tabulara integrala.
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Visbeidzot
/ Mx+ N M/ 20 +p
~dx+
(x2+px+q (2 4+ px 4+ q)"
+zN—Mp/ d(z+2) B
2 2\ \"
2 (@’ (a-1))

B M N 2N — Mp/ dz
21 —n) (22 4 pr 4+ q)" ! 2 (22 4 a2)"’

2
kur z =z +5una=/qg—5.

Integrali [ d—) var atrast, izmantojot rekurences formulu.

@

1.14. piemers. Atrast

/ z+4 p
x.
xt — 203 + 222 — 220 4+ 1

Tr+4 r+4

d — =

2531212 2z 41 (x — 1)2(x2+ 1)
A N B +CI—|—D
(=12 x—1 2241

t+4=A@*+1)+ Bz — 1) (2> +1) + (Cz + D)(xz — 1)%.

levieto x = 1, iegust A = g Parejos koeficientus atrod, pielidzinot

koeficientus pie vienadam x pakapem. legust, ka B= -2, C =2, D = —%.

x+4 B
vt =203 222 22 +1 (v

n —2 +23;‘—%
1?2 -1 2241

| N Ot

un

/ x+4 da:—5/ dx 2/ dx+
gt =223+ 202 22 +1 °  2) (z—1)2 r—1

21 1 dx -5
de — = = — 21 —1
+/x2—|—1$ 2/x2—|—1 o Al

1
+In(z* +1) — 5 arctgx + C.
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1.15. piemers. Atrast

dx
22— a2

1 1 A B

22 —a?  (z—a)(r+a) _:U—a+x—|—a'
l=A(x+a)+ B(x —a).

Argumenta vieta ievieto x = a un x = —a. legust, ka A = % un
1
B=—5.
Tadsjadi
1 1 _1
_ 2a, 2a
2 2 +
e —a r—a xT+a
un
dx 1 1 1 r—a
——=—Inlr—al——Injlz4+a|+C=—1In C.
/a:2 a?  2a | | 2a [z +al+ 2a x+aJr

ArT So integrali pievieno pamatintegralu tabulai.

dx 1
20, | ———=—1
/.%‘2—&2 2

r—a
T+ a

+C.

1.16. piemers. Atrast

dx.

/2:(:3 — 1322 + 292 — 20
2 — 6+ 11

Dala nav 1sta, tapec vispirms skaititaja polinomu dalot ar sauceja

polinomu, atdala veselo dalu.

2x3 —13x% +29x —20 2 —6x +11

20° —122° 422z 2z —1
—z* 47z —20

—2?2 46 —11
r -9
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Tadejadi
23 — 1322 + 292 — 20 r—9
=2r—1+
2 —6x 4+ 11 2 —6x+ 11
un
203 — 1322 + 292 — 20 —9)d
/x v dx=/(2:c—1)da:+/ (z = 9)da =
2 —6x+ 11 2 —6x+ 11
1 2¢ — 6 dx
2
v x+2/x2—6:{:+11 v /(x—3)2+2

r—3

+C.
V2

1 6
:x2—x—|—§ln(x2—6x—|—11)——arctg

V2

1.6. Iracionalu funkciju integreSana

Apskata tadas iracionalas funkcijas, kuras ar mainiga aizvietoSanu var
reducet uz racionalam funkcijam.

e Integralis [ R ($, Y %) dx.

: L . a b : _
R ir racionala argumentu = un {/ %+t funkcija, # 0, n ir naturals
cx+d c d ?
skaitlis.
— — nlax+b _
Apzime (/&2 =t

Ljaxr +b +b _ n . b—dt”
/R x, dr=|crd = 2= Gig | =
cr +d

dr — n(ad—bc)t" 1 dt

(ct"—a)?

_ n _ n—1
:/R b—dt L n(ad — be)t dt:/Rl(t)dt,
ct" —a (ct™ — a)?

kur R; ir argumenta ¢ racionala funkcija.

1.17. piemers. Atrast

/ (2+ ajf/m

d Apzime 1+ 2 =1 9%t
/ =|14+a=¢t v=t>—1, :/ . =
2+z)V1+x dr — 2t dt (2+t2—1)t

dt
:2/1+t2 = 2arctgt + C = 2arctgv1+x + C.
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1.18. piemers. Atrast

dx
/ CTES VN g
Zemintegrala funkcija ir racionala attieciba pret argumentu /2 + 1,
tapec to apzime ar jaunu mainigo t.
dx B dx
/W—M_/(W)4—(W)3

— _ 46 _ 51 | — —

dx = 3t°dt t=1
(t*—1)+1 / dt
—_= _— —= 1 _—
3/ P dt =3 [ (t+1)dt +3 P
3
:§(t—|—1)2+31n|t—1|+C’:

3 2
:§<\6/2:1:+1—|—1) —|—31n’\6/2:1:—|—1—1’—|—0.

e Integralis [ R (:13, Vaa? + bz + ¢) du.

A1 Soreiz R ir racionala savu argumentu funkcija. So integrali, iz-
darot mainiga aizvietoSanu, var reducet uz integrali no racionalas funkci-
jas. Tam nolukam lieto vienu no ta saucamajam Eilera substituicijam.
Substitiicijas izvele atkariga no skaitliem a, b, c.

Eilera pirma substitiicija.

Ja a > 0, tad apzime vaz? +bx +c =1 — \/ax.

Apzime vaz? +bxr +c =1t — Jax
az? + bx + ¢ = t* — 2tw/a + ax®

t’—¢

= 2\/at+b’
_ 2(Vat?+bt+cy/a)
/R <x7 \/CL.CC2 + bx + C> dr = dﬂj — (2Vat+b)2 dt. —

Izsaka Vax? + bx + ¢ =
_ t2—c __
=1- \/52\/&119 -

_ Yat’+bt+ey/a
N

B ?—c  at® +bt+cy/a) 2(Vat + bt +ev/a)
_/R<2\/5t+b’ 2\/at + b ) (2¢/at + b)? dt_/Rl(t)dt’
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kur R; ir argumenta ¢ racionala funkcija.

Eilera otra substitiicija.

Ja ¢ > 0, tad apzime vaz? + bx + ¢ = xt — \/c.

Ar1 Soreiz integralis tiek reducets uz integrali no racionalas funkcijas
(IzdarTt to patstavigi).

Eilera tresa substituicija.

Ja kvadrattrinomam az? + bz + c ir realas un dazadas saknes a un 3,
tad apzime vax? + bz +c = t(z — «). legist, ka a(x — 3) = t*(z — «).
2
Tatad z = =2 utt.

a—t?

1.9. piezime. Integralu [ R (x, Vax? + bx + c) dx izskaitloSanai teore-
tiski pietiek ar Eilera pirmo un Eilera treso substituciju (Pamatot to).

1.19. piemers. Atrast
/ dx
N

Lieto Eilera pirmo substituciju.

Apzimé Va2 +a=1t—x

/d—x: 2?4+ a =2 — 2t + 22, :E:tz—’ta —
va?+a do = 2t gy — Chagy

2 _ 4 t’—a _ t’+a
vrcta=1 5 = o

Cta gy dt
:/i@T: 7:lnltlJrC:m’er\/x“ra’JrC-

2t

So integrali pievieno pamatintegralu tabulai.

dv SR

1.20. piemers. Atrast

/ xdx
(V6xr — 8 — x2)3'
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Soreiz lieto Eilera treso substitiiciju. Kvadrattrinoma 6z — 8 — 22

saknes ir 2 un 4.

Apzime 6z — 8 — 22 = t(x — 2).
y —(z —2)(z —4) = t*(z — 2)?,
xdz
= - 2(t2+2) - —4 =
/ (V6z — 8 — 22)3 T =g, do = (t2+f) dt.
Vor =8 —a? =t (%2 - 2) = 2

- 241 (t2+1) t2—|—2 -
—/ (%)3 ——/ at=2 | = = t++C

t2+1

kur

xr—2

L 6r —8—a? _ V—(z—2)(x—4) _\/4—x

e Integralis [ 2™ (a + ba")Pdx.

Izteiksmi 2™ (a+bx")Pdx, kur a un b ir reali skaitli, bet m, n, p ir racionali
skaitli, sauc par binomialo diferenciali.

Krievu matematikis CebiSevs pieradija, ka integrali [ 2™(a + ba")Pdx
var izteikt ar elementaram funkcijam tikai trijos gadijumos.

1. gadijums. Ja p ir vesels skaitlis, tad apzime x = t°, kur s ir dalu m
un n kopsaucejs.

r =1t

m n\p _ ) — ms NS\P o45—1 —
/x (a-l—bx)dz—'dxzsts_ldt‘ /t (@ + bt"*)Pst™ dt

_ / R(t)dt,

kur R ir racionala funkcija (ms un ns ir veseli skaitli).

m+1

2. gadijums. Ja ir vesels skaitlis, tad apzime a 4 bz" = t%, kur s ir
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dalas p saucejs.

a+bx" =t°, bna" tdx = st*dt
/xm(a + ba")Pdx = 2" e = S0, =

m+1

kur R ir racionala funkcija (== — 1 un sp ir veseli skaitli).

3. gadijums. Ja m“ + p ir vesels skaitlis, tad apzime ax™" + b = t*, kur

s ir dalas p saucejs (pamatot patstavigi).

1.10. piezime. Katra no Siem gadijumiem pec atbilstosas racionalas
funkcijas integresanas jaatgriezas pie iepriekseja mainiga x.

1.21. piemers. Atrast

/ 3 (14 2%) da.

m:3,n:2,a:b:1,p:§

41 _ 341 : .
3 N2 | " =% =2ir vesels skaitlis. | _
/x(1+x)dx_ Apzime 1 + 22 = 3, 2zdx = 3t3dt,

xdr = %tht, 22 =1 — 1.

23 3 3 /8
= ﬁ—lﬁ&%ﬁ:—/ﬂ—#ﬁ R C =
[ = n@)i5ea =3 [ -t =3 55)
136 (14 22)8 \/1+x2 + C.

1.22. piemers. Atrast

/(923 1 1)2
/ (x+)d:p.

Z’6
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3 23 12
/\/(xG—i— )d;c:
X
2 a=1b=2.

m=—6,n=3, p=3
—1 1ir vesels skaitlis.

701+ 22%)5d =

+1 _ —6+1 2 _
S tp=—5ot3=
+2 =11, —3x~4dx = 3t3dt, x~*dx = —t3dt

Apzime 273
= /x_G(xS)g(x_?’ +2)3dx = /(56_3 +2)3z de =
’ t° 1
= /(t3)3(—t2)dt = —/t4dt =+ 0=—V@?+2P+ 0=

1.7. Trigonometrisko funkciju integresana

Apskata integralus [ R(sinz,cosz)dz, kur R ir racionala savu argu-

mentu funkcija.

e Universala trigonometriska substitiicija

Integralus [ R(sinz,cosz)dx ar substitiiciju

T
tgizt (—m <z <m)

var reducet uz integraliem no mainiga ¢ racionalam funkcijam

x
sinx =

2511150055 .

t (— 7T<£L"<7T)
2sin £ 0055:

2tg 5 2t

/ R(sinz, cos x)dx

kur R; ir racionala funkcija.

COs

2z
2

- cos? %—i—sin2
cosT = cos? L — i

—sin

T 1+tg?E
.n2

z
2

L
2

142

cos? %—I—sm

xr = 2arctgt,

/2

2
2 x
5 —
z 142
_2dt
dr = 1+£2°

— T2

2dt

- / Ri(t)dt,

2t 11—t
14+¢2" 14+ ¢2

142
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/ dx
sinx

1.23. piemers. Atrast

p tgg =1 (—m < x <), 0t "
X . 2t )
/ - — SINxr = T+427 — / 1—5; —_ — =
sin & gy — 2t e t
T 142

:1n|t|+C:1n’tg§’+C.

1.24. piemers. Atrast

/ dx B
cosT

/ dx
CcoS T

tgg =t (—m<t<m)

dt
:2 p—
/1—t2

cosz = 155, da = 2
1+t 1+tgs
n 1—t'+ n‘l—tg% +

Sos divus integralus pievieno pamatintegralu tabulai.

d
22./ @ :ln‘tgg‘JrC,

sin
d 1+tg=

23./ T 82 ¢
cos T 1 —tg3

1.11. piezime. Universala trigonometriska substitiicija biezi integralus
[ R(sinz, cosz)dx reduce uz samera sarezgitu racionalu funkciju in-
tegresanu. Tapec apskata citus panemienus sadu integralu izskaitlo-
Sanail.

e Apskata gadijumus, kad R(sinz,coszx) ir nepara funkcija attieciba
pret sinx vai cosz, t.i.,
R(—sinx,cosx) = —R(sinz, cos )
val
R(sinx, — cosx) = —R(sinz, cos ),

vai kad §1 funkcija ir para funkcija attieciba pret sinz un cosz, t.i.,

R(—sinx, —cosx) = R(sinx, cosx).
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Sados gadijumos lieto substitiiciju atbilstosi
. . T T
cosr=t, sinx=t, vai tgx=t (—5 <t < 5)
Piemeéram, ja R(—sinx,cosz) = —R(sinx, cos ), tad

/R(sin x,cosx)dr = /Rl(sin2 x,cosx)sinxdr =

cosx =t,
= /R1(1 — cos’x,cosx)sinwdr = | —sinxdr = dt | =
sin xdxr = —dt.

= /R1(1 — 3, t)dt = /RQ(t)dt,
kur Ry, Ry ir racionalas savu argumentu funkcijas. (Parejos gadijumus
apskatit patstavigi).

1.12. piezime. Funkciju R(sinx,cosx) var izteikt ka sadu triju veidu
funkciju summu, t.i.,

R(sinz,cosx) — R(sinx, — cos x)

R(sinx,cosx) =

R(sinz, — cosx) —ZR(— sinx, — cos x)

2
R(—sinz, —cosx) + R(sinx, cos x)
2
1.25. piemers. Atrast
/ cos® x sin® zdz.
Soreiz
R(sinx, cos ) = cos® xsin’® x
un

R(—sinz,cosx) = —R(sinz cos x).

cosr =t, —sinxdxr = dt,
/ cos? zsin® xdr = sin xrdx = —dt, =
sinx =1—cos’z =1—1¢2

= /COSQQZSinQ:USiIl:Ud:C = — /t2(1 —tH)dt = — /(t2 —thdt =

1o 13 cos® cos®

3—54—0: 5 — 3 + C.
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1.26. piemers. Atrast

sin® x
1 dx.
cos* x

Soreiz )
, sin” x
R(sinz,cosz) = —;
cost x
un
R(—sinz, —cosx) = R(sinz, cos ).
tgxr =1t, (—§<x<721)
sin’ x du sin?x dx
4 dx = cos?z dt, - 2. 2.
cost , cos?r  cos?x
sinx __ 4.2, __ 42
cos?x tgir =1

3 tgdx
= [Pdt=—+C=224C.
/ 3 + 3 +

1.13. piezime. Integrejot trigonometriskas funkcijas, izmanto dazadas
trigonometriskas formulas. Piemeéram, reizinajumu parveido trigono-
metrisko funkciju summa, pazemina pakapi, utt.

1.27. piemers. Atrast

/ sin 3z cos bxdx.
/sin 3x cos drdr = | sSin 3x €os dx = %(sin 8x — sin 2x) ’ =
1 1 8 2
= 5/(sin8x — sin 2x)dx = 5 (—COSS ® 4 0032 :(:> +C =
_ ! 2 L 8x + C
= c0s2z 160039& :
1.28. piemers. Atrast
/ sin’ x cos? zdz.
Ta ka sinx cosz = 1 sin 2z, tad sin? z cos? x = + sin® 2x.

2 4

1
sin? 20 = 5(1 — cosdx)| =

1
/sin2 x cos® xdr = 1 / sin’ 2zdx =

1 1 in 4 1 1
:g/(l—cosllx)da::g(x—sm x) +C =—-x— —sindz 4+ C.

8 32
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Jautajumi

1.

© ® N o s W

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

Formulét integralrekinu pamatuzdevumu. Vai §is uzdevums ir atrisi-
nams viennozimigi?

Definet funkcijas f primitivo funkciju.

Definet funkcijas f nenoteikto integrali.

Definet funkcijas integresanas darbibu.

Uzrakstit pamatintegralu tabulu.

Formulet nenoteikta integrala pamatipasibas.

Nosaukt integresanas pamatmetodes nenoteiktaja integralr.
Uzrakstit parcialas integresanas formulu.

Nosaukt funkcijas, kuras integre parciali.

Uzrakstit integresanas ar mainiga aizvietosanu formulu.
Definet elementardalas.

Bt T = P(x)
Definet 1stu un neistu dalu o0

Uzrakstit 1stas dalas sadalijumu elementardalu summa.

Paskaidrot, ka praktiski veic istas dalas sadalijumu elementardalu
summa.

Paskaidrot, ka integre neistu dalu.
Paskaidrot, ka integre katru no elementardalam.

Paskaidrot, ka integrala [
formulu.

% izskaitlosana izmanto rekurences

Kada ir iracionalu funkciju integresanas butiba?
Paskaidrot, ka integre funkciju R <x, & Z;‘ig)

Paskaidrot, ka integre funkciju R (m, Vax? + bx + c) atkariba no kvad-
rattrinoma koeficientiem.

Paskaidrot, ka integré binomialo diferenciali ™ (a + bx")Pdzx.
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22.

23.

Paskaidrot, ka ar universalo trigonometrisko substitiiciju integre fun-
kciju R(sinx, cos z).

Kadi ir citi panemieni funkciju R(sin z, cos z) integrésana.

Vingrinajumi

1.
2.

10.

11.

Nosaukt kadu funkciju un tas primitivo funkciju.
Kadai konkretai funkcijai nosaukt 2 dazadas primitivas funkcijas.

Pieradit, ka funkcijas f divas primitivas funkcijas viena no otras var
atskirties tikai ar konstantu saskaitamo.

Funkcijai f(z) = sinz atrast tadu primitivo funkciju, kurai punkta

T = % vertiba ir 10.

Funkcijai f(z) = e* divas primitivas funkcijas punkta x = 1 atskiras
par 2. Par cik atskiras §1s primitivas funkcijas punkta x = 1007

Kadai no funkcijas f(z) = ﬁ primitivajam funkcijam grafiks iet
caur punktu (1;27)?

Vai katrai funkcijai eksisté primitiva funkcija?@

Pamatot pamatintegralu tabulu.

Pieradit nenoteikta integrala 2], B un (4] ipasibu.

Ir jaatrod integralis [ V4 — x2dx. Vai drikst lietot §adas substitiicijas:

(a) x =sint, —§ <t< 3
(

Kadas elementardalas var sadalit dalas

41
(a) (x+1)%(x?4x+1)2?

(b) (x+1)(x2x—2x—|—1)2’

! Apskatit funkciju f(z) = {

1, ja x>0,
-2, ja x<0.
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(©) warteg?

12. Pamatot funkcijas R(x, vax? + bx + ¢) integrésanu ar Eilera otro un
Eilera treso substituciju.

13. Pamatot to, ka funkcijas R(x, Vax? + bx + c) integresanai pietiek ar
Eilera pirmo un Eilera treso substittciju.

14. Pamatot binomiala diferenciala ™ (a + bx")Pdx integresanu gadijuma,
kad mTH + p - vesels skaitlis.

15. Pamatot funkciju R(sint,cost) integresanu ar substitucijam
sinz =t, tgx =1t.
Uzdevumi

Atrast nenoteiktos integralus:

1
1. /:1:\;—5 dx; : /(x4—i— a2’ dx;

3. /(3 — 23)3dux; 4. /(Zm + 3%)2du;

dx
5. /(2x—3)10daj; 6. /—;
V2 — bx

[\)

- / dx ' g / dx '
' sin? (23: + %) 7 ' 2 + 322’
9 / _dr 10. / _de
V3x2 —2 1+ coszx
2d
11. /u; 12. /th:z:da:;
1 — a2
2r + 3 gz+l _ gzl
13. dx: 14. —dx;
/Bx 2% / T
xdx dx
15. _— 16. :
/\/1—:{:27 /xlnx’
xrdx R
In? 2z . 5
19. dux; 20. sin® x cos xdx;
T
t
21. /arc gfdx; 22. /x3(1 — 522)10dx;
1+=x
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5
23, / Lo
V1 — 22
/ dx
25. ;
VvV1+er
27. /arctg xdz;
29. /ln xdx;
20+ 3
31. dx;
/ (x —2)(z +5) v
2
x
33. d
/<x2—3x+2) :1:,
35. / d :
(22 —4x + 4)(x% — 4x 4+ 5)
37. / o
(14 2/ + Jx)
39 r?dx .
' Vii+tz+1
3
n x’dx ;
V1+2x — 2?2
d

43.

/ x .
V=222 + 51 — 2
45 /—Md%

N

VI— 7
47. - d
/ Jr

49, / dzx ;
2sinx —cosx + 5

sin xdx

51.
sin® x + cos3

e
53. / sin® wda;
/ .

SlIl a:
55. T
COS

24. / cos®  sin zdz;

26. / V16 — 22dx;

28. / e dx;

30. / n(Inx)dz;
x>+ 1
2. dx;
s /x3—5x2+6aj
r*+5r+4
34.
/x4+5x2+4
36.
/x‘*—l’
1— —1
38. Vet vz dx;
Vr+1l+vr—1

dx
40. ;
/(w+1)\/x2+x—|—1

42. / da X
14+ V1 —2x — 22

T
u [ PRk

16 / dr
' V1+ 2zt
48. /xQ\/ x? + ldz;
dx
50. _—
1+2cosx’
52 cos® xdx;

sin? x cos? zdz;

tg® xdx;

AN
—— — —
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57.

59. / sin bz cos xdx.

sin? 2z cos 2zdz:;

58. / cos 2x cos 3xdx;
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2. nodala

NOTEIKTAIS INTEGRALIS

2.1. Noteikta integrala jedziens

Apskata intervala [a, b] definetu funkciju f. Sasmalcina So intervalu ar
starppunktu palidzibu:

a=x)0 <1< < Tp1 <Tp<---<x,=0>0.

Apzime ar \ = mkax Axy, kur Az = x; — 211 un nosauc par sasmalci-
1<k<n

najuma soli.

Katra no intervaliem [zj_1, xy] izvélas pa patvaligam punktam ¢
(k = 1,2,...,n); izskaitlo funkcijas vertibu katra no punktiem & un
sastada sadu summu:

o = f(&)Az1+ f(&)Azy + - -+ + (&) Azy = Z f(&r) Ay

Sadu summu o sauc par funkcijas f integralsummu intervala [a, b],
kas atbilst konkretam intervala sasmalcinajumam un konkretai
starppunktu ¢ izvelei (turpmak: integralsumma).

2.1. definicija. Skaitli J sauc par integralsummas o robezu, kad
sasmalcinajuma solis A — 0, ja jebkuram ¢ > 0 eksiste tads o > 0,
ka visiem sasmalcinajumiem ar soli A < ¢ izpildas nevienadiba

o —7J| <e.

2.2. definicija. Ja integralsummai o eksiste galiga robeza J, kad
A — 0, tad funkciju f sauc par integréjamu intervala [a, b].
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Robezu J = }\in(l) = o0 sauc par funkcijas f noteikto integrali inter-
b
vala [a, b] un apzime ar simbolu [ f(z)dx.
a
Tadejadi noteikta integrala definesanas formula ir:

b n
/ f(x)dz = ;;né;f@kmxk.

Saja formula
x sauc par integrésanas mainigo,
f - par zemintegrala funkciju,
f(z)dx - par zemintegrala izteiksmi,
a - par integreSanas apakse€jo robezu,
b - par integresanas augsejo robezu,
la, b] - par integreSanas intervalu.

2.1. piezime. No noteikta integrala definicijas izriet, ka noteiktais in-
tegralis nav atkarigs no integresanas mainiga, t.i.,

/bf(x)da:/bf(t)dtm/bf(u)du.

Apskata intervala [a,b] konstantu funkciju f(z) = C. Sadai funkcijai
f(&x) = C neatkarigi no starppunktu & izveles. Integralsumma

o= ZCAa:k = C’ZAxk = C(b—a) = const.
k=1 k=1

Acimredzami, eksiste galiga robeza J = ;ir% o=C(b—a). Seko, ka f ir
integréjama funkcija intervala [a, b] un

b

/Cd:z: =C(b—a).

2.2. piezime. Acimredzami, katra intervala [a,b] integréjama funkcija
ir ierobezota Saja intervala, jo pienemot pretejo, t.i., ka funkcija nav
ierobezota intervala [a, b], ta bus neierobezota vismaz viena no interva-
liem [xy_1,zx]. Starppunktu & vares izveléties ta, lai integralsumma
o butu pec patikas liela. Seko, ka galiga robeza no ¢ nevar eksistet.
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Tadejadi funkcijas ierobezotiba intervala [a,b] ir tas integréjamibas
Saja intervala nepiecieSamais nosacijums.
2.3. piezime. Ne katra intervala [a, b] ierobeZota funkcija ir integréjama
Saja intervala. Citiem vardiem, funkcijas ierobezotiba ir tas integre-
jamibas tikai nepiecieSsamais (nav pietiekamais) nosacijums.

Piemeram, Dirihle funkcija
0, ja x —intervala [a,b] iracionals skaitlis,
, ja x —intervala [a, b] racionals skaitlis,

ir ierobezota funkcija. Ja par starppunktiem & izvelas racionalus skaitlus,
tad integralsumma

o= f&)Ar =) 1-Axp=b—a#0.
k=1 k=1

Ja par starppunktiem &, izvelas iracionalus skaitlus, tad o = 0. Acim-
redzami, robeza no o, kad A — 0, neeksiste un Dirihle funkcija nav in-
tegrejama funkcija.

2.1. teorema. [Noteikta integrala vienigums].

Ja funkcijai f intervala |a,b] eksisté noteiktais integralis, tad vieniga

veida.

» Pienem pretéjo, t.i., ka funkcijas f integralsummai intervala [a, b)

eksiste divas dazadas galigas robezas J; # Jy. Izvelas
1 — Ty
= >
3

Ta ka J; ir integralsummas robeza, tad sadam e eksiste 0, > 0, ka
visiem A\ < ¢ izpildas nevienadiba

0.

‘0’1 — /31’ < €.
Analogi - prieks Jo: eksiste d > 0, ka visiem \ < 9 izpildas nevienadiba
‘0’2 — 32’ < €.

Apzimeé ar 6y = min{dy, Jo} un sasmalcinajumam ar soli A < Jy atbil-
stoSo integralsummu apzime ar oy. Intervala [a, b] sasmalcinajumam ar soli
A < dg izpildas vienlaicigi nevienadibas

log—T1| <e un |og— Tyl <e.
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Apskata
"31—’32| = ‘(jl—O'())—i—(O'()—jg)‘ < ‘31—0'0|+|00—32‘ <e+e=
2/, — Tl
© 3

Tatad

Seko, ka 1 < % Pretruna. «

2.2. Darbu summas un to 1pasSibas

Apskata intervala [a; b] ierobezotu funkciju f. Sasmalcina So intervalu
ar soli A. Ta ka funkcija ir ierobezota intervala [a; b], tad ta bus ierobezota
katra no intervaliem [zj_1;xy].

Eksiste galigi my = inf f(z) un My = sup f(z) (k=1,2,...,n).

[2h—1;24] [Tr—1;7]

Izveido sadas summas:
n
s = miAxy +molAzs + - - + my Az, = g mipAxy
k=1

un

S = MiAxy + MyAxy + -+ - + M, Ax,, = Z M. Axy,.
k=1
2.3. definicija. Par apaksgjo (vai augséjo) Darbii summu sauc
s = kaAxk (vai S = Z M Axy).
k=1 k=1

2.4. piezime. Atskiriba no integralsummas, kas atkariga gan no inter-
vala [a; b] sasmalcinajuma, gan no starppunktu izveles, Darbt summas
ir atkarigas tikai no intervala sasmalcinajuma.

1. Tpasiba. Intervala [a;b] jebkuram sasmalcinajumam izpildas nevienadi-
ba s <o <S6S.

(Pieradit patstavigi).

!G. Darbii (1842-1917) - fran¢u matematikis.
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2. 1pasiba. Intervala [a;b] jebkuram fiksetam sasmalcinajumam un jebku-
ram € > 0 starppunktus & var izvéléties ta, lai izpildas nevienadiba

S —o <e (analogi o — s < ¢).
» Ta ka M, = sup f(z), tad saskana ar funkcijas augseja slieksna

[Tk—1;7k]
definiciju eksiste tads & € [zr_1; Tx], ka izpildas nevienadiba

F(&) > Mi— = jeb M= f(g) < 7—

Nevienadibas abas puses reizina ar Axy:

MkAZUk — f(ﬁ'k)Axk < ﬁAazk (k = 17 2,... ,n).

Sasumme visas Sadas nevienadibas un iegust, ka
S—o<e.
Analogi var paradit, ka starppunktus var izveleties ta, lai izpildas ne-
vienadiba
o—s<e <
3. 1pasiba. Ja intervala [a;b] sasmalcinajumam pievieno jaunus dalijuma

punktus, tad augseja Darbu summa nevar palielinaties, bet apakseja
Darbu summa nevar samazinaties.

» Intervala [a;b] sasmalcinajumam
a=x0< 11 < <Tp1<x,=0>
pievieno vienu daltjjuma punktu 2’ € (xy_1;x)) (k - fiksets).
Apzime ar

My= sup f(z), M= sup f(x), M= sup f(z),
[T—152] [T—1;7] [";2k]
Az = — a1 Ax), =2 —xpq, Ax)=x,— 2"
Acimredzami, Axy, = Az + Az, M < M, M < M.
Apskata sakotneja sasmalcinajuma un ieguta sasmalcinajuma augsejo
Darbtu summu starpibu
S — Sl = MkAICk — (M/;ASL’;{; + M,;’Aa:g) =
— My (A7, + Az") — MLAZ, — MI'Ax!! —

Tatad S > 5.
Analogi pierada, ka s < s’. <
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4. 1pasiba. Intervala [a;b] jebkuriem diviem sasmalcinajumiem viena sa-
smalcinajuma apakseja Darbu summa neparsniedz otra sasmalcinaju-
ma augsejo Darbu summu, t.i.,

s < S" (analogi s" < S').
(Pieradit patstavigi).

5. Ipasiba. Apaksejo Darbu summu kopai {s} eksisté galigs augsejais sliek-
snis J = sup{s}, bet augsejo Darbu summu kopai {S} eksiste galigs
apakséjais slieksnis J = inf{S}.

(Pieradit patstavigi).

6. 1pasiba. Intervala [a;b] jebkuram sasmalcinajumam izpildas nevienadi-

ba
s<I<T<S.
» Ta ka J = sup{s}, tad
s<3J (2.1)
Analogi B
3<8 (2.2)

Atliek pieradit, ka J < 7.
J-3J

Pienem pretejo, t.i., ka J > J. Izvelas ¢ = == > 0. Ta ka J = sup{s},
tad eksiste tada Darbu apakseja summa s', ka s’ > J — 5. Analogi eksiste
tada S, ka S" < T+ 5.

Apskata

/ " ~ € ~, ¢ ~ =
s —=95"> (4—5) — (J+§) =0-7)—ec=2e—e=¢>0.

Tatad s — S” > 0. ST nevienadiba ir pretruna ar Darbi summu
4] 1pasibu. Tadejadi
(21) un (2.2)) iegust,

J < 3. Apvienojot 8o nevienadibu ar nevienadibam
ka s <

J<3<S. <

2.3. Funkciju integrejamibas nepieciesamais un pie-
tiekamais nosacijums

2.2. teorema. Intervala [a;b] defineta un ierobezota funkcija ir integ-
rejama saja intervala tad un tikai tad, ja jebkuram e > 0 eksiste
tads 0 > 0, ka visiem [a;b] sasmalcinajumiem ar soli A < § izpildas
nevienadiba S — s < €.
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» Nepieciesamiba. Ta ka funkcija f - integrejama intervala [a;b], tad
eksiste galiga robeza

Pamatojoties uz Sadas robezas definiciju, jebkuram ¢ > 0 eksiste tads
d > 0, ka visiem [a; b] sasmalcinajumiem ar soli A < ¢ izpildas nevienadiba
£
1
Fikse vienu tadu intervala [a; b] sasmalcinajumu, kuram izpildas nevienadi-
ba (Z3). Sim intervala [a;b] sasmalcinajumam atbilstosas Darbi summas

apzime ar s un S. Pec Darbt summu [2]1pasibas starppunktus var izveleties
ta, lai izpildas nevienadibas

o —7J| < (2.3)

S—d<i (2.4)
un c
o' —s< 1 (2.5)

Nevienadiba (23] izpildas ar1 integralsummam ¢’ un o”.
Apskata

S—s=(S—0)+ (0" =T+ (T=0")+ (" —s) <
<(S=0)+ 10" =T +]|T=0"|4+ (0" —s) <
<S4 4iio
44 4 4 7
Tadejadi
S—s<e. (2.6)
Pietiekamiba. Pec dota jebkuram e > 0 eksiste tads 6 > 0, ka visiem
intervala [a; b] sasmalcinajumiem ar soli A < ¢ izpildas nevienadiba (2.6).
Péc Darbu summu [6)] ipasibas

(]

s <

[

<3<8S (2.7)

Apskata J—J < S —s<e.
Tatad nenegativa konstante J — J ir pec patikas maza. Seko, ka &1
konstante ir nulle jeb J =J = J. Tapéc nevienadiba (2.7)) izskatas sadi:

s<T<S. (2.8)
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Péc Darbu summu [I] ipasibas
s<o<8. (2.9)
No nevienadibas (2.8) atnemot nevienadibu (2.9), iegtist nevienadibu
s—S<J—-—0<S-s
jeb
—(S—95)<T—-0<(5—59). (2.10)

Nevienadiba (2Z.I0) ir ekvivalenta nevienadibai
T —0| <S5 —s.

Taka S—s<e¢g, tad |[J—o| <e. Seko, ka J = lim . Tatad funkcija f

A—0

ir integréjama intervala [a; b]. -

2.5. piezime. No 2.2] teoremas izriet, ka vienadiba J = J ir funkcijas
integrejamibas intervala [a; b] nepiecieSamais un pietiekamais nosaci-
jums.

2.4. Integrejamu funkciju klases

2.3. teorema. [Funkcijas integréjamibas pietiekamais nosacijums|.

Ja funkcija f ir nepartraukta slegta intervala [a;b], tad ta ir integre-
jama Saja intervala.

» Ta ka funkcija f ir nepartraukta slegta intervala [a; b], tad, pirmkart,
ta ir ierobezota Saja intervala un, otrkart, saskana ar Kantora teoremu ta
ir vienmerigi nepartraukta Saja intervala. Saskana ar intervala vienmerigi
nepartrauktas funkcijas definiciju jebkuram ¢ > 0 eksiste tads 6 > 0, ka
visiem 2/, 2" € [a; b], kuriem |z” — 2’| < 4, izpildas nevienadiba
@) = )] < —

b—a

Ja izveido intervala [a;b] sasmalcinajumu ar soli A < 4, tad visiem

xh, ) € [rp_1; xy) izpildas nevienadiba
7 () = f )] < 5=
b—a

(k=1,2,...,n).
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Ta ka funkcija f ir nepartraukta intervala [a;b], tad ta ir nepartraukta
katra no intervaliem [z;_1;2;] (K =1,2,...,n).

Saskana ar VeierStrasa otro teoremu ta sasniedz katra no Siem interva-
liem savu vismazako un vislielako vertibu. Tas nozime, ka intervala [a; b]
sasmalcinajumiem ar soli A < 0 izpildas nevienadiba

My —my < )
b—a
kur
my= inf f(z)= min f(x), My= sup f(x)= max f(z),
[2k—152k] [2k—152K] [Xg—1;7k] [2k—152k]
(k=1,2,...,n).
Apskata
n n c
S —s5= M, — Az < Az =

Saskana ar 2.2] teoremu funkcija f ir integrejama intervala [a; b]. <
2.4. teorema. [Funkcijas integréjamibas pietiekamais nosacijums|
Ja funkcija f ir ierobeZota un monotona intervala |a;b], tad ta ir in-
tegrejama Saja intervala.
» Noteiktibas del pienemsim, ka f ir intervala [a; b] nedilstosa funkcija.
Soreiz
my = f(rp-1), M= f(m).

Jebkuram £ > 0 izvelas 6 = m > 0, ka visiem sasmalcinajumiem ar

soli A < ¢ izpildas nevienadiba

Azy, <

f(b) = fla)
Tapec

Saskana ar 2.2] teoremu f ir intervala [a; b] integrejama funkcija. <
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2.5. Noteikta integrala 1pasibas

Lemma. Ja funkcija f ir defineta kopa E un visiem x', 2" € E izpildas
nevienadiba

fa) = fla")] < C
(C' - konstante), tad art M —m < C, kur

M =sup f(x), m= irElff(:U).
E

2’ 2" € E izpildas nevienadiba |f(z') — f(z C'. Seko, ka

» Noteiktibas de] pienemsim, ka f(z') > f(2"). Saskana ar doto visiem
Il <
)< )+

f@) = f@@") <C jeb f(x
Fiksetam z” §I nevienadiba norada, ka eksiste galigs

sup f(2') < f(2") +C jeb M < f(2") +C.
r'ek
No §1s nevienadibas seko, ka visiem z” € FE izpildas f(2") > M — C.
Analogi eksiste galigs
inf f(z")>M—C jeb m>M-C.

r'eF
Tadejadi
M-m<C(C. 4

1. 1pasiba. Ja f ir integrejama funkcija intervala |a;b], tad ari |f| ir in-
tegrejama funkcija saja intervala.

» Apskata intervala [a;b] patvaligu sasmalcinajumu. Sim sasmalcina-
jumam un funkcijai f atbilstosas Darbu summas apzime ar s un S. Ar
s’ un S’ apzime funkcijai |f| atbilstosas Darbu summas (sasmalcinajums
ieprieksejais). Saskana ar modula pasibu visiem ', 2" € [xp_1; 2] izpildas
nevienadiba

)] = [F@")]] < ) = £@")].

Ta ka

|f(2) = f(@")| < My — mu,
kur my = inf f(x), Mp= sup f(z), tad

[Tr—1578] [Tr—1578]

17| = |£6)] < My =y,
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Saskana ar lemmu (Soreiz funkcija ir |f|, bet C' = My — my)
M]:/,—m;c §Mk—mk,

kur M| = sup |f(z)|, m} = inf ]‘f(a:)‘.Tapéc S'—s < S —s.

[Tk—1;2k] (w0132
Ta ka funkcija f ir integréjama intervala [a, b], tad pielietojot 2Z.2] teo-
remu, viegli saskatit, ka Saja intervala ir integrejama art funkcija | f|. <«

2.6. piezime. [I]pasibai apgrieztais apgalvojums nav spéka.

Piemeram, funkcija
)=

nav integréjama intervala [a;b]2 Sis funkcijas modulis |f(z)| = 1 ir in-
tegrejama funkcija (ka konstante) Saja intervala.

1, ja x — intervala [a;b] racionals skaitlis,
—1, ja = — intervala [a;b] iracionals skaitlis,

2. 1pasiba. Ja f ir integréejama funkcija intervala |a;b], tad ta ir integre-
jama ari intervala [c;d] C [a; b].
(Pieradit patstavigi) ™
3. Ipasiba. Ja f un g ir integréjamas funkcijas intervala [a;b], tad art
(f + g) ir integrejama funkcija Saja intervala, pie tam
b b

/(f(l")‘i‘g(x))dl’/bf(x)dx—l—/g(x)dx.

a a

» Ta ka f ir integrejama funkcija intervala [a; b], tad jebkuram ¢ > 0
eksisté tads 6; > 0, ka intervala [a;b] visiem sasmalcinajumiem ar soli
A < 67 izpildas nevienadiba

£

b n
<< (= / f(x)dx:ggr%;f(ﬁk>Axk

> f(&)An =T
k=1

Analogi - ieprieks izveletajam ¢ > 0 eksiste tads do > 0, ka intervala
[a; b] visiem sasmalcinajumiem ar soli A < Jy izpildas nevienadiba

b n
£ - .
<> |m= / g(x)d = lim ; () Az

a

> 9(é)An, =T
k=1

2Pierada Iidzigi ka Dirihlé funkcijai.
3Izveidot intervala [a;b] sasmalcinajumu, kuram par dalijuma punktiem ir ¢ un d. Pielietot
P21 teoremu.
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Apskata
D (&) + 9(&k)) Az — (31 = Tp)| <
k=1
- - £ €
< Zf(gk)Axk — T + Zg(gk)Axk —Ja| < B + B = €.
k=1 k=1
Nevienadiba

<é€

D (F&) +9(&) Az — (31— To)

k=1

norada, ka (f 4+ g) ir integrejama funkcija intervala [a; b], pie tam

/(f(x) T g(2))de = 3+ T

jeb
b b

/(f($)+9($))d$: /bf(iv)da:Jr/g(x)dx. <

a a

2.7. piezime. Ar matematiskas indukcijas metodi So Ipasibu var vispa-
rinat uz jebkuru galiga skaita integréjamu funkciju summu.

4. Ipasiba. Ja f ir integréjama funkcija intervala |a;b] un C ir patvafiga
konstante, tad C - f ir integréejama funkcija Saja intervala, pie tam

/bCf(a:)dxC/bf(x)da:.

» Apskatisim divus iespejamos gadijumus.

1. JaC =0, tad C'f(z) = 0un C'f ir integréjama funkcija (ka konstante).
Vienadiba acimredzami izpildas.

2. Pienemsim, ka C' # 0. Ta ka f ir integréjama funkcija intervala

[a; b], tad jebkuram e > 0 eksiste tads 6 > 0, ka intervala [a; b] visiem
sasmalcinajumiem ar soli A < § izpildas nevienadiba
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kur J = fbf(x)da:

Apskata
n n e
> Cf(&)Axy — 03| = |C D f(&) A —T| < \C\W — .
k=1 k=1
Nevienadiba

n

Y Cf(&) Az, —C3

k=1

<€

norada, ka (C'f) ir integréjama funkcija intervala [a; b, pie tam
b b
/Cf(a:)dx:C/f(x)dx. <

2.8. piezime. No[3] un/4d]ipasibas izriet noteikta integrala linearitates
Ipasiba, t.i., ja fi, fo,..., fn ir intervala [a; b] integrejamas funkcijas

un Cy, € R (k=1,2,...,n), tad art Y Cyfi ir integrejama funkcija
k=1

Saja intervala, pie tam
b " b
/Z Crfr(x)dx = Z Ck / fr(x)dz.
k=1 k=1

5. Ipasiba. Ja f ir integrejama funkcija intervala |a; b] un visiem x € [a; b
izpildas nevienadiba f(x) >0, tad art

/bf(x)dx > 0.

b
» Pienem pretejo, t.i., ka J = [ f(x)dxr < 0. Saskana ar noteikta integ-
a

rala definiciju jebkuram e = %' > 0 eksiste tads § > 0, ka intervala [a; b]
visiem sasmalcinajumiem ar soli A < ¢ izpildas nevienadiba

J—e<o<J+e.
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Ja5:%>0,tadgan3—5<0,gan3+5<0(’J<O).

n

Ta ka visi Az > 0, tad integralsumma o = > f(&) Az, ne visi locekli
k=1

ir nenegativi, t.i., ne visi f(&) ir nenegativi. Rodas pretruna ar doto, ka

visiem z € [a;b] f(z) > 0. <«

6. TpaSiba. [Noteikta integrala monotonitates 1pasiba]
Ja f,qg ir integréjamas funkcijas intervala [a;b] un visiem x € [a;b)
izpildas nevienadiba f(x) < g(z), tad art

/bf(l‘)d:c < /bg(:v)dﬂf-

» Apskata funkciju () = g(x) — f(x). Funkcija ¢ ir integréjama ka
divu integrejamu funkciju starpiba un saskana ar ] 1pasibu
b b

[ @itz = [ (@) - @)z =0,
jo visiem x € [a;b] ¢(x) > 0.
Saskana ar noteikta integrala linearitates 1pasibu

/b(g(:c) — f(x))da = /bg(a:)dx— /bf(x)da:.
Seko, ka i b ab ’
[ stz = [ sy =0
jeb

/bf(flf)d%' < /bg(a:)dx. <

7. 1pasSiba. [Noteikta integrala novertejums]

Ja f ir integréjama funkcija intervala [a; b] un visiem x € [a; b] izpildas
nevienadiba m < f(x) < M (m,M € R), tad

b
m(b—a) < /f(x)dx < M(b—a).
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(Pieradit patstavigi®).

2.9. piezime. Nenegativas un nepartrauktas funkcijas gadijuma [7] 1pa-
Sthai var sniegt Sadu geometrisku interpretaciju: [liklinijas trapeces
laukums® ir ieslegts starp divu sadu taisnstiry laukumiem (ZL]zim.).
Abiem taisnsturiem un liklinijas trapecei ir kopigs pamats. Pirma
taisnstura augstums ir m = min f(x), bet otra taisnstura augstums ir

[a;]
M = Iflabfif(x)
AY
M y=M
y = [(z)
m y=m
>
0l a b
2.1. zim.

8. 1pasiba. Ja f ir integrejama funkcija intervala [a;b], tad

/bf(x)da: S/bf(x)dx.

» Saskana ar [[]1pasibu |f]| ir integrejama funkcija intervala [a;b]. Vi-
siem x € [a;b] izpildas nevienadiba

—|f(2)] < fz) < |f(=)].

b
“Izmantot noteikta integrala monotonitates Ipasibu un formulu [ Cdz = C(b— a).
a

5Liklmijas trapeces kvadréjamiba tiks pamatota nedaudz velak. Tiks pieradits, ka ITklinijas trapeces

b
laukums ir vienads ar noteikto integrali [ f(z)dz.



50 2. nodala. NOTEIKTAIS INTEGRALIS

Saskana ar noteikta integrala monotonitates 1pasibu
b b b

—/!f(w)!d:c < /f(x)dfv < /If(x)ldx

a a

jeb b b
/f(ar)d:c g/\f(x)\dx. <

9. 1pasiba. [Noteikta integrala aditivitates 1pasiba]

Ja f ir integréjama funkcija intervala [a;b] = |a;c] U [c; 0], tad f ir
integrejama katra no intervaliem |a; c|, [c;b] un

/bf(x)dx/cf(x)dx—l—/bf(x)dx.

» Saskana ar [2]1pasibu f ir integrejama funkcija katra no intervaliem
b c b
lasc] un [¢;b]. Apzime ar J = [ f(z)dx, 31 = [ f(x)dx, Ty = [ f(x)dx.

Atliek pieradit, ka J = J; + Jo.

Izveido intervala [a; b] tadu sasmalcinajumu, lai par vienu ta sadaljjuma
punktu butu c.

Sim sasmalcinajumam atbilstoso integralsummu o sadala summas o7 un
09, kur oy - funkcijas f integralsumma intervala [a; ¢, bet o9 - funkcijas f
integralsumma intervala [c; b].

o = 01 + 09.
Saja vienadiba pariet pie robezas, kad sasmalcinajuma solis A — 0.

limo =limo; + limoy jeb T=7;+7,. <«
A—0 A—0 A—0

10. 1pasiba. [Teoréma par noteikta integrala videéjo vertibul]

Ja f,g - nepartrauktas funkcijas intervala [a;b], pie tam funkcija g
Saja intervala saglaba zimi, tad eksiste tads xg € [a;b], ka

/f(x)g(x)dxf(xo)/bg(x)dx.

a
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» Abi integrali eksiste, jo g un fg - nepartrauktas funkcijas intervala
[a; b] (funkcija fg - nepartraukta intervala [a; b] ka divu nepartrauktu fun-
kciju reizinajums).

Pienem, ka visiem z € [a;b] g(z) > 0.

Apzime ar m = I[nibljl flx), M = n[naé]x f(x). Saskana ar Veierstrasa otro
a; a;

teoremu eksiste tadi z1,z2 € [a;0], ka m = f(21), M = f(z2).
Visiem x € [a; b] izpildas nevienadiba

flar) < flx) < fla2).
Reizina 8o nevienadibu ar g(z) > 0

flz)g(z) < f(x)g(x) < f(22)g(x).
Saskana ar noteikta integrala monotonitates 1pasibu un [4]1pasibu
b

f(:vl)/bg(w’)dx < /bf(l’)g(ﬂf)d:v < f(:v2)/g(fv)daf-

a

Ta ka g(x) > 0, tad ir iespejami divi gadijumi:

1. [g(x)dx =0.

b
No nevienadibas seko, ka [ f(x)g(x)dxz = 0, tapec par z der jebkurs

intervala [a; b] punkts.

2. fbg(a:)dx > 0.

a
b

Izdala nevienadibu ar [ g(x)dzx.
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ir viena no funkcijas f starpvertibam. Saskana ar Bolcano-Veierstrasa
teoremu par nepartrauktas funkcijas starpvertibam eksiste tads

xy € [a; 0], ka
b
J f(z)g(x)dx
flzo) = = 7
[ g(x)dx
jeb

b

/bf(x)g(x)dfc= f(:co)/g(x)d:c. <

a

Sekas. Ja f ir nepartraukta funkcija intervala [a;b], tad eksisté tads
b
zo € [a;b], ka [ f(x)dx = f(z0)(b— a).

» Apskata funkciju g(z) = 1. Saskana ar teorému par noteikta integrala
videjo vertibu
b

/bf(w)dxf(fco)/bdfv jeb /f(év)dfczf(fco)(b—a)- <

a

2.10. piezime.

1. Nenegativas un nepartrauktas funkcijas gadijuma stm sekam var
sniegt Sadu geometrisku interpretaciju: eksiste tads taisnsturis,
kura laukums ir vienads ar liklinijas trapeces laukumu (2.2] ztm.).
Taisnsturim un liklinijas trapecei ir kopigs pamats, bet taisnstiira
augstums ir f(xg).

2. Nosacijums, lai funkcija g saglaba zimi, ir butisks. Piemeram, ja
izvelas divas intervala [0; 27| nepartrauktas funkcijas
f(z) = g(x) = sinz, tad, izskaitlojot integralusd

71“ (z)g(z)dz un 79(%‘)6&6,

6Sos integralus viegli viegli varés izskaitlot vélak, izmantojot Nitona-Leibnica formulu.
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AY
y = f(z)
f(xo)
5
0 a Zo b
2.2. zim.
iegtst, ka
2 om
/f(:z:)g(:r)dx =7 un /g(az)daz =0
0 0

Saja gadijuma nav tadas vertibas x, € [0;2x], kurai izpilditos

vienadiba . N
[ t@lgt@yds = ) [ gla)ds.

2.6. Noteikta integrala visparinajums
b
Defingjot noteikto integrali [ f(z)dz uzskatija, ka a < b. Tacu noteikto
a
integrali var visparinat ari attieciba uz tadiem gadijumiem, kad a = b vai

a > b.
Uzskata, ka

/af(:r;)dx =0 un /bf(x)d:c = —/af(x)dx, (a >b).
a a b

b
Turpmak, rakstot [ f(z)dz, uzskata, ka a < b vai a = b, vai a > b.
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b
Sadam integralim [ f(z)dx (a,b € R) acimredzami ir speka noteikta

a
integrala [L] - 4] 1pasibas, bet b - [[]1pasibas nav speka. R]ipasibas nevie-
nadiba iegiist sadu izskatu
b

/bf(x)dx < /\f(x)\dx .

a

Piemeéram, ja a > b, tad

b a a

[ ads] = |- / flayds| = | [ f(a)ds| < [ |f(@)]do =
b

a b b
= /a‘f(a:)‘dx = /‘f(a:)‘d:v :
b a

Ja funkcija f - integréjama uz lielaka no intervaliem ar galapunktiem
a,b,c, tad ta ir integrejama ary katra no parejiem diviem intervaliem, pie

tam
jf(x)dx/f(x)da:—l—jf(:c)dx.

1pasiba var tikt formuleta sadi:

/Cf(ac)dx/bf(x)dx+/cf(x)dx
a a b
/Cf(ﬂf)dﬂf— /bf(x)dl"/bf(ﬂf)dx

/bf(x)dxjf(x)dx+jf(x)dx.

Analogi var pamatot visus parejos iespejamos gadijumus. [I0J ipasiba
un tas sekas art ir speka.

jeb

jeb
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Jautajumi

1.
2.

11.
12.

13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.

Definet funkcijas f(z) integralsummu intervala [a; b].

No ka ir atkariga integralsumma, kas sastadita funkcijai f(x) intervala
[a; b]?

Definet integralsummas robezu, kad sasmalcinajuma solis A — 0.

Definet intervala [a; b] integréjamu funkciju un §is funkcijas noteikto
integrali.

Vai noteiktais integralis ir atkarigs no ta, ar kadu burtu ir apzimets
integresanas mainigais? Atbildi pamatot.

Kads ir funkcijas integréjamibas nepiecieSamais nosacijums?

Vai katra intervala [a; b] ierobezota funkcija ir integréjama Saja inter-
vala? Atbildi pamatot.

. Vai intervala [a;b] integréjamai funkcijai var eksistet divas dazadas

noteikta integrala vertibas?

. Definet funkcijas f(x) Darbu summas intervala [a; b].

10.

No ka ir atkarigas Darbt summas, kas sastaditas funkcijai f(x) inter-
vala [a; b]?

Formulet Darbu summu 1pasibas.

Formulet funkciju integrejamibas nepiecieSamo un pietiekamo nosaci-
jumu.

Formulet funkciju integrejamibas pietiekamos nosacijumus.
Formulet 1pasibu par integrali no funkcijas modula.

Ir zinams, ka funkcijas modulis ir intervala [a; b] integréjama funkcija.
Vai ir integréjama Saja intervala pati funkcija? Atbildi pamatot.

Formulet noteikta integrala linearitates 1pasibu.
Formulet 1pasibu par noteikta integrala zimi no nenegativas funkcijas.
Formulet noteikta integrala monotonitates 1pasibu.

Formulet 1pasibu par noteikta integrala novertejumu.
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20.
21.
22.

23.

24.

Formulet 1pasibu par noteikta integrala moduli.
Formulet noteikta integrala aditivitates 1pasibu.

Formulet 1pasibu par noteikta integrala videjo vertibu.
b

Definet noteikto integrali | f(z)dz, kad a = b vai a > b.
a

b
Formulet noteikta integrala [ f(x)dx Bl B 7] un B 1pasibu, kad

a > b.

Vingrinajumi

1.

N A

Funkcijai f(z) = 2 sastadit integralsummu intervala [0; 6] un izskaitlot
noteikto integrali no §is funkcijas.

Noskaidrot, vai

fz) =

—1, ja x ir intervala [0; 2] racionals skaitlis,
1, jax ir intervala [0; 2] iracionals skaitlis

ir integrejama funkcija intervala [0;2]. Atbildi pamatot.

Dotajam funkcijam intervala [0;10] sastadit Darbu summas (veido-
jot intervala sasmalcinajumu, par starppunktiem izveleties naturalos
skaitlus). Sniegt geometrisko interpretaciju.

(a) f(@)
(b) f(x)
(¢) f(z)
(d) f(z) =10— .

=T
:127
=2

Pamatot Darbu summu [L] 4] un 5] 1pasibu.
Pamatot Darbu summu 2] 1pasibu apaksejai Darbu summai.
Pamatot Darbt summu [3.] ipasibu apaksejam Darbi summam.

Sniegt geometrisko interpretaciju noteikta integrala [6.J, [T, un
10 1pasibai.

Pieradit noteikta integrala 2] un [7] ipasibu.
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9. Pamatot, ka

C Cc

[ fade = /b fayds+ [ foyds

a b

kur ¢ < a <b.
10. Neizskaitlojot integralus, noteikt to zimi:
0
(a) [ x’du,
-3
71'

(b) [ zsinzd.
0

11. Neizskaitlojot integralus, noteikt, kuram no tiem ir lielaka vertiba:

1 1
(a) [V1+ a?dx vai [ xdz,
0 0
1

1
(b) [ 2?sin® zdz vai [ zsin®zdx,
0 0

2 2
(c) fex2dx val [ e"dr.
1 1

12. Aprekinat sadu funkeiju videjo verttbu? noraditaja intervala:

(a) f(z) ==, [0;1],
(b) flz) =1+, [1;10],
(c) f(z)=2% [0;d].

Uzdevumi

1. Izmantojot noteikta integrala definiciju, izskaitlot dotos noteiktos in-
tegralus:

(a) b}mdaz,

(b) Ofleda:,

8 —o

"Vertiba f(zo), kas ir vienada ar ;-

f(z)dx.
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(c) Oflemda:.

Piezime. Intervalu [0;1] sadalit n vienadas dalas un par starppun-
ktiem & izveleties vienu no intervalu [zy_1; xx] galapunktiem, (b)
n
gadijuma izmantot, ka k—12 = w.
k=1

. Funkcijai f(z) = 1 + 2 sastadit Darbu summas un integralsummu

intervala [1; 10]. Intervalu [1; 10] sadalit n vienadas dalas un par starp-
punktiem ¢, izveleties intervalu [x_1; xx] viduspunktus. Atrast robe-
7u no katras Darbii summas un no integralsummas, kad n — oc.

. Aprekinat figiiras, kuru ierobezo parabola y = 22, abscisu ass un

taisne z = a (a > 0), laukumu.



3. nodala

INTEGRALIS AR MAINIGU
AUGSEJO ROBEZU

3.1. Integrala ar mainigu augsejo robezu 1pasibas

Ja f ir intervala [a; b] integrejama funkcija, tad saskana ar noteikta in-
tegrala 2] 1pasibu ta ir integrejama katra no intervaliem [a;z] (x € [a;0]),
pie tam Sada integrala vertiba ir atkariga no .

Tadejadi integralis ar mainigu augsejo robezu ir Sis augsejas robezas
funkcija, t.i.,

/f(t>d7f = ®(x), =€ la;].

1. Tpasiba. [Integrala ar mainigu augs€jo robezu nepartrauktibal]
Ja f irintervala [a; b] integrejama funkcija, tad ® ir nepartraukta saja
intervala funkcija.

» Izvelas patvaligu x € [a;b] un patvaligu Az, bet tadu, lai

r + Ax € [a;b], un apskata

z+Ax x
AD(z) = Bz + Ax) — B(z) = / F#)dt — /f(t)dt _
a

a
T+Ax r+Ax

- / F(t)dt + / F(t)dt — / F(t)dt = / F(t)dt.

€T €T
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r+Ax
AD(z)| = /f(t)dt < M|A],

kur M = sup|f(x)|. (Tada galiga vertiba eksiste, jo f ir ierobezota ka
[a;0]
integrejama funkcija).

Jebkuram ¢ > 0 eksiste tads § = 57 > 0, ka visiem Az, kuriem |Ax| < 4,
izpildas nevienadiba

IAD(z)| < M§ = M% —

Tadejadi ® ir nepartraukta funkcija intervala [a;b]. <

Sekas. Ja ¢ ir nepartraukta, bet f ir integréjama intervala |a;b] funkcija,
tad saskana ar teoremu par saliktas funkcijas nepartrauktibu

o(x)
P(z) = / F(t)dt

nepartraukta Saja intervala funkcija.

(Pieradit patstavigi.)

2. TpaSiba. [Integrala ar mainigu augsejo robezu diferencesana]

Ja f ir nepartraukta intervala |a;b] funkcija, tad ® ir diferencéjama
saja intervala funkciyja, pie tam

W)= o) jeob | [t ] = fo)

(Integrala ar mainigu augséjo robezu atvasinajums ir vienads ar zem-
integrala funkciju, kas izskaitjota augséejas robezas punkta.)

» Tapat ka ieprieks, izvelas patvaligu = € [a; b] un Az tadu, lai
r+ Az € [a;b].
Apskata

T+Ax T T+Az

Ad(z) = / F(t)dt — / F(t)dt = / f(t)dt = f(z + OAz)Az,

a T
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kur 0 < 6 < 1.
(Tika pielietota teorema par noteikta integrala videjo vertibu.)

Apskata attiecibu
Ad(x)
Ax

Ta ka f ir nepartraukta funkcija, tad eksiste robeza §is vienadibas labajai
pusei, kad Az — 0 un ta ir vienada ar f(x). Tapéc eksisté art robeza §is

= f(x + ©Ax).

vienadibas kreisajai pusei, kad Az — 0, pie tam

Tadejadi eksiste ®'(z) = f(x). <

Sekas. Ja ¢ ir diferencéjama, bet f ir nepartraukta intervala [a;b] fun-
kcyja, tad saskana ar teorému par saliktas funkcijas diferencesanu

o(x)
P(z) = / F(t)dt

i diferencejama Saja intervala funkcija, pie tam

(Pieradit patstavigi.)

3.1. piezime. Teorema par noteikta integrala atvasinasanu pec mainigas
augsejas integresanas robezas ir viena no matematiskas analizes pa-

X
matteoremam. ST teorema izsaka, ka [ f(¢)dt ir viena no intervala
a
[a; b] nepartrauktas funkcijas primitivajam funkcijam. Tadejadi jeb-
kurai intervala [a; b] nepartrauktai funkcijai eksiste primitiva funkcija

x
un viena no tam ir [ f(t)dt.
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3.2. Sakariba starp noteikto un nenoteikto integrali

3.1. teorema. Ja f ir nepartraukta intervala |a;b] funkcija un F ir
viena no f primitivajam funkcijam saja intervala, tad ir speka sakariba

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a),

kuru sauc par Nutona-Letbnica formulu.

(Noteiktais integralis ir vienads ar zemintegrala funkcijas primitivas fun-
kcijas pieaugumu intervala [a; b].)
x
» O(x) = [ f(t)dt ir viena no funkcijas f primitivajam funkcijam inter-

vala [a; 0]. Agzﬁné ar F(r) kadu patvaligu funkcijas f primitivo funkciju
Saja intervala.

Ta ka vienas funkcijas divas primitivas funkcijas var atskirties tikai par
konstanti, tad

/f(t)dt = F(x)+C.

levieto z = a:

/f(t)dt:F(a)+C jeb 0= F(a)+C.

a

Tadejadi |
C——F(a) wn / F(#)dt = F(z) — Fla).

Ievieto tagad x = b.
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3.2. piezime.

1. Nutona-Leibnica formulas labo pusi medz apzimet ar simbolu
F(x) }Z (lasa: funkcija F'(x) robeZas no a lidz b).
Nemot vera So apgalvojumu, Niitona-Leibnica formulu var pie-
rakstit sadi:

b

2. Nitona-Leibnica formula izsaka sakaribu starp noteikto un ne-
noteikto integrali, un pec tas var aprekinat noteikta integrala
vertibu, ja tikai ir zinama kada no dotas funkcijas primitivajam
funkcijam.

(Noteiktais integralis ir skaitlis, pie tam tas nav atkarigs no ta,
kada no zemintegrala funkcijas primitivajam funkcijam ir izman-
tota integrala aprekinasanai).

3.1. piemers. Aprekinat
1

/J:2dx.

0
1
1 3
T
3:/ 2dr = —
0 30

3.3. Integresanas pamatmetodes noteiktaja integrali

13

3 3 3

3.3.1. Parcialas integresanas formula

3.1. definicija. Funkciju f sauc par nepartraukti diferencejamu in-
tervala J, ja tai eksiste Saja intervala nepartraukts atvasinajums.

3.2. teorema. [Parciala integrésana noteiktaja integrali]

Ja w,v ir nepartraukti diferencéjamas funkcijas intervala [a;b], tad
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jeb

b b

/udv:uv‘Z—/vdu.

a a

» Visi integrali eksiste, jo zemintegralu funkcijas ir nepartrauktas.

Apskata
b

b b
/uv'dx + /u’vdx = /(uv' + u'v)dz.

a
Ta ka wv’ + v'v = (wv)’, tad
b

b b
/uv'dx + /u’vdgz = /(uv')da: =,

a

Tadejadi
b b

b
/uv'dx:uv‘a—/u’vdx. <

a a

3.2. piemers. Aprekinat

T sin xdx.

o\
(NE]

u=ux, du = dx

xrsinxdr = :
dv =sinxzdr, v = —cosx

o
[SIE

cosxdr = sinz|? = 1.

cos xdxr = 0

g
ot

= —XCOST

o
NE
o\
[SIE

3.3.2. Integresana ar mainiga aizvietoSanu

3.3. teoréma. [Integrésana ar mainiga aizvietoSanu noteiktaja
integrali]
Ja funkcija p(t) ir nepartraukti diferencejama intervala ar galapunk-
tiem «, B un attelo so intervalu par intervalu ar galapunktiem
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a=p(a), b =p(08), kura ir defineta nepartraukta funkcija f(x), tad

1 speka formula:
b g
[ f@yds = [ (o)t

3.3. piezime. Sajos integralos apakseja integresanas robeza var bit art

lielaka par augsejo integresanas robezu.

» Apskata divas paligfunkcijas
p(t)

/fdxun@b /f

¢(a)
kur t pieder intervalam ar galapunktiem a, (3.

Acimredzami
tapec
jeb

/f dx—/f t)dt + C.

levieto t = a un 1egust, ka C'= 0. Tatad

o(t) t
/fwmﬁi/ﬂwmwwm
o(a) a

levieto t = (.
e(B) B
[ f@ds= [ reo)s war
() a
Ta ka p(a) = a un ¢(B) = b, tad
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3.4. piezime. Izdarot mainiga aizvietoSanu noteiktaja integrali un mai-
not integresanas robezas, nav jaatgriezas pie sakotneja mainiga.

3.3. piemers. Aprekinat

/ vV a? — x2dzx.
0

Apzime x = asint, dr = acostdt

a
VaE —adr = Vo T an = acost -
B jar =0, tadt =0, B
0 iy

jar =a, tadt = 3

™

o\
NIE]

9 2
acostacostdt = % /(1 + cos 2t)dt =
0

a? 1 . b wa?
= —|t+4+ =sin2t =
2 2 0

3.4. Integrali no para vai nepara funkcijas

Apskata intervala [—a; a] (simetriska attieciba pret nulli kopa) integre-
jamu funkciju f.

1. Pienem, ka f ir para funkcija, t.i., visiem x € [—a;a] izpildas sakariba

f(=x) = f(z).

Apskata
a 0 a
/f(x)da: = /f(a:)d:z: + /f(x)dgg =
" e .
Pirmaja integralt lieto substittuciju = = —t. 0
| de=—dt, f@)=f(-t)=F0). | _
B Jaxr = —a, tadt = a. = [ F(O)(=dt)+
Jax =0, tadt = 0. a

+/af(x)dx— /af(t)dt+/af(x)dw =2/f(x)d:v-
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Tadejadi para funkcijai f ir speka vienadiba

jﬂ@@:ziﬂ@@

2. Pienem, ka f ir nepara funkcija, t.i., visiem x € [—a;a] izpildas saka-

rba f(—z) = —f(z).

Apskata
a 0 a
f(x)de = | f(z)de+ | f(x)dx =
[ [t |
Pirmaja integralt lieto substitiiciju = = —t. 0
da = —dt, = f(—t) = —f(b).
| TR T = [eoems

Jarx =0, tadt =0.

+jf@ﬂ / ﬁ+/jxmx:o

Tadejadi nepara funkcijai f ir speka vienadiba
[ s -

3.5. Logaritmiskas funkcijas defineSana ar integrali

Vishiezak logaritmisko funkciju define ka apversto funkciju eksponent-
funkcijai. Tacu logaritmisko funkciju var definet ar1 ka integrali ar mainigu
augsejo integresanas robezu, t.i.,

[t
lnxz/Y (x > 0).

1

Atliek paradit, ka no §is definicijas un integrala 1pasibam seko visas
logaritmiskas funkcijas 1pasibas.
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1. Definicijas apgabals (noradits definicija) ir intervals (0, +00).

2. Inzx ir nepartraukta funkcija ka integralis ar mainigu augsejo robezu
no nepartrauktas (integréjamas) funkcijas + (z > 0).

rar\ 1
Inz) = — | =-.
(Inx) /t "

1

3. Atrod

Visiem > 0 (Inz)" > 0, tas nozime, ka In x ir augosa funkcija.

(nz)" = <1> 1oy

X

4. Atrod

tatad In x ir izliekta funkcija.

5. Atrod )
dt
Inl = /— =0
t
1
6. Apskata
2t Apzime t = x%
T dt dt = =dr.
ln— = i T2 =
9 t Jat =1, tad 7 = xs.
1 Jat—a”1 tad 7 = x7.
Ty T 1 €1 T T2
_/I_Q_/dT /d7+/d7_/d7 /dT_
) = T T T T T
zy 2 o 1 1 1
=Inz; — Inas.
Tatad .
In =% — Inz; — Inxs.
)
Atrod
In—-=Inl—-lnz=0—Inz=—Inzx.
T
Tatad
In—=—Inzx.

X
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Atrod
I 1

In(zy29) = In <T> =Inzy—In— =Inzy — (—Inxy) =Inzy + Inw,.
73 L2

Tatad

In(z1x9) = Inxy + In xs.
7. Parada, ka Inz® = alnz (a € R).
(a) Jaa=n (n € N), tad

In(zz---z)=hz+he+---+Inz=nlnz.
N—— N~

n —reizes n —reizes

(b) Jaa = —n (n € N), tad

1
=ln—=—-—Inz"=—nlhzx.
xn

—n

Inz
(¢) Jaa =0, tad
Inz'=In1=0=0"Inz.

Tatad jebkuram veselam skaitlim o (a € Z) ir speka vienadiba

Inz® = alnz.
(d) Ja « ir racionals skaitlis (a € Q), tad

a=— (meZmneN).
n

Apskata vispirms

Inz = ln(%)n = nln /.

Tatad

1
In /z = ~Inuz.
n

Apskata

33

m 1
Inz" =Inx :11’1({/5) :mln%:m—lnxzmlnaz:rlnx.
n n
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(e)

Ja «a ir iracionals skaitlis (a € J), tad saskana ar pozitiva skaitla
x pakapes ar iracionalu kapinataju definiciju

% = lim x",
r—a

kur r € Q.
Tatad

Inz® = In (lim :C’") = limlnz" = lim(rlnz) = alnz.

(Tika izmantota logaritmiskas funkcijas nepartrauktiba). Tadejadi
jebkuram « € R ir speka vienadiba

Inz® = alnz.

Ta ka Inl =0 un Inz ir augosa funkcija, tad In2 > 0.

Jax>2" tad Inz > In2" =nln2. Seko, ka lim Inz = +4o0.

r——400
Ta ka Inx = —ln%, tad
X ) 1
limnz = —limln — = —o0.
r—0 r—0 x

x>0 x>0

Tatad Inx pienem jebkuras negativas un jebkuras pozitivas ver-
tibas. Tadejadi Inx vertibu apgabals ir intervals (—oo, +00).

Saskana ar Bolcano-Kosi teoremu par nepartrauktas funkcijas
starpvertibam eksiste tada vertiba, kuru apzime ar e, ka Ine =1
(pie tam tada vertiba ir vieniga, jo Inx ir augosa funkcija).
Ta ka
e
dt

Ine= [ —,
t

/d__
=
1
1

cei, kuru no augsas 1er0bezo hlperbolas y = < zars, laukums ir 1

(BI] ztm.).

tad
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A Y

<
I
|

3.1. zim.
(g) Apskata
Ine* =xlhe=x-1=ux.

Tas nozime, ka ar integrali defineta logaritmiska funkcija ir ek-
sponentfunkcijai apversta funkcija.

Piezime. Logaritmisko funkciju ar patvaligu bazi a define sadi:

Inx
log, v = —.
Ina

No §is definicijas un funkcijas In x Tpasibam izriet funkcijas log, «
atbilstosas 1pasibas.

(Iegut un pamatot §is 1pasibas patstavigi).

Jautajumi

1. Sniegt geometrisko interpretaciju integralim ar mainigu augsejo robezu.
2. Formulet integrala ar mainigu augsejo robezu 1pasibas.

3. Uzrakstit Nutona-Leibnica formulu.

4. Formulet parcialas integresanas formulu noteiktaja integrali.

5. Paskaidrot substitiiciju metodes pielietosanu noteiktaja integrali.

6. Ar ko atskiras substituiciju metode noteiktaja integrali no substitticiju
metodes nenoteiktaja integrali?
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7. Paskaidrot, ka izskaitlo noteiktos integralus no para vai nepara fun-

kcijas intervala [—a; al.

8. Ar integrali definet logaritmisko funkciju.

Vingrinajumi
1. Pieradit [L] un 2] 1pasibas sekas.

2. Pamatot primitivas funkcijas eksistenci katrai intervala [a;b] nepar-

trauktai funkcijai.

3. Formulet un pieradit teoremas par integrala ar mainigu apaksejo
robezu nepartrauktibu un diferencesanu.

4. Atvasinat sadas funkcijas:
0
(a) Fla) = [ VIt
1.2
(b) F(z)= [e¥at.
5. Aprekinat sadus noteiktos integralus:

sin xdx;

(a)

ST

6. Sniegt geometrisko interpretaciju integralim no para vai nepara fun-

kcijas intervala [—a; al.

7. Formulet un pamatot funkcijas log, z svarigakas 1pasibas.
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Uzdevumi

1. Izmantojot Niutona-Leibnica formulu, aprekinat sadus noteiktos in-
tegralus:

dy;

/8 \@+f (b)

-3

© [ g

-2

V2
2

© [ W) [ sind gd
1 — 2
0 o 0

6

o [ 0 jmxm.

€

/
/¢?j%% m>/§ &
/

2. Izmantojot noteiktos integralus, aprekinat sadas robezas:
(a) lim (& + 2+ 4+ 234,
n—oo

(b) lim (- + -+ +-1).

00 n+1 n—+2 n—+n
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4. nodala

KVADREJAMIBAS KRITERIJI

4.1. Plaknes figuras laukums

4.1. definicija. Par plaknes figiru F sauc katru ierobezotu® plaknes
punktu kopu.

Apskata plaknes figura F' (4.1] zim.) visu iespejamo ievilktu plaknes
daudzsturu P (P C F) kopu {P} un visu iespejamo apvilktu plaknes
daudzstiiru Q (Q D F) kopu {Q}. Plaknes daudzstiira P laukumu? apzime
ar mP, bet plaknes daudzstura ) laukumu - atbilstosi ar m(Q).

Skaitlu kopa {mP} nav tukia® un ir ierobezota no augsas ar jebkura
apvilkta plaknes daudzstira () laukumu m(@Q).

Eksiste galigs sup{mP}, kuru apzimé m, = m,F un sauc par plaknes
PcCF
figuras F' iekSejo laukumu.

Tadejadi
my = mF = sup{mP}.
PCF

I Eksiste tads rinkis, kas satur kopu F.
2No geometrijas kursa ir zinams, ka katram plaknes daudzstlirim atbilst nenegativs skaitlis, kuru sauc
par §1 daudzstura laukumu. Plaknes daudzstura laukumam piemit sadas ipasSibas:

e aditivitate, t.i., ja P;, P, - plaknes daudzsturi, kuriem nav kopigu ieksejo punktu, tad
m(P1 ] PQ) =mP; +mpPs,

e monotonitate, t.i., ja Py C P5, tad mP; < mP,

e invariance, t.i., ja plaknes daudzstiri P; un P ir vienadi, tad mP; = mPs.

3Ja kopa {mP} ir tuksa, t.i., plaknes figiira F' nevar ievilkt nevienu plaknes daudzstiri P, tad uzskata,
ka m, = m.F = 0.
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Plaknes figiras F' aréjo laukumu define
*=m*'F = inf .
m’=m Jn E {mQ}

(Patstavigi pamatot areja laukuma eksistenci.)
Ta ka mP < mQ@, tad m,FF < m*F.

4.1. z1im.

4.2. definicija. Plaknes figiru F' sauc par kvadrejamu, ja tas ieksejais
laukums sakrit ar aréjo laukumu, t.i., m,F' = m*F', pie tam So kopigo
skaitli sauc par figuras F' laukumu un apzime mF.

4.2. Plaknes figuras kvadrejamibas kriteriji

4.1. teorema. [Kvadrejamibas 1. kriterijs|

Plaknes figura F kvadrejama tad un tikai tad, ja jebkuram ¢ > 0
eksiste tads iewilkts plaknes daudzsturis P un tads apuvilkts plaknes

daudzsturis Q@ (P C F C Q), ka

m@) —mP < e.

» Nepieciesamiba.

Ta ka F' - kvadrejama figura, tad m,F = m*F. Saskana ar kopas
{mP} augseja slieksna m, F' definiciju jebkuram e > 0 eksiste tads plaknes
daudzsturis P (P C F), ka

mP > m,F — % (4.1)
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Analogi eksiste tads @ (F' C @), ka

mQ) <m*F+g.

(4.2)

No nevienadibas (£2]) atnem (1) un iegust
m@) —mP < e.

Pietiekamiba.
Soreiz jebkuram e > 0 eksiste tadi plaknes daudzstari P un @

(PCFCQ),knm@Q—mP <e.
No F' iekseja laukuma un areja laukuma definicijas seko, ka

mP <m,F <m"'F <mQ.
Tapec
0<m'F—m,F <mQ@ —mP.
Ta ka m@Q) — mP < ¢, tad 0 < m*F — m,F < . Nenegativa konstante

m*F — m,F var klut pec patikas maza tikai tad, kad ta ir nulle.
Tadejadi m*F = m,F. Plaknes figuira F' - kvadrejama. <

4.2. teorema. [Kvadrejamibas 2. kriterijs|

Plaknes figura F' kvadrejama tad un tikai tad, ja jebkuram € > 0
eksiste tada ievilkta kvadrejama plaknes figura P un tada apvilkta

kvadrejama plaknes figura Q (P C F C Q), ka
m@) —mP < e.

» Nepieciesamaba.
Saskana ar kvadrejamibas 1. kriteriju (skat. [.I] teoremu) par tadam

kvadrejamam plaknes figiram var izveleties plaknes daudzsturus.

Pietiekamiba.
Soreiz jebkuram ¢ > 0 eksisté tadas kvadréjamas plaknes figiiras P un

Q(PCFcCQ),ka
mQ—mP<g.

Taka @ - kvadrejama plaknes figtira, tad eksiste tads plaknes daudzstiris

a
Q(Q@>Q), ka _
m@—m@<1.
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Analogi eksiste tads plaknes daudzsturis P (P C P), ka

mP—mF<§.

W

Plaknes daudzstiiriem P, Q (P C F C Q) izpildas

m@—mﬁz(m@—m@)—l—(m@—mP)-l—(mP—m?)<g+g+izs.

Plaknes figura F' ir kvadréjama saskana ar kvadrejamibas 1. kriteriju
(skat. A.T] teoremu). <

4.3. Kvadrejamu figuru piemeri

4.3.1. Liklinijas trapeces kvadrejamiba un tas laukums

Apskata plaknes figiru F', kuru no augsas ierobezo intervala [a;b] ne-
partrauktas un nenegativas funkcijas f(z) grafiks, no apaksas Ox ass no-
grieznis [a; b] un no saniem taisnes z = a, x = b. Ka zinams, tadu plaknes
figuru sauc par Iiklinijas trapeci (£2]zmm.).

AY

Ola=z0 =1 Zo ... Thoi Tp - Tpoy Tp=0b
4.2. zim.
Izveido intervala [a; b] sasmalcinajumu
Aa=20< 1<+ < Tp 1 <xp < < Tp1<x,=0>

ar sasmalcinajuma soli A = max Auxy.
1<k<n
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Apzime ar
myp = inf f(x) = min f(x)

[Tk—152k] [Tk—152k]
un

M, = sup f(x)= max f(x) (k=1,2,...,n).

[2k—132k] [wr—1;2k]

Izveido plaknes daudzstiiri P, kas sastav no tadiem taisnstiiriem, kuriem
par pamatiem kalpo Ox nogriezni [x;_1; zx], bet par augstumiem atbilstosi
my (k=1,2,...,n). Acimredzami P C F' (£2]zim.). Analogi izveido ap
F apvilktu plaknes daudzsturi @ (Soreiz par taisnsturu augstumiem izvelas
My). Aprekina P un @) laukumus:

mP = kaAxk, mQ) = Z M Axy,.
k=1 k=1

Saskana ar Darbt summu definicijam Soreiz s = mP un S = mQ).

Taka f - intervala [a; b] nepartraukta funkcija, tad ta ir integrejama Saja
intervala un saskana ar integrejamibas kriteriju jebkuram £ > 0 eksiste tads
d: > 0, ka visiem intervala [a;b] sasmalcinajumiem ar soli A < ¢ izpildas
nevienadiba S — s < €. Tadejadi eksiste tadi plaknes daudzstiri P un @)
(P CF CQ@Q), kam@Q—mP < e. Saskana ar kvadrejamibas 1. kriteriju
(skat. [4.1] teoremu) F' - kvadréjama figura.

b
Apzimeé ar J = [ f(x)dz. Zinams, ka s < J < S. SoreizmP <7 < mQ,

ar1 liklinijas trapeces laukumiem izpildas nevienadiba mP < mF < m(Q).
Divas konstantes mF' un J ir ieklautas starp mP un m(@), kuri var klut pec
patikas tuvi.

Seko, ka mIE" =T jeb

mF—/bf(:z:)dx.

Tadejadi ir pieradita liklinijas trapeces kvadrejamiba un ieguta tas
laukuma aprekinasanas formula ar noteikta integrala palidzibu.

4.3.2. Liklinijas sektora kvadrejamiba un tas laukums

Polaraja koordinatu sistema apskata plaknes figiru F', kuru ierobezo
divi stari ¢ = «a, ¢ =  un intervala nepartrauktas un nenegativas funkcijas

p = p(p) grafiks (3] zim.).
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Sadu plaknes figiru sauc par Iiklinijas sektoru.

4.3. z1im.

Lai pieraditu Iiklinijas sektora kvadrejamibu un aprekinatu ta laukumu,
rikojas sadi:
e izveido intervala [«; (] sasmalcinajumu

a:§00<901<"‘<§0k—1<90]g< ...... <§0n:6,

® apzime ar
mp=_inf p(p) = min p(p),

[‘pkfl;ﬁpk] [‘pkflﬂpk]
Mk; = sup IO(SQ) — max p(sp)’
[Pr—1;0k] [Or—1;0k]

(k=1,2,...,n).

Likliijas sektora F' ievelk kvadrejamu plaknes figtiru P, kas sastav no
tadiem rinka sektoriem, kuriem centra lenki ir Ay, = @) — @1 un radiusi
atbilstosi my.

Analogi ap F' apvelk kvadréjamu plaknes figtiru @ (Soreiz rinka sektoru
radiusi ir My).

Aprekina P un @ laukumus:
1 n 1 n
mP = §;m%Aapk, me) = 5;M,§Agpk.

Skaitlus mP un m() var uzskatit par funkcijas % p*(¢) Darbii summanm,
kas atbilst izveidotajam intervala [«; 3] sasmalcinajumam. Tadejadi
s=mP un § = mQ.
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Ta ka funkcija 5p?(¢) nepartraukta intervala [o; 4], tad ta ir integrejama
Saja intervala un saskana ar integrejamibas kriteriju jebkuram € > 0 eksiste
tads d. > 0, ka visiem intervala [o; 3] sasmalcinajumiem ar soli A < §
izpildas nevienadiba S —s < . Tadejadi eksiste tadas kvadrejamas plaknes
figuiras Pun Q (P C F' C Q), kam@Q —mP < e. Saskana ar kvadrejamibas
2. kriteriju (skat. L.2] teoremu) F' ir kvadrejama figura.

B
Apzime integrali % 1l p*(¢)dyp ar J un liklinijas sektora laukumu ar mF.

«
Ta ka divas konstantes J un mF ir ieklautas starp mP un m(Q), kuri var
klut pec patikas tuvi, tad mF =7 jeb

5
/ pe(p)dep.

mF =

N | —

4.4. Plaknes figuras laukuma 1pasibas

4.3. teorema. [Laukuma aditivitate]

Ja Fy, Fs ir kvadréejamas plaknes figuras, kuram nav kopigu ieksejo
punktu un F'= Fy U F;, tad F ir kvadréjama figura, pie tam

mFE = mF; +mkEs.

» Ta ka F; un F5 ir kvadrejamas plaknes figtiras, tad jebkuram ¢ > 0
eksiste tadi plaknes daudzsturi P, Q1 un P, Q2 (PL C Fy C Qq; P, C
Fy C Qz), ka

le—mP1<g, ng—mP2<%.

Apskata plaknes daudzsturus P = PLU P, Q = Q1 UQ)>. Acimredzami,
PCFCQ.

Plaknes daudzsturiem P; un P nav kopigu ieksejo punktu, tapec
mP = mP; + mbPs.
Plaknes daudzsturiem ()1 un () var but ar1 kopigi ieksejie punkti, tapec

meQ < mQ1 + mQs.
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Apskata

m@Q —mP < (mQy +mQ2) — (mP +mP,) =

S g
:(le—mP1)+(mQ2—mP2)<54—5:5

Saskana ar kvadrejamibas 1. kriteriju (skat. .T]teoremu) F' ir kvadrejama
figura, pie tam mP < mF < m(Q).
Tadejadi
mP; + mPy < mEF < mQi+ mQs. (4.3)
No sakartbam P, C I} C Q1; P» C Fy C ()9 seko, ka

mP; <mFy <mQ; mPy <mkFy < mQs.
Saskaitot §is nevienadibas iegiist, ka
mP; +mPy, < mFy +mFy, < m@Q + mQs. (4.4)

No nevienadibam (£.3) un (£4)) seko, ka divas konstantes mF un
(mFy + mFy) ir ieklautas starp lielumiem (mP; +mP,) un (m@Q; + mQs),
kuri var klut pec patikas tuvi, tapec

mFE =mF, +mkF,. <«
4.1. piezime.

1. No plaknes daudzstura laukuma invariances (vai monotonitates)
un plaknes figiras laukuma definicijas izriet plaknes figiiras lau-
kuma invariance (vai monotonitate).

2. Divu plaknes kvadrejamu figuru starpiba F;\ F5 un skelums FiNFy
ir kvadrejamas figiiras.

3. Ar matematiskas indukcijas metodi laukuma aditivitates Tpasibu
var visparinat attieciba uz jebkura galiga skaita kvadrejamu figiiru,
kuram nav kopigu ieksejo punktu, apvienojumu.

4. Analogi var definet kubéjamu telpas kermeni F, ta tilpumu mF,
formulet un pieradit kubejamibas kriterijus un tilpuma ipasibas.

Jautajumi

1. Definet plaknes figiru.
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AN

Definet plaknes figtiras ieksejo un arejo laukumu.
Definet kvadréjamu plaknes figiru un tas laukumu.
Formulet plaknes figiiras kvadrejamibas kriterijus.

Definet liklinijas trapeci un uzrakstit formulu tas laukuma aprekina-
Sanai.

Definet Iiklinijas sektoru un uzrakstit formulu ta laukuma aprekina-
Sanal.

Formulet plaknes figiiras laukuma 1pasibas.

Vingrinajumi

- W N

Definet telpas kermeni.
Definet telpas kermena iekSejo un arejo tilpumu.
Definet kubejamu telpas kermeni un ta tilpumu.

Formulet un pieradit telpas kermena kubejamibas 1. kriteriju (skat.

4.1] teoremu).

Formulét un pieradit telpas kermena kubejamibas 2. kriteriju (skat.

4.2] teoremu).

Pamatot taisna cilindra kubejamibu un iegtit ta tilpuma aprekinasa-
nas formulu.

Formulet telpas kermena tilpuma ipasibas un pieradit tilpuma aditi-
vitati.

Uzdevumi

1.

Aprekinat laukumu figurai, kuru ierobezo Sadas linijas:
(a) y=a2?+1, x = —1, z = 2 un abscisu ass;

(b) z+2y—8 =0,y =1, y =3 un ordinatu ass;

(c) Bernulli lemniskata p = ay/cos 2¢;

(d) kardioida p = 2a(1 4+ cos ¢).
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5. nodala

NOTEIKTA INTEGRALA
LIETOJUMI

5.1. Laukuma aprekinasana ar noteikto integrali

Laukumu izskaitloSsana ir viens no pamatuzdevumiem, kas noveda pie
noteikta integrala jedziena.

1. Apskata plaknes figaru F', kuru no augsas ierobezo intervala [a;b]
nepartrauktas funkcijas g(z) grafiks, no apaksas - saja intervala ne-
partrauktas funkcijas f(x) grafiks, pie tam visiem x € [a; b]

0 < f(x) < g(x), bet no saniem - taisnes z = @ un x = b (1] zim.).

AY
— 7 "
F
ﬁy = f(z)
xk
0 a b g
5.1. zim.

Figura F' - kvadrejama ka divu kvadréjamu figuru (Iiklinijas trapecu
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Fi un F3) starpiba, pie tam

b b

mF =mF, — mFy = /g(x)da: . /f(a:)dx — /b(g(x) — f(x))dz.

a a

Tadejadi

5= [ (o)~ 7). 5.1

a

. Apskata plaknes figiru F', kuru no augsas ierobezo intervala [a;b]

nepartrauktas funkcijas g(z) grafiks, no apaksas - saja intervala nepar-
trauktas funkcijas f(x) grafiks, pie tam visiem x € [a;b] f(x) < g(x),
bet no saniem - taisnes z = a un x = b (L.2] zim.).

AY y=g(z)+ A

N
I
g
&
+
e
\ A3

F*
F

5.2. zim.

Atskirtha no 1. gadijuma Soreiz funkcijas f(z) un g(x) intervala |a; 0]
var pienemt ari negativas vertibas.

Apzime ar —A = [mbf] flz) = r[mbr]lf(;r:) (A>0).

Apskata plaknes figuru F*, kuru no apaksas ierobezo funkcijas f(x)+A
grafiks, no augsas - funkcijas g(z) + A grafiks, bet no saniem - taisnes

r=aunz =>b (5.2]zim.).

Figuras F* un F' ir vienadas, tapec mF* = mF'. Figuras F* laukumu
var izskaitlot pec formulas (B.I), jo funkcijas f(z) + A, g(x) + A in-
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tervala [a; b] ir nenegativas.

b b
mF* = /((g(x) + A) — (f(=) +A))d:z: = /(g(a:) — f(z))dz,
tadejadi
b
mF = /(g(a:) — f(z))dz.

5.1. piezime.

(a) Formula (5.0)) ir speka ar1 tajos gadijumos, kad visa figura F
vai ar1 §1s figiiras dala atrodas zem abscisu ass.

(b) Biezi doto plaknes figuru F' vajag sadalit galiga skaita tadas
figuras, kuru laukumus var aprekinat péec formulas (5.1]). Dotas
figiras laukums bis vienads ar tas dalu laukumu summu.

5.1. piemers. Aprekinat laukumu figurai, kuru ierobezo parabola

y = —22 un taisne x +y = 0.

2

Koordinatu sistema konstruée parabolu y = —x“ un taisni y = —=x,

iegust plaknes figuru F' (5.3]zim.). Figuru no augsas ierobezo parabola

Ay

5.3. zZim.
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Yy = —22, bet no apaksas - taisne y = —2x.

S = j(mQ — (—x))dx = /1(332 + x)dr =

3. Apskata liklijas trapeci, kuru no augsas ierobezo parametriska veida
uzdota likne ar vienadojumiem

{xzﬂm
y = Y(t)

pie tam z mainai no a lidz b (a < b) atbilst ¢ maina no « lidz S.

Funkcija ¢(t) - stingri monotona un nepartraukti diferenceéjama, bet
Y(t) - nepartraukta atbilstosaja intervala. Ka zinams, mineta sistema
parametriska veida uzdod intervala [a; b] nepartrauktu funkciju f(z).

Likliijas trapeces laukumu var aprekinat péec formulas (5.7):

Tadejadi

3
S:/¢®¢@ﬁ. (5.2)

5.2. piemers. Aprekinat laukumu figurai, kuru ierobezo elipse

2 2
z? Y
Stn=1
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Elipses parametriskais vienadojums ir

0<t<2r.

T = acost,
y = bsint,

Pec formulas (5.2)) izskaitlo figuras tas dalas, kas atrodas 1. kvadranta,
laukumu (5.4] zim.).

N

5.4. zim.

Argumenta x mainai no 0 Iidz a atbilst parametra ¢ maina no 7 lidz
0.

0

S =4 [ bsint(—asint)dt = —4ab/sin2 tdt =

M\ﬂ\
o

ol

0

= —2ab

1
(1 — cos2t)dt = —2ab (t ~3 sin 2t>

N

w\ﬂ\
o

= —2ab (0 — E) = rab.
2
5.3. piemers. Aprekinat laukumu figurai, kuru ierobezo Arhimeda spi-
rales p = ap (0 < p < 400) viena vitne un polara ass.

Lai aprakstitu Arhimeda spirales vienu vitni, parametrs ¢ mainas no

0 Iidz 27 (5.5] zim.).

Laukuma aprekinasanai lieto Iiklinijas sektora laukuma aprekinasanas
formulu

3
1
S = 5/p2(s0)d90-
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>
0
5.5. zim.
2w 2w
1 23 4
Szé/(agofdgo:—-go :§7r3a2

5.2. Rektificejama (iztaisnojama) Iikne un tas ga-
rums

Plakne apskata likni AB (A - liknes sakuma, bet B - beigu punkts).
Sadala So Iikni ar punktiem Mj, Mo, ..., M, ; (B.6] zim.). Savienojot
blakus esoSos punktus ar taisnes nogriezniem, iegust Itkne AB ievilktu
lauztu Imiju, kas sastav no nogriezniem MMy, M1 M, ..., M, 1M,, kur
My sakrtt ar punktu A, bet M, sakrit ar punktu B.

Ay Mk :

M2 Mk

\ As

5.6. zim.
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Aprekina $1s ievilktas lauztas Iinijas perimetru

P = Z M1 M. (5.3)
k=1

Apzime ar A\ = max M;_1M,.

1<k<n

5.1. definicija. Ja summai (5.3)) eksiste galiga robeza s, kad A — 0, t.i.,
jebkuram e > 0 eksiste tads 0 > 0, ka visiem liknes AB sasmalcina-
jumiem ar soli A < § izpildas nevienadiba |P — s| < ¢, tad Itkni AB
sauc par rektificejamu (iztaisnojamu), pie tam robezu s sauc par
liknes garumu.

Tadejadi

A—0

S = hHl}E:JM%_1A4k.
k=1

5.3. Liknes garuma aprekinasana ar noteikto integrali

1. Jaaprekina garums liknei AB, kas ir intervala [a; b] nepartraukti dife-
rencejamas funkcijas f(x) grafiks.

Ja izveido liknes AB sasmalcinajumu, tad iegust arl intervala [a; 0]
sasmalcinajumu

a=zg<r1 < - < Tp 1 <Tp<---<zH=0,

kur zj, ir punkta M abscisa (B.7] zim.).
Punkta Mj ordinata y; = f(xp). Tadejadi Mk_l(xk_l,f(ark_l)),
M, (zk, f(zx)) un

My My, = \/(xk — a1+ (fla) — flam) ' =
= \/(% —xp1)? + (f’(fk)(ﬂfk — xk—l))Q =1+ f2(&)Axy,

kur Azy, = x, — -1, & € [Tr—1, k).

Starpiba f(xzy)— f(zx_1) tika parveidota pec Lagranza formulas. Ievilktas
lauztas Imijas perimetrs

P=> "1+ (&) Az
k=1
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A Y B—=M
y = f(x)
NG
'%]\‘4/
A:MO
i
0 a=2xy X Tl—1 Lk b:l'n -

5.7. zim.

ir intervala [a; b] nepartrauktas funkcijas /1 + f’?(z) integralsumma.

St funkcija ir integréjama ka nepartraukta funkcija, tapec integral-

summai eksiste galiga robeza, kad A — 0 (ja A = 1I£1kax My 1M — 0,

tad arT A* = max Azy — 0 un otradi).
1<k<n

Robeza ir vienada ar sadu noteikto integrali:

n b
E%Z V1t [f2(&) Ay = / V1+ f2(2)dz.
k=1 "

Tadejadi Iikne AB ir rektificejama un tas garums

b
s :/\/1 + f"%(x)dx. (5.4)

5.4. piemeérs. Aprekinat puskubiskas parabolas 3% = 2% loka garu-
mu starp punktiem O(0,0), A(1,1) (5.8]zim.).

:0/1 1+<@>>dm 0/1\/1+< %)de_
J\/?d:c O/dea:
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1 2 Sl 1
— — . Z(4492)| =—(13V13—28).
g 39| = ol )
Ay
A yzx/ﬁ
1
L
0 1 -
1
y=—Va3
5.8. zim.

2. Jaaprekina garums parametriska veida uzdotas liknes lokam ar viena-
dojumiem

r = p(t),

Funkcijas ¢(t) intervala [o; 5] ir stingri monotona un nepartraukti
diferencejama, bet 1 (t) ir nepartraukti diferencejama. Ja parametrs
t mainas no « lidz 3, tad x mainas no a Iidz b.

Vienadojumu sistema

parametriska veida uzdod intervala [a; b] nepartraukti diferencéjamu
funkciju f(z). Atbilstosas liknes garumu var aprekinat péec formulas

s/b\/T’Q(x)dx.
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Saja formula izpilda mainiga aizvietoSanu.

r=(t), pietam [f'(z)= :ﬁ:gg, dr = ' (t)dt.

_i¢”<ggydwﬁ‘iWW®+wwwt

Tadejadi

legust

s—/¢w VD (5.5)

5.5. piemers. Aprekinat cikloidas

{x:a@—gnm

y = a(l — cost)
vienas arkas garumu (5.9] zim.).

AY

N .

0 2Ta

5.9. zim.

Vienu arku iegiist, parametru ¢ izmainot no 0 lidz 2.

Ta ka «' = a(1 — cost), ¥ = asint, tad

27 2m
s:/\/&2(1—Cost)2+a2sin2tdt:a/\/2(1—Cost) dt =
0 0

2
t t
= Qa/sin—dt = —4qa cos —
2 2
0

2
= 8a.
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5.2. piezime. Formula (5.5 ir speka ar1 tadai parametriska veida

uzdotai liknei
T = Qo(t)a
a<t<p,
{yzww, st=f

kas nav kaut kadas funkcijas grafiks. Svarigi, lai tikai funkcijas
©(t), ¥(t) butu nepartraukti diferencejamas minétaja intervala.

3. Jaaprekina garums liknei, kas uzdota polarajas koordinatas ar viena-
dojumu p = p(p), a < ¢ < B, pie tam funkcija p(¢) nepartraukti
diferencejama dotaja intervala.

Parametrize so likni

y = p(p)singp,

Atrod

2’ = p'(p) cosp — p(p) singp,
y' = p'(p)sing + p(p) cos ¢,

2?2 = (0 (p) cos  — ply) sin )+
+ (0'(¢) sing + p(p) cos)” = p2() + 0 ().

Pielieto formulu (5.5) un iegust, ka

5
s = / V() + 02 () dep. (5.6)

5.6. piemers. Aprekinat kardioidas p = a(1 — cos ) garumu (skat.
.10 zim.).
Atrod p/ = asin g,
pP+p'% = a*(1—cos p)?+a*sin® p = a*(2—2 cos @) = 2a*(1—cos ).

™

322/\/2a2(1—cosg0) dg0:2a-2/sin§d<,0:8a.
0 0
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AY

—2a 0

5.10. zim.

5.4. Kermena tilpuma aprekinasana ar noteikto in-
tegrali

1. Apskata kermeni, kuram zinams skersgriezuma ar jebkuru abscisu asij
perpendikularu plakni laukums S(z) (5.I1] zim.). Funkcija S(z) pie
tam intervala [a;b] ir nepartraukta.

Izveido intervala [a; b] sasmalcinajumu
a=x)0 <1< < Tp1 <Tp<---<x,=0>0.

Caur katru punktu x; konstrue plakni perpendikulari abscisu asij.

/ S(z)

5.11. zim.

Pienem, ka kermena dala starp plaknem xz = x;_1, * = x} ir taisns
cilindrs, kura pamata ir figura ar laukumu S(&), kur & € [xg_1, 2]
un kura augstums ir Axy = 1 — Tp_1.
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Sts kermena dalas tilpums aptuveni biis vienads ar S(&,) Az, bet visa

n
kermena tilpums bus vienads ar > S(&)Axy.
k=1

Lai precizi raksturotu dota kermena tilpumu V, tad apskata Sadas

summas robezu, kad A = max Ax; — 0.
1<k<n

Sada robeza eksiste, jo S(z) intervala [a;b] ir nepartraukta funkcija.
Pie tam sada robeza vienada ar atbilstosu noteikto integrali

n b

lim » S(&)Axy, = /S(x)dx.

A—0
k=1 "

(Izteiksme > S(&x)Axy) ir integralsumma funkcijai S(x) intervala
k=1

[a; b].

Tadsjadi

b

vz/a@m. (5.7)

a

5.3. piezime. No formulas (5.7)) izriet jau 17. gadsimta pazistamais
Kavaljeril princips: ja divi kermeni, kas novietoti starp divam
paralélajam plaknem, skeluma ar jebkuru citu tam paralélu plakni
dod vienlielas figuras (vienadi laukumsi), tad Sie kermeni ir vien-
lieli (tiem ir vienadi tilpumi) (121 zim.).

Apskata kermeni, kas rodas, Iikliijas trapecei rotéjot ap abscisu asi
(6131 zim.).

Sadu kermeni, kuru sauc par rotacijas kermeni, skelot ar jebkuru
abscisu asij perpendikularu plakni, iegust rinki, kura radiuss ir f(x).
Tapec ieglita skersgriezuma laukums S(x) = 7 f2(x).

Tadejadi

vzw/ﬂ@mﬂ (5.8)

a

IB. Kavaljeri (1591-1647) - italu matematikis.
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5.12. zim.

5.5. Materialas linijas masas, statisko momentu un
masas centra aprekinasana ar noteikto integrali

5.2. definicija. Par materialu liniju sauc geometrisku liju, kuras
jebkuram lokam ir noteikta masa.

Apskata materialu Iiniju AB, kas no geometriska viedokla ir intervala
[a; b] nepartraukti diferencejamas funkcijas f(z) grafiks (5.14]zim.). Mate-
rialas Iinijas linearo blivumu raksturo intervala [a; b] nepartraukta funkcija

().
Izveido loka AB sasmalcinajumu ar punktu

Mo, My, ..., M1, My, ..., M,
palidzibu (tiek ieguts arl intervala [a; b] sasmalcinajums
a=x90<x1 < <xp1 <TE<---<xyp=">0).

Katru no elementarlokiem Mj_1 M. aizstaj ar atbilstosu taisnes nogriez-
ni, kura garums (tika apréekinats jau ieprieks) ir

My My = /1 + f2(&) Axy,

kur & € [zy—1, 7.
Pienem, ka katra loka elementardala linearais blivums ir konstants un
vienads ar p(&).
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-

L

“*—__I.__—”

S

~

N

~

5.13. zim.

Elementarloka M;_1 M} masa aptuveni ir vienada ar

1)V 1+ f12(8k) Ay,
bet visas liknes AB masa aptuveni ir vienada ar

> &)V 1+ (&) Az

Par liknes AB masu nosauc §Is summas robezu. Sada summa ir intervala
[a; b] nepartrauktas funkcijas p(x)

1 + f'2(z) integralsumma, tapec eksis-
te galiga robeza no §is summas, kad sasmalcinajuma solis tiecas uz nulli,
pie tam §1 robeza ir vienada ar noteikto integrali

b
/,u(x)\/l + f2(z) dx.
Tadejadi

b
m = /,u(x)\/l + f"2(x) du.

(5.9)
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B =M,

/' y = f(x)
WV’H M,

vy &

0 a=1xy T cee Tp_1 fk Ti ... b

T

5.14. zim.

5.4. piezime. Ja materiala Iinija ir homogena, tad linearais blivums

b
p(x) = p=const un m = p [ \/1+ f'?(x) de = ps, kur s ir Imijas
AB garums. '

5.3. definicija. Par materiala punktaZ statisko momentu M pret
kadu asi sauc st punkta masas m reizinajumu ar punkta attalumu d
Iidz asij, kas nemts ar plusa zimi, ja materialais punkts atrodas viena
pusé no ass, un ar minusa zimi, - ja tas atrodas otra puse no ass.
Tadejadi ar precizitati lidz zimei | M = md|.

5.4. definicija. Par materialo punktu sistemas statisko momentu
pret asi sauc atsevisko sistemas punktu statisko momentu summu.

Koordinatu sistema apskata materialu punktu sistemu
Ar(z1;01), Aa(m2;92), - - - An(T; ) (BIS] zim.).

So punktu masas apzime atbilstosi ar mq, ms, ..., m,. So materialo punktu
sistemas statiskie momenti pret koordinatu asim ir

n n n
M, = kayk, My = kaxk, m = ka
k=1 k=1 k=1

Apskata materialas Itknes loku AB un sadala to elementardalas (5.16.]zmm.).

2Geometrisks punkts, kura ir koncentréta zinama masa.
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20 * Ay(z1591)
i Ao (x;
) S A Ax(w2712)
i T
I3 0 € Ty T2 "
@ o-oooo oo oooo-oo- Ys |
Az(z353) Ya pommmmmmmmme oo ® Ay(245y4)
5.15. zim.

Elementarloka M;_1 M} masa aptuveni ir vienada ar

&)V 1+ f2(&) Ay,

kur & € [z)-1, k],
Uzskata, ka ST elementarloka masa ir koncentreta punkta Py (&; f (fk))

Sadu materialo punktu sistémas statiskie momenti pret koordinatu asim
atbilstosi ir

D FE )V + (&) Ay
k=1

un

3" () /1 + F2(E) Ay
k=1

Materialas liknes loka AB statiskie momenti attieciba pret koordinatu
astm ir aptuveni vienadi ar §im summam. Par liknes loka AB statiskiem
momentiem pret koordinatu asim nosauc So summu robezas, t.i.,

n b
M, = lin 3" F(@)n(&)VTF 72E6) Ank = [ f@hula)/ T+ 7w de
k=1 w

n b
My = lim > () VT+ P60 Ao = [ anla) /T4 7%a) de
k=1 o

kur A = max Axy.
1<k<n

(Pamatot robezu eksistenci).
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Y B=M
p y=f(
PMl — Mk_l Mn—l
1 "_ P, MV
A = MO
51 fk- gn
0 a=2xy I . Tp_1 Ti - Tp-1 b=,
5.16. zim.

Tadejadi

M,

| F@)ue) /T T 7] de,
M, = jm,u(x)\/l + f"2(x) dz.

(5.10)

5.5. definicija. Par dotas materialo punktu sistémas masas centru
C(z¢, ye) sauc tadu punktu, kura koncentrejot visas $is sistemas masu
m, ta statiskie momenti pret koordinatu asim ir vienadi ar sistemas
statiskiem momentiem pret Stm asim.

Tadejadi my. = M, un mz, = M, jeb

Materialo punktu sistemai

M, M,
Le= "5 |Ye=—-
m m
n n
> My > MYk
k=1 k=1
c — n Y c — n Y
mg mg
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bet materialas liknes lokam AB

b
(@)1 12 (@) de
Le = b 9
J (@) /1+f72 () dx
: (5.11)
J f(2) 14 f%(x)dx
Ye =
af,u(a:) 14 f'2(z)dx

5.5. piezime. Ja materiala Iikne ir homogena (i - const), tad

f / f& )
a (5.12)
J 1

1
s

x)\/1+ f?(z) dx,

1
s

b
kur s = [ \/1+ f'?(x) dz ir Iiknes loka AB garums.

5.7. piemers. Aprekinat masas centru homogenas rinka Imijas
2? + y? = a® lokam pirmaja kvadranta.

Ta ka loks ir simetrisks attieciba pret koordinatu sistemas pirma kvad-
ranta bisektrisi, tad masas centrs C(z., y.) atrodas uz sis bisektrises, tapec

xc — yc;

Péc formulas (5.12)
1
v [ VT ) do

Atrod
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1 1 1
yc:—/adx:—a/dx:—a2,
s s s

0

Tapec

kur s = %127'['& = 5.
Tadejadi

AY
a
2 c
v
X
>

0 2a a

s

5.17. zim.

5.6. Homogenas plaknes figiiras statisko momentu un
masas centra aprekinasana ar noteikto integrali

Apskata liklinijas trapeci ka materialu figuru ar konstantu blivumu g,
kas izsaka laukuma vienas vienibas masu.

Izveido intervala [a; b] sasmalcinajumu
a=290< 11 < < Tpg<xp<---<x,=0>

ar sasmalcinajuma soli A = max Auxy.
1<k<n

Liklinijas trapece tiek sadalita elementarjoslas (5.18] zim.).
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Ay
'y = f(x)
./"’\
.\-_’1/
q
f(gk) P,

x‘

0 a=1z0 T .. Tpo1 STk Tpo1 D=1,
5.18. zim.
Izvelas patvaligu & € [zr_1;xx] (k= 1,2,...,n). Katras elementarjoslas

laukums aptuveni vienads ar f(&;)Axy, bet masa ir puf(&x)Axg. Uzskata,
ka elementarjoslas masa ir koncentréeta punkta P, (fk; % f (&)) Sadas pun-
ktu sistemas statiskie momenti pret koordinatu asim atbilstosi ir

§ 1f () f (Ep) Ay, = lu § (&) Ay,
2 2
k=1 k=1

> Geuf (S Az = Y G f (G) Ay
k=1 k=1

Sis summas aptuveni izsaka liklinijas trapeces statiskos momentus pret
koordinatu asim.

Likliijas trapeces statiskie momenti pret koordinatu asim ir vienadi

b
i LN IR T o 1
M, = lim =g kE_l fH (&) Axy, = plim kE_l f2 (&) Ay = 2N/f (z)dz

a

un
b

M, = }\iir(l)ukz:lfkf(gk)Axk = ,u/a:f(x)dx.

a

(Pamatot sadu robezu eksistenci.)
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Tadejadi

a

i faf(@)ds

(5.13)

b
Liklmijas trapeces masa m = uS, kur S = [ f(z)dx - likliijas trapeces
a

laukums.

Masas centra koordinatas

Tl

fbxf
k]

M,
Ye = "m0

(5.14)

5.8. piemers. Aprekinat masas centru homogenai figuirai, kuru ierobezo

parabola y = 1 — z? un abscisu (5.19] zim.).

Ay
y=1— 22
¢ (C
:1:}
—1 0 1
5.19. zim.

Ta ka figtra ir simetriska attieciba pret ordinatu asi, tad x. = 0.

Atrod
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kur
/ 4
S:/(l—xQ)dx:§.

-1

§ 3 2 2
=—-"=Z cf0Z2).
YT154 5 ( 5)

5.6. piezime. Ja homogenu plaknes figiru no augsas ierobezo linija
y = g(z), no apaksas y = f(x), bet no saniem taisnes x = a un r = b
(5201 zim.), tad figuras masas centra koordinatas atrod péc formulam

Tadejadi

(5.15)

AY

/\_/ e g($>

Ye ® ¢

| —

e T
X
0 a Te b >

5.20. zim.

Jautajumi

1. Paskaidrot, ka ar noteikto integrali aprekina plaknes figiras laukumu.
Definet rektificejamu Iikni un tas garumu.

Paskaidrot, ka ar noteikto integrali aprekina gludas Iiknes garumu.

= W

Uzrakstit formulu kermena tilpuma aprekinasanai pec ta skersgriezu-
ma laukuma.
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10.

11.

12.

13.

Formulet Kavaljeri principu.
Uzrakstit formulu rotacijas kermena tilpuma aprekinasanai.
Uzrakstit formulu materialas Iiknes masas aprekinasanai.

Definet materiala punkta un materialu punktu sistemas statisko mo-
mentu pret asi.

Uzrakstit formulas materialas Iiknes statisko momentu attieciba pret
koordinatu asim aprekinasanai.

Definet materialu punktu sistemas masas centru.
Uzrakstit formulas materialas liknes masas centra apréekinasanai.

Uzrakstit formulu homogenas materialas figiiras statisko momentu at-
tieciba pret koordinatu astm aprekinasanai.

Uzrakstit formulas homogenas materialas figiras masas centra apre-
kinasanai.

Vingrinajumi

. Izmantojot kermena tilpuma aprekinasanas formulu pec ta skersgrie-

zuma laukuma, iegtit formulu piramidas, konusa un lodes tilpuma
aprekinasanai.

Iegtit formulu kermena, kas rodas, liklinijas trapecei rotejot ap ordi-
natu asi, tilpuma aprekinasanai.

. legut formulu virsmas, kas rodas intervala [a; b] nepartraukti diferen-

cejamas funkcijas f(x) grafikam rotejot ap abscisu asi, laukuma apre-
kinasanai.

Pamatot materialas liknes, kas ir intervala [a; b] nepartraukti diferen-
cejamas funkcijas grafiks, statisko momentu attieciba pret koordinatu
asim eksistenci.

Pamatot homogenas materialas figuras statisko momentu attieciba
pret koordinatu asim eksistenci.
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Uzdevumi

1. Aprekinat laukumu figurai, kuru ierobezo sadas Iiknes:

(a)y:—4x, .CC:—3, $:—1, y =V

() y=a2>+4x, z—y+4=0;

(f) cikloidas © = a(t —sint), y = a(l — cost) viena arka un abscisu
ass;

(g) astroida z = acos®t, y = asin’t;

(h) kardioida p = 2a(1 + cos @);

(i) trislapu roze p = asin 3.
2. Aprekinat sadu Iiknu garumus:

(a) kedes lnijai y = e2 + e~ 2 starp punktiem z = 0 un x = 2;

(b) ¥ = Insinx starp punktiem z = —% un o = F;

(c

) astroidai x = acos’t, y= asin®t;
(d) Iiknei p = 5sin .

3. Aprekinat tilpumu kermenim, kas rodas, rotéjot ap abscisu asi liklmi-
jas trapecei, kuru ierobezo sadas liknes:

(a) y=2, =4, =12, y=0;

(b) y=

4. Aprekinat masas centru astroidas T3+ y% = a3 lokam, kas atrodas
1. kvadranta.

R 8k

Y Tr = Y Tr = Y y:

5. Aprekinat masas centru kedes Iinijas y = a ch £ lokam starp punktiem
r=—a, I=a.

6. Aprekinat masas centru homogenam trijstiirim, kuru ierobezo taisnes
2+%=1, =0, y=0.

7. Aprekinat masas centru homogenai figtirai, kuru ierobezo liknes
y=1a> y=+x
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6. nodala

NEISTIE INTEGRALI

6.1. Neista integrala jedziens

b
leprieksejas temas tika apskatiti integrali [ f(x)dz pa galigu integre-
a

sanas intervalu [a;b] no $aja intervala ierobeZotas funkcijas f(z). Sadus
noteiktos integralus medz saukt ar1 par 1stajiem integraliem. Noteiktais
integralis zaude jegu, ja integresanas intervals ir bezgaligs vai zemintegrala
funkcija integresanas intervala nav ierobezota. Dazreiz noteikta integrala
jeédzienu var visparinat ari uz Siem gadijumiem. Iegutos integralus sauc par
neistajiem integraliem. Sadus integralus nevar definét pec analogijas ar
1stajiem integraliem, sastadot integralsummas un parejot pie robezas.

Izskir triju veidu neistos integralus.

6.1. definicija. Par pirma veida neistajiem integraliem sauc tadus
integralus, kuriem vismaz viena no integresanas robezam ir bezgaliga,
bet zemintegrala funkcija ir ierobezota integresanas intervala.

6.2. definicija. Par otra veida neistajiem integraliem sauc tadus
integralus, kuriem zemintegrala funkcija nav ierobezota integresanas
intervala [a; b].

6.3. definicija. Par tresa veida neistajiem integraliem sauc tadus
integralus, kuriem vismaz viena no integresanas robezam ir bezgaliga
un zemintegrala funkcija nav ierobezota integresanas intervala.
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6.2. Pirma veida neistie integrali

Apskata bezgaliga intervala [a; +00) nepartrauktu funkciju f(z). Jeb-
b
kura galiga intervala st funkcija ir integréjama un tapec eksiste [ f(x)dx.
a
400
Pirma veida neisto integrali [ f(z)dz define sadi:
a

7)Of(x)d5z: lim /bf(x)d:c

b——+oc0

Ja eksiste galiga robeza, tad saka, ka neistais integralis konverge un
So robezu nosauc par neista integrala vertibu. Preteja gadijuma saka,
ka neistais integralis diverge.

6.1. piemers. Izpetit uz konvergenci sadus neistos integralus:

400
1. [ 1dx,
1
-l-ood
+ood b J b
e 1 e 1 . _
1. 1f & — bEIEoolf7 = bEI—Pooln z||; = bEIEOO(Inb —Inl) = +o0.
Neistais integralis diverge.
i " 1 ’ 1
P P Y B
2 [ [ i ()] = ()0

Neistais integralis konverge un ta skaitliska vertiba ir 1.

+00
Geometriski neista integrala [
1

dx

77 vertibu var interpretet ka bezgaligas

+00
Iiklmijas trapeces laukumu. Nelstajam integralim [ dm—‘” sadu geometrisko
1

interpretaciju sniegt nevar. Tas ir izskaidrojams ar to, ka linija y = # loti
strauji tuvojas abscisu asij, kad x — 400, bet otra Imija y = % tuvojas tai
daudz lenak, kaut gan abscisu ass ir asimptota ar1 Sai Iinijai (6.1 zim.).
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Ay

6.1. zim.

Neisto integrali ar bezgaligu apaksejo integresanas robezu define Iidzigi:

b b
/ f(x)dx = GEIPOO f(x)dz.

Neisto integrali, kuram abas integresanas robezas ir bezgaligas, define

sadi:
yoof(x)dx = /C f(x)dx + +/oof(ar:)algc.

6.1. piezime.

1. Sada neista integrala raksturs un konvergences gadijuma ari skait-
liska vertiba nav atkariga no ¢ izveles (var izveléties ¢ = 0).

+00
2. Integrali [ f(x)dx sauc par konvergentu tad un tikai tad, kad

konverge abi neistie integrali
c +00
/ f(z)dz un / f(z)dz.

Neisto integralu pétiSana nesagada griitibas, ja zemintegrala funkcijai
f(x) var atrast primitivo funkciju F'(z). Turpreti, ja zemintegrala funkcijai
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primitivo funkciju atrast neizdodas, tad neistos integralus peta uz konver-
genci, izmantojot salidzinasanas teoremu.

6.1. teorema. [SalidzinaSanas teoremal]
Ja f,g ir intervala [a;+oo] nepartrauktas funkcijas un visam arqu-
menta vertibam no St intervala ir speka nevienadiba
0< f(z) <g(x), tad

+00 00
1. ja [ g(x)dx konverge, tad konverge ari [ f(x)dx;
a a

+00 +00
2. ja [ f(x)dx diverge, tad diverge ari [ g(x)d.

+0o0o
» 1. Ta ka neistais integralis [ g(z)dx konverge, tad eksiste galiga
a

b
robeza J = lim [ g(x)dx.

b—+oc0 a

Visiem b > a ir speka nevienadiba

/bf(x)da: < /bg(x)dac <7.

b
Tas nozime, ka [ f(x)dx ir integrésanas augsejas robezas b augosa un iero-
a

b

bezota no augsas funkcija. Tapéc eksiste galiga robeza blim [ f(x)dx, kas
——+00 a

neparsniedz J, t.1.
) )

b
lim /f(:r:)dx <7.

b—+4o0

+00
Tas nozime, ka neistais integralis [ f(x)dx konverge.
+o00 b
2. Taka neistais integralis [ f(x)dx diverge un [ f(z)dz ir integrésanas

a a
augsejas robezas b nenegativa un augosa funkcija, tad

b——+o0

b
lim /f(x)dx = +00.
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Ta ka jebkuram b > a ir speka nevienadiba

/bg(af)dfc > /bf(w)d:v,

b

tad arl

Jm [ g(z)de = +oo,
a
+00
t.i., neistais integralis [ g(z)dx diverge. <«

a

6.2. piezime.

1. Ja f, g intervala [a; +00) nepartrauktas funkcijas un visam argu-
menta verttbam no &1 intervala f(x) < g(z) < 0, tad no integ-
400

+00
rala [ f(z)dx konvergences izriet [ g(z)dx konvergence un no
a a

400 400
[ g(x)dx divergences izriet [ f(x)dx divergence.
a a

+00
2. Neistos integralus biezi salidzina ar $adu neisto integrali [ # dzx.
1

Viegli pamatot, ka sads integralis konverge, ja k£ > 1, un diverge,
ja k <1 (Pamatot patstavigi).

+o00
6.2. teorema. Ja integralis [ |f(x)|dz konverje, tad konverge ari in-
a

+00
tegralis [ f(x)dx.

» Apskata divas paligfunkcijas

PTG (G (T (]

Abas §is funkcijas intervala [a; +00) ir nenegativas, pie tam

file) < [f(@)], falz) < [f(2)].

Saskana ar salidzinasanas teoremu neistie integrali

+00 o0
/fl(x)dx un /fg(x)dx
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konverge. Tatad konverge arl neistais integralis

/f(:v)dsc,
jo f(z) = fi(x) — fo(z) un

+/Oof($)dx = +/Oof1(x)dx — +/oof2(:c)dx. <

400
6.4. definicija. Neisto integrali [ f(x)dx sauc par absoluiti konver-

+00
gentu, ja konverge integralis [ |f(x)|dx.
a

400
6.5. definicija. Konvergentu neisto integrali [ f(z)dx sauc par nosa-

+00
citi (neabsoluiti) konvergentu, ja diverge integralis [ |f(z)|dx.
a

6.2. piemers. Izpetit uz konvergenci sadus neistos integralus

400 J
x
L. { z?(1+lnz)’

“+00

2. lf 7 da,

+o00o

3. f 1—5cosx dZU

)
1

1. Visiem x > 1 izpildas nevienadibas
0 < 1 < 1
22(1+1nx) = 22’

+00

pie tam neistais integralis [ %dw konverge. Saskana ar salidzinasanas
1

teoremu konverge integralis

400

/ dx
22(1+1nz)

1
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2. Visiem x > 1 izpildas nevienadibas

X

X
>
20T —1" 2z

1
:E\/E>O,

+0o

pie tam nelstais integralis [ /zdx diverge. Saskana ar salidzinasanas
1

teoremu diverge integralis

+00
xdx
2/x — 1
1
3. Soreiz zemintegrala funkcija intervala [1; +00) pienem gan pozitivas,
gan negativas vertibas.
Visiem x > 1 izpildas nevienadiba
6
S Cx

1 —5cosx
$2

x2

+00
pie tam neistais integralis [ %dw konverge. Tapec konverge integralis
1

+00

1—-5
/‘ ;:osxd
T

Tadejadi integralis

konverge absoliiti.

6.3. Otra veida neistie integrali

Apskata integralus no intervala [a; b] neierobezotam funkcijam. Tadus

b
integralus [ f(z)dx sauc par otra veida neistajiem integraliem.
a

Apskata intervala [a; b) nepartrauktu funkciju, kas ir neierobezota punkta
b apkartne (6.2] zim.).
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b—e
Jebkuram & > 0 ir definéts noteiktais integralis [ f(z)dz. Otra veida

a
neisto integrali define ka robezu no §1 noteikta integrala, kad ¢ — 0, t.i.,

b b—e
/f(m)dx = lin% f(z)dx.
Ay

|
y=[f(x) :
:
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

! L

0 a b_ e b "

6.2. z1m.

Ja eksiste galiga robeza, tad saka, ka neistais integralis konverge,
So robezu nosauc par neista integrala vertibu. Preteja gadijuma saka, ka
neistais integralis diverge.

b
Ja f(x) > 0, tad $adu neisto integrali [ f(z)dx var interpretet geometriski

ka bezgaligi augstas liklinijas trapeces laukumu (6.2.] ztm.).

Analogi apzime un define neisto integrali, kad zemintegrala funkcija nav
ierobezota punkta a apkartne, proti,

/b f(z)dz = lim /b f(x)dz.

e—0
a-+¢e

Ja zemintegrala funkcija ir neierobezota integresanas intervala [a;b]
iekseja punkta c, tad sadu neisto integrali define ka divu ieprieks apskatito



6.3. Otra veida neistie integrali 119

integralu summu (6.31] zim.), t.i.,

b b

/f(x)dxz/cf(m)der/f(a:)dx.

a Cc

0 a c—e € c+e b
6.3. zim.
b
Pie tam integrali [ f(z)dz sauc par konvergentu, ja konverge abi labas
a
puses integrali.
6.3. piezime. Otra veida neistajiem integraliem ir speka salidzinasanas

teoremas, kas ir analogas atbilstosajam teoremam par pirma veida
neistajiem integraliem.

6.3. piemers. Izpetit uz konvergenci sadus neistos integralus

1 . 9
1./ L. 9. / do_.
1—=x 1—=z
0 1
1al / d
€T etdx
3. — 4.
/:EQ’ /(1—36)2
1 0
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1. Funkcija f(x) = \/11_7 ir neierobezota punkta x = 1 apkartne, tapec
1 1—¢
/ dx / dx
= 1 1m =
1 — e—0 l—=x
0 0
1-
— lin%<—2\/1 - x)‘ = lim(~2vZ +2) =2
e— 0

Otra veida neistais integralis konverge un ta skaitliska vertiba ir 2.

1

2. Funkcija f(x) = —— ir neierobezota punkta x = 1 apkartne, tapec

e—0 1—2x e—0
14¢

2
dx , dx . 2
/1—:13:11m th(—ln|1—x|)}1+€:

1

=lim(—In1+1In¢e) = —oc.

e—0

Neistais integralis diverge.

3. Funkcija f(x) = = nav ierobezota punkta x = 0 apkartne, tapec

Apskata atseviski katru labas puses integrali.

—€
, 1
1 e—=0 \ €

0—e

dx = lim d_ac = lim <—l>

2 20 T2 =0 T
| |

Analogi

1
dx dx ) 1
— = lim — =lim | ——

5172 e—0 x2 e—0 €T
04-¢

1
) 1
= lim (—1 + —) = +o00.
. e—0 £

Abi neistie integrali diverge, diverge arl dotais neistais integralis (lai
noskaidrotu ta divergenci, ir pietiekami noskaidrot tikai viena labas
puses integrala divergenci.)
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4.

Piezime. Ja neieverotu, ka ir dots neistais integralis, t.i., ka zem-
integrala funkcija ir neierobezota integresanas intervala iekseja
punkta x = 0, un aprekinus veiktu pec Nutona-Leibnica formulas:

1
dx 1!
—2 _ —— f— —27
x |,
-1
tad, protams, pielautu rupju kludu.
Funkcija f(z) = ﬁ ir neierobezota punkta x = 1 apkartne. In-

tervala [0; 1 — ¢] funkcija ir nepartraukta, tatad tai eksisté primitiva
funkcija, bet So primitivo funkciju nevar izteikt caur galiga skaita ele-
mentarajam funkcijam. Lai izpetitu So integrali uz konvergenci, pie-
lieto salidzinasanas teoremu. Visiem 0 < z < 1 ir speka nevienadiba

e’ S 1
I—o? = 1=

1
Pie tam neistais integralis [ (1?—9;)2 diverge. Tadejadi diverge ar1 dotais
0

> 0.

neistais integralis.

Jautajumi

1.
2.

NS s W

Definet neistos integralus.

Definet konvergentu 1. veida neisto integrali.

Formulet salidzinasanas teoremas 1. veida neistajam integralim.
Definet absoliiti konvergentu 1. veida neisto integrali.

Definet nosaciti konvergentu 1. veida neisto integrali.

Definet konvergentu 2. veida neisto integrali.

Formulet salidzinasanas teoremas 2. veida neistajam integralim.

Vingrinajumi

1.

Sniegt geometrisko interpretaciju konvergentam 1. veida neistajam in-
tegralim.
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+00
2. Noskaidrot, pie kadam k vertibam neistais integralis f z¥dx konver-
1
ge, pie kadam k vertibam diverge.
3. Sniegt geometrisko interpretaciju konvergentam 2. veida neistajam in-
tegralim.
‘4
4. Noskaidrot, pie kadam k vertibam neistais integralis [ ﬁ (a < b)

a
konverge un pie kadam £ vertibam tas diverge.

Uzdevumi

1. Izmantojot definiciju, izpetit uz konvergenci sadus neistos integralus

+
8
o

(e) Ofﬁ

2. Izmantojot salidzinasanas teoremas, izpetit uz konvergenci sadus neistos

integralus
+00 d 400 J
x x
b o
(®) /w3+4 (b) /x2+\‘7§
0 1
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