Daugavpils Universitate

MATEMATIKAS KATEDRA

Vitolds Gedroics

IEVADS MATEMATISKAJA
ANALIZE

2003



ANOTACIJA

Macibu Iidzeklt ieklautas cetras temas: realo skaitlu kopa, funkcija,
robeza, funkcijas nepartrauktiba. Macibu lidzekl1 ieklauti gan teoretiska,
gan praktiska satura vingrinajumi. Katras témas beigas sniegti jautajumi
zinasanu kontrolei un vingrinajumi vielas nostiprinasanai. Pieradijuma
sakums un beigas apzimeti atbilstosi ar simboliem » un «.



1. nodala

REALO SKAITLU KOPA

1.1. Realo skaitlu kopa R un tas geometriska
interpretacija

Matematiskas analizes pamatu veido reald! skaitlu kopa ar taja defi-
netam algebriskam darbibam un kartibas sakartbam. Visas §is darbibas
un sakaribas var novest uz saskaitiSanu, reizinasanu un sakaribu “mazaks”
(<). To 1pasibas var iegut no neliela skaita pamatipasibam, kuras tiek
pienemtas par aksiomam?. Matematiskai analizei raksturiga ir tikai viena
no Stm aksiomam - nepartrauktibas aksioma. Pareéjam aksiomam ir tiri
algebrisks saturs un tas kopuma izsaka, ka R ir sakartots lauks.

R nepartrauktibas aksioma®. Jebkuram divam netuksam realo skaitlu
kopas R apakskopam A un B, kuram kopa A atrodas pa kreisi no
kopas B¥ (A < B), eksisté vismaz viens tads skaitlis ¢, kas atdala &is
kopas? (A < ¢ < B).

No §is aksiomas izriet virkne svarigu apgalvojumu, ar kuriem iepazisi-
mies turpmak.

Reali skaitli kalpo, pirmkart, lielumu meriSanai, piemeram, garumu
merisanai. Izveloties mérogu (t.i., nogriezni, kura garumu uzskata vienadu
ar vienu), katra nogriezna garumu varés raksturot ar pilnigi noteiktu
pozitivu skaitli.

vidusl. lat. realis prieksmetisks, vielisks] - Tsteniba esoss, patiess, Istens.

2[gr. axioma] - pamattéze, kas ir pamata citu tezu (teorému) pieradijumiem, attiecigas zinatnes teorijas
ietvaros aksiomu pienem bez pieradijuma.

4Visiem a € A un visiem b € B : a < b.

5Visiem @ € A un visiem b € B:a < ¢ < b.
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Geometrijal pienem arl pretéjo apgalvojumu: katrs pozitivs skaitlis
izsaka kada nogriezna garumu. No §1 apgalvojuma ari izriet realo skaitlu
geometriska interpretacija: realie skaitli ka koordinatu taisnes? punkti.
Tatad starp visu realo skaitlu kopu R un koordinatu taisnes punktu kopu
pastav savstarpeji viennozimiga atbilstiba, t.i.,

1. katram skaitlim viennozimigi atbilst taisnes noteikts punkts;
2. dazadiem skaitliem atbilst dazadi punkti;
3. taisnes katrs punkts atbilst kadam skaitlim.

Pateicoties tam, uz realo skaitlu kopu R tiek parnesta geometriska ter-
minologija, piemeram, R sauc par skaitlu taisnif, bet R elementus - par
punktiem.

1.2. Reala skaitla modulis

Kopa R ir lineari sakartota kopa, t.i., apgalvojumi a < b vai b < a ir
speka jebkuriem skaitliem a un b. Ar max(a;b) sapratisim lielako (bet ar
min(a; b) - mazako) no Siem skaitliem. (Taja gadijuma, kad Sie skaitli ir
vienadi, ar max(a;b) vai min(a;b) sapratisim to kopigo vertibu).

Acimredzami, max(a;b) < ¢ tad un tikai tad, kad a < c un b < c.

1.1. definicija. @ Par reala skaitla « moduli (absoliito vertibu) no-
sauksim max(a; —a) un apzimesim |a/.

Seko, ka
a, ja a>0,
la| = 0, ja a=0,
—a, ja a<0.

Ta ka max(a; —a) = |al, tad a < |a| un —a < |a|. No ta seko, ka
—lal < a <lal.

G[gr. gedmetria zemes meérisanal - matematikas nozare, kas péti gan telpas formas, gan kermenu
attiecibas.
"Taisne ar izveletu uz tas merogu OF.
8 Jaievero, ka koordinatu taisnu ir bezgaligi daudz, bet skaitlu taisne ir viena - realo skaitlu kopa.
07lat. modulus meérs] - o skaitli attélojosa vektora garums.
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1.2.1. Modula 1pasibas

L. |a+b| < |a| + |b].

» Ta ka +a < |a| un +b < |b], tad +(a + b) < |a| + |b|. Tatad

la +b| < la| +[b]. <
Piezime. Ar matematiskas indukcijadd metodi var pamatot, ka
a1+ az + -+ 4 an| < ar| + [as| + - + an).
2. | —al = |al.
> | — a| = max(—a; —(—a)) = max(—a;a) = max(a; —a) = |a|. <

Piezime. Tatad |a — b| = |b — a|. Skaitli |a — b| sauc par attalumu
starp skaitliem a un b.

3. |la] — [b]| < |a —1b].

» Acimredzami, a = (a—b)+bun b = (b—a)+a. Saskana ar[[]1pasibu
la] <'|a—0b| + [b| un |[b| < |b — a| + |a|. Seko, ka |a| — |b] < |a — b] un
[b] = fal < b —al, t.1,,

{ la] = [b] < |a —b],
—(lal = 1b]) < fa — 0.

Tatad
|la] — [b]| < |a —0]. <

4. |a] < ¢ tad un tikai tad, kad —c < a < c.

» Pirmkart, |a| < ¢ nozime, ka a < ¢ un —a < ¢. Tatad
a<c,
a>—c

—c<a<c

jeb

Otrkart, —c < a < ¢ nozime, ka a < c un —a < ¢. Tatad |a| < c. <

Hat. inductio uzvedinasana] - 1) logisks slédziens no atseviskiem gadijumiem uz visparigu secinajumu;
2) mat. matematiska pieradijuma panémiens, kas pamatots uz pareju no kadam naturalam skaitlim n

pareiza secinajuma uz secinajumu, kas pareizs skaitlim n + 1.
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Piezime. Gadijumus |a| < ¢, |a| > ¢, |a] > ¢ formulet un pamatot
patstavigi.

5. |a-b] = a| - |b]-

» Reizinajums |a| - |b] = max(a; —a) - max(b; —b) bus vienads ar ab vai
—ab. Ta ka |a| - |b] > 0, tad |a| - |b] = max(ab; —ab) = |ab|. <

Piezime. Ar matematiskas indukcijas metodi var pamatot, ka

lay - ag ... - ay| = lag| - |ag| - ... - |ay.
a| _ lal
6. [5] =1 (#0).
» Actmredzami, a = ¢ - b. Saskana ar Bl1pasibu |a| = || - |b]. Tatad
‘a’ _
bl bl
Piezime. Ar tieSo parbaudi var parliecinaties, ka
b —b
max(a;b) = o —|—2|a |,
b—la—10
min(a;b)zchL 2\@ |

1.3. Realo skaitlu kopas R ierobezotas kopas

1.2. definicija. Skaitli a nosauksim par kopas £ C R apaksejo robezu,
javisiemz € F:a < x.

1.1. piezime. Ja eksiste tads y € E, kuram a > y, tad a nav kopas E
apakseja robeza.

1.3. definicija. Kopu E C R nosauksim par ierobezotu no apaksas,
ja tai eksiste apakseja robeza. (Pretéja gadijuma kopu nosauksim par
neierobezotu no apaksas).

1.2. piezime. Analogiski var definet kopas augsejo robezu un ierobezotu
no augsas kopu.

Piemeéram, visu naturald™? skaitlu kopa N ir ierobezota no apaksas, bet
nav ierobezota no augsas. Visu veselo skaitlu kopa Z nav ierobezota ne no
augsas, ne no apaksas.

12[]at.naturalis] - dabisks, tads, kas nav maksligs.



1.3. Realo skaitlu kopas R ierobezotas kopas 7

1.3. piezime. Tukso kopu uzskatisim par ierobezotu gan no augsas, gan
no apaksas.

1.4. definicija. Kopu E C R nosauksim par ierobezotu, ja ta ir iero-
bezota gan no augsas, gan no apaksas.

Piemeram, tuksa kopa ir ierobezota, bet visu veselo skaitlu kopa Z, visu
naturalo skaitlu kopa N nav ierobezotas kopas.

Viegli pamatot, ka kopa E ir ierobezota tad un tikai tad, kad ir ierobe-
zota no augsas kopa, kas sastadita no tas elementu moduliem. (Pamatot
to).

1.5. definicija. Par kopas £ C R apaks€jo slieksni nosauksim vislie-
lako starp §is kopas apaksejam robezam un apzimesim « = inf £ (lasa

infims™),

Analogiski var definet kopas augsejo slieksni § = sup I ka kopas E
vismazako augsejo robezu (lasa supremsid).

|

1.1. teorema. Par ierobezotas kopas augsSeja sliekSna eksis-

tenci|

Katrai netuksai un ierobeZotar no augsas kopai E C R eksisté augsejais
slieksnis.

» Ta ka kopa E ir ierobezota no augsas, tad tai eksiste augseja robeza.
Apzimesim ar F kopas E visu augséjo robezu kopu. Acimredzot, F' # ()
un F < F. Saskana ar R nepartrauktibas Dedekinda laksiomul eksiste tads
skaitlisc, ka £ < ¢ < F. Taka E < ¢, tad cir kopas E augseja robeza, bet
ta ka ¢ < I, tad c ir vismazaka starp kopas E augsejam robezam. Seko,
kac=sup . «

Analogiski var pieradit, ka katrai netuksai un ierobezotai no apaksas
kopai F C R eksiste apaksejais slieksnis. Tatad, ja kopa E C R ir ie-
robezota (ierobezota gan no apaksas, gan no augsas), tad tai eksiste gan
apaksejais, gan augsejais slieksnis.

1.4. piezime. Kopas slieksni var piederet un var nepiederet Sai kopai.

13[
14[
15[

lat. infimum] -viszemakais

lat. supremum)] - visaugstakais

gr. thedorema apskatu, apdomaju] apgalvojums, ko pierada, balstoties vai nu uz aksiomam, vai uz
ieprieks pieraditiem apgalvojumiem.
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1.4. Intervali kopa R

Velak, runajot par funkcijas robezu, biis izdevigi papildinat realo skaitlu
kopu R ar diviem simboliem 400 (plus bezgaliba) un —oo (minus bezga-
Iiba), sasaistot tos ar realiem skaitliem ar sadam nevienadibam: —oo < x
un r < +00 un sava starpa: —oo < +00.

1.6. definicija. Kopu R U {—o0;+00} ar taja definetajam kartibas sa-
kartbam un algebriskam darbibam, kas definetas realo skaitlu kopa
R, nosauksim par paplasinato realo skaitlu kopu (paplasinato
skaitlu taisni) un apzimeésim R (skat. 1),

Actmredzami, R ir lineari sakartota kopa, t.i., visiem o, 3 € R izpildas
viena un tikai viena no sakartham a < 3, a = 3, 8 < a.

Matematiskaja analize apskata ne tikai visu naturalo skaitlu kopu N,
bet ar1 tadas skaitliskas kopas ka intervalus, t.i., Sadas kopas:

;8] = {z € Rla < & < 3} - slegts intervals;

(o
a; ) ={r € Rla < z < (8} - valejs intervals;
[a; B) = {2z € Rla <z < (8} - pusvalgjs intervals;
o

o

[

\%

] = {x € Rla < = < B} - pusvalgjs intervals;

(
(a;
(a; +00) = {x € R|x > a} - bezgaligs intervals (skaitlu taisnes stars);

a;+00) = {x € R|x > a} - bezgaligs intervals (skaitlu taisnes stari);

= {z € R|x < B} - bezgaligs intervals (skaitlu taisnes stars);

J

+o0) =

oo; B) = {x € R|z < (} - bezgaligs intervals (skaitlu taisnes stars);
o0; f] =

00;

;+00) = R - visu realo skaitlu kopa (skaitlu taisne).

(=
(=
(=

Visur o, 8 € R; a < 3.

Visparigi visus Sos intervalus apzimeésim (a; ﬁ}m. Skaitlus, kas atrodas
starp o un 3, nosauksim par intervala (a; 3) ieksejiem punktiem, bet «, 5 -
par ta galapunktiem. Ja a, 0 € R, tad §—« nosauksim par intervala («; 3)
garumu.

161 1dz1gi ka ieprieks var definet kopas E C R apaksgjo robezu un apaksejo slieksni, augsejo robezu un
augsejo slieksni. Tikai Soreiz tie var blit arT bezgaligi.
7Soreiz o, B € R; a < 3.
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1.5. Apkartnes kopa R

1.7. definicija. Par skaitla a (a € R) € - apkartni (¢ - pozitivs skaitlis)
nosauksim valeju intervalu (a —€; a +¢) un apzimesim U (a; €). Skaitli
£ nosauksim par apkartnes radiusu.

Seko, ka
U(a;e) ={z € R| |z —a| < £}.

Ula,¢)

L A

1.1. zim.

1.8. definicija. Par simbola 400 ¢ - apkartni nosauksim bezgaligu
intervalu (e;4+00) un apzimesim U (+o0;¢€).
Analogiski var definet simbola —oo ¢ - apkartni

U(—o0;e) ={z e R| z < —¢}.

Acimredzami, ja a € R, tad a € U(q;¢).

U(+OO, 5) T
O >
3
1.2. zim.
U<_OO7 5) €T
O
—&
1.3. zim.

1.9. definicija. Punktus a un b nosauksim par atdalamiem ar apkar-
tnem, ja cksistéd® tadas o punktu apkartnes, kas neskelas.

18[fr. exister; lat. exsistere rasties, izcelties| - pastavet, biit.
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Apkartnu 1pasibas:

1.

2.

Divu (tatad jebkura galiga skaita) punkta a apkartpu skelums ir §t
punkta apkartne.

Jebkuri divi dazadi R punkti @ un b ir atdalami ar apkartnem (pama-

tot patstavigi).

Jautajumi

1.
2.
3.

© o N o o

10.

Formulet realo skaitlu kopas nepartrauktibas Dedekinda aksiomu.
Kada ir realo skaitlu geometriska interpretacija?
Definet reala skaitla moduli.

Definet kopas augsejo un apaksejo robezu; augsejo un apaksejo sliek-
Sl.

Definet ierobezotu un neierobezotu kopu.

Formulet teoremu par slieksnu eksistenci ierobezotai kopai.
Definet paplasinato realo skaitlu kopu R.

Nosaukt visus iespejamos intervalus kopa R.

Definét kopas R punktu ¢ - apkartnes.

Formulet apkartnu svarigakas 1pasibas.

Vingrinajumi

1.

Nosaukt divu tadu kopu piemerus, lai viena kopa atrastos pa kreisi no
otras kopas.

Nosaukt divu tadu kopu piemerus, lai tas atdalitu vismaz viens skaitlis;
lai tas atdalitu viens skaitlis.

Konstruet funkciju grafikus:
(a) y = min(z; 2%);
(b) y = max(z; 2°);

(¢) y = min(z; 2%) + max(z; 2?);
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10.

11.

12.

13.

14.

Atrisinat nevienadibas:
(a) |l =7 <2;

(b) |z + 5| > 2;

(c) 2% > 3;

(d) (x —1)?2<09.
Atrisinat vienadojumus:
(a) o — 10| = 4;

(b) |z — 1|+ |z — 7| = 6.
Nosaukt modula 1pasibas.

Pieradit, ka triju realu skaitlu summas modulis neparsniedz So skaitlu
modulu summu.

Pieradit, ka triju realu skaitlu reizinajuma modulis ir vienads ar So
skaitlu modulu reizinajumu.

Pamatot, ka max(a;b) = w7 bet min(a;b) = a+b—2|a—b\.

Nosaukt ierobezotas no augsas, ierobezotas no apaksas un ierobezotas
kopas piemerus.

Pieradit, ka kopa F ir ierobezota tad un tikai tad, kad ir ierobezota
no augsas kopa, kas sastadita no §is kopas elementu moduliem.

Konstruet kopu, kurai apaksejais slieksnis tai pieder, bet augsejais
slieksnis tai nepieder.

Dota $sadu intervalu kopa [ai;b1] D [ag;be] D --+ D [an; by D ---.
Pieradit, ka visiem Siem intervaliem eksisté vismaz viens kopigs punkts
c.

Pieradit apkartpu 1pasibas (ka divu punkta a apkartnu skelums ir
ST punkta apkartne; ka jebkuri divi dazadi R punkti ir atdalami ar
apkartnem).



12

1. nodala. REALO SKAITLU KOPA




2. nodala

FUNKCIJA

Funkcijal un tas visparinajumi ir matematiskas analizes galvenie pe-
tisanas objekti. Matematiska analize peta tos ar robezparejas metodes
palidzibu. Lidz 17.g.s. mainigo lielumu bija pavisam nedaudz: garums,
lenkis, laukums, tilpums, svars, spiediens. Sakot ar 17. g.s. strauji
pieauga Sadu lielumu skaits. Mehanika un fizika tika ieviesti: atrums,
paatrinajums, speks, blivums, temperatura u.c. Matematikas vesture
17. g.s. uzskata par luzuma gadsimtu. Rent Dekarts (fr. mat., 1596 - 1650)
matematika ienesa mainiga lieluma jedzienu. Lai petitu Sos mainigos lie-
lumus, ir nepiecieSsams atdalit tos no konkreta satura. Dekarts nonaca pie
mainiga lieluma ka burta, kurs var pienemt patvaligas skaitliskas vertibas.

Elementaraja matematika un fizika tika izdaliti atkaribu starp maini-

giem lielumiem vienkarsakie veidi: tiesa proporcionalitate (pieméram,
[ = 2mr), visparigi runajot, lineara atkariba (pieméram, v = gt + vp);
kvadratiska atkariba (s = 7r?, s = 9—52 + vot + sg); apgriezta propor-
cionalitate (V = 297); cita veida pakapju atkariba (V = h?); atkariba
pec trigonometriskiem, eksponentlikumiem utt. Vispirms mainigie lielumi
tika nodaliti no to konkreta satura un tika petitas konkretas atkaribas
(piemeram, y = kx, y = kx + b, y = ax®, y = ax®> +br +c, y = -
y = az?, y = ksinwz, y = o utt., kur z un y “abstrakti” mainigie lielu-
mi).

Attistoties matematiskai analizei Sadu konkretu atkaribu skaits strauji
pieauga. Atkaribu starp mainigiem lielumiem izteikSanai tika raditi dife-
rencial - un integralrekini, rindu teorija. Izradijas, ka ar trigonometrisku
rindu palidzibu var izteikt daudz visparigaka rakstura atkaribas. 19. g.s.
sakuma no konkreta satura atdalot ne tikai mainigos lielumus, bet ari

Hlat. functio izpilde, darbiba] - atkarigais mainigais lielums.
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atkaribas starp tiem, nonaca pie reala mainiga realas funkcijas jedziena.
Pirmie pie $ada veida funkcijam nonaca Lobacevskis? un Dirihlé3. 19. g.s.
laika funkcijas jedziens tika visparinats uz atkaribam starp patvaligas dabas
mainigiem lielumiem (ne obligati skaitliskiem mainigiem lielumiem). ST
gadsimta beigas radas funkcionala analize, kas ka mainigos lielumus ap-
skata pasas skaitliskas funkcijas. Bija jaizdara vel viens solis - atteikties
no pasu mainigo konkreta rakstura. To varéja izdarit ar kopu teorijas
palidzibu. Kopu teorijas idejas 20. g.s. tika ienestas visas matematikas
nodalas. Paslaik matematika ar mainigo saprot kopas “visparigo elementu”
(kopa var but patvaliga); bet ar funkciju saprot viennozimigu atbilstibu.

2.1. Funkcijas jedziens

Par atbilstibu nosauksim sakartotu paru (z;y) patvaligu kopu S. Paru
(x;y), kas veido atbilstibu S, pirmo elementu = kopu nosauksim par sis at-
bilstibas definicijas apgabalu un apzimeésim D(S), bet otru elementu
y kopu nosauksim par atbilstibas vertibu apgabalu un apzimesim
E(S). Viens un tas pats x var but par pirmo elementu dazadiem pariem
(x;y) € S. Apskatisim konkretu piemeru. Pirmo kopu veido konkréetas
klases meitenes: Ilga, Olga, Elga, Selga, Liga, bet otru kopu - sporta sek-
cijas: volejbols, basketbols, teniss, sleposana. Izveidosim atbilstibu S,
piekartojot katrai meitenei sekciju, kura ta nodarbojas.

S ={(I;b),(I;1), (0;1), (05 5), (E; t), (S;v), (L; b) }.

2.1. zim.

2Nikolajs Lobacevskis - krievu mat. (1792 - 1856).
3Lezens Dirihle - franéu mat. (1805 - 1859).



2.1. Funkcijas jedziens 15

Atbilstibu S nosauksim par viennozimigu, ja katram x € D(.S) atbilst
viens y, ka (x;y) € S. Piemeéra apskatita atbilstiba nav viennozimiga. Ta
bus viennozimiga, ja katrai meitenei “laut” nodarboties tikai viena sekcija.

2.1. definicija. Par funkciju (attélojumu) nosauksim katru viennozi-
migu atbilstibu.

Ja f - funkcija un x € D(f), tad vienigo y, kuram (z;y) € f, nosauksim
par f vertibu punkta  vai par z attelu attélojuma f un apzimesim f(z)2.
Pasu x Saja gadijuma nosauksim par pirmtelu attelojuma f.

Divas funkcijas f un ¢ uzskatisim par vienadam, ja tam ir vienadi
definicijas apgabali un katram = € D(f) = D(g) : f(z) = g(x).

Funkciju citreiz pierakstam z — f(x) (z € D(f)). Pieméram,

r— 22 (v € R).

Mainigo elementu x no funkcijas f definicijas apgabala D( f)nosauksim
par Sis funkcijas neatkarigo mainigo jeb argumentu un teiksim: “f - argu-
menta x funkcija”.

2.2. definicija. funkciju f nosauksim par injektivu, ja tas vertibas da-
zados definicijas apgabala punktos ir dazadas, t.i.,

Fa") = f&) = o = 2
2.3. definicija. Funkciju f, kurai D(f), E(f) C R, nosauksim par reala
mainiga realu funkcijul.

Turpmak apskatisim tikai sadas funkcijas.

Visbiezak tas izsaka ar kaut kadu formulu. Ja funkcija ir uzdota ar
formulu® un tas definicijas apgabals nav noradits, tad uzskatisim, ka fun-
kcijas definicijas apgabalu veido visas tas neatkariga mainiga (argumenta)
vertibas, ar kuram Sai formulai ir jega. Piemeram, funkcijai, kas uzdota ar
formulu f(z) = x—£2, definicijas apgabals sastav no visiem realiem skaitliem,
iznemot skaitli 2.

Iedomasimies realo skaitlu kopu, kas ir nemta divos eksemplaros. 2.2.]z1im.

sie abi eksemplari ir atteloti ka divas paralelas taisnes.

4Visbiezak apzimesim ar f.

5Ta biezi apzime arT pasu funkciju un saka: “funkcija f(z)”. Soreiz ar x saprot patvaligo kopas D(f)
elementu.

6Soreiz x un y ir realie skaitli.

"[lat. formula forma, noteikta kartula] - lielumu kopums, kuri izteikti ar skaitliem un burtiem un
savienoti ar matematiskam zimem.
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Pienemsim, ka funkcijas f definicijas apgabals D(f) atrodas uz pirma
eksemplara, bet funkcijas vertibu apgabals E(f) - uz otra eksemplara.
Geometriska interpretacija katrs kopas D(f) punkts z, kas atrodas uz
pirmas (augsejas) taisnes, attelojas par kadu punktu y = f(x), kas atrodas
uz otras (apaksejas) taisnes. Pirmtélu un tam atbilstoso attelu savienosim
ar bultinu, versot to no pirmtela uz attelu (2.2] zim.).

D(f) a

2.2. zim.

Pilnigi realizet So konstrukciju ne vienmer ir iespejams, jo argumenta
vertibu kopa, visparigi runajot, ir bezgaliga. Tomer, nemot kadu galigu
skaitu pirmtelu un tiem atbilstoSos attelus, daudzos gadijumos ir iespejams
ieglit shemu, kura pietiekami labi dod prieksstatu par atteloSanas patieso
ainu. Saskana ar funkcijas jedziena definiciju katrai argumenta vertibai
xr = a atbilst f(a) - ta vienigais attels. Ja funkcija nav injektiva, tad var
izradities, ka divam dazadam argumenta vertibam a un b ir speka vienadiba
f(a) = f(b) un skaitlim f(a) ir vismaz divi pirmteli ¢ un b (23] zim.).

a b

2.4. definicija. Par funkcijas f grafiku® nosauksim sadu kopu

Gy = {(a;y)| 2 € D(f), y = f(2)}.

gr. graphikos uz rakstisanu, zimésanu attiecigs].

°l
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Parasti So kopu attelo koordinatu plakne. Koordinatu plaknes apaksko-
pa ir kadas funkcijas grafiks tikai tad, ja tai ar katru y asij paralelu taisni
ir ne vairak ka viens kopigs punkts. Piemeram, 2.4] zimejuma redzama
kopa nav funkcijas grafiks, jo ta satur divus punktus ar vienu un to pasu
abscisu a, bet dazadam ordinatem b; un by. Ja So kopu uzskatitu par kadas
funkcijas grafiku, tad vertibai x = a atbilstu divas dazadas vertibas b; un
by, bet tas ir pretruna ar funkcijas definiciju.

Funkciju biezi uzdod ar tas grafiku. Vel viens no panemieniem, ka var
uzdot funkciju, ir vardos izteiktais panemiens.

L
0 a g
2.4. zim.
Piemeram, f(z) = [z] - skaitla o vesela dala® f(z) = {z} - skaitla x

dalveida dala®®. So funkciju grafiki atteloti 25] un 26 zZiméjuma.

Ay I

)

\A

3 -2 —1 0] 1 2 3 4

2.5. z1m.

Par funkcijas definicijas apgabalu var bt jebkura skaitlu kopa. Speciala
gadijuma, ja par funkcijas definicijas apgabalu ir valejs intervals (slegts
intervals), tad teiksim, ka funkcija ir defineta valgja intervala (slegta inter-
vala). Runajot par funkcijas vertibu apgabalu, japiezimé, ka §1 kopa var

9Lielakais veselais skaitlis, kas neparsniedz z.

012} =2 — [z].
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e

sastavet no viena pasa skaitla C. Saja gadijuma katrai argumenta vertibai
atbilst viens un tas pats skaitlis C, t.i., jebkurai argumenta vertibai x ir
speka vienadiba f(x) = C (2.7] zim.).

2.7. zim.

2.5. definicija. Funkciju, kurai vertiba katrai argumenta vertibai ir
viens un tas pats skaitlis, nosauksim par pastavigu jeb konstantu
funkciju.

Ja funkcija f ir konstanta, tad rakstisim f(x) = const. Pieméram,
f(x) = sin? x + cos? x ir konstanta funkcija. Konstantas funkcijas grafiks
ir taisne, kas paralela abscisu asij (vai art §1s taisnes dala).

Biezi vien dota funkcija jaapskata nevis visa definicijas apgabala, bet
tikai kada ta dala. Ta, piemeram, trigonometriskas funkcijas sin x un cos z,
kas ir definetas visu realo skaitlu kopa, nakas apskatit atbilstosi intervalos
[—5;5] un [0;7]. Apskatisim funkciju f ar definicijas apgabalu D(f) un
izvelesimies ta apakskopu E C D(f).

2.6. definicija. Par funkcijas f sasaurinajumu uz kopu E C D(f)
nosauksim tadu funkciju f|g, kurai definicijas apgabals ir kopa F, bet
tas vertibas §1s kopas punktos ir vienadas ar f(x), t.i., D (f|g) =
visiem x € F; flp(z) = f(z).
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2.2. Darbibas ar funkcijam. Salikta funkcija

Ar realiem skaitliem ir definetas cetras algebriskas darbibas. Rodas

iespéja §is darbibas definet arT ar funkcijam?L.

2.7. definicija. Par divu funkciju f un ¢ summu (apzimesim f + g)
nosauksim funkciju, kurai:

1. D(f +g) = D(f) N D(g);

2. visiem x no funkcijas f + g definicijas apgabala
(f +9)(x) = f(z) + g(x).

Lidziga veida var definet divu funkciju starpibu un reizinajumu.

2.8. definicija. Par divu funkciju f un g dalijjumu (apzimesim %) no-

sauksim funkciju, kurai:

1. D (g) = D(f)n{z € D(g)| g(z) # 0};

2. visiem z no funkcijas 5 definicijas apgabala

(25

2.9. definicija. Par funkcijas f moduli (apzimésim |f|) nosauksim fun-
kciju, kurai:

L D(|f]) = D(f);

2. visiem z no So funkciju definicijas apgabala
[f1(2) = |f(x)].

Funkcijas argumentu aizstajot ar jauna argumenta funkciju, iegiist ta

saucamo saliktu funkeciju®2.

Pieméram, lgsin z, a®* ir saliktas funkcijas. Ar saliktas funkcijas defi-

nicijas apgabalu sapratisim to pedeja argumenta vertibas, kuram iegutai
izteiksmei ir jega. Apskatisim divas funkcijas ¢g(y) un f(z). Pirmas funkci-
jas argumenta y vieta rakstot f(z), iegusim saliktu funkciju g( f (:r:))

HSoreiz ir domatas skaitliskas funkcijas, t.i., tadas funkcijas, kuram vertibas ir skaitli.
12Sadu operaciju var izdarlt arl vairakas reizes.
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So saliktu funkciju vel nosauksim par funkciju f un g kompoziciju un
apzimesim g o f. Tatad

D(go f) ={x e D(f)] f(x) € D(g)}.

Tas nozime, ka saliktas funkcijas g( f (:z:)) definicijas apgabals ir visu to
funkcijas f definicijas apgabala punktu z kopa, kuriem atbilstosas vertibas
f(x) pieder funkcijas g definicijas apgabalam. Viegli var saskatit, ka divu
funkciju kompozicija nav komutativa, t.i., go f # fog.

2.10. definicija. Par virkni nosauksim funkcijul®, kuras definicijas ap-
gabals ir visu naturalo skaitlu kopa.

Sts funkcijas verttbu punkta n apzimésim ar f,, bet pasu virkni ar (f,).
Pie fikseta n f,, nosauksim par virknes n -to locekli, bet pie patvaliga
n - virknes visparigo locekli.
Virknu apzimesanai visbiezak izmantosim latmu alfabeta pirmos burtus

(an), (bn), (cn) utt.
Virknes uzdod galvenokart ar diviem panemieniem:

1. ar n -ta locekla formulu;

2. ar rekurences panemienu, kura norada pirmos k virknes loceklus un
formulu, saskana ar kuru var atrast $is virknes katru nakamo locekli.
Piemeram, a, = n izsaka naturalo skaitlu kopu. Rekurences formula

a1 =1l,as =1un ayio = a, +apy (n > 1)
1zsaka virkni

a; =1l,aa=1a3 =2,a4=3,a5 =5,a6 =8,a7 =13, ....

Skola tiek apskatitas tadas skaitlu virknes ka aritmetiska un geometriska
progresij ald

Atgadinu, ka skaitlu virkni, kuras katrs loceklis, sakot no otra, vienads ar
iepriekseja locekla un viena un ta pasa skaitla d summu, sauc par aritme-
tisko progresiju. Skaitli d sauc par aritmetiskas progresijas diferenci.
Aritmetisko progresiju, kuras pirmais loceklis ir a; un diference d, var

definet ar a; un rekurences formulu a, 1 = a, +d (n > 1).

13Skaitliskas funkcijas gadijuma virkni nosauksim par skaitlu virkni.
47lat. progressio kustiba uz prieksu; attistiba).
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Skaitlu virkni, kuras pirmais loceklis nav vienads ar nulli, bet katrs lo-
ceklis, sakot no otra, ir vienads ar iepriekseja locekla un no nulles atskiriga
skaitla ¢ reizinajumu, sauc par geometrisko progresiju. Skaitli ¢ sauc
par geometriskas progresijas kvocientu. Geometrisko progresiju, kuras
pirmais loceklis ir b un kvocients ir ¢, var definet ar b; # 0 un rekurences
formulu b,11 = b,q (n > 1).

Virknes locekli ir ne tikai tas vertibu kopas elementi, bet elementi,
kuriem ir piekartoti numuri. Elementi var but vienadi, bet to numuri
dazadi. Tadus elementus uzskatam par virknes dazadiem locekliem. Vir-
knes vertibu kopa var sastavet pat no viena elementa. Piemeéeram,

CL1:1,CL2:1,CL3:1,...,an:1,....

2.11. definicija. Virkni nosauksim par stacionaru, ja tas visu loceklu
vertibas, sakot no kadas noteiktas vietas, sakrit.

Virkne (a,) izsvitrosim tas loceklus ta, lai pari paliktu bezgaligi daudz
loceklu un Sos pari palikusos loceklus sanumuréesim no jauna. Iegiisim
jaunu virkni, kuru nosauksim par dotas virknes (a,) apak§virkni un
apzimesim (a,,). Elementu a,, var iegit no a,, ja n vieta ievieto ny.
Tapec apaksvirkni var uzskatit ka saliktu funkciju (divu funkciju kompozi-
ciju). Var runat par virknes (ka funkcijas) grafiku un to attelot koordinatu
plakne.

Soreiz koordinatu plakne iegtisim izoletus punktus. Virknei var sniegt
interpretaciju uz koordinatu taisnes, t.i., virknes loceklus attelot ka taisnes
punktus.

Piemeram, apskatisim virkni
a1 = 17 ay —

Interpretesim to koordinatu plakne (28] zim.) un uz koordinatu taisnes

(291 zim.).
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2.3. Reala mainiga realu funkciju klasifikacija

2.3.1. Monotonas funkcijas
2.12. definicija. Funkciju f™ nosauksim par augosu kopa E C D(f),

ja visiem x; un xs no F un kuriem z; < w9 izpildas:
f(z1) < f(ze2) (2I0Jzim.).
Lidziga veida define dilstosu, nedilstosu un neaugosu kopa E funkciju.

Par kopu E var but §is funkcijas definicijas apgabals; Soreiz funkciju

sauc vienkarsi, pieméram, par augosu.

2.10. zim.

15Geit un turpmak sapratisim reala mainiga realu funkciju.
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Visas $adas funkcijas (augosas, dilstosas, nedilstosas, neaugosas) nosauk-
sim par monotonam® funkcijam, bet augosas vai dilstosas par stingri
monotonam.

Viegli saskatit, ka, piemeram, nedilstosai funkcijai un, kas nav augosa, ir
ta saucamie pastaviguma intervali, t.i., intervali, kuros funkcija ir konstan-
ta. Piemeram, funkcija f(z) = z? ir augoSa intervala [0, +o00) un dilstosa
intervala (—oo, 0]. Visa definicijas apgabala 1 funkcija nav pat monotona.

(Z1T] zim..).

Y A
y=a’
11 T
of 1 g
2.11. zim.

2.3.2. lerobezotas funkcijas

2.13. definicija. Funkciju f nosauksim par ierobezotu no augsas, ja
ir ierobezota no augsas tas vertibu kopa E(f).

Analogiski var definét ierobezotu no apaksas funkciju. Atceroties ierobe-
zotas, piemeram, no apaksas kopas definiciju, varam teikt, ka f - ierobezota
no apaksas funkcija tad un tikai tad, kad eksiste tads skaitlis a, ka visiem
x € D(f): f(z) > a. Geometriski tas nozime, ka eksisté tada taisne y = a,
ka funkcijas grafiks atrodas virs §is taisnes.

2.12]- 2.14] zim. atteloti atbilstosi ierobezotas no apaksas, ierobezotas
no augsas un ierobezotas funkcijas grafiki.

Piemeram, f(x) = sinz ir ierobezota funkcija, jo visiem z € R :
|sinz| < 1. Geometriski tas nozime, ka funkcijas grafiks atrodas josla
starp taisnem y = —1 un y = 1.

16]or. monos viens, viens vienigs, vienigais + ton(i)s vienmuligs, garlaicigs] - tads, kas mainas viena

virziena.
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Y A

2.13. zim.

2.14. definicija. Funkciju f nosauksim par ierobezotu, pieméram, no
apaksas kopa E C D(f), ja funkcijas f sasaurinajums uz kopu E ir
ierobezota no apaksas funkcija.

2.3.3. Para un nepara funkcijas

Apskatisim funkcijas, kuru definicijas apgabali ir simetriski attieciba
pret koordinatu sakuma punktu, t.i., tadas funkcijas, kuru definicijas ap-
gabali reize ar skaitli x satur art skaitli (—x).

2.15. definicija. Funkciju f nosauksim par para funkciju, ja katram
x no §is funkcijas definicijas apgabala ir pareiza vienadiba

f(=z) = f().

2.16. definicija. Funkciju f nosauksim par nepara funkciju, ja kat-
ram x no S1s funkcijas definicijas apgabala ir pareiza vienadiba

f(=z) = =f(z).
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2.14. zim.

No stm definicijam izriet, ka para funkcijas grafiks ir simetrisks attieciba
pret ordinatu asi (2.I5]zim.), bet nepara funkcijas grafiks ir simetrisks at-
tieciba pret koordinatu sakuma punktu (2.16]zim.).

YA

2.16. zim.

2.3.4. Periodiskas funkcijas

Apskatisim funkcijas, kuru definicijas apgabali reize ar katru punktu x
satur ar1 visus punktus x + nT', kur T' no nulles atskirigs reals skaitlis, bet
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n - vesels skaitlis.

2.17. definicija. Funkciju f nosauksim par periodisku funkciju®® ar
periodu T" # 0, ja katram x no funkcijas definicijas apgabala ir pareiza
vienadiba:

fle+T) = f(z).

Skaitli 7" # 0 nosauksim par funkcijas periodu. Par §is funkcijas
periodiem biis ar1 skaitli nT', kur n - no nulles atskirigs vesels skaitlis.
Vismazako pozitivo starp siem skaitliem nosauksim par mazako pozitivo
periodu®®.

Piemeéram, funkcija sinz ir periodiska ar periodu T' = 27 (2.17] zim.).

1 :
] y=sinx

VIR

—1

2.17. zim.

Viegli saskatit, ka ir pareizs sads visparigs apgalvojums: lai konstruetu
periodiskas (ar periodu T') funkcijas grafiku, pietiek konstruet §is funkcijas
grafiku intervala [0;7] un péc tam ieguto Iikni parnest paraleli Oz asij
pa labi un pa kreisi par attalumu n7', kur n - jebkurs naturals skaitlis

(2.I8]zmm.).

YA

\ 55

=27 -T 0 T 27 3T

2.18. zim.

17lgr. periodos apkartcels, rinkojums].

BTurpmak ar §adu skaitli sapratisim 7" un nosauksim vienkarsi par periodu.
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2.4. Apversta funkcija

Petot dazas funkcijas, biezi nakas risinat sadu uzdevumu: aprekinat
funkcijas f vertibu pec dotas argumenta vertibas xy. Daudzkart ir jarisina
arl apgrieztais uzdevums: atrast argumenta vertibas, ar kuram funkcija f
iegtist noradito vertibu .

Apskatisim divus piemerus.

1. f(x) = 2z + 1. Lai atrastu argumenta x vertibu, ar kuru f(x) = yp,

ir jaatrisina vienadojums f(z) = yo, t.i., 2z + 1 = yg. Atrisinot
So vienadojumu, noskaidrosim, ka ar jebkuru gy, tam ir vienigais
atrisinajums
Y —1
=5
2. f(r) = 2?. Soreiz vienadojumam f(z) = yo (yo > 0) ir divi
atrisinajumi: r1 = /Yo un rs = —,/yo.

2.18. definicija. Funkciju f, kas iegtist katru savu vertibu tikai viena
definicijas apgabala punkta, nosauksim par apversamu funkciju.

Tadejadi f(z) = 2z + 1 ir apversama funkcija, bet f(z) = 2> (z € R)
nav apversama funkcija.

No apversamas funkcijas definicijas var izdarit sadu secinajumu: ja fun-
kcija f ir apverSsama un skaitlis a pieder tas vertibu apgabalam E(f), tad
vienadojumam f(x) = a ir viens un tikai viens atrisinajums.

Pienemsim, ka f ir apversama funkcija. Jebkuram skaitlim yy € E(f)
eksiste tikai viena vertiba xq € D(f), ka f(xzg) = yo. Izveidojot atbilstibu
starp katru yg un xg, iegisim jaunu funkciju g, kuras definicijas apgabals
ir E(f) un vertibu apgabals ir D(f). Piemeéram, apversamais funkcijai
f(x) = 22 + 1 jaunas funkcijas g vertibu brivi izraudzitaja punkta y, var
izteikt ar formulu

Yo — 1
Izmantojot funkcijas g argumentam parasto apzimejumu x, rakstisim
r—1
€T) =
9(z) = —;

2.19. definicija. Funkciju g, kas apversamas funkcijas f vertibu apga-
bala katra punkta z iegust tadu vertibu y, ka f(y) = x, nosauksim
par funkcijas f apversto (inverso) funkciju™®.

YBiezi funkcijas f apversto funkciju apzime f~1.
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Tatad apversto funkciju ¢ var definet tikai apversamai funkci-
jai f, pie tam D(g) = E(f) un E(g) = D(f). Funkcijas f apversta
funkcija ¢ ir vieniga.

No funkcijas f grafika var noteikt tas apverstas funkcijas g vertibu brivi
izraudzitaja punkta a. Saja gadijuma punkts ar koordinatu a jaizvelas
nevis ka parasti uz abscisu ass, bet gan uz ordinatu ass (2.19] zim.).

2.20. zim.

No apverstas funkcijas definicijas izriet, ka g(a) ir vienada ar b.

Tadejadi izveloties citadu koordinatu sistemu, kura arguments tiek at-
likts uz ordinatu ass, bet funkcijas vertiba uz abscisu ass, var uzskatit,
ka funkcijai f apverstas funkcijas g grafiks sakrit ar funkcijas f grafiku
parastaja koordinatu sistema. Lai attelotu funkcijas ¢ grafiku parastaja
koordinatu sistema, jakonstrue funkcijai f grafikam simetrisks grafiks at-
tieciba pret taisni y = x (2.20] zim.), jo pret So taisni ir simetriski punkti
(a;b) un (b;a). Tatad funkcijas f apverstas funkcijas g grafiks ir
simetrisks funkcijas f grafikam attieciba pret taisni y = .
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2.1. teorema. [Par apverstu funkciju monotonai funkcijail.

Ja funkcija f aug (vai dilst) intervala I, tad st funkcija ir apversama.
Funkcijas f apversta funkcija g, kas defineta kopa f(I), art ir augoSa
(vai dilstosa).

» Apskatisim tikai gadijumu, kad f ir intervala I augosa funkcija.
Vispirms pieradisim, ka §1 funkcija ir apversama, t.i., kadu arT neizvele-
tos skaitli @ no funkcijas f vertibam, ko ta iegiist, ja x pieder intervalam
I, saja intervala vienadojumam f(x) = a ir vienigais atrisinajums x = b.
Pienemsim, ka intervala I ir vel viens tads skaitlis ¢ # b, ka
f(c) = a = f(b). Tada gadijuma ¢ < b vai ¢ > b. Funkcija f intervala [
ir augosa, tapec f(c) < f(b) vai f(c) > f(b), kas ir pretruna ar vienadibu
f(e) = f(b). Tapec pienemums ir nepareizs un intervala I skaitlis b ir
vienadojuma f(x) = a vieniga sakne. Tatad f ir apversama funkcija. At-
liek pieradit, ka funkcijas f apversta funkcija g aug kopa f(I). Pienemsim,
ka 1 un zy ir brivi izraudzitas vertibas no kopas f(1), turklat 7 < x5 un
y1 = g(x1), y2 = g(x2). Pienemsim, ka y; > yo. Péc apverstas funkcijas
definicijas 1 = f(y1) un 29 = f(y2). leverojot, ka f ir augosa funkcija
un péc pienémuma y; > yo, iegusim, ka f(y1) > f(y2), t.i., x1 > x9, kas
ir pretruna ar pienemumu x; < zo. Tapec atliek secinat, ka y; < 19, t.i.,
g(x1) < g(x2). Funkcija g aug kopa f(I). <

Jautajumi

—

Definet atbilstibu. Definet atbilstibas definicijas un vertibu apgabalu.
Kadu atbilstibu sauc par viennozimigu?

Definet funkciju. Definet attelu un pirmtelu.

Definét injektivu funkciju.

Definet reala mainiga realu funkciju.

Definet funkcijas grafiku.

Ko nozime uzdot funkciju? Nosaukt funkcijas uzdosanas panemienus.

Definet konstantu funkciju.

© o N o gk W N

Definet funkcijas sasaurinajumu uz kopu.

—_
<

Definet divu funkciju summu, reizinajumu, dalijjumu.
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11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.

Definet saliktu funkciju (funkciju kompoziciju).

Definet virkni. Definet virknes apaksvirkni.

Kas ir virknes visparigais loceklis?

Ka pieraksta virkni un ka var uzdot virkni?

Definet stacionaru virkni.

Definet augosu, dilstosu, neaugosu un nedilstosu virkni.

Definet ierobezotu no augsas, ierobezotu no apaksas, ierobezotu fun-
kciju.

Definet para, nepara funkciju.

Kada 1pasiba piemit para, nepara funkcijas grafikam?

Definet periodisku funkciju un tas periodu.

Definet apversamu funkciju.

Definet funkcijas apversto funkciju.

Ka koordinatu sistema izvietoti tieSas un apverstas funkcijas grafiki?
Formulét teoremu par apversto funkciju monotonai funkcijai.

Kads sakars pastav starp tieSas un apverstas funkcijas definicijas un
vertibu apgabaliem?

Vingrinajumi

1.

2.

Nosaukt atbilstibas un viennozimigas atbilstibas piemerus.
Izveidot brivi izraudzitas funkcijas sasaurinajumu uz kopu.

Izveidot saliktas funkcijas piemeru un paradit, ka divu funkciju kom-
pozicija nav komutativa.

Izveidot bezgaligi dilstosas geometriskas progresijas piemeru un apre-
kinat tas summu.

Nosaukt stacionaru virknu piemerus.
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6.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.
18.

Attelot koordinatu plaknée un uz koordinatu taisnes virknes a,, = n un
1

ap = —3.
n n2

Uzrakstit kaut kadu virkni un izveidot divas tas apaksvirknes.
Nosaukt augosas un dilstosas funkcijas piemerus.
Nosaukt kadu funkciju, kas nav monotona.

Pieradit, ka katra intervala stingri monotona funkcija ir injektiva fun-
kcija Saja intervala. Vai ir speka apgrieztais apgalvojums?

Pieradit:
a) ja funkcija f aug, tad (—f) dilst;
b) ka divu augosu funkciju summa ir augosa funkcija;

(c) ka divu augosu funkciju reizinajums ir augosa funkcija;

(
(
(

)
)
d) ka divu augosu funkciju kompozicija ir augosa funkcija;
(e) ka divu dilstosu funkciju kompozicija ir augosa funkcija;
)

(f) ka augosas un dilstosas funkciju kompozicija ir dilstosa funkcija.

Nosaukt ierobezotas no apaksas, ierobezotas no augsas, ierobezotas
funkciju piemerus.

Nosaukt neierobezotas funkcijas piemerus.

Pieradit, ka funkcija f ierobezota tad un tikai tad, kad funkcija |f]
ierobezota no auggsas2d,

Pieradit, ka:

(a) divu para funkciju summa ir para funkcija;
b) divu nepara funkciju reizinajums ir para funkcija;
J ) J

(c) para un nepara funkcijas dalijums ir nepara funkcija.

Pieradit, ka katru funkciju, kurai definicijas apgabals ir simetrisks at-
tieciba pret koordinatu sakuma punktu, var izteikt ka para un nepara
funkcijas summu.

Nosaukt kadu funkciju, kas nav nedz para, nedz nepara funkcija.

Nosaukt periodiskas, neperiodiskas funkcijas piemerus.

20Eksiste tads ¢ € R, ka visiem z € D(f) izpildas nevienadiba |f(z)| < c.
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19. Pieradit, ka intervala dilstosa funkcija ir apversama un ka tas apversta
funkcija ar1 ir dilstosa funkcija atbilstosaja intervala.

20. Noskaidrot, kuras no sadam funkcijam ir apverSsamas un kuras ne.
Atbildi pamatot!

(a) fz) =5z =3;
(b) f(x) = a*
(c) flz) =2’



3. nodala

ROBEZA

Robeza ir viens no centralajiem matematiskas analizes jedzieniem; ar
tas palidzibu define funkcijas atvasinajumu un integrali. Tadejadi robezas
jedziens ir diferencialrekinu un integralrekinu pamata. Bez tam to tiesi
izmanto ar1 vairakas tehnisko un dabas zinatnu nozares. Robezas jedziena
definésana un robezu teorijas izklasta ir dazadas pieejas. Saja izdevuma
lietosim skaitlu virknes un funkcijas robezas definicijas, ar kuram skoléeni
daleji iepazistas jau algebras elementu kursa. Skolas matematikas kursa
parasti tiek apskatiti tikai divi robezas gadijumi: skaitlu virknes un funkci-
jas galiga robeza, kad arguments tiecas uz skaitli. Matematiskas analizes
kursa robezas jedzienu apskatisim daudz plasak. Apskatisim funkcijas
galigas un bezgaligas robezas visparigo definiciju neatkarigi no ta, vai ar-
guments tiecas uz skaitli, vai kadu no bezgalibam. Vispirms iepazisimies
ar skaitlu virknes robezas visparigo definiciju.

3.1. Skaitlu virknes robeza

3.1.1. Konvergenta skaitlu virkne

3.1. definicija. Skaitli a nosauksim par virknes (a,) robezu, ja jeb-
kuram e > 0 eksiste tads naturals skaitlis N (atkarigs no ¢), ka visiem
n > N izpildas nevienadiba

la, —a|] <e.
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Tados gadijumos teiksim, ka virkne (a,) konverge® uz a un rakstisim
a = lim a, (skat?) vai a, —— a. Nevienadiba |a, — a| < ¢ ir lidzvertiga

oo =00 o . . .
nevienadibam a — ¢ < a, < a + €. Tas nozime, ka visiem n > N a,, pieder

punkta a € - apkartnei, t.i.,
a, € U(ase) = (a—¢g;a+¢).

Arpus §1s apkartnes atrodas tikai galigs skaits virknes loceklu (B.I] zim.).
Sis numurs N ir atkarigs no apkartnes radiusa .

ap Q2 AN AN4+1AN42
a— & a a—+ €
3.1. zim.
Apskatisim dazus piemerus.
1. a, = % Virkne konverge un tas robeza a = 0, jo visiem n > %
izpildisies nevienadiba
1 1
la, —al=]——0|=—<e¢.
n

Tapec par N var panemt skaitla % veselo dalu E] Tagad visiem
n > N, kur N = E], izpildisies nevienadiba |a, — a| < €. Tatad
nh_)rgo a, = a, t.i., nll_{gO% = 0. Ja izvelesimies, piemeram, € = %, tad
N = 2 un, sakot ar ag, visi §is virknes locekli atradisies intervala

(—3;3) iekSiene (3.2]zim.).

\\A ag = 5 CLX 1
-, P
3.2. zim.
2. = 1 + ( ) . Virkne konverge un tas robeza a = 1, jo panemot
n > £ —2, 1zp11dlsles nevienadiba
L+ (=1)" 2
la, —a| = < <e.

n—+ 2 n+ 2

Lfr. converger saiet viena punkta; lat. convergere tiekties].

2Simbols lim ir latipu valodas varda limes (robeza) jeb tadas paSas nozimes franéu valodas varda
limits saisinajums.
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()

izpildisies nevienadiba |a,, — a| < €. Tatad lim a, = a, t.i.,

Tapec visiem

n—oo
1+ (—=1)"
lim <1 " L) 1
n—00 n+2
3. a, = (—1)". Ja piegemtu, ka virkne konverge un skaitlis a ir tas
robeza, tad, piemeram, skaitlim ¢ = % vares sameklet tadu N, ka

visiem n un m lielakiem par N vienlaicigi izpildisies nevienadibas

an—al <=, am —a] < =
a/n_a/ _’ am_a .
2 2
Tad |
n_m< n m < = - =1
lan — am| < lap —a| + |a a 2+2

leguvam pretunu, jo starpiba |a, — a,| ir 0 vai 2, bet mes esam

ieguvusi, ka |a, — a,,| < 1. Tatad lim a, neeksiste, un tapec virkne
n—oo
8]

nav konvergenta. Turpmak sadas virknes nosauksim par divergentam!
virknem.

3.1. teorema. Konvergenta virkne ir ierobeZota.

» Apskatisim konvergentu virkni (a,). Tad eksiste skaitlis a, kur

a = lim a,. Saskana ar virknes robezas definiciju jebkuram & > 0,
n—oo
piemeram, € = 1 eksiste tads naturals skaitlis N, ka visiem n > N

izpildisies nevienadiba
la, —a| <1,

t.i.,
a—1<a, <a+1.

Virkne ir ierobezota, jo visiem n > N izpildas nevienadiba |a,| < A, kur
A =max (|ai];...;lan|;la = 1|;]a +1]). <

Acimredzami, ka Sai teorémai apgriezta teorema nav speka. Piemeram,
a, = (—1)" ir ierobezota, bet nav konvergenta (tatad ir divergenta) virkne.

3[lat. divergens (divergentis) dazados virzienos ejoss|.
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3.1.2. Bernulli nevienadiba

3.2. teorema. Visiem naturaliem skaitjiem n un visiem x > —1 wzpildas
Bernull® nevienadiba

(14+2)" > 14+ nz.

» Pieradisim So nevienadibu, izmantojot matematiskas indukcijas metodi.
Acimredzami, pie n = 1 sakariba izpildas, pie tam iegtisim vienadibu
l4+2z=1+=x.
Pienemsim, ka mineta sakariba ir speka pie n = k, t.i., visiem x > —1
izpildas nevienadiba
(1+2)" > 1+ k.

Pareizinasim §is nevienadibas abas puses ar 1 + x > 0:
(I+a)"™ >0 +ke)14+2)=1+k+ Dz +kz>> 1+ (k+ 1)z
Iegtuita nevienadiba
1+ >1+(k+1Da

nozime, ka teorema mineta sakariba ir speka pie n = k + 1. Saskana ar
matematiskas indukcijas metodi Bernulli nevienadiba ir pieradita. «

Acimredzami, tikai tajos gadijumos, kad n = 1 vai x = 0, iegusim
vienadibu.

Izmantojot Bernulli nevienadibu, pieradisim, ka lim /a =1 (a > 0).
n—oo

1. Izvelesimies a > 1 un naturalu skaitli n > “T_l, kur ¢ ir jebkurs pozitivs
skaitlis. No Bernulli nevienadibas un nevienadibas n > “T_l legusim,

ka
(14+¢)" > 14 ne > a.

No kurienes
0< Va<l1+e.

Tatad
|Va—1| <e.

Tas nozime, ka

lim /a = 1.

n—oo

4Jekabs Bernulli - §veiciesu matematikis (1654-1705).
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2. Izvelesimies 0 < a < 1 un apzimesim a = a%, kur aq; > 1. Tad

1
Y/

(jo /a1 > 1). Saskana ar [[] gadijumu pietiekosi lieliem n izpildisies
nevienadiba

a1 =

\”/al—l
- [ <1vm-a

|/ay — 1| < e.
Tapec ar1
|Va—1| <e.

Tas nozime, ka

lim /a = 1.

n—oo
3. Izvelesimies a = 1. Soreiz {/a = 1 un
|W/a—1]=0<e.

Tas nozime, ka

lim /a = 1.

3.1.3. Skaitlu virknu bezgaligas robezas

3.2. definicija. Simbolu +o0o nosauksim par virknes (a,) robezu, ja
jebkuram pozitivam skaitlim M eksiste tads naturals skaitlis IV, ka
visiem n > N izpildas nevienadiba a, > M. Pierakstisim
lim a, = +o00 un teiksim, ka virkne diverge, pie tam uz +oo.

n—o0

Nevienadiba a, > M nozime, ka visiem n > N
an € (M;400) = U(+o00; M).

Sis apkartnes arpuseé atradisies galigs skaits virknes loceklu. Acimredzami,
sada virkne nav ierobezota no augsas. Apgrieztais apgalvojums nav speka.

3.3. definicija. Simbolu —oo nosauksim par virknes (a,) robezu, ja
jebkuram pozitivam skaitlim M eksiste tads naturals skaitlis IV, ka
visiem n > N izpildas nevienadiba a,, < —M. Pierakstisim

lim a,, = —oo un teiksim, ka virkne diverge, pie tam uz —oo.
n—oo
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Nevienadiba a, < —M nozime, ka visiem n > N
a, € (—oo;—M) = U(—o0; M).

ST virkne nav ierobezota no apaksas.
leprieks apskatitas virknu robezu definicijas var apvienot viena - vir-
knes robezas visparigaja definicija. Tam noltiikam izmantosim apkartnes
jedzienu.
3.4. definicija. (Virknes robezas vispariga definicija).
Punktu A (skat®) nosauksim par virknes (a,) robezu, ja s punkta

jebkurai apkartnei U(A) eksiste tads naturals skaitlis NV, ka visiem
n > N izpildas sakariba a, € U(A).

3.2. Reala mainiga realas funkcijas robeza

Apskatisim funkciju f, definetu punkta a apkartne, iznemot varbut So
punktu.

3.5. definicija. Par punkta a pardurtu apkartni nosauksim s1 punkta

apkartni bez punkta a un apzimeésim ar U(a).

3.6. definicija. (Funkcijas robezas vispariga definicija).

Punktu A nosauksim par funkcijas f robezu punkta a, ja punkta
A jebkurai apkartnei U(A) eksiste punkta a tada pardurta apkartne
U(a), ka visiem x € U(a) izpildas sakariba f(x) € U(A) (B3] zim.).
Pierakstisim

lim f(z) =A vai f(z) — A.

r—a r—a

Nosactjums, ka x # a, ir butisks. Preteja gadijuma funkcijai

{1, ja x40,
f(x)_{o, ja z =0,

punkta x = 0 neeksistetu robeza. Tagad liH(l) f(z)=1. (B.4] zim.)

Apskatisim funkcijas robezas visparigas definicijas atseviskus gadijumus.

5 A var biit gan skaitlis, gan viens no simboliem —oo0, +00.
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3.3. zim.
Y A
1
X
¢ >
0
3.4. zim.

1. a,A €R.

Soreiz par punkta apkartni biis valgjs intervals ar centru $aja punkta
un atbilstosu radiusu. Apkartnes vares uzdot ar apkartnu radiusu e
un ¢ palidzibu.

Skaitli A nosauksim par funkcijas f robezu punkta a (a - skaitlis), ja
jebkuram e > 0 eksiste tads 6 > 0 (atkarigs no ¢), ka visiem z, kuriem
0 < |z — a| < ¢, izpildas nevienadiba

[f(z) = Al <e.

No geometriska viedokla tas nozime, lai cik Saura ar1 nebtitu horizon-
tala josla starp taisnem y = A — ¢ un y = A + ¢, funkcijas grafiks
(iznemot varbtit punktu (a; f(a))) visiem z € (a — 6;a + &) atrodas
saja josla (B.5] zim.).

2. a =400, A€R,

Soreiz punkta a = +o0o apkartni varés uzdot ar apkartnes radiusa
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N > 0 palidzibu. Par punkta a = +00 N-apkartni bus valejs inter-
vals (N; +00).

Skaitli A nosauksim par funkcijas f robezu punkta a = +o00, ja jeb-
kuram ¢ > 0 eksiste tads N > 0, ka visiem x, kuriem =z > N, izpildas
nevienadiba

[f(z) — Al <e.

No geometriska viedokla tas nozime, lai cik Saura ar1 nebutu horizon-
tala josla starp taisnem y = A — ¢ un y = A + ¢, funkcijas grafiks
visiem x > N atrodas Saja josla (B.6] zim.).

.a=—00, AecR.

Skaitli A nosauksim par funkcijas f robezu punkta a = —oo, ja jebku-
ram € > 0 eksiste tads N > 0, ka visiem x, kuriem z < —N, izpildas
nevienadiba

f(z) — Al <e BZlzm.).

.a€R, A=+oo0 ([B.8lzim.).
La€R, A=—-oc0 (B9]zm.).
.a =400, A=+oo (B.I0]zm.).
.a =400, A=—oco (BILlzm.).
.a=—00, A=+oo ((I2]zm.).

.a=—00, A=—00.

Simbolu —oo nosauksim par funkcijas f robezu punkta a = —o0, ja
jebkuram M > 0 eksiste tads N > 0, ka visiem x, kuriem x < —N,
izpildas nevienadiba f(z) < —M.

No geometriska viedokla tas nozime: lai cik liels ar1 nebutu skaitlis
M visiem x < —N funkcijas grafiks a rodas zem taisnes y = —M

BI3]zim.).

10. a € R, A = oo (bez zimes®) (BI4] zm.).

6Simbolu oo (bezgaliba bez zimes) atskiriba no ieprieks apskatitajiem simboliem —oo un +oo saista

ar realiem skaitliem tikai ta apkartnes. Ar simbola oo e - apkartni sapratisim $adu kopu U(oc;e) =
{z € R| |z| > ¢, t.i., simbolu —co un +o00 ¢ - apkartyu apvienojumu.
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11.

12.
13.

14.
15.
16.

a=+o00, A=o0.

Simbolu oo nosauksim par funkcijas f robezu punkta a = +o0, ja
jebkuram M > 0 eksiste tads N > 0, ka visiem x > N izpildas
nevienadiba |f(x)| > M, t.i., f(x) > M vai f(x) < —M.

Piemeram, funkcijai

e’, ja x — racionals skaitlis,
f() ={ )

—e”, ja x — iracionals skaitlis,

lim f(z) = oo.

T——+00

No geometriska viedokla tas nozime, lai cik liels ar1 nebutu skaitlis M,
visiem x > N funkcijas grafiks atrodas virs taisnes y = M vai zem
taisnes y = —M (B.I5] zim.).

a=—00, A=oo BIG]zim.
a=o00, Ael.

Skaitli A nosauksim par funkcijas f robezu punkta a = oo, ja jebku-
ram € > 0 eksisté tads N > 0, ka visiem z, kuriem |z| > N, izpildas
nevienadiba |f(x) — A| < e.

No geometriska viedokla tas nozime, lai cik Saura ar1 nebtitu horizon-
tala josla starp taisnem y = A — e, y = A+ ¢, funkcijas grafiks visiem
x> N vai x < —N atradisies $aja josla (3I7] zim.).

a=o00, A=+oo (3.I8]zm.).
a=o00, A=—oco (BI9]zim.).
a=o00, A=o0 (B20]zim.).
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v

3.5. z1im.

lim f(z)=A

T—+00

(A eR)

3.6. z1im.
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Za
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S¥

lim f(z)=A

O

Uy A

a—0

yl\

lim f(x) = +o00

r—a

(a € R)

M o---F-

z11m.

3.8.
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C
---@
<

lim f(z) = —o0

r—a

(a €R)

3.9. zim.

lim f(x) =

T—+00

3.10. zim.
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3.11. zim.

lim f(z)=+o0

r——00

vy &

3.12. zim.
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)
\ 4

lim f(z) =—o0

rT——00

3.13. zim.

r—a

3.14. zim.
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lim f(z) =0

r—+00

3.15. zim.

3.16. zim.
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z11m.

3.17.
y A
- —————————————<f

||||||||||||||||||||||||

et e R |

3.18.

lim f(x) =400

T— 00
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lim f(z) = —o0

r—0o0

B o e

z11m.

3.20.



50 3. nodala. ROBEZA

3.3. Funkcijas robezas vienigums

3.3. teorema. Ja funkcijar f punkta a eksiste robeza, tad vieniga veida.

» Pienemsim pretejo, t.i., ka lim f(z) = A; un lim f(z) = As, kur
Ay # Ay (iznemot gadijumu, kad viena no tam ir bezgaliba, bet otra -
bezgaliba ar zimi). Izvelesimies punktu A; un A, apkartnes U(A;) un
U(As), kas neskelas, t.i., tadas, lai U(A;) N U(As) = (. Saskana ar

funkcijas robezas definiciju punkta A; jebkurai apkartnei U(A;) eksiste

punkta a tada apkartne U’(a), ka visiem = € U'(a), izpildisies sakariba
f(x) € U(Ay). Analogiski punkta A, jebkurai apkartnei U(As) eksiste

punkta a tada apkartne U”(a), ka visiem x € U"(a), izpildisies sakariba
f(z) € U(Ay). Izvelesimies x € U(a), kur U(a) = U'(a) N U"(a). Sadiem
x vienlaicigi izpildisies sakaribas f(x) € U(A;) un f(x) € U(A2), kas ir
pretruna ar pienemumu, ka $is apkartnes neskelas (B:21] zim.).

3.21. zim.

Pienemums, ka funkcijai f var but divas dazadas robezas, nav pareizs. <

3.4. Sinusa attiecibas pret argumentu robeza

3.4. teorema. Sinusa attiecibas pret argumentu robeza, kad arguments
tiecas uz nulli, ir vienada ar 1, t.i.,

. sinzx
lim =1.
z—0 I
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» Apskatisim vienibas rinka liniju un izveidosim divus taisnlenka trij-
sturus BDO un CAO (3.22] zim.) ar kopejo sauro lenki x radiani?

(z € (=500 U (0:5))-

\ &

N

3.22. zim.

Loka AB garums bus |z|, BD = |sinz|, AC' = |tgx|. Salidzinot trijstu-
ra OBA, sektora OBA un trijstura COA laukumus, iegtisim nevienadibu
OA-BD _ OA? - |1 _ OA- AC
2 2 2

jeb
|sinz| < |z| < |tgz| (OA=1).
Izdalisim 8o nevienadibu ar |sin x| # 0. Iegusim nevienadibu

1
| cos x|

1< |2

|
S1n

Minetajam argumenta x vertibam —— > 0 un cosz > 0, tapec
s x

x 1
1 < — < .
sinx coszT
Tadejadi
sin x
cosx < < 1.
x
No §is nevienadibas izriet, ka
sin C,x 2P
0<1-— <1l—cosx=2sin"— < —.
x 2 2

"[lat. radius stars, radiuss] - lenka mervieniba, apmeram 57°17'44, 8",
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(Izmantojam, ka |sin x| < |z|, tadejadi sin? z < 2?). Esam ieguvusi, ka

sin & x?

< .
xT 2

0<1-—

Izvelesimies € > 0 un 6 = min (%, V 25).
Visiem 0 < |z| < ¢ izpildisies

sinz| 2?2 (V2¢e)?
11— < =< = €.
x 2 2
Saskana ar funkcijas robezas definiciju lm% S”;“” = 1. (Acimredzami, fun-

SlIl T

kcija 222 ir defineéta punkta x = 0 pardurta apkartne.) «

3.5. Teoremas par funkcijas galigajam robezam

Turpmak vienosimies apskatit tikai tadas funkcijas, kas definetas punkta
x = a apkartne, iznemot varbut pasu So punktu. Ar punkta x = a apkartni
sapratisim S1 punkta pardurto apkartni.

3.5. teorema. Ja eksiste galiga robeza lim f(x) = A (a € R), tad f

r—a
terobezota funkcija punkta x = a apkartneé.

» Saskana ar galigas robezas deﬁHICIJu jebkuram e > 0, tal skaita e = 1,

eksiste punkta r = a tada apkartne U (a), ka visiem z € U (a), izpildisies
nevienadiba

‘f(x) _A| < 17
t.i.,
A-1< f(z) < A+ 1.

Tas nozime, ka funkcija f ierobezota punkta x = a apkartne U(a). <
Teoremai apgrieztais apgalvojums nav speka, piemeram, Dirihle funkcija

) = 0, ja x — iracionals skaitlis,
| 1, ja x — racionals skaitlis

ir ierobezota punkta x = 0 apkartne, bet lim f(z) neeksiste.

x—0

3.6. teorema. Ja funkcija f ir konstanta punkta x = a apkartné, t.i.,
visiem x € U(a), f(z) = k = const, tad lim f(x) =
r—a
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» Jebkuram ¢ > 0 un katram z no minétas apkartnes izpildisies
nevienadiba |f(x) — k| = 0 < e. Tatad lim f(x) = k. <«

3.7. teorema. Ja funkcijai f eksisté galiga robeza lim f(x) = A, tad

r—a

eksiste art robeza Sis funkcijas modulim |f|, pie tam

lim | ()] = |4].

» Saskana ar funkcijas f robezas A definiciju jebkuram ¢ > 0 ek-
siste punkta r = a tada apkartne U(a), ka visiem x € U(a) izpildisies
nevienadiba

[f(z) = Al <e.

Saskana ar modula 1pasibu

1f ()] = 1Al < [f(2) = Al
tapec
[f (@) = 1A]| <&
tas nozime, ka

lim | f(a)| = |A].

3.8. teorema. Jo lim f(z) =A (a € R), tad

r—a

lim(f(z) — A) = 0.

r—a
(Pieradit patstavigi)
3.9. teorema. Ja eksiste galigas robeZas

lim f(z) = A1 un hmg() As,

r—a r—a

tad eksiste galiga robeZa ari So funkciju summaz, pie tam

lim (f(z) + g(x)) = A1 + As.

r—a

» Saskana ar funkcijas f robezas A definiciju Jebkuram e > 0 ek-

sisté tada punkta z = a apkartne U '(a), ka visiem z € U '(a) izpildisies
nevienadiba

£(@) = Al < 3.
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Tada pat veida funkcijai g, tam pasam ¢ > 0 eksisté apkartne U”(a), ka

visiem = € U”(a) izpildisies nevienadiba

£
o) — Ao] < 5.

Apzimesim ar U(a) = U'(a) N U"(a). Tagad visiem z € U(a) §1s divas
nevienadibas izpildisies vienlaicigi.

Tapec
€

=¢€.
2

(/@) +9(2)) = (Ar + As)| < |F(2) = Ar] + lg(w) — o] < = +

Tas nozime, ka
glclrrcll(f(a:) +g(z)) = A1+ Ay, <

Ar matematiskas indukcijas metodi So teorému var visparinat uz jebkura
galiga skaita funkciju summu.

B.9]teoremai apgrieztais apgalvojums nav pareizs, piemeram, funkcijam
f(x) =1—sin %, g(x) = sin% neeksiste robezas, kad x — 0, bet to summa
ir konstanta un tas robeza ir viens.

3.10. teorema. Ja eksiste galiga robeza lim f(x) = A, tad eksisté galiga

r—a
robeza $1s funkcijas reizinajumam ar konstanti k, pie tam

lim (kf(z)) = kA.

r—a
» Gadijuma, kad & = 0, funkcija kf = 0 = const. Robeza eksisté un,
acimredzami, izpildas teorema mineta vienadiba.
Apskatisim gadijumu, kad &k # 0. Saskana ar funkcijas f robezas A
definiciju jebkuram ¢ > 0 eksiste punkta x = a tada apkartne U(a), ka

visiem z € U(a) izpildisies nevienadiba

€
|f(z) — Al < [k
Tatad

tas nozime, ka

lim (kf(z)) = kA. <

r—a
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Ja k = —1, ieglisim:

lim (—f(z)) = — lim f(z).

r—a r—a

Izmantojot vel B.9] teoremu, ieglisim:

lim(f(z) — g(z)) = lim f(z) — lim g(z).

r—a r—a r—a

Apvienojot B.9] un B.I0J] teoremu apgalvojumus, var teikt, ka robeza no
divu funkciju linearas kombinacijas ir vienada ar to robezu linearo kombi-
naciju, t.i.,
lim (k1 f(z) + kag(x)) = k1 lim f(x) + ko lim g(z) (k1, k2 € R).
r—a Ir—a r—a
3.11. teorema. Ja funkcija [ definéta un ierobeZota punkta r = a kaut
kada apkartne un funkcijai g eksisté robeza lim g(x) = 0, tad eksiste

r—a
robeza so funkciju reizinajumam, pie tam

lim (£(x)g(x)) = 0.
» Ta ka funkcija f ierobezota punkta x = a apkartne U’(a), tad visiem
x € U'(a), izpildisies nevienadiba |f(x)| < M (M > 0). Saskana ar funkci-
jas g robezas definiciju jebkuram ¢ > 0 eksiste punkta x = a tada apkartne

U"(a), ka visiem x € U"(a) izpildisies nevienadiba |g(x)| < 7. Apzimesim

ar U(a) = U'(a) N U"(a). Tagad visiem = € U(a) abas nevienadibas
izpildisies vienlaicigi, tapec
£

F(@) - gla) < Moo=

un

lim (f(z)g(z)) =0. <«

r—a

3.12. teorema. Ja eksisté galigas robezas lim f(x) = Ay un
r—a

lim g(x) = A,, tad eksiste galiga robeza $o funkciju reizinajumam, pie

tam

lim (f(a:)g(as)) = A As.

r—a

» Funkciju f un g reizinajumu uzrakstisim sadi:

f-9=(f—A)g+ Awy.
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Ta ka lim f(z) = Ay, tad saskana ar B.8] teoremu lim (f(z) — A;) = 0, bet
funkcija g(x) - ierobezota, jo tai eksiste galiga robeza (skat. B.5] teoremu).
Saskana ar [3.11.] teoremu

lim ((f(z) — 41)g(z)) = 0.

r—a

Ta ka A; = const, tad saskana ar [3.10] teoremu

lim (A1g(z)) = A lim g(z) = 4 4s.

r—a r—a

Visbeidzot, saskana ar [3.9] teoremu,

r—a r—a r—a

Ar matematiskas indukcijas metodi So teoremu var visparinat uz jebkura
galiga skaita funkciju reizinajumu, tai skaita

lim(f(z))" = (lim f(z))" (n — naturals skaitlis).

r—a r—a

B.I2] teoremai apgrieztais apgalvojums nav speka.

3.13. teorema. Ja eksisté galiga un no nulles atskiriga robeza

lim f(x) = A (A #0), tad eksiste galiga robeza funkcijai %, pie tam

» Saskana arB.7]teoremu lim |f(x)| = |A|. Izvelésimies punkta |A| # 0
tadu apkartni, kas nesatur punktu 0, t.i., (|A| — &;|A| + ¢), kur, piemeéram,

£ = ‘—‘3'. Saskana ar funkcijas | f| robezas |A| definiciju izveletajai punkta

| A| apkartnei eksiste punkta z = a tada apkartne U(a), ka visiem x € U(a),
izpildisies nevienadiba

0<|Al—e<|f(z)] <|A] +e.

Saja apkartne ‘ f (a:)‘ # 0 un funkcija % bus definéta visos funkcijas f
definicijas apgabala punktos. No §is nevienadibas ieglisim

1 1

|
A +e |f(x)

<|A‘—5'
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ST nevienadiba norada, ka funkcija % - ierobezota punkta x = a apkartne.

Funkciju % uzrakstisim sadi

1 1 1 1
o )
f A Af
Analogiski ka B.12] teoremas pieradijuma iegusim:
li L L <
im —— = —.
r—a f(x) A
Piemeram,
i 1
lim — :1,jolim8m$:1un .x = —.
z—0 sIn x t—0 sin & L

X

3.14. teorema. Ja eksisté galigas robezas lim f(x) = Ay un

lim g(x) = A,, pie tam Ay # 0, tad eksisté galiga robeza funkcijai L

T—a 57
pre tam
A
lim @ _
r—a g(gj) A,
(Pieradit patstavigi, izmantojot B.I3] un B.12] teorémas, pie tam
[ — rl
g ! g)'
Ja lim f(z) = lim g(z) = 0, tad par So funkciju attiecibas robezu vel

r—a r—a
neko nevar pateikt. Ta ir viena no nenoteiktibam 8, kas ir japeta 1pasi.

3.6. Teorema par saliktas funkcijas robezu

3.15. teorema. Ja eksiste robezas lim p(z) = b, 111’1[1) f(u) = B un sa-

likta funkcija f(gp(x)) defineta punkta x = a pardurta apkartne, pie
tam Saja apkartne o(x) # b, tad punkta x = a eksiste robeza saliktai
funkcijai f(gp(x)) un §7 robeza ir B, t.i., lim f(gp(x)) = B.

» Saskana ar funkcijas f robezas B definiciju punkta B patvaligai

apkartnei eksiste punkta u = b tada apkartne U(b), ka visiem u € U(b)
izpildisies sakariba f(u) € U(B) (B8.23] zim.).
Saskana ar funkcijas ¢ robezas b definiciju punkta b patvaligai apkartnei,

tai skaita, arl ieprieks izveletajai apkartnei U(b) eksiste punkta x = a
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tada apkartne U(a), ka visiem = € U(a), izpildisies sakariba u(z) € U(b)
(B231zim.). Apvienojot Sos divus apgalvojumus viena, var teikt, ka punkta

B patvaligai apkartnei U(B) eksiste punkta x = a tada apkartne [o] (a),
ka visiem = € Uf(a), izpildisies sakartba f(u) = f(p(z)) € U(B), t.i,
lim f(p(z)) = B. <

r—a
Piemeram,

in k in k
lim 0 = k lim o — k. 1=k (k €R).
=0 kz—0 kx

3.23. zim.

3.7. Teoremas par nevienadibam

3.16. teorema. Ja funkcijam f un g punkta x = a eksiste robezZas, pie
tam lim f(z) < lim g(x), tad eksiste punkta x = a tada apkartne, kura

r—a

fz) < g(x).
» Apzimesim ar A = lim f(z) un B = lim g(z). Peéc dota A < B.

r—a r—a

Izvelesimies So punktu A un B tadas apkartnes U(A) un U(B), kas
neskelas, t.i., U(A)NU(B) = () (82241 zim.). Saskana ar funkcijas f robezas
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A definiciju punkta A patvaligai apkartnei, tai skaita, apkartnei U(A) ek-
sisté punkta x = a apkartne U’'(a), ka visiem x € U’(a), izpildisies sakariba
f(x) € U(A). Lidziga veida apkartnei U(B) eksiste apkartne U”(a), ka vi-
siem x € U"(a), izpildisies sakariba g(z) € U(B). Apzimésim ar

Ua) =U'(a) NU"(a).

Tagad visiem x € (O](a) vienlaicigi f(z) € U(A) un g(z) € U(B) (824]zim.).
Ta ka A < B, tad visiem = € U(a), f(x) < g(z). <«

3.24. zim.

Sekas. Ja lim f(z) < ¢ (vai lim f(x) > ¢), tad eksisté punkta = = a tada

r—a

apkartne, kura f(z) < c/(vai f(z) > c).

(Pieradit patstavigi)

Apskatisim gadfjumu, kad ¢ = 0. Soreiz, ja

lim f(z) < 0 (vai lim f(z) > 0),

tad eksiste punkta x = a tada apkartne, kura f(z) < 0 (vai f(x) > 0).

3.17. teoréma. Ja eksisté robezas lim f(x) un lim g(z), pie tam

r—a

f(x) < g(x) punkta x = a kaut kada apkartne, tad

lim f(z) < lim g(x).

Tr—a r—a
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(Pieradit patstavigi®)
3.18. teorema. Ja punkta x = a funkcijam f un g eksisté vienadas
robezas, t.i., lim f(z) = lim g(x) = A un punkta x = a kaut kada
r—a r—a
apkartne izpildas nevienadiba f(z) < h(x) < g(x), tad punkta x = a

funkcijai h eksisté robeza, pie tam lim h(z) = A.
r—a

» Saskana ar funkcijas f robezas A definiciju patvaligai punkta A
apkartnei U(A) eksiste punkta x = a tada apkartne U'(a), ka visiem
x € U'(a), izpildisies sakariba f(z) € U(A). Punkts A ir par robezu
ar1 funkcijai g, tapec apkartnei U(A) eksiste punkta x = a tada apkartne
U"(a), ka visiem = € U”(a) izpildisies sakariba g(z) € U(A). Pec dota
visiem « € U"(a) izpildisies nevienadiba f(z) < h(z) < g(x). Apzimesim
ar

fe) [¢]

Ula) = U'(a) N U"(a) N U™ (a).
U(A).
U<A)7

Tagad visiem x € U (a) izpildisies vienlaicigi f(x) € U(A) un g(z)

Ta ka h(z) atrodas starp f(z) un g(zx), tad visiem x € (o](a) h(x)
t.i., limg(z) = A (B25] zim.). <«

r—a

S
S

3.25. zim.
Piemeram,
sin
cost < <1
x
punkta x = 0 apkartne un lin’(l) CcoS T = lin% 1 =1. Tapec
r— r—
. sinx
lim = 1.
z—0 I

8]zmantojot pretéja pienemuma panémienu un [B.16] teoremu.
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3.8. Funkcijas vienpusejas robezas

3.7. definicija. Punktu A nosauksim par funkcijas f robezu punkta
r =a (a # 4+00) no labas puses, ja punkta A patvaligai apkartnei
U(A) eksiste punkta z = a tada apkartne U(a), ka visiem z > a un
x € U(a) izpildisies sakariba f(x) € U(A)(B.26] zim.).

Apzimesim

by (@) = lim, f(2) = fla-+0).

Analogiski var definét funkcijas robezu punkta no kreisas puses. So
robezu apzimesim

lim f(z) = lim f(z)= f(a—0).

T—a x—a—0

r<a

U(a)
\ 4

U(A)

3.26. z1m.

Acimredzami, ir speka sadi apgalvojumi:

1. Ja lim f(z) # lim f(z), tad lim f(z) - neeksiste;
r<a r>a ra
2. lim f(z) = A tad un tikai tad, kad lim f(z) = lim f(z) = A.
ra r<a >a
Piemeram, funkcijai
1, ja x>0,
sign x = 0, ja =0,

—1, ja x <0,
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(skat =) lir% f(z) = —1, bet lirr(l) f(xz) = 1, tapec hH(l) f(x) - neeksiste
<0 750 -

B27] zim..).

Yy A
16 Yy =signe
T
0‘ >
o —1
3.27. zim.

3.9. Bezgaligi mazas un bezgaligi lielas funkcijas

3.8. definicija. Funkciju f nosauksim par bezgaligi mazu funkciju®®,
kad z tiecas uz a, ja lim f(x) = 0.

r—a

Piemeram, f(z) = z ir bezgaligi maza funkcija, kad = tiecas uz nulli, jo

limz = 0.
x—0

3.9. definicija. Funkciju f nosauksim par bezgaligi lielu funkciju,
kad x tiecas uz a, ja lim f(x) ir bezgaliba.

Piemeram, f(z) = % ir bezgaligi liela funkcija, kad x tiecas uz nulli.

3.19. teorema. Ja f ir bezgaligi maza funkciyja, kad x tiecas uz a, tad

% - bezgaligt liela funkcija, kad x tiecas uz a.

» Ta ka f ir bezgaligi maza funkcija, kad x tiecas uz a, tad

lim f(z) = 0.

r—a

9lat. signum - zime).
10Parasti sadas funkcijas apzimé ar «, 3, v utt.
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Saskana ar robezas definiciju Jebkuram e > 0 eksiste punkta z = a tada

apkartne U (a), ka visiem x € U (a) izpildisies nevienadiba | f(x)| < €. Seko,
ka

>——M

i

Tatad lim f( o) ir bezgaliba, t.i., ? bezgaligi liela funkcija, kad x tiecas uz

a. <4
Acimredzami, [3.19.] teoremai apgrieztais apgalvojums ar1 ir speka.

Apskatisim divas bezgaligi mazas funkcijas a un 3, kad x tiecas uz a.

Apzimesim ar ¢ So funkciju attiecibas 6E ; robezu punkta a, t.i.,

= Ba)

1. Ja ¢ = 0, tad o nosauksim par augstakas kartas bezgaligi mazu
funkciju, salidzinot ar §, kad = tiecas uz a un pierakstisim a = o(f3)

(skat ).

2. Jac# 0 (c € R), tad a, § nosauksim par vienadas kartas bezgaligi
mazam funkcijam, kad x tiecas uz a.

3. Ipasi izdalisim gadijumu, kad ¢ = 1, t.i.,

hm@ = 1.

2=a (3(x)

Soreiz @ un  nosauksim par ekvivalentam™ bezgaligi mazam
funkcijam, kad z tiecas uz a. Pierakstisim o ~ [ (z — a).
Piemeéram, sinz ~ z (z — 0), jo lim %22 = 1.

z—0

3.20. teorema. Ja glcl_rg% =c,a~a (r—a)unfB~ [ (v — a),

tad lim 55 = c.

Apgalvojums klust acimredzams, ja 5 L uzraksta sadi:

ap o o s

6 a B B

3.20] teoremu plasi pielieto robezu aprekinasana, t.i., funkcijas aizstaj
ar tam ekvivalentam bezgaligi mazam funkcijam, kad z tiecas uz a.

HTasa: a vienads ar omikrons (grieku alfabéta burts) no 3
12]]at. aequivalens| kaut kas lidzvertigs, ar tadu pasu nozimi, tik pat stiprs.
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3.10. definicija. Funkciju a nosauksim par k -tas kartas bezgaligi
mazu funkciju, salidzinot ar bezgaligi mazu funkciju 3, kad z tiecas
uz a, ja o un B* (k - naturals skaitlis) ir vienadas kartas bezgaligi
mazas funkcijas, kad z tiecas uz a.

Piemeram, funkcija a(x) = 1 — cos2x ir 2. kartas bezgaligi maza fun-
kcija, kad x — 0, salidzinot ar funkciju g(z) = z, jo

lim ———— = lim lim =2.1=2.

. . 2
1 — cos2x 2sin’ z 5 sin x
z—0 1’2 x—0 x2 o x—0 I

3.10. Monotonas virknes robeza

3.11. definicija. Skaitlu virkni (a,) nosauksim par augosu (vai dilsto-
su), ja a, < any1 (@n > apy1), kur n - naturals skaitlis.

3.12. definicija. Skaitlu virkni (a,) nosauksim par nedilstosu (vai ne-
augosu), ja a, < ay+1 (vai a, > a,y1), kur n - naturals skaitlis.

3.13. definicija. Skaitlu virkni (a,,) nosauksim par ierobezotu no aug-
Sas (vai ierobezotu no apaksas), ja ir ierobezota no augsas (vai iero-
bezota no apaksas) tas vertibu kopa.

3.14. definicija. Par skaitlu virknes (a,) augs€jo slieksni (vai apakséjo
slieksni) nosauksim §is virknes vertibu kopas augsejo slieksni (vai
apaksejo slieksni).

Sos slieksnus apzimesim a = sup a,,, § = inf a,.

3.21. teorema. Katra augosa un ierobeZota no augsas virkne ir konver-
genta.

» Ta ka virkne (a,) ir ierobezota no augsas, tad tai eksiste galigs

augsejais slieksnis a« = supa,. Paradisim, ka eksisté robeza lim a, un
n—oo

ta ir vienada ar «.

Saskana ar kopas augseja sliekSna a = sup a,, definiciju var teikt, ka
1. a, < a (n - naturals skaitlis);

2. jebkuram e > 0 eksiste tads ay, ka ay > o — €.
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Ta ka virkne (a,) augosa, tad visiem tas numuriem n > N izpildisies
nevienadiba a,, > o — ¢.

Visiem numuriem n, tai skaita artn > N, izpildisies nevienadiba a, < a.
legtisim, ka visiem n > N, izpildisies divkarsa nevienadiba

a—e<a,<a val a—e<a, <a-+e,

t.i., virkne (a,) konvergenta un lim a, = o. <
n—:oo

Analogiski pierada, ka ir konvergenta katra dilstoSa un ierobezota no
apaksas virkne. Soreiz
6 =infa, = lim a,.
n—oo

Sekas. Konvergentai un augosai virknei (a,) izpildas nevienadiba a,, < «,

kur a = lim a, (n - naturals skaitlis).
n—o0

» Saskana ar 3.21] teoremu visiem numuriem n a, < «. Ja pienemtu,
ka kadam numuram N ay = «, tad ayy1 > «, jo virkne augosa. Radas
pretruna. <«

[lustresim So teoremu ar konkretu piemeru. Apskatisim virkni a, = %
Apskatisim attiecibu

2n+1 2
a ]
ntl (n;l) _ <1,

tas nozime, ka virkne ir neaugosa un, acimredzami, ierobezota no apaksas,
piemeram, ar nulli. Tatad virkne (a,) ir konvergenta. Tas robezu apzime-
sim ar a = lim a,. Atradisim So robezu a.

2n+1 2
R P S T
Vienadiba 5
anp41 = ann 1

pariesim pie robezas, kad n tiecas uz bezgalibu. legtsim, ka a = a - 0, t.i.,
a = 0. Tatad
27’l
lim — = 0.
n—oo 7.

Esam ne tikai pieradijusi virknes (a,) konvergenci, bet art izskaitlojusi tas
robezu.
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3.11. Skaitlis e

3.22. teorema. Funkcijai

fla) = <1+§)x

punkta x = 400 eksisté galiga robeza, kuru apzime ar e.

» Vispirms apskatisim virkni

1 n+1
a, = <1+—)
n

un paradisim, ka ta konverge. Apskatisim attiecibu

o (4L e\
- 1+

i (1) T e

Saskana ar Bernulli nevienadibu

1 n+1 1
SRR T
n(n + 2) n(n + 2)
tapec

> 1+ i > (1+ B) 1 —
Gt n(n+2)) 1+ -1 (n+1)2) 1+

=11+ L ! =1
N n+1 1—1—#1_.

Esam ieguvusi, ka #11 > 1, t.i., a, > aye1. Seko, ka virkne (a,,) ir dilstosa

un, acimredzami, ierobezota no apaksas, pieméram, ar nulli. Virkne (a,)

konverge; tas robezu apzimesim ar

1 n+1
e = lim (1 + —) )
n—00 n

Saskana ar Bernulli nevienadibu

1 n+1 1 1
an:<1+—> S L S )
n n n
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Viegli izskaitlot un parliecinaties, ka a; < 3. Ta ka virkne (a,) ir dilstosa,
tad visiem nakamajiem numuriem n a, < 3. Virknes robeza e atradisies
intervala (2;3), t.i., 2 <e < 3.

Ta ka skaitla = vesela sastavdala [x] apmierina nevienadibu
(2] <z <[z]+1,

tad, acimredzami, izpildisies arT nevienadiba

(1 + [56]1+ 1>[x] < <1 +i>x < <1+é>m+l. (%)

Ja  tiecas uz +oo, tad [z] diskreti™ tiecas uz +oo. Saskana ar ieprieks
apskatito gadijumu robeza no nevienadibas (*) labas puses ir e, t.i.,

1 [z]+1
lim (1 + —) = e.
AT

Paradisim, ka robeza no nevienadibas kreisas puses ari ir e,

O*miJm:O*uﬁwyM:Q+miJ?

Sis vienadibas labas puses pirmajam loceklim robeza ir e, t.i.,

1 [x]+2
lim <1 + > = e,
r—+00 [CL‘] +1

bet otrajam loceklim robeza ir viens, t.i.,

1 2
li 1 =1
xi%( " [w]+1> !

tapec

xETm<1+[x]+1> —e:1=e.

Saskana ar [3.I8] teoremu eksiste robeza

) 1\*
lim <1 + —) =ec. o
r—-+00 €T

13Soreiz [z] vertibas ir naturali skaitli.
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Paradisim, ka funkcijai

punkta r = —oo eksiste robeza, kas ar1 ir skaitlis e.

Parveidosim
1\° x+1\" x - r+1-—1\""
1—|—— — e = - e
T T r+1 z+1
1\ 1\ 1
<+—:1:—1> (+—x—1> < +—x—1>

Ja x tiecas uz —oo, tad —xr —1 tiecas uz +00. Robeza §is vienadibas labajai
pusei ir e - 1 = e. Tatad ar1 kreisajai pusei robeza eksisté un ir vienada ar

e, t.1.,
1 :L'
lim <1 + —) = e.
T——00 x

) 1\"
lim (1 + —) = e.
T—00 x

lim (14 «)

a—0

Turpmak rakstisim

Viegli saskatit, ka

Q=

= €.

Skaitla e vertiba ar 26 zimem pec komata ir

e = 2,71828182845904523536028747 . . ..

3.12. SavelkosSos slegtu intervalu princips

3.15. definicija. Slegtu intervalu virkni ([a,;b,]) sauksim par savelko-
Sos slegtu intervalu virkni, ja

L. [a1;01] D [ag;be) D -+ D lan;by] D -+
2. lim (b, — a,) = 0.

n—oo

3.23. teorema. SavelkoSos slegtu intervalu virknei ([an; b,)) eksisté vie-
nigs kopigs punkts.



3.12. Savelkosos slegtu intervalu princips 69

» Izveidosim virkni (a,). ST virkne, acimredzami, ir nedilstosa un iero-
bezota no augsas, piemeram, ar b;. Eksiste galiga robeza

a = lim a, = sup a,.
n—oo
Otra virkne (b,) ir neaugoSa un ierobezota no apaksas, tapec eksiste galiga
robeza

6 = lim b, = inf b,,.

n—oo

Ta ka a, <b,, tad

lim a, < lim b,,
n—oo n—oo

t.i., a < . Saskana ar kopas slieksnu definicijam a,, < a, 8 < b,,. Tapec
izpildisies nevienadiba a, < a < 8 < b,. No §is nevienadibas seko, ka
0<p—a<b,—a, Robeza no §is nevienadibas kreisas un labas puses ir
nulle, tapec arl robeza no konstantes 3 — « ar1 ir nulle, t.i.,

lim (6 — a) = 0.

n—oo

Robeza no konstantes ir vienada ar So konstanti, tapec seko, ka a = § = c.
Essam ieguvusi nevienadibu a,, < ¢ < b, t.i., eksiste skaitlis ¢, kopigs visiem
slegtajiem intervaliem [a,;b,]. Te art tika pieradits sada kopiga skaitla c
vienigums. <«

Valeju intervalu virknei §1 teorema nav speka, piemeram, virknei

0 (o). (01)

nav kopiga punkta. Teorema biis speka tikai tadai valeju intervalu virknei,
kura katrs nakamais valejais intervals stingri ieklaujas iepriekseja, t.i.,

(n - naturals skaitlis) un kurai

lim (b, — a,) = 0.

n—oo

Savelkosos slegtu intervalu principu varetu nemt par realu skaitlu kopas
nepartrauktibas aksiomu.
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3.13. Bolcano-Veierstrasa teorema

3.24. teorema. [Bolcano M. Veierstrasal® teoremal]

No jebkuras ierobeZotas skaitlu virknes var izdalit konvergentu apaks-
virkns.

» Vispirms pieradisim, ka no jebkuras skaitlu virknes (a,) var izdalit
monotonu apaksvirkni.

Apzimesim ar E kopu, kas izveidota no tiem virknes (a,,) loceklu numu-
riem, kuriem izpildas sada prasiba: ja n < m, tad a, > a,,. lespejami divi
gadijumi:

1. E - bezgaliga kopa. Kopas E elementiem
Ny <ng<---<np<---

atbilst dotas virknes dilstosa apaksvirkne (a,, ), jo tas locekli apmie-
rina sakaribu:
Upy > Apy > 00 > Ay, > -

(skat. kopas F konstrukciju).

2. E - galiga kopa. Tatad patvaligam n; eksiste tads numurs m, kur
ny < m, ka a,, < a,,. Vismazako starp Sadiem numuriem m apzi-
mesim ar ng. Esam ieguvusi, ka n; < ng un atbilstosi a,, < ay,.
Ar no rikosimies tapat ka ar n; un iegiisim, ka no < ng un atbilstosi
an, < ap, utt. Bezgaligi turpinot So procesu, iegusim dotas virknes
nedilstosu apaksvirkni (a,, ).

Tatad abos iespéjamos gadijumos no dotas virknes (a,) esam izdalijusi
monotonu apaksvirkni (a,, ).

Dota virkne ir ierobezota, tapec ir ierobezota ar1 tas apaksvirkne (ay, ).
Zinams, ka katra ierobezota un monotona virkne ir konvergenta, tapec
virkne (a,,) konverge. «

Bernhards Bolcano - éehu filozofs un matematikis (1781-1848).
15Karlis Veierstrass - vacu matematikis (1815-1897).
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3.14. Skaitlu virknes konvergences Kost kriterijs

3.25. teorema. [KostY kriterijs]

Lai skaitju virkne (a,) butu konvergenta, nepieciesami un pietiekamd,
lai jebkuram ¢ > 0 eksisté tads naturals skaitlis N (atkarigs no <), ka
visiem numuriem n, m > N izpildas nevienadiba

\ay — am| < e (skat1D).

» Nepieciesamiba. Ta ka virkne (a,) konverge, tad eksiste galiga

robeza a = lim a,; saskana ar virknes (a,) robezas a definiciju jebkuram
n—oo

e > 0 eksiste tads naturals skaitlis, ka visiem n > N izpildisies nevienadiba

€

la, —al| < o

Izvelesimies vél m > N. Sadiem m izpildisies nevienadiba
€
lay, —al < o
Apskatisim
€

€
|an—am|:\(an—a)+(a—am)\§|an—a|+\a—am\<§+§:5.

Tatad visiem n, m > N izpildisies nevienadiba |a,, — a,,| < €.

Pietiekamaba. Dots, ka jebkuram ¢ > 0 eksiste tads naturals skaitlis
N, ka visiem n, m > N izpildisies nevienadiba

la, — an| < €.
S1 sakariba ir lidzvertiga nevienadibai

Ja m - fiksets, tad 81 nevienadiba norada, ka virkne (a,) ierobezota.
Saskana ar Bolcano-Veierstrasa ffeoremul no §is virknes var izdalit konver-
gentu apaksvirkni (a,, ). Apzimesim ar

a= lim (a,,) (a€R).

k—o0

16Qgistens Kost - franéu matematikis (1789-1857)
17Sadu virkni sauksim par fundamentalu virkni.
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Skaitli £ panemsim tik lielu, lai n, > N. Tapec izpildisies nevienadiba
Ay — € < Ay, < Ay T €.

Saja nevienadiba pariesim pie robezas, kad k tiecas uz bezgalibu. legiisim
nevienadibu
am —c<a<a,,+e¢c
jeb
|y, —al <e.
Tatad visiem m > N izpildisies nevienadiba |a,, —a| < €1, kur €1 = 2¢ (ar1

ir pozitivs skaitlis). Tas nozime, ka dota virkne ir konvergenta. <«

Jautajumi

1. Definet konvergentu skaitlu virkni un tas robezu.
2. Uzrakstit Bernulli nevienadibu.

Definet divergentas uz +oo un uz —oo skaitlu virknes.

= W

Definét funkcijas robezu punkta (funkcijas robezas vispariga definicija).

“t

Definét vienu no funkcijas galigam robezam (iesp€jami 4 gadijumi).

6. Definet vienu no funkcijas bezgaligam robezam (iespejami 12 gadiju-
mi).

7. Formulet teoremu par konvergentas virknes ierobezotibu.
8. Formuléet teoremu par sinusa attiecibas pret argumentu robezu.

9. Formulet teoremas par funkcijas galigam robezam (funkcijas ierobe-
zotiba; konstantas funkcijas robeza; funkcijas modula un reizinajuma
ar skaitli robeza; funkciju summas, reizinajuma un dalijuma robeza).

10. Formulet teoremu par saliktas funkcijas robezu.

11. Formulet teorémas par nevienadibam (pareja pie robezas nevienadi-
bas, mainiga starplieluma robeza).

12. Definet funkcijas robezu punkta no labas un no kreisas puses.

13. Definet bezgaligi mazu un bezgaligi lielu funkciju.
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14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

Sniegt bezgaligi mazu funkciju salidzinasanas panemienus.
Definet augosu, dilstosu, neaugosu un nedilstosu skaitlu virkni.
Definet ierobezotu skaitlu virkni.

Definet skaitlu virknes augsejo un apaksejo slieksni.

Formulet teoremu par monotonas virknes konvergenci.

Definet skaitli “e”.

Definet savelkosos slegtu intervalu virkni.

Formulet savelkosos slegtu intervalu principu.

Formulet Bolcano-Veierstrasa teoremu par ierobezotas skaitlu virknes
apaksvirkni.

Formulet skaitlu virknes konvergences Kost kriteriju.

Vingrinajumi

1.

Konstruet konvergentu skaitlu virkni un sniegt tas robezas geometris-
ku interpretaciju.

Konstruet ierobezotu un divergentu skaitlu virkni.
Pieradit, ka Dirihle funkcijai

) = 1, ja x racionals skaitlis;
1 0, ja x iracionals skaitlis

neeksiste robeza punkta x = 0.

. Formulet funkcijas robezas A = lim f(z) definiciju $ados gadijumos:

r—a
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© o N o

10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.
19.

(g) a=—00, A= o0;
(h) a
(i) a

(j) a =00, A=oc.

00, A= +o0;

=00, A= —o0;

Izskaitlot lim thm.

x—0

Paradit, ka [3.7] teoremai apgrieztais apgalvojums nav speka.
Pieradit [3.8] teoremu.
Paradit, ka [3.12] teoremai apgrieztais apgalvojums nav speka.

Pieradit B.14.] teoremu.

Izskaitlot lim 1*;#

x—0

Formulet un pieradit sadas teoremas par virknes galigam robezam:

(a) par virknes robezas vienigumu;

(b) par divu konvergentu virknu summu;

(c) par konvergentas virknes reizinajumu ar skaitli;
(d) par divu konvergentu virknpu reizinajumu;
)

(

Pieradit B.16.] teoremas sekas.

par divu konvergentu virknu dalijumu.

Pieradit B.17] teoremu.
Definet funkcijas robezu punkta no kreisas puses.

Pieradit, ka divu bezgaligi mazu funkciju summa un reizinajums ir
bezgaligi maza funkcija.

Pieradit, ka bezgaligi mazas funkcijas reizinajums ar ierobezotu fun-
kciju ir bezgaligi maza funkcija.

Pieradit, ka bezgaligi lielai funkcijai f apgriezta funkcija % ir bezgaligi
maza funkcija.

Pieradit, ka tgz ~ z (v — 0).

Pieradit, ka bezgaligi lielas funkcijas modulis un reizinajums ar kon-
stanti k # 0 ir bezgaligi lielas funkcijas.
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20. Pieradit, ka divu bezgaligi lielu funkciju reizinajums ir bezgaligi liela
funkcija.
21. Pieradit, ka bezgaligi lielas funkcijas reizinajums ar ierobezotu fun-
kciju ir bezgaligi liela funkcija.
22. Pieradit, ka bezgaligi lielas funkcijas un ierobezotas funkcijas summa
ir bezgaligi liela funkcija.
23. Paradit, ka a(z) = tg®r — sinz ir 3. kartas bezgaligi maza funkcija,
kad © — 0, salidzinot ar G(x) = =.
24. Pieradit 3.20)] teoremu.
25. Pieradit, ka dilstosa un ierobezota no apaksas virkne ir konvergenta.
26. Pieradit, ka dilstosas un konvergentas virknes katrs loceklis ir lielaks
par §is virknes robezu.
27. Pieradit, ka lim(1 + a)= = e.

a—0
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4. nodala

FUNKCIJAS NEPARTRAUKTIBA

4.1. Nepartrauktas funkcijas jedziens

4.1. definicija. Funkciju f nosauksim par nepartrauktu punkta

o € D(f), ja lim f(z)= f| lim x |, citiem vardiem,
T—xTg

T—xT

lim f(z) = f(zo).

T—XT0

No funkcijas robezas definicijas izriet, ka funkciju f nosauksim par
nepartrauktu punkta zy € D(f), ja jebkuram ¢ > 0 eksiste tads § > 0, ka
visiem z, kuriem |x — xy| < 4, izpildisies nevienadiba

|f(z) — f(z0)] <e.

Apzimesim x — xg ar Az un nosauksim par argumenta pieaugumu
punkta zj, bet f(z) — f(z¢) ar Af(zy) un nosauksim par funkcijas
pieaugumu punkta z;, kas atbilst argumenta pieaugumam Az. Sajos
apzimejumos punkta nepartrauktas funkcijas definicija biis sada: funkciju
f nosauksim par nepartrauktu punkta xy € D(f), ja jebkuram & > 0 ek-
siste tads 0 > 0, ka visiem z, kuriem |Az| < 4, izpildisies nevienadiba
|Af(z)| < e. Tas nozime, ka mazam argumenta pieaugumam atbilst mazs
funkcijas pieaugums, t.i.,

Alzlcrilo Aflwo) =0.

Praktiski So vienadibu visbiezak pielieto funkciju petisana uz nepartrauk-
tibu.
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4.2. definicija. Funkciju f nosauksim par nepartrauktu kopa
E C D(f), ja ta ir nepartraukta §1s kopas katra punkta.

4.3. definicija. Funkciju, kas nepartraukta sava definicijas apgabala,
nosauksim par nepartrauktu funkciju.

Turpmak, lai pieraditu funkcijas nepartrauktibu, vajadzes pieradit tas
nepartrauktibu definicijas apgabala patvaligaja punkta xy.
Apskatisim dazu nepartrauktu funkciju piemerus.
1. f(x) = k = const.
Visiem zyp € D(f) =R
Af(wo) = k—k =0,
tapec Algilo Af(xg) = 0. Funkcija ir nepartraukta sava definicijas ap-
gabala katra punkta, tatad ta ir nepartraukta funkcija.
2. f(z) = 2%
Patvaligam x
Af(z0) = f(zo+ Az) — f(zo) = (2o + Az)* — 25 = Az (20 + Ax)

un
Algilo Af(zg) = AliILlO(ACL‘(ZfQ + Az)) =0.
Tatad f ir nepartraukta funkcija.
3. f(z) =sinz.
Patvaligam x
A A
Af(zg) = sin(xg + Ax) — sinxzg = 2 cos il z * sin ;.
Ta ka A
COSW——QZ S 1
2
un
. Azx|  |Ax]
sin < )
2 2
tad Az
x
|Af(zo)] <2-1- o |Az.
Seko, ka

AI;IUIEO Af(zg) = 0.

Tatad f(x) = sinzx ir nepartraukta funkcija.
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4.2. Nepartrauktu funkciju pamatipasibas

Nepartrauktu funkciju svarigakas 1pasibas apraksta sadas teoremas.

4.1. teorema. Nepartrauktas funkcijas modulis ir nepartraukta funkcija.

4.2. teorema. Nepartrauktas funkcijas reizinajums ar konstanti ir ne-
partraukta funkcija.

4.3. teorema. Divu nepartrauktu funkciju summa ir nepartraukta fun-
kcija.
4.4. teorema. Divu nepartrauktu funkciju reizinajums ir nepartraukta
funkcija.
4.5. teorema. Divu nepartrauktu funkciju dalyyjums ir nepartraukta fun-
kcija.
Pieradisim tikai vienu no §im teoremam, piemeram, 4.5 teoremu.
» Izvelesimies patvaligu xg € D (%) Sis punkts zo € D(f) un
xg € D(g). Ta ka funkcijas f un g ir nepartrauktas, tad

lim f(x) = f(zg) un Q}Lrglog(x) = g(xo).

Tr—x0

Saskana ar teoremu par divu funkciju dalijuma robezu eksiste

Cf@ @ sy
@) Tmg@ gl (g) (z0)

T—x

Tatad g - nepartraukta funkcija. «
Lidziga veida pierada visas parejas teoremas.
4.6. teorema. [Par robezpareju zem nepartrauktas funkcijas zimes]
Ja eksisté galiga robeza lim f(x) = yo un funkcija g(y) nepartraukta
T—xTg
punkta vy, tad
lim g(f(z)) =g(lim f(z)).

r—2T0 r—T0

» Ta ka funkcija g nepartraukta punkta yo, tad lim g(y) = g(vo).
Y—Yo
Saskana ar saliktas funkcijas g(f(z)) robezu

lim g(f(x)) = g(y0) = g(lim f(x)). <

T—XT0
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Sekas. Ja funkcija f nepartraukta punkta xy un virkne (z,,) C D(f) kon-
verge uz xy, tad funkcijas vertibu virkne ( f(x,)) konverge uz f(xo).

» Ta ka virkne (z,) konverge uz xg, tad lim z, = xo. Ta ka funkcija f

n—oo

nepartraukta punkta zg, tad lim f(x) = f(x¢). Saskana ar [1.6] teoremu
lim f(z,) = f ( lim 2, ) = f(z0).

Seko, ka virkne (f(z,)) konverge uz f(z(). <

4.7. teorema. Ja jebkurai uz vo € D(f) konvergentai virknei
(z,) C D(f) atbilstosa virkne (f(x,)) konverge uz f(x), tad funkcija
f nepartraukta punkta x.

So teorému viegli pieradit no preteja.
No 4.6] teoremas sekam un A.7] teoremas izriet punkta nepartrauktas
funkcijas vel viena definicija (lidzvertiga ieprieksejam).

4.4. definicija. (Pec Heines! jeb virknu valoda).

Funkciju f nosauksim par nepartrauktu punkta z, € D(f), ja
jebkurai virknei (z,) C D(f), kas konverge uz zy, atbilstosa virkne

(f(zy)) konverge uz f(zo).

4.8. teorema. (Par saliktas funkcijas nepartrauktibu)

Ja funkcija f nepartraukta punkta xo un g(y) nepartraukta atbilstosaja
punkta yo, kur yo = f(xo), tad salikta funkcija g(f(x)) nepartraukta
punkta x.

Pierada, izmantojot [3.15.] teoremu par saliktas funkcijas robezu.

4.3. Funkcijas vienpuseja nepartrauktiba

4.5. definicija. Funkciju f nosauksim par nepartrauktu punkta
zo € D(f) no kreisas puses (vai no labas puses), ja
lim f(x) = f(zo) (vai lim f(z) = f(x0)).

T—XT0 T—XT0
<X Tr>Xg
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() = f(20)

T—I(
<X

—
.
kﬁ

\ AS

/ ’ "
4.1. zim.
vi y = f(z)
i\
/  Jiny 7(2) = f(w0)
Lo

4.2, z1im.

4.1l zim. attélota nepartraukta punkta xy no kreisas puses funkcija, bet
4.2] zimejuma - nepartraukta punkta xy no labas puses funkcija.
Apskatisim dazus piemerus.

L f(z) = [z].

Ja x( - vesels skaitlis, tad

f(xg) = lim f(z).

Tr—x0
r>T0

Tas nozime, ka funkcija nepartraukta visos Sados punktos no labas
puses.

"Heinrihs Heine - vacu matematikis (1821 - 1881)
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Ta ka
f(xo) # lim f(x),

Tr—x0
r<xg

tad funkcija nav nepartraukta punkta xy no kreisas puses. Piemeram,

f(1) =1, 3161_{% f(z) =0, glclg% f(z) =1 (2.5] zim.).

<l r>1

Parejos punktos §1 funkcija ir nepartraukta gan no kreisas, gan no
labas puses.

2. f(x) =signuz.
Sai funkcijai f(0) = 0, lim f(z) = —1, lim f(z) = 1 (327) zim.).

<0 x>0
Tapec ta nav nepartraukta punkta x = 0 ne no kreisas, ne no labas

puses.

3. fa) = V.

Funkcija nav definéta pa kreisi no punkta z = 0 un lim f(x) = 0

0
(4.3] zim.).
YA
Y=z
1; a;
of 1
4.3. z1im.

4.1. piezime. Ja punkta xy funkcija ir nepartraukta, piemeram, no labas
puses, bet pa kreisi no §1 punkta ta nav defineta, tad uzskatisim, ka
funkcija ir nepartraukta punkta xg.

Tatad funkcija f(x) = /x ir nepartraukta punkta x = 0. Ar funkcijas
robezu tada punkta saprot tas vienpusejo robezu. Saja piemera

lirr(l)\/EzliH(l)\/_:O.

x>0
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4.9. teorema. Funkcija f ir nepartraukta punkta® xy tad un tikas tad,
ja ta 1r nepartraukta saja punkta gan no kreisas, gan no labas puses.

» Nepieciesamiba. Ta ka funkcija f nepartraukta punkta zg, tad
lim f(x) = f(x¢). Tas nozime, ka Saja punkta funkcijai eksiste vienadas
T—T0
vienpusgjas robezas lim f(x), lim f(z) un §is robezas ir vienadas ar f(x).

T—T0 T—Tq

<z r>x
Seko, ka funkcija nepartraukta punkta xy gan no kreisas, gan no labas pu-

Ses.

Pietiekamiba. Ta ka funkcija f nepartraukta punkta zy gan no
kreisas, gan no labas puses, tad
lim f(z) = f(zg) un lim f(x) = f(xo).

o T—To
r<xo r>x0

Seko, ka eksisté lim f(x) un ta ir vienada ar f(xy). Funkcija f ir nepar-
Tr—2T0

traukta punkta x). <«

4.2. piezime. SI teorema lauj punkta o € D(f) nepartrauktu funkciju
definet ar sadu vienadibu

lim f(z) = lim f(x) = f(a).

Tr—X0 T—XT0
T<xq T>To

Piemeram, funkcijai

f(x):{xQ’ ja x < 0;

z, ja x>0

lim f(z) = lim #* = 0,

z—0 x—0
<0 <0
f(0)=0%=0,
lim f(z) = limz =0 (44]zim.).
=0 20
Tatad
lim f(z) = lim f(z) = f(0),
20 =0

t.i., funkcija ir nepartraukta punkta x = 0.

2Soreiz funkcija ir definéta punkta zo apkartne.
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It y = f(x)
14
>
0] 1
4.4. z1im.

4.4. Funkcijas partraukuma punkti un to klasifikacija

4.6. definicija. Punktu zy € D(f) nosauksim par funkcijas partrau-
kuma punktu, ja Saja punkta funkcija nav nepartraukta.

Tatad visi funkcijas definicijas apgabala punkti sadalas funkcijas par-
traukuma un nepartrauktibas punktos.

Pieméram, funkcijai f(x) = ﬁ (45]7zim.) definicijas apgabals
D(f) =R\ {1}. Partraukuma punktu sai funkcijai nav.

Y A

\ A3

.

4.5. zim.

Funkcijai

0, ja = =x

f(x):{ 1, ja x # xo,

(4.6]71m.) definicijas apgabala punkts x = x, ir par funkcijas partraukuma
punktu, jo f(zg) =0, bet lim f(x) = 1.
T—XT0

Funkcijai f(x) = sign x definicijas apgabala punkts x = 0 ir par funkci-
jas partraukuma punktu, jo 111% f(x) neeksiste (B.27] zim.).
T—
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v z
¢ >
0 o
4.6. zim.
D(f)

Funkcijas Funkcijas
nepartrauktibas punkti partraukuma punkti
Funkcijas noversama Funkcijas 1. veida Funkcijas 2. veida

rakstura partraukuma punkti partraukuma punkti
partraukuma punkti
4.7. zim.

Funkcijas partraukuma punktu klasifikacija ir Sada: funkcijas noversa-
ma rakstura partraukuma punkti, funkcijas 1. veida partraukuma punkti
un funkcijas 2. veida partraukuma punkti.

4.7. definicija. Funkcijas partraukuma punktu xy nosauksim par tas
noversama rakstura partraukuma punktu, ja punkta z, eksiste
galigas un vienadas funkcijas vienpusejas robezas, bet tas nav vienadas
ar funkcijas vertibu saja punkta, t.i.,

lim f(x) = lim f(x) # f(zo).

T—T0 T—X0
<X T>To

Ta ka punkta x( funkcijas vienpusejas robezas sakrit, tad saja punkta
eksisté galiga robeza lim f(x) # f(x).
r—T0
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Piemeram, funkcijai

f(:c):{ 1, ja x # xo,

0, ja = =ux

punkts = x( ir tas noversama rakstura partraukuma punkts (4.6] zim.).
Apskatisim funkciju

o f(l'), ja L 7é Lo,

P() =3 lim f(x), ja == x.
T—XT0

Funkcija ¢ ir nepartraukta punkta zy. Sada veida, punkta z, izmainot

funkcijas vertibu, funkcijas partraukuma punktu xy izdevas noverst.

4.8. definicija. Funkcijas partraukuma punktu xy nosauksim par tas
1. veida partraukuma punktu, ja punkta x; eksiste galigas un
dazadas funkcijas vienpusejas robezas, t.i.,

lim f(z) # lim f(x).

o g
r<xo r>x0

Acimredzot, Soreiz lim f(x) neeksiste.
T—Xo
Piemeram, funkcijai f(x) = signz punkts x = 0 ir tas 1. veida partrau-
kuma punkts (3.27] zim.).

4.9. definicija. Funkcijas partraukuma punktu x(, kas nav ne funkci-
jas noversama rakstura partraukuma punkts, ne funkcijas 1. veida
partraukuma punkts, nosauksim par funkcijas 2. veida partrauku-
ma punktu.

Acimredzami, funkcijas 2. veida partraukuma punkti ir tie partrauku-
ma punkti, kuros vismaz viena no §is funkcijas vienpuséjam robezam ir
bezgaliba vai vispar neeksiste.

Piemeéram, funkcijai

f(x):{%, ja x>0

0, ja <0

(48]zim.) tas partraukuma punkts z = 0 ir funkcijas 2. veida partraukuma
punkts, jo
]in’(l) f(z) = +o0.

x>0
Apskatisim vel dazus iespéjamus gadijumus:
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Y A

A AS)

4.8. zim.
1. Funkcija defineta punkta zy un tikai, piemeram, pa labi no punkts z.

(a) Eksiste galiga xh_)ng’clo f(z) = f(xg).
xr>T0
Ka tika atzimets ieprieks, uzskatisim, ka eksiste

lim f(z) = f(zo)

r—Xg

un ka f nepartraukta saja punkta.
(b) Eksiste galiga lim f(z) # f(zo).
r—2T0

r>x0

A1t Soreiz uzskatisim, ka eksisté lim f(z) = lim f(x). Punkts zo
T >0
bus funkcijas noversama rakstura partraukuma punkts.
(c) Robeza lim f(x) neeksiste vai ir bezgaliba. Punkts zy bus fun-

Tr—X0
xr>T0

kcijas 2. veida partraukuma punkts.

2. Ja punkts o € D(f) un eksisté galiga lim f(z), tad funkciju var
T—2T0

definet punkta x(, turpinot to pec nepartrauktibas, t.i.,

@(x):{ f@). jaa

lim f(z), ja x = x.
T—XT0

Pieméram, funkcija f(z) = #2£ nav defineta punkta z = 0 un eksiste

sin x

lim =1
z—0
Funkcija .
[ a0,
go(x)—{ I, ja =0

bus nepartraukta punkta x = 0.
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4.5. Monotonas funkcijas robeza un tas partraukuma
punkti

4.10. teorema. Ja funkcija f defineta punkta xo un ta apkartne, mo-
notona saja apkartné, tad punkta xy tai eksiste galigas vienpusejas
robezas, pie tam augoSai vai nedilstosai funkcijai

lim f(z) < f(zo) < lim f(x)

x—x9—0 r—x0+0

dilstosai vai neaugosai funkcijai

lim f(z) > f(zo) > lim f(x)

x—x9—0 r—x0+0
» Apskatisim tikai augosu funkciju. Apzimesim ar E kopu, kas sastav
no punkta zy minetas apkartnes tiem punktiem z, kuriem x < x(y. Visiem
x € E izpildisies nevienadiba f(z) < f(z¢) = const. Tas nozime, ka kopa

FE funkcija f ierobezota no augsas ar f(zg). Tatad kopa E eksiste galigs
funkcijas augsejais slieksnis?

b = sup f(z),
E

pie tam b < f(x). Saskana ar kopas augseja slieksna definiciju eksiste tads
¥ e FE ka f(2') >b—e¢.

Ta ka funkcija f ir augosa, tad visiem z, kuriem 2’ < x < x, izpildisies
nevienadiba f(z') < f(z).

leverojot, ka f(z') > b—e¢, iegusim b—e < f(x). Acimredzami, f(x) < b,
tapec visiem Sadiem z (2’ < x < x¢) izpildisies nevienadiba

b—e< f(x)<b vai b—e< f(z) <b+e¢,

ti.,
|f(x) —b| <e.

Tatad punkta x( eksiste galiga robeza no kreisas puses un ta ir vienada
ar b, t.i.,
lim f(z) =0,

x—).SC()*O

3Ar funkcijas f augsejo slieksni kopa E sup f(x) sapratisim §is funkcijas atbilstosas vertibu kopas
E

f(E) augsgjo slieksni, t.i., sup f(z) = sup f(E).
E
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pie tam

z—x0—0
jo b < f(wo).
Ja apzime ar E kopu, kas sastav no punkta xy minétas apkartnes tiem
punktiem x, kuriem x > zy un rikojas lidzigi, tad iegust, ka punkta x
eksiste galiga robeza no labas puses, pie tam

f(zo) < lim f(x). <

r—x0+0

4.11. teorema. Punkta xo un ta apkartne defineta un monotona fun-
kcija ir vai nu nepartraukta saja punkta, vai xq ir $is funkcijas 1. veida
partraukuma punkts.

» Apskatisim tikai augosu funkciju. Saskana ar ieprieksejo teoremu
punkta xg eksiste galigas vienpusejas robezas, pie tam

lim f(z) < f(zo) < lim f(a).

r—x9—0 z—x0+0
Iespejami sadi divi gadijumi:
1. i = i :
m f(z) = lm f(z)

Acimredzami, funkcija f ir nepartraukta punkta xg, jo eksiste

lim f(z) = f(xo).

Tr—X0

2. lim f(z)# lim f(z).

rx—x9—0 r—x0+0

Soreiz lim f(z) neeksiste. Punkts x ir funkcijas 1. veida partrauku-
r—T0

ma punkts. <«

4.6. Bolcano teorema par nepartrauktas funkcijas
starpvertibam

4.12. teorema. [Bolcano teoréma)|

Ja funkcija f ir nepartraukta intervala J, tad patvaligiem a,b € 7T,
kuriem f(a) # f(b) un patvafigam C, kas atrodas starp f(a) un f(b),
eksiste tads c, kas atrodas starp a un b, ka f(c) = C.
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» Pienemsim, ka a < b. Apzimesim ar F(x) = f(z) — C. Funkcija
F arT nepartraukta intervala J, pie tam tai vertibas slégta intervala [a; b]
galapunktos ir ar pretejam zimem, jo

F(a)F(b) = (f(a) — C) - (f() ~ C) <0
(C atrodas starp f(a) un f(b)).

Paradisim, ka intervala [a; 0] eksiste tads punkts ¢, kura F'(¢) = 0, t.i.,
fle)=20C.

Intervalu [a;b] sadalisim uz pusem. Ja dalijjuma punkta funkcijas F
vertiba ir nulle, tad teorema ir pieradita. Pretéja gadijuma to dalu, ku-
ras galapunktos funkcijas F' vertibas ir ar pretejam zimeém, apzimesim ar
[a1;b1]. Ar intervalu [ag; b] rikosimies tapat ka ar [a; b].

Ja kada no daliSsanas etapiem nonaksim pie tada dalijjuma punkta, kura
funkcijas F' vertiba ir nulle, tad dalisanas procesu partrauc un teorema ir
pieradita. Ja daliSanas process turpinas bezgaligi, tad iegisim savelkosos
slegtu intervalu virkni

[a;b] D) [al;b1] BDEEEED [an;bn] BIEEE

kurai eksiste vienigais kopigais punkts c. Sis punkts ¢ pieder visiem in-
tervaliem, tai skaita, arl intervalam [a;b]. Saskana ar daliSanas procesa
nosacijumu

F(an)F(by) < 0.

Pariesim pie robezas, kad n tiecas uz bezgalibu un iegtisim
lim (F(a,)F (b)) <0

jeb
F(lim an> -F(lim bn> < 0.
Ta ka lim a, = lim b, = ¢, tad iegtisim, ka

(F(e))" <.

Seko, ka F'(c) = 0 jeb f(c) = C. Punkts ¢ nesakrit ne ar punktu a, ne ar
punktu b, jo F'(c) =0, bet F(a) # 0 un F(b) # 0 (£9]zim.). «

Sadi punkti ¢, kuros f(c) = C, var bt arT vairaki. Stingri monotonai
funkcijai tads punkts c ir vienigs.

No §is teoremas izriet, ka nepartrauta funkcija intervalu attelo par in-
tervalu.
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4.9. z1im.

4.7. Apverstas funkcijas nepartrauktiba

4.13. teorema. Ja funkcija f nepartraukta un stingri monotona inter-
vala {(a;b), tad tas apversta funkcija g nepartraukta atbilstoSaja inter-
vala.

» Funkcijai f apversta funkcija g eksiste, jo f stingri monotona funkcija.

Apzimesim ar m = <mbf> f(x) un M = sup f(x). Ta ka f nepartraukta
a; a;b

funkcija, tad ta attelo intervalu (a; b) par <int>ervélu (m; M), kura ir defineta
tas apversta funkcija g.

Apskatisim tikai gadijumu, kad f augosa funkcija. Tas apversta funkcija
g ar1 bus augosa funkcija.

[zvelesimies patvaligu yg (m < yo < M) un paradisim, ka funkcija g
nepartraukta punkta yy. Saskana ar Bolcano teoremu (skat. [L.12]teoremu)
par nepartrauktas funkcijas starpvertibam eksisté tads xy € (a;b), ka

f(xzo) = yo jeb
zo = 9(Yo)-
Izvelesimies jebkuru € > 0, bet tadu, lai

[z — ;20 + €] C (a; b).

Ta ka f nepartraukta un augosa funkcija, tad ta attelo So slegto intervalu
par intervalu [ f(zo — €); f(zo + £)]. Ta ka

Tog— € <29 <X+ €,

tad
f(ZC() — E) < f(ZC()) < f($0 + 6).
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Izvelesimies punkta f(z() tadu 0 -apkartni, lai

flro—¢e) < f(zo) = < f(xo) + 9 < f(xg+¢) (EI0]zim.).

U($0,€)

1 1

I A I

a Tog — € g(y) Zo Tog+ € b

| Yo — J y Yo + o |

I |
m f(xo—¢) y Yo flzo+e) M

U(y075)

4.10. zim.

Jebkuram vy, kas piederes punkta yg = f(xg) 0 -apkartnei, izpildisies
nevienadiba
f(zo—¢€) <y < flzo+e).
Ta ka g augosa funkcija, tad izpildisies Sada nevienadiba:

9(f(zo—¢)) < g(y) < g(f(zo +¢))
jeb
rg—e < g(y) < xo+e,
t.i., g(y) pieder punkta z( € -apkartnei.
Seko, ka

lim g(y) = z0 = g(vo),
Y—Yo

t.i., funkcija g nepartraukta punkta yy. Ta ka yg ir patvaligs punkts, tad
g -nepartraukta funkcija intervala (m; M). <

4.8. Slegta intervala nepartrauktu funkciju
pamatipasibas

Slegta intervala nepartrauktu funkciju svarigakas ipasibas apraksta sa-
das tris teoremas: VeierStrasa I teorema, Veierstrasa II teorema un Kan-
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tora? teorema.

4.14. teorema. (Veierstrasa I teorema,).
Slegta intervala nepartraukta funkcija ir ierobeZota Saja intervala.

» Pienemsim pretejo, t.i., ka slegtaja intervala [a; b] nepartraukta fun-
kcija f nav ierobezota $aja intervala. Intervalu [a; b] sadalisim tris vienadas
dalas un to intervalu, kura funkcija nav ierobezota, apzimesim ar [a; by].
(Tads intervals, acimredzami, eksiste). Ar intervalu [ay; by] rikosimies tapat
ka ar [a; b]. Turpinot So procesu bezgaligi, iegtisim savelkoSos slegtu inter-
valu virkni

[a;b] ) [al;bl] D D [an;bn] Doy

kur

Saskana ar savelkosos slegtu intervalu principu eksiste vienigs visiem
intervaliem kopigais punkts c. Izvelesimies punkta ¢ € [a;b] patvaligu
0 -apkartni U(c; ). Kads arT nebutu 6 > 0, eksisté tads numurs k, ka in-
tervals [ax; bg] C U(c;0). Saskana ar konstrukciju f neierobezota intervala
lax; by], tatad neierobezota ari apkartne U(c;0). Ta ka f nepartraukta
intervala [a;b], tad ta bus nepartraukta arm punkta c. Saskana ar punkta
nepartrauktu funkciju ipasibam f ierobezota punkta c apkartne. Pretru-
na. <

Valgja intervala teoréma nav speka. Piemeéram, intervala (0;1) nepar-

traukta funkcija f(x) = % nav ierobezota Saja intervala.

Tikpat butiska ir otra prasiba - funkcijas nepartrauktibas nosacijums.
Piemeram, funkcija

1 .
) 2, Ja 0<xe <1,
f(x)_{o, ja =0

ir defineta slegta intervala, bet nav ierobezota Saja intervala.

4.15. teorema. (Veierstrasa Il teorema).

Slegta intervala nepartraukta funkcija sasniedz Saja intervala savu vis-
mazako un vislielako vertibu.

4Georgs Kantors - vacu matematikis, musdienu kopu teorijas pamatlicejs (1845 - 1918)
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» Saskana ar ieprieksejo teoremu funkcija f ierobezota slegta intervala

la; b, t.i., eksiste galigi m = [glbf] f(x) un M = s[,ul])f(x)
) ab

Atliek tikai pieradit, ka eksiste tadi punkti ¢, C' € [a;b], ka f(c) = m un
f(C) = M. Pienemsim pretéjo, t.i., ka, piemeram, tada C € [a;b], kura
funkcijas vertiba butu vienada ar M, nav. Tada gadijuma visiem x € [a; b]
M — f(x) > 0 un funkcija M+m bus nepartraukta Saja intervala. Saskana
ar ieprieksejo teoremu §1 funkcija bus ierobezota minetaja intervala, t.i.,

eksiste tads p > 0, ka visiem x € [a; b], izpildisies nevienadiba

1
0< M= () < p,
jeb .

St nevienadiba ir pretruna ar funkcijas f augseja slieksna M definiciju, jo
saskana ar So definiciju eksiste tads =’ € [a; b], ka

f(x’)>M—]% <%>o>.

Lidzigi var pieradit, ka intervala [a; b] eksiste tads punkts ¢, ka f(c) = m.
|
Sadi punkti ¢ un C' var bat arf vairaki.

Funkcijas nepartrauktibas nosacijums ir butisks, piemeram, funkcija

r+1, ja -1 <2<0,
f(x) = 0, ja x=0,
r—1,, ja O0<z<1

(4I1lzim.) intervala [0; 1] nesasniedz ne savu vismazako, ne savu vislielako
vertibu.

4.10. definicija. Funkciju f nosauksim par vienmerigi nepartrauktu
intervala J, ja jebkuram ¢ > 0 eksiste tads ¢ > 0, ka visiem 2/, 2" € 7,
kuriem |z” — 2’| < §, izpildas nevienadiba

[f(a") = f(@')] <e.

Acimredzami, katra vienmerigi nepartraukta funkcija ir nepartraukta
funkcija. Apgriezts apgalvojums, visparigi runajot, nav speka.
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Y
1
X
o >
—1 0 1
J y = f(v)
—1
4.11. zim.
Pieméram, f(x) = 1 nepartraukta intervala (0;1).
Apskatisim izteiksmi
w2 — 21
o) — f(x1)] = —.
(02) = flan)] = 2=
Izvelesimies € < 1, 1 = = un xg = nL—&—l Sadam argumenta verttham

Flas) — flan) = > 1

Tatad, lai cik tuvas arT nebtitu argumenta vertibas x; un xo, attalums starp
to atteliem f(x1) un f(xs) ir lielaks par vienu.

4.16. teorema. |[Kantora teoremal]

Slegta intervala nepartraukta funkcija ir vienmerigi nepartraukta Saja
intervala.

» Pienemsim pretejo, t.i., ka funkcija f nav vienmerigi nepartraukta

intervala [a; b]. Tas nozime, ka eksisté tads € > 0, ka jebkuram § > 0 vares

sameklet 2’ un x” € [a;b], kuriem |2” — 2'| < §, bet izpildisies nevienadiba

f(2") = f(@)] = e.

Izvelesimies pozitivu skaitlu d,, virkni (9,,), kas konverge uz nulli. Kat-
ram tadam 6, vares sameklet x, un 2 € [a;b], kuriem |z!! — 2] | < §,, bet
izpildisies nevienadiba

f(an) — fla) > &
Apskatisim virkni (2],) C [a;b], tatad §1 virkne ir ierobezota. No §is virknes
var izdaltt konvergentu uz punktu xy € [a; b] apaksvirkni (x%k) Sai virknei

(27, ) atbilstosa virkne (/] ) konverges art uz , jo

2 /
’xnk — :z:nk‘ < 0p, — 0.
k—o00
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Ta ka funkcija f nepartraukta intervala [a; ], tad ta bus nepartraukta
punkta x.

Virknes (f (2, )), (f(z})) konverges uz f(xo), tatad

kas pretruna ar pienémumu, ka

(@) = f @)z e <

Jautajumi

1. Definet punkta nepartrauktu funkciju (apskatit vairakas iespejamas
definicijas).

2. Definet kopa nepartrauktu un nepartrauktu funkciju.

3. Formulet nepartrauktu funkciju pamatipasibas.

4. Definet funkciju, kas nepartraukta punkta no kreisas puses.

5. Definet funkcijas partraukuma punktu.

6. Sniegt funkcijas partraukuma punktu klasifikaciju.

7. Formulet teoremu par monotonas funkcijas robezu.

8. Formulet teoremu par monotonas funkcijas partraukuma punktiem.

9. Formulet Bolcano teoremu par nepartrauktas funkcijas starpvertibam.
10. Formulet teoremu par apverstas funkcijas nepartrauktibu.

11. Formulet Veierstrasa teoremas par slegta intervala nepartrauktam
funkcijam.

12. Definet vienmerigi nepartrauktu funkciju.

13. Formulet Kantora teoremu par slegta intervala nepartrauktu funkciju.
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Vingrinajumi

1. Pieradit funkciju nepartrauktibu:

10.
11.

12.
13.

P N e

(a) f(z) =

(b) f(x) = cos;

(c) flz) =tgx.
Pieradit 4. 1] teoremu.
Pieradit 4.2] teoremu.
Pieradit 4.3.] teoremu.
Pieradit 4.4] teoremu.
Pieradit 4.7] teoremu.
Pieradit 4.8 teoremu.

Dotajam funkcijam sameklet partraukuma punktus un noteikt to
veidu:

T

- e’, Jja x <2,
(a)f(as)—{2_x, ja x> 2.
o :L“—f—l, ja OSZCSl,
(b)f(x)_{3x+2, ja 1<z<2.
sine, jo o <1,
c) f(x) = . 2
© s = { BT R =d
r+3, ja z <0,
(d) f(z) = 0, ja x=0,
3—xz, ja x> 0.

Pieradit 4.10)] teoremu dilstosai funkcijai.
Pieradit 4.11] teoremu dilstosai funkcijai.

Funkcija nepartraukta intervala J un punktos a,b € J tas vertibas
ir ar dazadam zimem. Pieradit, ka starp a un b eksiste tads punkts,
kura funkcijas vertiba ir nulle.

Pieradit 4.13] teoremu dilstosai funkcijai.

Pieradit funkciju nepartrauktibu:
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(a) f(x) = arcsinz,
(b) f(z) = arctgr,
(c) log, .
14. Pieradit, ka katra intervala nepartraukta un injektiva funkcija ir stin-

gri monotona Saja intervala.
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