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levads  Kas ir Paskala trijstiiris?

Kas ir Paskala trijstaris? |
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levads Kas ir Paskala trijstiiris?

Kas ir Paskala trijstiris? Il

1
Paskala trijsturis ir trijsturveida
1 1 tabula, kuru veido
11211 binomialkoeficienti
k n!
114641 wr

nl=1-2-3-...-n

ir skaitla n faktorials.
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levads Kas ir Paskala trijstiiris?

Kas ir Paskala trijstaris? Il

1 g
11 cr | Cf
1121 3| Cy | C3
11331 3| C3|C3 | C3
114(6|4 |1 ci|ci|ct|ci|Ci
1|5(10]10|5 |1 colci|Cs|c|ct|cs
16 1(15(20(15|6 |1 co|Cs |Cs |G| Cd|C8|C8
1| |c2|o7|cz|cg|og|c2|ce|cT
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levads Binomialkoeficienti
Binomialkoeficienti

Skaitju CX nosaukums “binomialkoeficienti” ir tapec, ka tie ir koeficienti
binoma (x + y)" izvirzijuma:

(x +y)" = Cox"y% + Chx" "yt + CAx™2y? + -+ COXOym.
(x+y)° = ngoyo =1.
(x +y)t = CIx1y0 4+ CixOt = 1x 4 1y.
(x +y)% = CIx?y0 4+ Cixty! + C3x%y2 = 1x% 4 2xy + 12,

(x+y)® = CI3yO+Cix?yr +Cox1y 2+ C3x0y % = 13 +3x%y +3xy% + 12,
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Blezs Paskals |

levads Blezs Paskals

(1623.-1662.) varda.

Paskala trijstiiris ir nosaukts franéu matematika un filozofa Bleza Paskala

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

Paskala trijstiris

DU Zinatnes skola
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levads

Blezs Paskals Il

Blezs Paskals

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

Paskala izgudrota skaitjojama masina Paskalins - mehanisks kalkulators
aritmétisko darbibu izpildei; skat. avotu [1].

[}
Paskala trijstiris

=

DU Zin3tnes skola
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levads Blezs Paskals

Blezs Paskals |

JaatzZimg, ka skaitli C¥ bija pazistami

Indija,
Kina,
Babilon3,

Griekija,

Italija,

Vacija
gadsimtiem pirms Paskala. Tacu Paskals bija pirmais, kas sistematiski pétija
skaitlu CX Tpa¥ibas, atkladams daudzas jaunas %o skait|u Tpasibas.
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levads Blezs Paskals

Blezs Paskals IV

Paskala trijstiiris senaja Kina.

=] = = = DQC
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DaZas Paskala trijstira Tpasibas  Simetrijas likums

Simetrijas likums

1 1 Simetrijas likums:

1 4.4 1 k=
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Paskala likums |

1
111
1¢§¢1
1 ;t 3 i—/ 3 i-/ 1 Paskala likums:
1i4$6$4$1 Ch— ki,




DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala likums

Paskala likums Il
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala likums

Paskala likums I
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala likums

Paskala likums IV
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala likums

Paskala likums V
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala likums

Paskala likums VI
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala likums

Paskala likums VII
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala likums

Paskala likums VIII
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala likums

Paskala likums IX
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala likums

Paskala likums X

1
11
1121
113131
146\{;41
1[5 [10]10] 5 | 1
1|6 [15]20[15]6 | 1
1|7 (2113535 |21| 7 | 1
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala likums

Paskala likums Xl
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstdra rindas summa

Paskala trijstiira rindas summa

__ 92 _
121 (|=2°=4 Paskala trijstiira rindas
1131311 ]= 93 _ g summa:

1(4(6]4|1|=2"=16 04 cli2...4Ccr=2
1]5(10/10| 5|1 |=2° =32

1|6 (15/20(15|6|1|=2°=64
117(21135(35(21| 7|1 |=2"=128
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paralelograma likums

Paralelograma likums |

A1
1112 |1
4 v 1+1+
I 3 1 4142+
\ ’ ]_ 3: 9:10_1
140641 T
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paralelograma likums

Paralelograma likums |l

1121 1+1+141+
1 +14243+4+
\ , +14+346+10=
11464 |1 =34=35-1
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Hokeja nijas likums

Hokeja nijas likums |

1+2+3+4=10

115 105 |1
116 (15(20|15]6 | 1

117121135(35(21 7|1
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Hokeja nijas likums

Hokeja nujas likums |l

1+3+6+10=20

116 |15 15|16 |1

117121135(35(21 7|1

A. Gricans, |. Jermatenko (DU) Paskala trijsttris DU Zinatnes skola 29 /128



DaZas Paskala trijstiira ipadibas  Ziedlapinas likums

Ziedlapinas likums

1.3-10=30=1-6-5

1.7-15=105=5-1-21
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas lekavu likums

lekavu likums

1 B n n!
il = ()~
n n n—1
1]2 1 (0= (1)
113131 A 4 /3 4
1146141 <3>:3'<2> jeb 4=3-3
1]5 [10]10] 5|1 @%@ jeb 35= L 15
116 15120115 6 | 1 Ny T
1]{7121135(35(21| 7|1 5) 5 \4) 275
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Rindu nogrieznu no dazadam malam reizinajuma summa

Rindu nogrieZnu no dazadam malam reizinajuma summa |

4+6=10

ALy,

No dazadam malam!

+ X + X =120

bl o

n=4|1]4]6[4]1]

[ ]5 [10[10] 5 ]1] 4

n=6]1]6 [15]20[15] 6 [ 1] 1 [a]6[4]
| 1] 7213503521 7] 1|

| 1]8]28[56|70[56]28/8 1] [20]15] 6 [1]

| 1] 9[36]84]i26h26[34[36] 9 [ 1 | i

n=10| 11045 i20p10f252R10f20[45 [10] 1

A. Gricans, |. Jermagenko (DU) Paskala trijsttris DU Zinatnes

skola
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Rindu nogrieznu no dazadam malam reizinajuma summa

Rindu nogrieZnu no dazadam malam reizinajuma summa ||

8 28 56]70]56] 28] 8 | 1 |

|

i

| 9 |36]s4i2efi26[84 [36] 9 [ 1|  [1 6715
10 45 Jt20)210)252210[120045 [10] 1 |
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Rindu nogrieZnu no vienas malas krusteniska reizinajuma summa

Rindu nogrieZnu no vienas malas krusteniska reizinajuma
summa |

3+6=29 No vienas malas!

o 6]
E —
n=6]1] | 3

7] L |

| 1]828]56|70]56] 28] 8 | 1| /|
n=9|1]9]36]841261126[34 [36] 9 ] 1 | 156 1
| 1]10[45 p20p1ops2p1ofi20l45 [10[ 1| Ty
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Rindu nogrieZnu no vienas malas krusteniska reizinajuma summa

Rindu nogrieZnu no vienas malas krusteniska reizinajuma
summa |l

A. Grican

No vienas malas!

o] & [s]

><+><+><+><—'

[ [a]s[1] [oo] B8] [o] [

=41 [afo a1 |

1[5 J10]10] 5 |
6 [15]20]15] 6

4+6 =10

4

1]4]6]4

L
E 1]
172035035 21] 7| 1]
| 8 [28]56]70[56] 28] 8 1|
9 [36]84[12612684 [36] 9 [ 1| |16 [15]20
|45 i2op10252p1020]45 (10 1 | T

|
1

1ol 1]t

—6
\
1
|
0
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Diagonalu nogrieznu krusteniska reizinadjuma summa

Diagonalu nogrieZnu krusteniska reizinajuma summa |

16 |15|20\15|
| 1]7]21]3535 |21
| 1]828]56]70[56] 28
1|9 [36]84]126)126[84 [36
[10[45 1202102252p10[120[45 | 10] 1 | n = 10

|
1
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Diagonalu nogrieznu krusteniska reizinadjuma summa

Diagonalu nogrieZnu krusteniska reizinajuma summa ||

4 52

ARG -]

Bl
1

1]6]15]20]15]6 | 1
17 s s [2i] 7]
| 1]8[28]56]70[56]28/ 8 [1] 4+5+1=10
| 1] 9[36]84]1261126/84 [36] 9 | 1
11045 fr20)210/252210[120/45 [10] 1 | = 10
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DaZas Paskala trijstira Tpasibas  Skaitla 11 pakapju mistérija

SkaitJa 11 pakapju mistérija |

1| 11°%=1

11| 11'=11

112 1| 11°=121
1(3/3|1| 11°=1331
14641 11*=14641
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DaZas Paskala trijstira Tpasibas  Skaitla 11 pakapju mistérija

Skait]a 11 pakapju mistérija Il

11°=1.10°=1
11'=1-10'+1-10°=11
112=1-10>+2-10' +1-10° =121
11*°=1-10*4+3-10>+3-10" +1-10° = 1331
11*=1-10*+4-103+6-102+4-10' +1-10° = 14641
115=1.10°+5-10*+10-10>+10- 10> +5-10' +1-10° = 161051
11° =1-10°46-10°+15-10*+20-103+15-10°46-10 +1-10° = 1771561
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Dali¥anas ar pirmskaitli

Dalisanas ar pirmskaitli

Ja Paskala trijstura rindas otrais
elements ir pirmskaitlis p, tad pargjie
1141614 |1 $is rindas elementi, iznemot malgjos,
dalas ar p.
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstira pirmo rindu summa un Mersena skait|i

Paskala trijstira pirmo rindu summa un Mersena skait|i |

Mersena skaitli ir pirmskaitli, kuriem ir veids 2" — 1:

n 2|13|5 7 13 17
2"—1 |3 |7 |31 127 | 8191 | 131071

Marins Mersens (1588.-1648.) -
franu matematikis.
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstira pirmo rindu summa un Mersena skait|i

Paskala trijstira pirmo rindu summa un Mersena skait|i Il

Summa=22-1=3
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstira pirmo rindu summa un Mersena skait|i

Paskala trijstira pirmo rindu summa un Mersena skait/i Il

Summa=23-1=7
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstira pirmo rindu summa un Mersena skait|i

Paskala trijstiira pirmo rindu summa un Mersena skaitli IV

Summa =2°>—-1=231
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstira pirmo rindu summa un Mersena skait|i

Paskala trijstira pirmo rindu summa un Mersena skait|i V

Summa =27 —1 =127
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstaris un kombinatorika

Paskala trijsturis un kombinatorika |

Kombinatorika binomialkoeficienti CX = Wlk)' izsaka kombinaciju bez
atkartojumiem no n pa k skaitu.

Citiem vardiem sakot, C¥ ir vienads ar kopas

X ={x1,%x2,...,Xn}

visu apakskopu, kas sastav no k elementiem, skaitu.
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstiris un kombinatorika

Paskala trijstuiris un kombinatorika |l

Piemeram, ta ka Paskala trijstura 3 rinda ir

tad 3 elementu kopai X = {a, b, c} ir

e (V=1 apakskopa, kas sastav no 0 elementiem, - tuk3a kopa;

C} = 3 apakgkopas {a}, {b}, {c}, kas sastav no 1 elementa;
C2 = 3 apakskopas {a, b}, {a,c}, {b, c}, kas sastav no 2 elementiem;
C3 =1 apakikopa {a, b, c}, kas sastav no 3 elementiem, - kopa X.

Visu kopas X = {a, b, c} apakskopu skaits ir vienads ar Paskala trijstira 3

rindas elementu summu:
G+G+G+G =2,

1+3+3+1=8.
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstaris un varbitibu teorija

Paskala trijsturis un varbutibu teorija

Pienemsim, ka izmgginajumu veicot n reizes, notikums A iest3jas tieSi k
reizes, pie tam

@ notikuma iestasanas varbutiba p katra izmé&ginajuma ir viena un ta pati,

@ notikuma A iestasanas vai neiestasanas seciba nav svariga.

Varbutiba, ka notikums A iestasies tiesi k reizes, ir vienada ar

Pa(k) = Cip* (1 —p)" .
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstaris un varbitibu teorija

Monetas meSana

Kada ir varbutiba, ka, monétu metot 5 reizes, 2 reizes uzkritis gerbonis?

Saja gadijuma n = 5 un k = 2, bet varbitiba, ka viena izm&ginajuma
uzkritis gerbonis, ir vienada ar p = % Tatad

1\2 1\°7? 1
735(2):C52<2> <1—2> :10-—:3z0,31.
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstaris un varbitibu teorija

Spelu kaulina mesana

Kada ir varbiitiba, ka, spelu kaulipu metot 4 reizes, 3 reizes uzkritis
piecnieks?

—_r =

uzkritTs piecnieks, ir vienada ar p = %. Tatad
1\3 1\*3 1 5 5
N=C (=) (1-2 =4. .~ =_" 0,02
PaB) =G <6> ( 6> 6 6 324
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstaris un skaitlis e

Paskala trijsturis un skaitlis e

L|=5%=1 Pavisam nesen 2012. gada tika
1]1|=5=1 atklata [3] Paskala trijstiira saistiba
11al1l=s,=2 ar skaitli
13|31 |=5=9 e=2,7182818284...

Ja S, ir Paskala trijstura n-tas

115 1]10(10|5 |1 rindas elementu reizinajums, tad
1]615[20[15] 61 515w
lim === =
1|7(21135(35(21] 7|1 n—oo Sp
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstaris un skaitlis 7

Paskala trijstaris un skaitlis 7

1

1 Paskala trijstura saistiba ar skaitli
1
112 [1 7w = 3,1415926535. ..

1183181 izpauZas vairakos veidos:

14641 r_t_ 1,1 1_

3 4 1 3 5 7
L O N A S
16 16]20(15|6 1| " °717376 10 15 21

1|7 (21(35(35(21| 7|1 un citos
A. Gricans, |. Jermatenko (DU) Paskala trijstairis
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstiris un visisakie marsruti

Paskala trijstris un visisakie marsruti |

Paskala trijstiira elementi norada
visisako marSrutu no augsgjas
virsotnes [1dz apskatamajai virsotnei
skaitu.

Rindas numurs, kura atrodas
apskatama virsotne, norada visisako
marSrutu garumu.

Dotaja gadijuma ir pavisam 3
visisakie marSruti ar garumu 3.
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstiris un visisakie marsruti

Paskala trijstaris un visisakie marsruti |l
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Paskala trijstaris un punkti uz rinka fnijas

Paskala trijstuiris un punkti uz rinka flinijas |

Punktu |Nogrieznu| Trijstiiru | Cetrstiaru | Piecsttru
skaits skaits skaits skaits skaits
Q 1
4 6 4 1
@ 5 10 10 5 1

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

Paskala trijstiris

DU Zin3tnes skola
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Dazas Paskala trijsttira TpaSibas Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris
Paskala trijstiiris un Sierpinska trijstiris |
veida.

Paskala trijstlifi ieZimg&jam trijstiirus, kuros atrodas nepara skaitli, $ada

A. Gricans, |. Jermagenko (DU)

Paskala trijstiris

DU Zin3tnes skola
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris
Paskala trijstiiris un Sierpinska trijsturis I

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

Paskala trijstiris

=

DU Zin3tnes skola
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris
Paskala trijstiiris un Sierpinska trijstiris Il

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

Paskala trijstiris

=

DU Zin3tnes skola
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris
Paskala trijstiiris un Sierpinska trijsturis 1V

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

Paskala trijstiris

=

DU Zin3tnes skola

PN G
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris
Paskala trijstiiris un Sierpinska trijsturis V

A

&QA

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

[}
Paskala trijstiris

=

DU Zin3tnes skola
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris
Paskala trijstiiris un Sierpinska trijstiris VI

A
A
AAAA
A
AA
A

5““‘3 \
vV
o

Paskala trijstiris

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

[m]

=

DU Zin3tnes skola
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris
Paskala trijstiiris un Sierpinska trijsturis VII

A
Ad
Ah
ALAA
A A
AAAAAA th
AA A A A
tAAAAAAAAAAAAAAAAAAAﬂ
A&AA tAA
P Aads
£ A A
AAAAAAAA tAAAAAAAﬂ
LA
Aad, L
A 4

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

Paskala trijstiris

DU Zin3tnes skola
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris
Paskala trijstiiris un Sierpinska trijsturis VIII

A
Ld
AAAM{}A
£
AAAA AAAA
A&AAMMAM&}A
AA}A A{AA
A A A AAA AAA
AAMAMAAA AAAMMA
An  An  AA A
At Aa A A
AAAMMAMMAMMAMM
A A A AAA
AS:AAAA AA: AAA
AAAAAAAL AAAAAA
4 a A
Ab  Ab Ab  Ab
AAAAAAAAAA AAAAAAAAA
t‘AAAAAAAAAAAAA& AAAAAAAAAAAAALL,
A AA AA AA
Ab Laey ey Laiy
AAA AA AA AA AA AA
AnAdh  ABAN Paaq AnAd
PQ AQ PQ ﬁ@ PQ ﬁ@ P@ Pﬁ
AnAnAn A AL AAAMAMAAAAAMABAALA LA LA

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

&
Paskala trijstiris

DU Zin3tnes skola
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Dazas Paskala trijsttira TpaSibas Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris

Paskala trijstiiris un Sierpinska trijsturis IX

=} =2 = E C
A. Gricans, |. Jermatenko (DU) Paskala trijstairis DU Zin3tnes skola 64 /128
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<O «For o« B o



<O «For o« B o
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Dazas Paskala trijsttira TpaSibas Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris

Paskala trijstiiris un Sierpinska trijsturis XIII

Turpinot 3o procesu bezgaligi, ieglisim Sierpinska trijstiiri. Sierpinska trij-
sturis ir fraktals - paslhdziga figira.

Vaclavs Sierpinskis (1882-1969) - polu matematikis.
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Sierpinska tetraedrs |

Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

Paskala trijstiris

=

DU Zinatnes skola

z 9ace
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Sierpinska tetraedrs |l

Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris

A. Gricans, |. Jermagenko (DU)

Paskala trijstiris

=

DU Zinatnes skola

D
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Sierpinska tetraedrs Ill

Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris

A. Gricans, |. Jermagenko (DU)

Paskala trijstiris

=

DU Zin3tnes skola

D
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Sierpinska tetraedrs IV

Paskala trijsturis un Sierpinska trijstiris

o = E = = wace
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Hanojas torni

Hanojas torni |

Hanojas torni ir matematiska spéle (puzle). Sai spélei ir art citi nosaukumi.
Doti 3 stieni un n savstarpgji dazadi péc izméera diski, kurus var novietot uz
stieniem.

Sakuma stavoklr visi diski atrodas uz viena no stieniem un ir sarindoti péc
izméra ta, ka lielakais disks atrodas pa%a apaksa, bet pats mazakais pasa
augsa.

Uzdevums: parvietot visus diskus uz citu stieni, kur diskiem ir jabut izvie-
totiem tapat ka sakuma stavoklr.

Noteikumi disku parvietosanai:
@ katra soll parvieto tikai vienu disku,

@ parvietojamo disku nonem no viena stiena aug3as un uzliek uz cita
stiena augsas,

@ lielaks disks nevar atrasties uz mazaka diska.
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DaZas Paskala trijstiira pasibas
Hanojas torni |l

Hanojas torni

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

Paskala trijstiris

=

DU Zinatnes skola

= wace
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Hanojas torni

Hanojas torni lll

lepriek3gjais attéls un legenda par Hanojas torpiem ir nemti no [8].

“ Legenda veésta, ka kada Indijas svétnica dievs Brahma pasaules radisanas
bridr uzstadijis 3 briljanta stiepus. Uz vidgja stiepa vins uzvilka 64 daZada
diametra zelta diskus pieaugosa lieluma. Priesteriem, svétnicas kalpotajiem,
tika dots uzdevums - parkartot piramidu no viena stiena uz otru, bet noteikti
ievérojot 2 noteikumus:

@ viena reizé drikst nocelt tikai vienu disku,

@ lielako disku nedrikst likt uz mazako disku.

Kad priesteri parcels visus diskus no centrala stiepna uz kadu no malgjiem,
iestasies pasaules gals, Brahma iznicinas to ar uguni.”
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Hanojas torni

Hanojas torni IV

Minimalais so|u skaits, lai parvietotu n diskus, ir

n 21314 |5]|6 7
2"—-1 3|7 |15|31 |63 | 127

Lai parvietotu n = 64 diskus, ir nepiecieSami vismaz
204 — 1 =18 446 744 073 709 551 616

soli. Ja uzskatit, ka priesteri veic 1 soli 1 sekundé un strada bez atpiitas,
tad viniem bitu jastrada vismaz

593 066 617 596

gadi, t.i., 593 miljardi 66 miljoni 617 tukstosi 596 gadi.

Uzdevuma par Hanojas torniem atrisinajumu sniedz speciala veida marsruti
Sierpinska trijstlira konstrukcija izmantotajos trijstiiros.
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Hanojas torni

Uzdevums par Hanojas torniem 2 disku gadijuma

ALl
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Hanojas torni

Uzdevums par Hanojas torniem 3 disku gadijuma |

A. Gricans, |. Jermatenko (DU) Paskala trijstairis DU Zinatnes skola 78 / 128



DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Hanojas torni

Uzdevums par Hanojas torniem 3 disku gadijuma Il

wa
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas Paskala trijstiiris un Leibnica trijstiris

Paskala trijsturis un Leibnica trijstiris |

1
1
L1 A5]1
i j2 . 2 : Leibnica trijsturis ir trijsturveida
3T6 13 skait|u tabula, kuras malgjie elementi
1212171 ir
4 112 |12 | 4
T T O R 11111111
5 720730207 5 1’23 456 7 8"
1212121211
6 [30 60|60 |30] 6 un kura jebkur$ elements ir divu
11T 11t zemak stavo3o elementu summa.
7 | 42 105|140 105| 42 | 7
IS N N O
8 | 56 [ 168 280280168 | 56 | 8
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Paskala trijsturis un Leibnica trijsturis |l

DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Paskala trijstiiris un Leibnica trijstiris

Saistiba starp Paskala un Leibnica trijsturiem.

11
L LI
IR
2 9.3 9.9
T 1 11 1
3 3.1|6 3-2|3 3-1
1 11 11 1t 1
4 4-1|12  4-3[12 4.3|4 4.1
1 11 11 ot o1 fi 1
5 5-1|/20 5-4|30 5-6/20 5-4|5 5-1
1 1|1 11 1 fr 1|1 11 1
6 6-1/30 6-5/60 6-10/60 6-10(30  6.5|/6 6.1

A. Gricans, |. Jermagenko (DU)

Paskala trijstiris

DU Zin3tnes skola
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DaZas Paskala trijstiira Tpa¥ibas

Paskala trijstiiris un Leibnica trijstiris
Paskala trijsturis un Leibnica trijsturis |l

A. Gricans, |. Jermagenko (DU)

Vilhelms Leibnics (1646-1716) - vacu matematikis.

& E E E
Paskala trijstairis DU Zinatnes skola

D
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un Fibonati skait]i
5 70 oo
Fibonadi skaitli |

Fibonaci skaitli veido virkni, kura katrs nakamais loceklis ir divu ieprieksgjo
summa:
F0:0> F1:17 Fn=Fo1+ Fyo.

Fo =0,

Fi=1,
Fo=F+FR=1+0=1,
Fs=F+F=1+1=2
Fa=Fs+FR=2+1=3,
Fs=Fa+F3=3+2=5
Foe=F5s+ F4=5+3=8,
Fm=Fs+Fs=8+5=13,
Fs=F+F=13+8=21, ...
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstaris un Fibonati skait]i
Aktivie cilvecini |

Kapjot pa kapnem, cilvecins var uzkapt uz katras kapnites vai lekt pari vienai
kapnitei. Cik veidos vin¥ var uzkapt pa n kapnitem?

Ja 1 kapnite, tad var uzkapt 1
veida.

Sl

Ja 2 kapnites, tad var uzkapt 2 veidos.
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un Fibonati skait]i

Aktivie cilvecini Il

2staps

Ja 3 kapnites, tad var uzkapt 3 veidos.
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un Fibonati skait]i

Aktivie cilvecini I

Ja 4 kapnites, tad var uzkapt 5 veidos.
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem

Pizas Leonards

Paskala trijstiiris un Fibonati skait]i

Pizas Leonards vai Fibonati (apt. 1170. — apt. 1250.

) - italu matematikis.
A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

&
Paskala trijstiris

DU Zin3tnes skola

o
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstaris un Fibonati skait]i

Paskala trijsturis un Fibonadi skaiti

1|=1 1

1|=1 1|1

2 1 =1+4+1 1121

3| =1+2 11331

5/ =1+3+1 1141641

8 =1+4+3 1 {5 10105 |1

I31=1+54+6+1 116 [15(20(15]6 |1
21=1+6+10+4|1|7(21135(35(21| 7|1
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstaris un vieninieki

Paskala trijstiris un vieninieki

1 2|1 Vieninieki

13|31 =1 (n=0,1,...):

1,1,1,1,1,....1,...
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiris un naturalie skait|i

Paskala trijstuiris un naturalie skait]i |

1 Naturalie skaitli
111 Cl=n(n=1,2,..)
1121
1,2,3,45,...,n,...
11331
ir n vieninieku summa:
1|4(6(4 |1
116 (10/10|5 |1 G=C+ R+ +Cy=

=1+1+---+1=n
~—_——

n
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiris un naturalie skait|i

Paskala trijsturis un naturalie skait]i Il
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiris un naturalie skait|i

Paskala trijsturis un naturalie skait]i Ill
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiris un naturalie skait|i

Paskala trijstuiris un naturalie skaitli IV
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiris un naturalie skait|i

Paskala trijsturis un naturalie skait|i V

n=4:

1146411 1+1+1+1=4
4
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiris un naturalie skait|i

Paskala trijstuiris un naturalie skaitli VI

n=>5:

5
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un trijstara skaitfi

Paskala trijsturis un trijstura skait|i |

1 3 6 10

Trijstura skaitli: 1,3,6,10,15,. ..
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un trijstara skaitfi

Paskala trijstaris un trijstura skaiti |l

1 Trijstura skaitfi
1)1 CE—”(";” (n=2,3,...)
1121 -
n(n —
113181 1’3’6’10’15""’T"”
11416114 |1 ir pirmo n—1 naturalo skait/u summa:
1]5[10]10|5 |1 C=Cl+ vt Cy
116 (15(20(15/6 |1 :1+2+“.+(n_1):n(n2—1).
117120135135 |21|7 |1
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un trijstara skaitfi

Paskala trijstaris un trijstura skaitli Il
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un trijstara skaitfi

Paskala trijstris un trijstura skait)i 1V

114641 1+2=3E1_3
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un trijstara skaitfi

Paskala trijsturis un trijstura skait)i V

A. Gricans, |. Jermatenko (DU) Paskala trijsttris DU Zinatnes skola 100 / 128



Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un trijstara skaitfi

Paskala trijstris un trijstura skait)i VI

1 3 3 1 n=>5:
114641 1+2+34+4=2061_10
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un trijstara skaitfi

Paskala trijstaris un trijstura skaitli VII

1(3/3]1 n=>0
1/4(64 (1 1+2+3+44+5="1_-15
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un tetraedra skait|i

Paskala trijsturis un tetraedra skait/i |

I
=1\
!
Y
. —
1 4 10 20

Tetraedra skaitli jeb trijstura piramidas skaitli: 1,4,10, 20,35, ...

Uz tetraedru pamatiem atrodoSos punktu skaits veido trijstura skaitlus:
1,3,6,10,15,...
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem

Paskala trijstiiris un tetraedra skait|i

Paskala trijsturis un tetraedra skait/i Il

A. Gricans, |. Jermatenko (DU)

Paskala trijstiris

Tetraedra skait]i

C3 = n(nlg(n2) (n=3,4,...):

1,4,10,20, ...,

ir pirmo n— 2 trijstiira skaitJu summa:

C=CG+C+--+C_, =

:1+3_|_6_|_..._|_(n_1)2(n_2):
n(n— 1)(n—2)‘

6

DU Zinatnes skola 104 / 128



Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un tetraedra skait|i

Paskala trijstris un tetraedra skaitli Ill

113311 n=3:
114 64 1 lzwzl

A. Gricans, |. Jermatenko (DU) Paskala trijsttris DU Zinatnes skola 105 / 128



Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un tetraedra skait|i

Paskala trijsturis un tetraedra skaitli IV

113 3 1 n=4:
114|641 143= 40002 gy
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un tetraedra skait|i

Paskala trijsturis un tetraedra skait|i V

1 3 3 1 n=>5:
114641 1+3+6=>26-106-2 _19
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un tetraedra skait|i

Paskala trijsturis un tetraedra skaitli VI

1 3 3 1 n:6:
114641 1+3+6+10="20062_p
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Paskala trijstiiris un tetraedra skait|i

Paskala trijsturis un tetraedra skaitli VII

n="T1:

11alelal1] 1+3+6+104+15="0202 _35
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Kas atrodas uz Paskala trijstiira piektas, sestas, . .. diagonales?

Paskala trijstura diagonales

Vieninieki

Naturalie skaitli

}/ Trijstura skaitli

/1/ 2/ Tetraedra skaitli

/1/ )3/ ;/ Pentahoronie skaitli

/{ /4 % 4/ Heksateronie skaitli

/f /g )/6 ;16 }5/ Heptapetonie skaitli

A /é }/é /26 ;/5 ﬁ/ Oktaheksonie skaitli
1139

1 5|21
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Kas atrodas uz Paskala trijstiira piektas, sestas, . .. diagonales?

Pentahorono skait|u interpretacija atrodas 4-dimensiju
telpa, heksaterono skait|u 5-dimensiju telpa, ...

—10,
20
ol &
- _ I6 ]
€
=910
ol
\Y
o1 2 /A
]
o1 3 /*
V.
1 /4
ol
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Paskala trijstiira saistiba ar daZiem skait|iem Kas atrodas uz Paskala trijstiira piektas, sestas, . .. diagonales?

Paskala trijstira elementi - n-dimensiju trijstira skaitli

0-dimensiju trijstura skait|li - vieninieki

1-dimensiju trijstira skait]i - naturalie skait)i (uz taisnes)
2-dimensiju trijstlira skait)i - trijstiira skait)i (plakng)
3-dimensiju trijstira skait)i - tetraedra skait)i (telpa)
4-dimensiju trijstura skaitli - pentahoronie skaitli

5-dimensiju trijstura skait|li - heksateronie skait]i
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Modificétie Paskala trijstiri ~ Paskala (2, 1)-trijstaris

Paskala (2, 1)-trijstiiris

2 111125[30]20] 7 £1
2 [13]36]55/50[271 8 [1
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Modificétie Paskala trijstiri ~ Paskala (3, 1)-trijstaris

Paskala (3, 1)-trijstaris

3 116435401254 8 + 1
3 119(51]75165[33] 9 |1
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Modificétie Paskala trijstiri ~ Paskala (4, 1)-trijstaris

Paskala (4, 1)-trijstiiris

4 +21145. |
4125166958039 (10| 1
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Vai eksisté &etrstira skait|i un Zetrstiira piramidas skait]i?

Cetrstiira skaitli

o—o—0—0

@ O
1 4 9 16

Cetrstiira skaitli: 1,4,9,16,25, ...
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Vai eksisté &etrstira skait|i un Zetrstiira piramidas skait]i?

Cetrstiira piramidas skait]i

%\ e
S
Y/ AN _—
. N -
5 14 30

Cetrstiira piramidas skaitli: 1,5,14,30,55, ...

Uz piramidas pamatiem atrodoSos punktu skaits veido &etrstiira skait|us:
1,4,9,16,25,...
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Vai eksisté &etrstiira skait|i un Zetrstiira piramidas skait]i?

Cetrstiira skaitli un Zetrstira piramidas skaiti Paskala
(2, 1)-trijsturt
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Paskala trijstiris . . . iedvesmai

Paskala trijstaris . .. iedvesmai |
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Paskala trijstiris . .

. iedvesmai
Paskala trijstaris . .. iedvesmai |l
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Paskala trijstiris . . . iedvesmai

Paskala trijstaris . .. iedvesmai Ill
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Paskala trijstiris . . . iedvesmai

Paskala trijstaris . .. iedvesmai IV

=] 5 = = £ DA
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Paskala trijstiris . .

Paskala trijstaris . .

iedvesmai

iedvesmai V
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Nobeigums

Nobeigums

@ Paskala trijsturim piemit daudzas interesantas Tpasibas.

o Literatiira, salidzinot ar Paskala trijstiri, modificétie Paskala trijstari
nav tik plasi apskatiti.

o Ko iegiisim, ja modificétajiem Paskala trijstiiriem pielietosim Sierpinska
trijsturt izmantoto konstrukciju?

@ leprieks sastapamies ar divam trijstiira veido$anas stratégijam: malgjie
elementi tiek uzdoti, bet parejie elementi ir

o divu augstak stavo%o elementu summa,
e divu zemak stavo3o elementu summa.

Tiek apskatitas art citas trijstiira veido%anas strategijas, skat, pieme-
ram, [12], kad Paskala trijstiira rindas tiek pareizinatas ar 2% (k =
0,1,2,...,n). Butu interesanti apzinat dazadas trijsturu veido3anas
stratégijas.
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