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A. Gricāns, I. Jermačenko
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Hanojas torņi
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Ievads Kas ir Paskāla trijstūris?

Kas ir Paskāla trijstūris? I
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Ievads Kas ir Paskāla trijstūris?

Kas ir Paskāla trijstūris? II

Paskāla trijstūris ir trijstūrveida
tabula, kuru veido

binomiālkoeficienti

C k
n =

n!

k! (n − k)!
,

kur

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n

ir skaitļa n faktoriāls.
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Ievads Kas ir Paskāla trijstūris?

Kas ir Paskāla trijstūris? III
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Ievads Binomiālkoeficienti

Binomiālkoeficienti

Skaitļu C k
n nosaukums “binomiālkoeficienti” ir tāpēc, ka tie ir koeficienti

binoma (x + y)n izvirz̄ıjumā:

(x + y)n = C0
nx

ny0 + C1
nx

n−1y1 + C0
nx

n−2y2 + · · ·+ C0
nx

0yn.

(x + y)0 = C0
0x

0y0 = 1.

(x + y)1 = C0
1x

1y0 + C1
1x

0y1 = 1x + 1y .

(x + y)2 = C0
2x

2y0 + C1
2x

1y1 + C2
2x

0y2 = 1x2 + 2xy + 1y2.

(x+y)3 = C0
3x

3y0+C1
3x

2y1+C2
3x

1y2+C3
3x

0y3 = 1x3+3x2y+3xy2+1y3.
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Ievads Blezs Paskāls

Blezs Paskāls I

Paskāla trijstūris ir nosaukts franču matemātiķa un filozofa Bleza Paskāla
(1623.–1662.) vārdā.
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Ievads Blezs Paskāls

Blezs Paskāls II

Paskāla izgudrotā skaitļojamā maš̄ına Paskal̄ıns - mehānisks kalkulators

aritmētisko darb̄ıbu izpildei; skat. avotu [1].
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Ievads Blezs Paskāls

Blezs Paskāls III

Jāatz̄ımē, ka skaitļi C k
n bija paz̄ıstami

Indijā,

Ķ̄ınā,

Babilonā,

Grieķijā,

Itālijā,

Vācijā

gadsimtiem pirms Paskāla. Taču Paskāls bija pirmais, kas sistemātiski pēt̄ıja
skaitļu C k

n ı̄paš̄ıbas, atklādams daudzas jaunas šo skaitļu ı̄paš̄ıbas.
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Ievads Blezs Paskāls

Blezs Paskāls IV

Paskāla trijstūris senajā Ķ̄ınā.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Simetrijas likums

Simetrijas likums

Simetrijas likums:

C k
n = Cn−k

n
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla likums

Paskāla likums I

Paskāla likums:

C k
n = C k−1

n−1 + C k
n−1
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla likums

Paskāla likums II
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla likums

Paskāla likums III
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla likums

Paskāla likums IV
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla likums

Paskāla likums V
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla likums

Paskāla likums VI
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla likums

Paskāla likums VII
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla likums

Paskāla likums VIII
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla likums

Paskāla likums IX
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla likums

Paskāla likums X
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla likums

Paskāla likums XI
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūra rindas summa

Paskāla trijstūra rindas summa

Paskāla trijstūra rindas
summa:

C 0
n + C 1

n + C 2
n · · ·+ Cn

n = 2n
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paralelograma likums

Paralelograma likums I

1 + 1+
+1 + 2+
+1 + 3 = 9 = 10− 1
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paralelograma likums

Paralelograma likums II

1 + 1 + 1 + 1+
+1 + 2 + 3 + 4+
+1 + 3 + 6 + 10 =
= 34 = 35− 1
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Hokeja nūjas likums

Hokeja nūjas likums I

1 + 2 + 3 + 4 = 10
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Hokeja nūjas likums

Hokeja nūjas likums II

1 + 3 + 6 + 10 = 20
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Ziedlapiņas likums

Ziedlapiņas likums

1 · 3 · 10 = 30 = 1 · 6 · 5

1 · 7 · 15 = 105 = 5 · 1 · 21
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Iekavu likums

Iekavu likums

C k
n =

(
n

k

)
=

n!

k! (n − k)!(
n

k

)
=

n

k
·
(

n− 1

k− 1

)
(

4

3

)
=

4

3
·
(

3

2

)
jeb 4 =

4

3
· 3(

7

3

)
=

7

3
·
(

6

2

)
jeb 35 =

7

3
· 15(

7

5

)
=

7

5
·
(

6

4

)
jeb 21 =

7

5
· 15
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Rindu nogriežņu no dažādām malām reizinājuma summa

Rindu nogriežņu no dažādām malām reizinājuma summa I
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Rindu nogriežņu no dažādām malām reizinājuma summa

Rindu nogriežņu no dažādām malām reizinājuma summa II
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Rindu nogriežņu no vienas malas krusteniskā reizinājuma summa

Rindu nogriežņu no vienas malas krusteniskā reizinājuma
summa I
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Rindu nogriežņu no vienas malas krusteniskā reizinājuma summa

Rindu nogriežņu no vienas malas krusteniskā reizinājuma
summa II
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Diagonāļu nogriežņu krusteniskā reizinājuma summa

Diagonāļu nogriežņu krusteniskā reizinājuma summa I
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Diagonāļu nogriežņu krusteniskā reizinājuma summa

Diagonāļu nogriežņu krusteniskā reizinājuma summa II
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Skaitļa 11 pakāpju mistērija

Skaitļa 11 pakāpju mistērija I
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Skaitļa 11 pakāpju mistērija

Skaitļa 11 pakāpju mistērija II

110 = 1 · 100 = 1

111 = 1 · 101 + 1 · 100 = 11

112 = 1 · 102 + 2 · 101 + 1 · 100 = 121

113 = 1 · 103 + 3 · 102 + 3 · 101 + 1 · 100 = 1331

114 = 1 · 104 + 4 · 103 + 6 · 102 + 4 · 101 + 1 · 100 = 14641

115 = 1 · 105 + 5 · 104 + 10 · 103 + 10 · 102 + 5 · 101 + 1 · 100 = 161051

116 = 1·106+6·105+15·104+20·103+15·102+6·101+1·100 = 1771561
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Dal̄ı̌sanās ar pirmskaitli

Dal̄ı̌sanās ar pirmskaitli

Ja Paskāla trijstūra rindas otrais
elements ir pirmskaitlis p, tad pārējie
š̄ıs rindas elementi, izņemot malējos,

dalās ar p.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūra pirmo rindu summa un Mersena skaitļi

Paskāla trijstūra pirmo rindu summa un Mersena skaitļi I

Mersena skaitļi ir pirmskaitļi, kuriem ir veids 2n − 1:

n 2 3 5 7 13 17 · · ·
2n − 1 3 7 31 127 8191 131071 · · ·

Marins Mersens (1588.–1648.) -
franču matemātiķis.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūra pirmo rindu summa un Mersena skaitļi

Paskāla trijstūra pirmo rindu summa un Mersena skaitļi II

Summa = 22 − 1 = 3
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūra pirmo rindu summa un Mersena skaitļi

Paskāla trijstūra pirmo rindu summa un Mersena skaitļi III

Summa = 23 − 1 = 7
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūra pirmo rindu summa un Mersena skaitļi

Paskāla trijstūra pirmo rindu summa un Mersena skaitļi IV

Summa = 25 − 1 = 31
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūra pirmo rindu summa un Mersena skaitļi

Paskāla trijstūra pirmo rindu summa un Mersena skaitļi V

Summa = 27 − 1 = 127
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un kombinatorika

Paskāla trijstūris un kombinatorika I

Kombinatorikā binomiālkoeficienti C k
n = n!

k!(n−k)! izsaka kombināciju bez
atkārtojumiem no n pa k skaitu.

Citiem vārdiem sakot, C k
n ir vienāds ar kopas

X = {x1, x2, . . . , xn}

visu apakškopu, kas sastāv no k elementiem, skaitu.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un kombinatorika

Paskāla trijstūris un kombinatorika II

Piemēram, tā kā Paskāla trijstūra 3 rinda ir

C0
3 = 1, C1

3 = 3, C2
3 = 3, C3

3 = 1,

tad 3 elementu kopai X = {a, b, c} ir

C0
3 = 1 apakškopa, kas sastāv no 0 elementiem, - tukšā kopa;

C1
3 = 3 apakškopas {a}, {b}, {c}, kas sastāv no 1 elementa;

C2
3 = 3 apakškopas {a, b}, {a, c}, {b, c}, kas sastāv no 2 elementiem;

C3
3 = 1 apakškopa {a, b, c}, kas sastāv no 3 elementiem, - kopa X .

Visu kopas X = {a, b, c} apakškopu skaits ir vienāds ar Paskāla trijstūra 3
rindas elementu summu:

C0
3 + C1

3 + C2
3 + C3

3 = 23,

1 + 3 + 3 + 1 = 8.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un varbūt̄ıbu teorija

Paskāla trijstūris un varbūt̄ıbu teorija

Pieņemsim, ka izmēǧinājumu veicot n reizes, notikums A iestājas tieši k
reizes, pie tam

notikuma iestāšanās varbūt̄ıba p katrā izmēǧinājumā ir viena un tā pati,

notikuma A iestāšanās vai neiestāšanās sec̄ıba nav svar̄ıga.

Varbūt̄ıba, ka notikums A iestāsies tieši k reizes, ir vienāda ar

Pn(k) = Ck
n pk (1 − p)n−k.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un varbūt̄ıbu teorija

Monētas mešana

Kāda ir varbūt̄ıba, ka, monētu metot 5 reizes, 2 reizes uzkrit̄ıs ǧērbonis?

Šajā gad̄ıjumā n = 5 un k = 2, bet varbūt̄ıba, ka vienā izmēǧinājumā
uzkrit̄ıs ǧērbonis, ir vienāda ar p = 1

2 . Tātad

P5(2) = C 2
5

(
1

2

)2 (
1− 1

2

)5−2

= 10 · 1

25
=

5

16
≈ 0, 31.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un varbūt̄ıbu teorija

Spēļu kauliņa mešana

Kāda ir varbūt̄ıba, ka, spēļu kauliņu metot 4 reizes, 3 reizes uzkrit̄ıs
piecnieks?

Šajā gad̄ıjumā n = 4 un k = 3, bet varbūt̄ıba, ka vienā izmēǧinājumā
uzkrit̄ıs piecnieks, ir vienāda ar p = 1

6 . Tātad

P4(3) = C 3
4

(
1

6

)3 (
1− 1

6

)4−3

= 4 · 1

63
· 5

6
=

5

324
≈ 0, 02.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un skaitlis e

Paskāla trijstūris un skaitlis e

Pavisam nesen 2012. gadā tika
atklāta [3] Paskāla trijstūra saist̄ıba

ar skaitli

e = 2, 7182818284 . . .

Ja Sn ir Paskāla trijstūra n-tās
rindas elementu reizinājums, tad

lim
n→∞

Sn−1 Sn+1

S2
n

= e.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un skaitlis π

Paskāla trijstūris un skaitlis π

Paskāla trijstūra saist̄ıba ar skaitli

π = 3, 1415926535 . . .

izpaužās vairākos veidos:

π

4
=

1

1
− 1

3
+

1

5
− 1

7
− · · ·

π−2 =
1

1
+

1

3
− 1

6
− 1

10
+

1

15
+

1

21
−· · ·

un citos
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un vis̄ısākie mařsruti

Paskāla trijstūris un vis̄ısākie mařsruti I

Paskāla trijstūra elementi norāda
vis̄ısāko mařsrutu no augšējās

virsotnes l̄ıdz apskatāmajai virsotnei
skaitu.

Rindas numurs, kurā atrodas
apskatāmā virsotne, norāda vis̄ısāko

mařsrutu garumu.

Dotajā gad̄ıjumā ir pavisam 3
vis̄ısākie mařsruti ar garumu 3.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un vis̄ısākie mařsruti

Paskāla trijstūris un vis̄ısākie mařsruti II
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un punkti uz riņķa l̄ınijas

Paskāla trijstūris un punkti uz riņķa l̄ınijas I
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris I

Paskāla trijstūr̄ı iez̄ımējam trijstūrus, kuros atrodas nepāra skaitļi, šādā
veidā.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris II
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris III
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris IV
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris V
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris VI
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris VII
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris VIII
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris IX
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris X
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris XI
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris XII
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris XIII

Turpinot šo procesu bezgal̄ıgi, iegūsim Sierpinska trijstūri. Sierpinska trij-
stūris ir fraktāls - pašl̄ıdz̄ıga figūra.

Vaclavs Sierpinskis (1882–1969) - poļu matemātiķis.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Sierpinska tetraedrs I
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Sierpinska tetraedrs II
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Sierpinska tetraedrs III
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Sierpinska trijstūris

Sierpinska tetraedrs IV
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Hanojas torņi

Hanojas torņi I

Hanojas torņi ir matemātiska spēle (puzle). Šai spēlei ir ar̄ı citi nosaukumi.
Doti 3 stieņi un n savstarpēji dažādi pēc izmēra diski, kurus var novietot uz
stieņiem.

Sākuma stāvokl̄ı visi diski atrodas uz viena no stieņiem un ir sarindoti pēc
izmēra tā, ka lielākais disks atrodas pašā apakšā, bet pats mazākais pašā
augšā.

Uzdevums: pārvietot visus diskus uz citu stieni, kur diskiem ir jābūt izvie-
totiem tāpat kā sākuma stāvokl̄ı.

Noteikumi disku pārvietošanai:

katrā sol̄ı pārvieto tikai vienu disku,

pārvietojamo disku noņem no viena stieņa augšas un uzliek uz cita
stieņa augšas,

lielāks disks nevar atrasties uz mazāka diska.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Hanojas torņi

Hanojas torņi II
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Hanojas torņi

Hanojas torņi III

Iepriekšējais attēls un leǧenda par Hanojas torņiem ir ņemti no [8].

“ Leǧenda vēsta, ka kādā Indijas svētn̄ıcā dievs Brahma pasaules rad̄ı̌sanas
br̄ıd̄ı uzstād̄ıjis 3 briljanta stieņus. Uz vidējā stieņa viņš uzvilka 64 dažāda
diametra zelta diskus pieaugošā lielumā. Priesteriem, svētn̄ıcas kalpotājiem,
tika dots uzdevums - pārkārtot piram̄ıdu no viena stieņa uz otru, bet noteikti
ievērojot 2 noteikumus:

vienā reizē dr̄ıkst nocelt tikai vienu disku,

lielāko disku nedr̄ıkst likt uz mazāko disku.

Kad priesteri pārcels visus diskus no centrālā stieņa uz kādu no malējiem,
iestāsies pasaules gals, Brahma izn̄ıcinās to ar uguni.”
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Hanojas torņi

Hanojas torņi IV

Minimālais soļu skaits, lai pārvietotu n diskus, ir

n 2 3 4 5 6 7 · · ·
2n − 1 3 7 15 31 63 127 · · ·

Lai pārvietotu n = 64 diskus, ir nepieciešami vismaz

264 − 1 = 18 446 744 073 709 551 616

soļi. Ja uzskat̄ıt, ka priesteri veic 1 soli 1 sekundē un strādā bez atpūtas,
tad viņiem būtu jāstrādā vismaz

593 066 617 596

gadi, t.i., 593 miljardi 66 miljoni 617 tūkstoši 596 gadi.

Uzdevuma par Hanojas torņiem atrisinājumu sniedz speciāla veida mařsruti
Sierpinska trijstūra konstrukcijā izmantotajos trijstūros.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Hanojas torņi

Uzdevums par Hanojas torņiem 2 disku gad̄ıjumā
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Hanojas torņi

Uzdevums par Hanojas torņiem 3 disku gad̄ıjumā I
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Hanojas torņi

Uzdevums par Hanojas torņiem 3 disku gad̄ıjumā II
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Leibnica trijstūris

Paskāla trijstūris un Leibnica trijstūris I

Leibnica trijstūris ir trijstūrveida
skaitļu tabula, kuras malējie elementi

ir

1

1
,

1

2
,

1

3
,

1

4
,
1

5
,

1

6
,

1

7
,

1

8
, . . .

un kurā jebkuřs elements ir divu
zemāk stāvošo elementu summa.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Leibnica trijstūris

Paskāla trijstūris un Leibnica trijstūris II

Saist̄ıba starp Paskāla un Leibnica trijstūriem.
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Dažas Paskāla trijstūra ı̄paš̄ıbas Paskāla trijstūris un Leibnica trijstūris

Paskāla trijstūris un Leibnica trijstūris III

Vilhelms Leibnics (1646–1716) - vācu matemātiķis.
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un Fibonači skaitļi

Fibonači skaitļi I

Fibonači skaitļi veido virkni, kurā katrs nākamais loceklis ir divu iepriekšējo
summa:

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2.

F0 = 0,

F1 = 1,

F2 = F1 + F0 = 1 + 0 = 1,

F3 = F2 + F1 = 1 + 1 = 2,

F4 = F3 + F2 = 2 + 1 = 3,

F5 = F4 + F3 = 3 + 2 = 5,

F6 = F5 + F4 = 5 + 3 = 8,

F7 = F6 + F5 = 8 + 5 = 13,

F8 = F7 + F6 = 13 + 8 = 21, . . .
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un Fibonači skaitļi

Akt̄ıvie cilvēciņi I

Kāpjot pa kāpnēm, cilvēciņš var uzkāpt uz katras kāpn̄ıtes vai lekt pāri vienai
kāpn̄ıtei. Cik veidos viņš var uzkāpt pa n kāpn̄ıtēm?

Ja 1 kāpn̄ıte, tad var uzkāpt 1

veidā.

Ja 2 kāpn̄ıtes, tad var uzkāpt 2 veidos.
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un Fibonači skaitļi

Akt̄ıvie cilvēciņi II

Ja 3 kāpn̄ıtes, tad var uzkāpt 3 veidos.
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un Fibonači skaitļi

Akt̄ıvie cilvēciņi III

Ja 4 kāpn̄ıtes, tad var uzkāpt 5 veidos.
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un Fibonači skaitļi

Pizas Leonards

Pizas Leonards vai Fibonači (apt. 1170. – apt. 1250.) - itāļu matemātiķis.
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un Fibonači skaitļi

Paskāla trijstūris un Fibonači skaitļi
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un vieninieki

Paskāla trijstūris un vieninieki

Vieninieki

C 0
n = 1 (n = 0, 1, . . .) :

1, 1, 1, 1, 1, . . . , 1, . . .
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi

Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi I

Naturālie skaitļi

C 1
n = n (n = 1, 2, . . .) :

1, 2, 3, 4, 5, . . . ,n, . . .

ir n vieninieku summa:

C 1
n = C 0

0 + C 0
1 + · · ·+ C 0

n−1 =

= 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= n.
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi

Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi II

n = 1:

1︸︷︷︸
1

= 1
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi

Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi III

n = 2:

1 + 1︸ ︷︷ ︸
2

= 2
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi

Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi IV

n = 3:

1 + 1 + 1︸ ︷︷ ︸
3

= 3
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi

Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi V

n = 4:

1 + 1 + 1 + 1︸ ︷︷ ︸
4

= 4
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi

Paskāla trijstūris un naturālie skaitļi VI

n = 5:

1 + 1 + 1 + 1 + 1︸ ︷︷ ︸
5

= 5
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi

Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi I

Trijstūra skaitļi: 1, 3, 6, 10, 15, . . .
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi

Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi II

Trijstūra skaitļi

C 2
n =

n(n − 1)

2
(n = 2, 3, . . .) :

1, 3, 6, 10, 15, . . . ,
n(n− 1)

2
, . . .

ir pirmo n−1 naturālo skaitļu summa:

C 2
n = C 1

1 + C 1
2 + · · ·+ C 1

n−1

= 1+2+ · · ·+(n−1) =
n(n − 1)

2
.
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi

Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi III

n = 2:

1 = 2(2−1)
2 = 1
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi

Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi IV

n = 3:

1 + 2 = 3(3−1)
2 = 3
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi

Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi V

n = 4:

1 + 2 + 3 = 4(4−1)
2 = 6
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi

Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi VI

n = 5:

1 + 2 + 3 + 4 = 5(5−1)
2 = 10
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi

Paskāla trijstūris un trijstūra skaitļi VII

n = 6:

1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 6(6−1)
2 = 15
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi

Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi I

Tetraedra skaitļi jeb trijstūra piram̄ıdas skaitļi: 1, 4, 10, 20, 35, . . .

Uz tetraedru pamatiem atrodošos punktu skaits veido trijstūra skaitļus:

1, 3, 6, 10, 15, . . .
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi

Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi II

Tetraedra skaitļi

C 3
n =

n(n − 1)(n − 2)

6
(n = 3, 4, . . .) :

1, 4, 10, 20, . . . ,
n(n− 1)(n− 2)

6
, . . .

ir pirmo n−2 trijstūra skaitļu summa:

C 3
n = C 2

2 + C 2
3 + · · ·+ C 2

n−1 =

= 1+3+6+ · · ·+ (n − 1)(n − 2)

2
=

=
n(n − 1)(n − 2)

6
.
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi

Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi III

n = 3:

1 = 3(3−1)(3−2)
6 = 1
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi

Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi IV

n = 4:

1 + 3 = 4(4−1)(4−2)
6 = 4
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi

Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi V

n = 5:

1 + 3 + 6 = 5(5−1)(5−2)
6 = 10
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi

Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi VI

n = 6:

1 + 3 + 6 + 10 = 6(6−1)(6−2)
6 = 20
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi

Paskāla trijstūris un tetraedra skaitļi VII

n = 7:

1+3+6+10+15 = 7(7−1)(7−2)
6 = 35
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Kas atrodas uz Paskāla trijstūra piektās, sestās, . . . diagonāles?

Paskāla trijstūra diagonāles
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Kas atrodas uz Paskāla trijstūra piektās, sestās, . . . diagonāles?

Pentahorono skaitļu interpretācija atrodas 4-dimensiju
telpā, heksaterono skaitļu 5-dimensiju telpā, . . .
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Paskāla trijstūra saist̄ıba ar dažiem skaitļiem Kas atrodas uz Paskāla trijstūra piektās, sestās, . . . diagonāles?

Paskāla trijstūra elementi - n-dimensiju trijstūra skaitļi

0-dimensiju trijstūra skaitļi - vieninieki

1-dimensiju trijstūra skaitļi - naturālie skaitļi (uz taisnes)

2-dimensiju trijstūra skaitļi - trijstūra skaitļi (plaknē)

3-dimensiju trijstūra skaitļi - tetraedra skaitļi (telpā)

4-dimensiju trijstūra skaitļi - pentahoronie skaitļi

5-dimensiju trijstūra skaitļi - heksateronie skaitļi

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Modificētie Paskāla trijstūri Paskāla (2, 1)-trijstūris

Paskāla (2, 1)-trijstūris
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Modificētie Paskāla trijstūri Paskāla (3, 1)-trijstūris

Paskāla (3, 1)-trijstūris
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Modificētie Paskāla trijstūri Paskāla (4, 1)-trijstūris

Paskāla (4, 1)-trijstūris
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Vai eksistē četrstūra skaitļi un četrstūra piram̄ıdas skaitļi?

Četrstūra skaitļi

Četrstūra skaitļi: 1, 4, 9, 16, 25, . . .
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Vai eksistē četrstūra skaitļi un četrstūra piram̄ıdas skaitļi?

Četrstūra piram̄ıdas skaitļi

Četrstūra piram̄ıdas skaitļi: 1, 5, 14, 30, 55, . . .

Uz piram̄ıdas pamatiem atrodošos punktu skaits veido četrstūra skaitļus:

1, 4, 9, 16, 25, . . .
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Vai eksistē četrstūra skaitļi un četrstūra piram̄ıdas skaitļi?

Četrstūra skaitļi un četrstūra piram̄ıdas skaitļi Paskāla
(2, 1)-trijstūr̄ı
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Paskāla trijstūris . . . iedvesmai

Paskāla trijstūris . . . iedvesmai I
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Paskāla trijstūris . . . iedvesmai

Paskāla trijstūris . . . iedvesmai II
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Paskāla trijstūris . . . iedvesmai

Paskāla trijstūris . . . iedvesmai III
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Paskāla trijstūris . . . iedvesmai

Paskāla trijstūris . . . iedvesmai IV
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Paskāla trijstūris . . . iedvesmai

Paskāla trijstūris . . . iedvesmai V
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Nobeigums

Nobeigums

Paskāla trijstūrim piem̄ıt daudzas interesantas ı̄paš̄ıbas.

Literatūrā, sal̄ıdzinot ar Paskāla trijstūri, modificētie Paskāla trijstūri
nav tik plaši apskat̄ıti.

Ko iegūsim, ja modificētajiem Paskāla trijstūriem pielietosim Sierpinska
trijstūr̄ı izmantoto konstrukciju?

Iepriekš sastapāmies ar divām trijstūra veidošanas stratēǧijām: malējie
elementi tiek uzdoti, bet pārējie elementi ir

divu augstāk stāvošo elementu summa,
divu zemāk stāvošo elementu summa.

Tiek apskat̄ıtas ar̄ı citas trijstūra veidošanas stratēǧijas, skat, piemē-
ram, [12], kad Paskāla trijstūra rindas tiek pareizinātas ar 2k (k =
0, 1, 2, . . . , n). Būtu interesanti apzināt dažādas trijstūru veidošanas
stratēǧijas.
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