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Anotacija

Metodiskajos materialos ietverts 1ss teorijas izklasts un uzdevumi. Darba
ieklauti uzdevumu atrisinasanas paraugi, auditorija risinamie uzdevumi un
majas darbu uzdevumi. Pielikuma apkopoti uzdevumi studentu individu-
alajam darbam.



1. Viena argumenta funkciju diferencialre-
kini

Pienemsim, ka f ir punkta xy apkartne defineta funkcija.

1.1. definicija. Par funkcijas f atvasinajumu punkta z( sauc robezu
no funkcijas pieauguma attiecibas pret argumenta pieaugumu, ja ar-
gumenta pieaugums tiecas uz nulli, t.i.,

. Af(xo)
Alirilo Az

= f'(o)-

Funkcijas atvasinajuma atrasanas kartula.

1. Izvelas tadu Az, lai g + Az € D(f) un atrod
Af(xo) = flzo+ Azx) — f(z0);

2. sastada attiecibu %f;o);
3. atrod §is attiecibas robezu, kad Ax — 0, t.i., lim %ﬂ‘f"). Ja §1 robeza

Az—0
eksiste, tad tas ir dotas funkcijas atvasinajums punkta x.

Ja punkts zy nav dots, tad jaatrod funkcijas atvasinajums, kas ir kaut
kada kopa D; defineta funkcija. To var atrast, atrodot f’(zg), kur zg ir
patvaligs funkcijas f definicijas apgabala ieksejais punkts, kuru aizstaj ar
x, kas ir patvaligs kopas Dy punkts.

1.1. piemers. Noteikt funkcijas f(z) = 2* atvasinajumu punkta

o = —1.
Izmanto ieprieks mineto kartulu:
1. Af(=1) = f(=14+Az) — f(—=1) = (-1 + Az)’ — (—1)* =

= Az® — 3Az% + 3Ax;
Af(—1)  Az®—3A2? +3Azx

2. = = Az® — 3Ax + 3;
AL AL x° — 3Ax + 3;
1
3 1im 225N o (A2 - 3Ar43) =3
Az—0 Ax Az—0

Tatad f'(—1) = 3.



1.2. piemers. Noteikt funkcijas f(x) = cos 2z atvasinajumu.
Izvelas patvaligu o € D(f) = R.

1. Af(xg) = f(zo+ Az) — f(x0) = cos2(xg + Ax) — cos2zp =
= cos(2zg + 2Ax) — cos 2zy = —2sin(2xg + Az) sin Ax;

Af(x _ sin Ax
2. ];(x()) = —2sin(2z + Ax) AL
A in A
3. lim f(0) = lim <—2 sin(2z( + Azz:)sm x> = —2sin2zxy-1 =
Az—0  Ax Az—0 T
= —2sin 2xy.

Tatad f'(xg) = —2sin 2x. Ja g vieta liek patvaligu = € R, tad iegtst
f'(z) = (cos2x) = —2sin 2z.

Auditorija risinamie uzdevumi

Izmantojot atvasinajuma definiciju, noteikt funkcijas atvasinajumu vai
atvasinajuma vertibu dotaja punkta.

1. f(z) =22% + 3z — 4;

2. f(z) = Va +3;

3. f(x) = &1

4. f(x) = Inba;

5. f(x) = sin(3z + 1), atrast f'(0);
6. f(x) = Jx, atrast f'(8).

Majas darba uzdevumi

Izmantojot atvasinajuma definiciju, noteikt funkcijas atvasinajumu vai
atvasinajuma vertibu dotaja punkta.

1. f(z) =2z — 2%

2. f(z) =v2r - 1;

3. f(z) =tgu;

4. f(z) = 2", atrast f'(1);

5. f(z) = V22, atrast f' (%), £(0).



2. Funkciju atvasinasana

2.1. Ar formulu uzdotas funkcijas atvasinasana

Lai atrastu ar formulu uzdotas funkcijas y = f(z) atvasinajumu, ir
jazina

1) elementaro pamatfunkciju atvasinajumu tabula,

2) diferencesanas likumi,

3) saliktas funkcijas atvasinajums.

2.1.1. Elementaro pamatfunkciju atvasinajumu tabula

1
1) (C) =0; 9) (arcsinz) = ———;
) (C) ) ( ) S22
1
2) (%) = az® ! 10) (arccos ) = ——;
) (2) ) (arccosar) = -ty
1
3) (sinz) = cosx; 11) (arctgz) = m;
1
4 "= —sinx; 12 tgr) = ———3;
) (cos ) sin x; ) (arcctg ) T2
1
5) (tgz) = o 13) (shz)" = chu;
1
6) (ctgz) = ——5—; 14) (chz)" = sh;
sin” x
: 1
7) (a*) = a" Ina; 15) (thz) = ——;
ch”z
(el’)/ — el',
8) (log, z) = L 16) (cthz) = — !
%% = tlna’ - shie
1
nz) ==
() =



2.1.2. Diferencesanas likumi

Ja u =wu(r) un v = v(z) ir punkta = diferencejamas funkcijas, tad
L. (utv) =u £
2. (wv) = v'v+w';

3. (4) =ww p £0.

v v?2

2.1.3. Saliktas funkcijas atvasinajums

Pienemsim, ka f(p(z)) = F(x).
Ja funkcija ¢ ir diferencejama punkta z un funkcija f ir diferencejama

atbilstosaja punkta u = ¢(x), tad salikta funkcija F' ir diferencejama
punkta z, pie tam

F'(z) = f'(w)¢'(2) jeb F'(x) = f'(p(x))¢(2).
2.1. piezime.

1. Atseviskos gadijumos ir lietderigi doto funkciju vienkarsot un péec
tam atvasinat, piemeram,

2

(cos’z — sin?z) = (cos2z)' = —2sin 2.

2. Lai atvasinatu funkciju f(z) = u(z)"®), var rikoties divejadi:
1) parraksta doto funkciju

f(iE’) _ ev(m) In u(z)
jeb 1sak
f(ﬂi') — evlnu

un atvasina to ka saliktu funkciju:

u/
flz)=e"""(vinu) =" (v Inutv(lnu)) = u <v’ Inu + v—) ;
u
2) lieto ta saucamo logaritmisko diferencesanu, kuras butiba ir
sada: logaritme vienadibas f(z) = u"” abas puses, pieméram, ar
bazi e
In f(z) =vinu
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un atvasina iegiitas vienadibas abas puses pec x:

flx) u’

v'inu+ v—;

fl@) u

izsaka f'(x), reizinot §s vienadibas abas puses ar f(x):

fl(z) = f(z) <v' Inu + UK’) ;

u
ievieto f(x) = u", tatad

f'(x) = u'v Inu + vu’ .

2.1. piemers. Atvasinat funkcijas:

1. f(x) = %lnx—\/f-i—giﬂ;
f(z) = (2> + 1) cos z;
3. f(ZC) Zafcccl)sx

3 1 2\ 3 , 1\’ 2\’
L. f'(z) = <Zlnx — x2 +5x_3) = <Zlnx> — (x?) + (51:_3) =
S L ()t L
4 dv 2/ 3av/x?
2. f'(z) = ((z° + 1) cos 35)/ = (2° + 1) cosz + (2 + 1)(cos z) =
— 3x?cosx + (2° + 1)(—sinz) = 322 cosz — (2° 4 1) sin .
1 x—1Y\ 1(z—1)arccosz — (x — 1)(arccos z)’
(2 ' arccosm) T2

3. f'(x) _

2 arccos? x

1 arccos x + =

— (1 —2a?)arccosz +x — 1

2 arccos’w 2(1 — x2) arccos® x

2.2. piemers. Atvasinat funkcijas:
1. f(x) = In(a® — 32® + 4x);

2. f(ﬂf) Co 227
3. f(z) = (cos® z)n®.



1 3x* — 6x + 4

1 f(x) = 5327 +4x) = .
fz) 3 — 32 + 4o (@ v+ dz) 3 — 32 + 4o
/ /
2. fl(x) = 2 cos = (COS f) — 2cos ~ (— sin f) (E) =
6 6 6 6/ \6
T o x 1 1 Tr . x 1 =z
= 2cos —= (—SlH—) +— = ——CO0S=SIln—- = ——=sin —.
6 6/ 6 3 6 6 6 3
3. Doto funkciju var atvasinat divejadi.

1. panemiens.
f(ﬂ?) _ elnxlncos2x

/
f/(SC) o (eln:rcos2z lnxlncos x(lnxlncos2 .I)

= (cos® z) In )’ In cos® 2 4 In 2(In cos? g;)) —

2cosx(—sinz) | =
T cos? x ( )>

lnx (
= (cos®x 1”( Incos’z + Inx
(cos® z)In® <

In cos? 21nxsinx> B

COS T

In cos?

_ (cos? z)s (

2. panemiens.

— 21na:tga:) :
x

In f(x) = InzIn cos® 2;

(10 10)) = (nrtncos’ )

1
—f'(x) = —Incos’z + Inx 2 cos x(— sin z);

f ( ) x cos? x
In cos? T 2lnxsinzx B
COS T N

1
(cos® z)n? < cos’ v —21nxtg::r;) :

2.2. Apslepta veida uzdotas funkcijas atvasinasana

Ja funkcija y = f(x) ir uzdota ar vienadojumu F'(z;y) = 0 (vienadojums
nav atrisinats attieciba uz y), tad saka, ka funkcija ir uzdota apslepta veida.

Lai atrastu apslepta veida definetas funkcijas atvasinajumu, vienadibu
F(x;y) = 0 atvasina péc z, nemot vera to, ka y ir x funkcija. No iegutas
vienadibas izsaka v/’



2.3. piemers. Atvasinat funkciju, kas uzdota apslepta veida ar vienado-

jumu

Y — 3y + 3z = 1.
Atvasinot vienadibas abas puses péc x (nemot vera to, ka y = y(x)),
iegtist vienadibu

3y*y — 3y +3 =0,

jeb

vy —y +1=0,

no kurienes

Auditorija risinamie uzdevumi

Atvasinat funkciju vai aprekinat funkcijas atvasinajuma vertibu dotaja
punkta.
r m x m

L f(z) = t o TS T (m # 0);

2. f(t) = (a+b)t° + (a + )%
3. p(s) = (1 —45%)(25° +1)%

T
4-f($):1_—x2;
cost

5 f(t) = ———:
1) 1 +sint’

6. f(x) =xtge + ctgax — Inx;
7. f(x) = e"(2® + 1 — 1);

e’ +sinx
(x) = T et
(x) = sin 3x;
10. f(x) = (1 + 3z);
11. f(z) = V222 + 2 — 1;
3
12, f(z) = (1”2) ;

l1—2x

=
I




13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

23.

24.
25.
26.
27,

28.

29.

30.

31.
32.
33.

34.

f(x) = 2cos(3z — 1) sin 2z;
f(z) =In(z + 1) + 2? sin® z;
f(a) = (arctg Va2 —1+1)";
f(z) = (Ve* — 1+ arcctg Ve — 1) In2;
f(z) = cos3Inva2 + 2z + 2 — 2arcsin V1 — 22;
f(z) = 107",
flw) = 3009,
flz) = e2® 7 cos
V/ (62 + 5)3(dx — 7)?
flz) = (22 1 97 ;
fla) =av™
fz) = (%)sin(m—l—l);
f(x) = (cos x)"n7;
f(x) = (log, x)";
y® + 3y% + 3z = 10;
%2 - %2 =1, 1. kvadrants;
xr = arctg(z + y);
my+%:Q

vt = 2wy +y* =1, M(0;1);
rlny —ylnz =1, M(L;e);

f(z) =z +Intgz, f %)7
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35. f(z) = In® (sin2 (5 - 22) ) 7(3);

36. f(x) =2%cos2*, f'(0).

Majas darba uzdevumi

Atvasinat funkciju vai aprekinat funkcijas atvasinajuma vertibu dotaja
punkta.
3a+0b

1. f(z) = ax®+ (b—2a)x* + "

— 2a;
2. f(x) = 5%(2° — 10z);
_ VP20

3
0’ +Inyp
4oplp) = —

5. f(x) = sin® x + cos 2%;

6. f(z) — arctg(3 — 2%);

- In 3z

X
7. f(z) =logs V222 — bx + 1+ In ———;

8. f(x) =3*ctglnx — T*8%;
9. flz) =2""7"tg (% — 390);

10. f(:lj) = m . e—arcsinx + LUGﬁ;
11. f(j(;’) = xarcsin(g 1n2 x>,

1 3xr __ —3x '
12. f(.SC) — éarctg% /22— 1. earcsm%;

: 2
2
13, fla) = 220 2T 4a2,

2
14. f(z) = (arctg )Vt
15. f(x) = (sin3z)*"%;

11



16.
17.
18.
19.

20.

21.
22.

23.

24,
25.

f(z) = (x + 1)V, atrast f'(1);
fo) = YT PG )T
2? — % — 2y = 0;
y = cos(x 4+ v);
\/ﬁy2 = arctg Q;

x
ze” +ye 2 =2, M(0;2);

(z+y)® =27(x —y), M(21);

r—1

L o)
f(z) =e"Inz, f'(1);
f(x) =In(2 =22+ 1), f'(0).

f(x) = arcsin

12



3. Funkcijas atvasinajuma geometriska un
fizikala interpretacija. Funkcijas grafika
pieskares un normales vienadojumu sa-
stadisana

Pienemsim, ka f ir diferencejama punkta xy (B.1] zim.).

Ya
¢
y = f(x)

Yop----——-----—-——-

X L
0 9@ Zo "

3.1. zim.
Funkcijas y = f(x) atvasinajums punkta z( ir vienads ar pieskares,

kas novilkta funkcijas grafikam punkta ar abscisu z(, virziena koeficientu,
t.i., f'(xg) = tga. Tatad funkcijas y = f(x) grafikam punkta My(zo;yo)
novilktas pieskares vienadojums ir

y — Yo = ['(x0)(x — z0),
jeb
y — f(x0) = f'(z0)(x — m9).
Ja f atvasinajums punkta xz, ir bezgaligs, tad pieskare ir paralela ordi-
natu asij un tas vienadojums ir x = x.
Attiecigi normales vienadojums ir
B 1
Y—Y% = _f’(xo)

(:U - ZC()),

jo nem vera divu taiSnu (pieskares un normales) perpendikularitates nosa-
1

cijumu k, = —1-.
P

13



3.1. piemers. Sastadit funkcijas f(z) = 22% — 62 + 3 grafikam punkta
My(1; —1) novilktas pieskares un normales vienadojumus.

jeb
2c+y—1=0
ir pieskares vienadojums;
1
y+1=—-(x—1),
2
jeb
r—2y—3=0
ir normales vienadojums.

3.2. piemers. Sastadit funkcijas f(z) = v/x — 1 grafikam punkta ar ab-
scisu x¢g = 1 novilktas pieskares vienadojumu.

W=

rw = (-0t =gt s

Pie x = 1 funkcijai ir bezgaligs atvasinajums, tapec pieskare ir paralela
ordinatu asij un tas vienadojums ir x = 1 (3.2] zim.).

YA

_ 3:13/1

%
0] 1 z

3.2. zim.

14



Funkcijas atvasinajuma fizikala nozime ir momentanais atrums taisnvir-
ziena kustiba.
3.3. piemers. Kermenis parvietojas taisna virziena pec likuma
x(t) = t3 —t + 1. Aprekinat & kermena atrumu laika momenta ¢ = 2.

Lai aprekinatu kermena atrumu dotaja laika momenta, ir jaatrod fun-
kcijas x atvasinajuma vertiba punkta ¢t = 2.

' (t) = 11.

t=2

= (3t* — 1)
t=2

Auditorija risinamie uzdevumi

1. Noteikt lenki, ko veido pieskare parabolai y = z?> — 3z + 5 punkta
M (2;3) ar abscisu asi. Uzrakstit §is pieskares vienadojumu.

2. Sastadit pieskares un normales vienadojumu liknei y = 23 + 422 — 1
punkta ar abscisu xg = —1.

3. Sastadit pieskares vienadojumu linijai y = /2 punkta x = 0.

4. Sastadit vienadojumu liknes y = 2* — 222 + 32 — 1 pieskarem, kas ir
paralelas taisnei 3x —y 4+ 1 = 0.

5. Dota funkcija y = |x2 — 2:1:‘. Uzrakstit vienadojumus pieskarem, kas
novilktas funkcijas grafikam punktos ar abscisu x = 2. Konstruet
grafiku.

6. Uz funkcijas f grafika atrast punktu, kura pieskare ir paralela dotajai
taisnei.

a) f ():—%w2+3x—4,y:2x—1;
b) f(z) =vV1+a? y=3

7. Kermanis parvietojas taisna virziena pec likuma

x(t) = —2t2 + 8¢ + 7. Noteikt laika momentu, kura kermenis apstajas
un kermena koordinatu saja laika momenta.

15



8. Pirmais kermenis parvietojas péc likuma z(t) = 4t> — 22t + 20, bet
otrais - péc likuma z(t) = 2t? — 40. Atrast $o kermenu atrumus laika
momentos, kad to koordinatas ir vienadas.

9. Uzzimet kermena atruma grafiku, ja kermenis parvietojas taisna vir-
ziena pec likuma

—B 47t ja 0<t<2,
—0,5t24+4¢t, ja 2<t<5.

Majas darba uzdevumi

1. Uz liknes y = 422 — 6 + 3 atrast punktu, kura pieskare
(a) ir paralela taisnei y = 2x;
(b) ir perpendikulara taisnei y = 7;
(c) ar Oz ass pozitivo virzienu veido lenki o = 7.

2. Sastadit pieskaru un normalu vienadojumus parabolai y = 2% — 4z +4
punktos, kuru ordinatas vienadas ar vienu.

3. Dota funkcija y = |2% — 22 — 3‘. Uzrakstit vienadojumus pieskarem,
kas novilktas funkcijas grafikam punktaos ar abscisu x = —1. Kon-
struet grafiku.

4. Sastadit pieskares vienadojumu funkcijas f(x) = Inz? grafikam, ja &1
pieskare ir paralela taisnei y = —z.

5. Uzrakstit vienadojumu funkcijas y = fﬁf grafika pieskarei, kas novilkta
grafika krustpunktos ar ordinatu asi.

6. Kermenis parvietojas taisna virziena pec likuma z(t) = 60t — 5¢3.
Aprekinat st kermena atrumu laika momenta ¢ = 1. Noteikt laika
momentu, kura kermenis apstajas.

7. Uzzimet kermena atruma grafiku, ja kermenis parvietojas taisna vir-
ziena pec likuma

£(t) = —t? + 22— 1, ja 0<t<23,
N 3t —1, ja t > 3.

16



4. Funkcijas diferencialis un ta lietojumi tu-
vinajos aprekinos

4.1. definicija. Punkta z, diferencéjamas funkcijas f pieauguma Saja
punkta galveno dalu, kas ir lineara attieciba pret Az, sauc par Sis
funkcijas diferenciali punkta zy un apzime ar df (xy).

Jebkuras diferencejamas funkcijas y = f(z) diferencialis ir vienads ar
tas atvasinajuma un argumenta diferenciala reizinajumu:

dy = f'(x)dx (dz = Ax).
Ja |Ax| ir pietiekami mazs, tad Ay =~ dy, tapec
flx+ Az) = f(z) + f'(z)dx. (%)
So formulu izmanto, lai noteiktu funkcijas aptuveno vertibu.

4.1. piemers. Atrast funkcijas f(x) = 2% —x + 1 pieaugumu un diferen-
ciali, ja x = 3 un Az = 0, 01.

Af(z)=flx+Ax) — flx) = (2 +Ax)* — (s +Azx)+1— (2> —x +1) =
= (22 — 1)Ax + Az?.

Af(z) — 0,0501.
Ax=0,01
dy = f'(v)Ax = 2z — 1)Aux;

dy| ,_, =0,05.
Az=0,01

4.2. piemers. Izmantojot funkcijas diferenciali, izskaitlot /8, 01.
Apskatisim funkciju f(z) = /2 un pienemsim, ka zo = 8, Az = 0,01.
Tad f(8,01) = /8,01.

[zmanto formulu (*).
f(8,01) = f(8+0,01) =~ f(8) + f/(8)0,01.
f®)=V8=2

1\/ 1 1
! = 3) — 73 =

1 1
/
8) = =—

1 0,01

¥ l~2+—- 1=24+-"—=2
/8.0 + 50,0 + = A 2,0008



Auditorija risinamie uzdevumi

1. Atrast funkcijas y = ﬁ pieaugumu un diferenciali pie x = 2 un
Ax =0,1; Az =0,01; Az = 0,001. Izdarit secinajumus.

2. Aprekinat funkcijas f(r) = %5 diferenciali punkta x = 0, ja argu-
ments mainas no ro = 0 lidz 1 = —0, 05.

3. Atrast funkciju diferencialus, izmantojot diferenciala atrasanas formu-

lu:

_teve
(a) y = N
(b) y = 5Veretss?,

(c) y = Varcsin 2x 4 2¢1;

(d)y:( ° ) punkta x = 1.

z+1

4. Tzmantojot funkcijas diferenciali, izskaitlot tuvini:
(a) V1T;
(b) arctg0, 97;
(c) cos62°.

Majas darba uzdevumi

1. Pieradit, ka linearas funkcijas y = ax + b diferencialis un pieaugums
jebkurai argumenta vertibai ir vienadi.

2. Aprekinat starpibu starp funkcijas f(z) = 3—z? vertibu punkta 1+Axz
un funkcijas pieauguma galveno dalu punkta 1, ja Az vertibas ir 0, 1;
0,01; 0,001. Izdarit secinajumus.

3. Atrast funkciju diferencialus:

(a) y = In(1 + 27);

: 2 = .
(b) y = sin” x punkta x = 7;
1

T

(c) y = 5" arccos

18



4. Tzmantojot funkcijas diferenciali, izskaitlot tuvini:

19



5. Funkcijas augstaku kartu atvasinajumi un
diferenciali

Atvasinot funkciju f'(x), iegust diferencéjamas funkcijas y = f(x) otras
kartas atvasinajumu: y” = (f’ (:c))/ Lidzigi

y/// _ (f”($))/,

5.1. definicija. Atvasinajumus, kuru karta ir lielaka par pirmo, sauc par
augstaku kartu atvasinajumiem.

Ja funkcijas pirmas kartas atvasinajuma fizikala nozime ir momentanais
atrums taisnvirziena kustiba, tad otras kartas atvasinajuma fizikala in-
terpretacija ir taisnvirziena kustiba esosa materiala punkta momentanais
paatrinajums.

Ir zinams, ka diferenceéjamai funkcijai df (x) = f'(x)dz. Atrodot dife-
renciali no funkcijas df (x), iegust otras kartas diferenciali:

& f(x) = d(df (z)),

d"f(z) =d(d" " f(z)).

5.2. definicija. Diferencialus, kuru karta ir lielaka par pirmo, sauc par
augstaku kartu diferencialiem.

Augstaku kartu diferencialus var izskait, izmantojot formulas:

P () = /()
() = f"(x)de®

kur z ir neatkarigais mainigaidZ.

LJa z = o(t), tad d®f(z) = f"(x)dx? + f'(x)d*x.

20



5.1. piemers.

Atrast funkcijas y = x1ln2x tresas kartas atvasinajumu

punkta r = 2.

5.2. piemers.

5.3. piemers.

2
=In2z +r— =1In2x + 1;
2x
/! /
y'=(n2x+1) =—
x

y/// _ _1
=2 4
Noteikt funkcijas f(x) = Inz n-tas kartas atvasinajumu:
1
/
f (.ﬁlﬂ') - x;
1
" .
f (ZL') — ?7
1-2
f///(x) _3,
1-2.3
v
f (.’L’) - 1'4 )

Noteikt funkcijas f(x) = xe” tresas kartas diferenciali

punkta z = 0.

5.4. piemers.
x(t) = 3t —

t=2.

f(z) = e" + ze”;
f"(z) = 2e" + ze";
f///(x) — 3€£U + xel’.
Sf(x) = (36 + we”)da?;

°F(0) =

Kermenis parvietojas taisna virziena pec likuma

4¢3, Aprekinat §1 kermena paatrinajumu laika momenta

o' (t) = 126° — 1213
a(t) = 2”(t) = 36t* — 24t;
a(2) =36-4—24-2 =96,
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Auditorija risinamie uzdevumi

1. Atrast funkcijas f(z) = 2° + 22" — 323 — 2% — Sz + 7 septitas kartas
atvasinajumu.

2. Dotajam funkcijam noteikt noraditas kartas atvasinajumus.

(a) y=In(1+z), y®;
(b) y =sh*z, y";

t
(¢) y =arctg—, y" (a — const).
a

3. Pieradit, ka funkcija y = f(z) apmierina doto vienadojumu.

a) f(z)=2*Inz, vy — vy = 2

b) f(z) = c1® + coe™ (c1,¢0 — const), o' —2y — 3y =0;
d? d

¢) f(x) = e"sin2z, d_;é_2£+5y:0.

4. Noteikt n-tas kartas atvasinajumus funkcijam
(a) flz)=2%
(b) f(x) =sinux.
5. Noteikt funkcijas
(a) y = (22 — 3)% otras un tresas kartas diferenciali;
(b) v = e* otras kartas diferenciali punkta ¢ = 1.

6. Punkts parvietojas taisna virziena pec likuma z(t) = 3 — 4% + 1.
Aprekinat punkta atrumu laika momenta, kad ta paatrinajums
a=10%.

7. Pirmais kermenis parvietojas pec likuma z(t) = 2t3 — 4> + 5¢,
bet otrais - pec likuma x5(t) = 22 — 1,5t2. Aprekinat So kermenu
paatrinajumus laika momentos, kad to atrumi ir vienadi.
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Majas darba uzdevumi

1. Atrast otras kartas atvasinajumus funkcijam
(a) y = 5V7;
(b) y =In (z 4+ V1 + 2?);
(©) plp) = e punktos p = —1, 9 =0,

2. Pieradit, ka funkcija y = f(z) apmierina doto vienadojumu.

a) f(z)=4e " — 5e”, y" — 3y + 2y = 0;
b) f(z) =2 Inz, xy” — vy = 2ux;
d? d
c) f(x)= arcsinz, (2% — 1)d—$‘z + x% = 0.

3. Noteikt n-tas kartas atvasinajumu funkcijai f(z) = lg .
4. Noteikt funkcijas y = e” sin 2x otras kartas diferenciali punkta x = 0.

5. Punkts parvietojas taisna virziena pec likuma z(t) = t* — 2¢3 +¢ — 3.
Aprekinat punkta atrumu laika momenta, kad ta paatrinajums

a = 248%.
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6. Diferencialrekinu pamatteoremas

6.1. Ferma, Rolla, Lagranza un KoSs1 teoréma

6.1. teorema. [Ferma teoréma]

Ja intervala < a;b > defineta funkcija St intervala iekseja punkta
c sasniedz savu vismazako vai vislielako vertibu un ir diferencejama
saja punkta, tad f'(c) = 0.

Ferma teoremas geometriska interpretacija.
Funkcijai f, kas apmierina Ferma teorémas nosacijumus, grafika punkta
C(c, f(c)) novilkta pieskare ir paralela Oz asij (6.1] zim.).

Ya
___________ Cle. S )
|
I
|
I
|
| I
I l
| |
a ! | 5 L
0 V c b
6.1. zim.

6.2. teorema. [Rolla teoremal]

Ja funkcija f ir nepartraukta slegta intervala |a;b], diferencéjama
st intervala 1eksejos punktos un St intervala galapunktos funkcijas
vertibas ir vienadas, t.i., f(a) = f(b), tad eksisté vismaz viens tads
intervala iekséjais punkts ¢, kura f'(c) = 0.

Geometriska interpretacija:
Ja f(a) = f(b), tad uz liknes atradisies vismaz viens tads punkts, kura
novilkta pieskare ir parela Oz asij (6.2] zim.).
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6.3. teorema. [Lagranza teoréma]

Ja funkcija ir nepartraukta intervala [a;b] un ir diferencéjama St
intervala ieksejos punktos, tad eksiste vismaz viens tads intervala
reksejais punkta c, kura

£(b) = f(a)

flley = 20—

Geometriska interpretacija:
Ja funkcija f ir diferencejama, tad uz tas grafika loka vares atrast
tadu punktu, kura novilkta piskare ir paralela hordai, kas savelk So loku

(631 zmm.).
/()

6.3. zim.
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6.4. teorema. [KosI teorema]

Ja funkcijas f un g ir nepartrauktas slegta intervala [a; b] un diferen-
cejamas St intervala ieksejos punktos, pie tam ¢'(x) # 0, tad eksiste
vismaz viens tads intervala iekséjais punkts c, kura

f) = fla) _ (o)

g(b) —gla)  g'(c)

6.2. Lopitala kartula

6.5. teorema. Ja funkcijas f un g ir definetas un diferencejamas punkta
a € R apkartne, izpemot varbut So punktu, pie tam ¢'(x) # 0,

lim f(z) = limg(x) = 0 vai lim |f(x)| = lim |g(x)| = +oo, eksiste
lim f/Exg = k, tad eksisté ari lim % = k.
Lopitala kartula. Lai atrastu lim %, kad skaititajs un saucejs reize

tiecas uz nulli vai bezgalibu, atseviski jaatvasina skaititajs un saucejs
un jaaprekina atvasinajumu attiecibas robeza, kad * — a.

6.1. piezime.

1. Ja ieglita robeza atkal ir nenoteiktiba 2 vai >, tad Lopitala

0
kartulu drikst izmantot atkartoti.

2. Bez nenoteiktibam 8 un > Lopitala kartula dod iespeju atklat
nenoteiktibas oo — 0o, 0- 00, 0°, 0c?, 1, tas ieprieks reducejot uz
nenoteiktibu % vai 2.

3. Saskana ar Lopitala kartulu ir speka apgalvojums: ja eksiste fun-
kciju atvasinajumu attiecibas robeza, tad eksiste art so funkciju
attiecibas robeza. Turpreti, ja atvasinajumu attiecibas robeza ne-

eksiste, tas vel nenozime, ka neeksiste funkciju attiecibas robeza.

6.1. piemers. Noteikt, vai funkcija f(z) = 3 — 2? apmierina Ferma
teoremas nosactjumus intervala [1;4].

Dota funkcija intervala [1; 4] Ferma teoremas visus nosacijumus neap-
mierina, jo Saja intervala ir dilstoSa un savu vislielako vai vismazako
vertibu sasniedz nevis intervala ieksejos punktos, bet ta galapunktos,
t.i., pie z = 1 un x = 4. Citiem vardiem, f'(1) # 0, f'(4) # 0, jo
(1) = -2, f/(4) = 8.
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6.2. piemers. Noteikt, vai ir speka Rolla teorema

1. funkcijai f(z) = 2 + 6z — 35 intervala [—5; —1],
2. funkcijai f(x) = /(x — 4)? intervala [0; 8].

1. Ta ka funkcija ir nepartraukta dotaja intervala un diferencejama
intervala (—5;—1), pie tam f(—5) = f(—1) = —40, tad visi
Rolla teoremas nosacijumi ir speka. Vertibu c var atrast, atrisinot
vienadojumu f'(c¢) = 2¢+ 6 = 0. Tatad, ¢ = —3.

2. Funkcija ir nepartraukta [0;8], pie tam f(0) = f(8) = 2v/2, bet
fl(x) = 3\3/% nav definets, ja x = 4. Soreiz neizpildas viens no
Rolla teoremas nosacijumiem (funkcija nav diferencejama dota
intervala irekseja punkta z = 4). Tadejadi tads punkts ¢, kura
f'(c) = 0, var neeksistet. Acimredzami, Soreiz tada punkta ¢ nav.

6.3. piemers. Atrast punktu uz liknes y = 2® — 32 loka AB, kura pies-
kare butu paralela hordai, kas savieno punktus A(—1;2) un B(3;18).

Funkcija y = 2° — 3x ir nepartraukta intervala [—1; 3], tapec tai var
pielietot Lagranza teoremu:

fB3) = f(=1) = f (3~ (-1)),

ti.,
18 — 2 = (3c¢* — 3)4,

. __ﬁ . _\ﬁ
1 — 37 2 — 3

Acimredzami, ka tikai ¢y apmierina uzdevuma noteikumus, jo

no kurienes

¢y € (—1;3). levietojot So vertibu liknes vienadojuma, atradisim,

ka y = —§\/§ Tatad uzdevuma noteikumus apmierinas punkts

6.4. piemers. Parbaudit, vai funkcijas
flx)=2"+4r un ¢@)=2"—2-2

apmierina KoSi teorémas nosacijumus intervala [1; 3] un atrast atbil-
stoso ¢ vertibu.
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Funkcijas f un ¢ ir nepartrauktas visiem x, tatad art dotaja intervala.
fl(r)=22+4 un ¢ (z)=322—1

eksiste visiem x € (1;3), tatad funkcijas f un ¢ ir diferencejamas in-
tervala (1; 3), pie tam ¢'(z) # 0 dotaja intervala. Tatad sim funkcijam
var pielietot Kos1 teoremu:

t.i.,
21-5  2c+4

22— (=2) 32—1’

3—v93 3+ v93
C1:—6 3 C2:—6 :

no kurienes

6.5. piemers. Izmantojot Lopitala kartulu, atrast robezas:

L 32t 4+2r -1

1. lim :

g——1 —x2 +x+ 2

1

2. lim ——

z—0 ctg x

n

3. lim (n - naturals skaitlis);

z—+oo In

4. lirr(l)(x ctg 3x);

6 |
5. 1i - -
xirfls(9—x2 x+3>’

1

6. lim x1-—=;
r—1
7. lim (tg x)®s*.
x—T
2
: 3z24+2x—1 _ (0 _ 713 6z+2 __ 4.
L. xlfﬁl —r2tr+2 (0) o JEEH 2zl 37
2.
. Inx 00 . % . sin® z 0
m =(— ) =lim — = — lim =|=)=
z—0 ctg x 00 1—0 —— —0 T 0
sin- xr
. 2sinz-cosx .
= — lim = — lim sin 22 = 0.
z—0 1 x—0
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. n . pen—1 .
3. lim lx— = (@) = lim 25— = lim n-z2" = +o0.
x——+oo BT 00 r—+00 T T——+00

No §t piemeéra var secinat, ka pakapes funkcija " (pie n - naturala)
aug straujak neka logaritmiska funkcija In x.

—(9) = lim —— = L.

4. liné(x -ctg3x) = (0-00) = hm

0tg3x 0 z—0 cosZ3m 3
9.
, 6 1 . 6—(3—2)
xlim?) (9—x2 _x+3> _(OO_OO)_:}H??,W_
. x+3 0 ) 1 1
= lim —=(-)=llm — = —.
r—-39 — 12 0 r—-3 —2x 6
6. lim 277
rz—1

1. panemiens.

. _1 . 1 lim inz
lim 277 = lim ™% 7= = el 177 = <
rz—1 r—1

2. panemiens.

: 3 . o i o
Lai atrastu So robezu, apzimeé y = x7= un logaritme: Iny = %
1
limlny = h nz — (9) = ljm = = —1.
Jminy = i (%) eS|
Tatad, limy =e L.
r—1
7. lim (tgx)"”.
T—3
1. panéemaiens.
lim g
: cosT __ 1 cosxIntgx __ _ _x—7T Cosz
lim (tg )" = lim e =(0-00)=¢e""2
1 1
oy lm EET iy e
_ (_) _ ez_,g 7cos2w(7smw) _ eaj_,f sin“ x _ 60 _ 1
00
2. panemiens.
Jay = (tgx) ", tad
Intg x 00
lim Iny = lim (coszIntgz) = hm T = (—) =
r—7Z r—% — ©.@)
2 2 -3 cosw
1
. tgx cos? x . cosr
_xh_ﬂ —sinz _xh_% 02 =0
5 — oty rsin® x
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Tatad limy = e = 1.

s
.’I,'—>2

Auditorija risinamie uzdevumi

1. Noteikt, vai funkcija f(z) = 3 + 2z — 2? intervala [0;4] apmierina
Ferma teorémas nosacijumus. Atrast c.

2. Noteikt, vai funkcija f(z) = Va2 + 9z + 14 intervala [—7; —2] apmie-
rina Rolla teoremas nosacijumus. Atrast c.

3. Funkcijai f(x) = 2% + V2?2 intervala [—1;1] galapunktos ir vienadas
vertibas: f(—1) = f(1) = 2. Noteikt, vai Sai funkcijai intervala [—1; 1]
ir speka Rolla teorema.

4. Noteikt, vai funkcija f(z) = Inx intervala [1;e] apmierina Lagranza
teoremu. Atrast c.

5. Paradit, ka funkcijai f(z) = % intervala [—2; 2] nevar pielietot Lagran-
za teoremu. Sniegt geometrisku attelojumu.

6. Noteikt, vai funkcijas f(x) = V& +9, p(x) = /2 intervala [0; 16]
apmierina Kos1 teoremu. Ja var, atrast c.

7. Izmantojot Lopitala kartulu, atrast robezas:

R e i e
c) lim g% d) lim(1 — cosz)ctgx;
rz—1-0 ln(l — x)’ 7—0 )
€) lim (tgx — cos™ ! l’) ; f) lir%(cos x)_Ctgzw;
i tgx
) lim 1 : h) lim 5T
g r—0 \ X ’ x—0 '

Majas darba uzdevumi

1. Noteikt, vai funkcija f(x) = 23 —2* —z+1 intervala [—1; 1] apmierina
Rolla teoremu. Ja var, atrast c.
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2. Noteikt, vai funkcijas

(a) f(x) =/ intervala [1;4],
(b) f(z) =1~ Va! intervala [~2;2]

apmierina Lagranza teoremu. Ja var, atrast c.

3. Noteikt, vai funkcijas f(z) = sinz, ¢(z) = cosz intervala [O; E} ap-
mierina Kos1 teoremu. Ja var, atrast c.

4. Izmantojot Lopitala kartulu, atrast robezas:

_ 2x2 —Tx — 4 . m—2arctgx
a) lim : b) lim - :
r—-05 —2x2 4+ bxr + 3 T—+00 ex — 1
In(1
c) lim M; d) lim z- ex:
T—+00 X r—0F
) iy (- £) lim (ctg )
e) lim ——; im (ctgx)me;
e—0\e? —1 ax)’ a8 ’
g) lim (1+ ex)% ; h) lim (tgz)®2*.

T—~+00 T—7
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7. Atvasinajuma pielietojumi funkciju peti-
sana

Izmantojot atvasinajumu, var izveidot visparigu metodi funkciju 1pasibu
un grafika vispusigai izpetei. Sis metodes pamata ir sakaribas starp fun-
kcijas atvasinajuma un tas grafika 1pasibam.

7.1. Funkcijas monotonitates intervali

7.1. definicija. Funkciju sauc par augosu (dilstoSu) intervala, ja pie-
augot argumenta vertibam, funkcijas vertibas pieaug (samazinas).
Augosas vai dilstosas funkcijas sauc par stingri monotonam funkcijam.

Ja funkcija nav monotona, tad tas definicijas apgabalu var sadalit mo-
notonitates intervalos (starp tiem var but arl pastaviguma intervali).

Funkcijas y = f(z) monotonitati raksturo tas pirmas kartas atvasinaju-
ma f'(x) zime, t.i., ja kada intervala f'(z) > 0 (f/(z) < 0), tad funkcija ir
augosa (dilstosa) saja intervala. (Atseviskos intervala punktos atvasina-
jums var but 0).

Funkcijas y = f(x) monotonitates intervalu atrasanas kartula.
1. Atrod funkcijas atvasinajumu f'(z).

2. Atrod intervalus, kuros atvasinajums saglaba zimi. Ja kada intervala
f'(x) > 0, tad tas ir funkcijas augsanas intervals, ja f'(z) < 0, tad -
dilsanas intervals.

7.1. piemeérs. Atrast funkcijas f(x) = 2% — %3 — 222 + x monotonitates

intervalus.
D(f) =R,

fllx) =42 —2* —do+1=4o(2* - 1) - (- 1) = (2 - 14— 1) =
=(x+1)(z—1)4z —1).

' >

~ 1

— + — + =z
el

ST

7.1. zim.
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Tatad dota funkcija ir augoSa visiem x € (—1; %1) U(1; +00) un dilstosa,

jax € (—oo0; —1) U (3;1).

7.2. piemers. Atrast funkcijas f(z) = ﬁ monotonitates intervalus.

D(f) =R\ {5};
f'(2) = — 25
T —
7.2. zZim.

Funkcija ir augosa visiem z € (—o0;5), dilstosa, ja x € (5; +00).

Auditorija risinamie uzdevumi

1. Pieradit, ka funkcija f(z) = 2% — %

z € (—00; 0)U(0; +00), bet funkcija f(z) = B4 L322 9 iy dilstosa
visiem x € R.

ir augosa visiem

2. Noteikt monotonitates intervalus funkcijam:

1
a) f(z)= 152 b) f(z) = arctgz — ;
2 2, ja x <0,
) @) =" -t d) fw)={ 0 ja0<z<l,
10 (x —1)% ja z>1;

e) f(z) =42 -3V f) f(z)=2% —5-2"4+22In2.

Majas darba uzdevumi

1. Pieradit, ka funkcija f(z) = —x + cosz ir dilstosa, bet funkcija

f(x) = shx ir augosa visiem = € R.

2. Noteikt monotonitates intervalus funkcijam:

Q) fla) =o' +85+5  b) fla) = (x_15)2;
¢) flz)=Va(z-3); d) f(z)=In(l+2%) - x;
e) f(x)=x-e f) f(x) =sin2z — z.
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7.2. Funkcijas ekstremi

7.2. definicija. Punktu z( sauc par funkcijas y = f(r) maksismuma
(minimuma) punktu, ja eksisté punkta x = z; tada apkartne, ka
visiem x (x # x() no §1s apkartnes ir speka nevienadiba f(x) < f(xo)

(f(x) > f(l“o))-

7.3. definicija. Funkcijas maksimuma un minimuma punktus sauc par
tas ekstrema punktiem, bet funkcijas vertibu maksimuma (mini-
muma) punkta - par funkcijas maksimumu (minimumu).

Punktu xy sauc par stacionaro punktu, ja f'(zg) = 0. Stacionarie
punkti un punkti, kuros funkcijas atvasinajums neeksiste, veido kritiskos
punktus.

Lai punkta zg € D(f) funkcijai butu ekstrems, nepiecieSami, lai
punkts zy butu kritiskais punkts.

Lai kritiskais punkts xy butu funkcijas f ekstrema punkts, ir pietiekami,
lai tas atvasinajums [, argumentam izejot caur xy, mainitu zimi. Pie tam,
ja atvasinajums pa kreisi no zy ir pozitivs, pa labi - negativs, tad x( ir
funkcijas maksimuma punkts, bet ja f’ pa kreisi no z( ir negativs, pa labi -
pozitivs, tad z( ir funkcijas minimuma punkts.

Funkcijas ekstrema noteikSanas 1. kartula.
1. Atrod funkcijas kritiskos punktus.

2. Sadala funkcijas definicijas apgabalu ar kritisko punktu palidzibu in-
tervalos un nosaka f’(x) zimi katra no Siem intervaliem.

3. No visiem kritiskajiem punktiem izvelas tos, kuros funkcija ir defineta
un f/, “izejot” caur Siem punktiem, maina zimi. Pie tam, ekstréma
punkts = = z ir maksimuma punkts, ja pa kreisi no zy f'(x) > 0, bet
pa labi no zy f'(z) < 0, un minimuma punkts - pretéja gadijuma.

4. Atrod funkcijas ekstremus, aprekinot funkcijas vertibas ekstrema pun-
ktos.

Dazreiz funkcijas ekstremus atrast ir izdevigak, izmantojot f otras
kartas atvasinajumu: ja f”(xg) eksisté un nav nulle, tad stacionarais punkts
xo ir funkcijas ekstrema punkts; konkreti - tas ir minimuma punkts, ja
f"(x0) > 0, un maksimuma punkts, ja f”(zq) < 0.
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Funkcijas ekstrema noteikSanas 2. kartula.
1. Atrod funkcijas stacionaros punktus.

2. Atrod f”(z) un nosaka ta skaitlisko vertibu katra stacionaraja punkta
xo. Ja f"(xg) < 0, tad z( ir maksimuma punkts, ja f”(xy) > 0, tad -
minimuma punkts.

3. Aprekina funkcijas vertibas ekstrema punktos.

7.3. piemers. Atrast funkcijas f(x) = 62" — 82° — 322 + 62 ekstremus.
D(f) = R;

fl(z) =242 — 242* — 62 +6 = 6(22 + 1)(22 — 1)(z — 1).

— — x
f(x) | i | —t
~ 7~ ~ 1 7~

1 1
2 2

min o) = £ (~3) =~
min f(x) = f(1) = 1

mmﬂ@:f<;»:§.

7.4. piemers. Atrast funkcijas f(z) = 2*V/z + 4 ekstrémus.
D(f) =R;

x
=22V +4+ 6r +24+z) =
fe) = 2ove $3¢E?Z_ 33@+®J )
_ x(Tw +24)
33/(rv +4)2
+ + — + x
f(z) | | | >
P % ~ 0o -
7.4. zim.
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24 076 ,/4
—f(-=) =228~ 08,
max f(x) f( 7) 49\/; O
min f(x) = f(0) = 0.
r = —4 nav ekstréema punkts, jo izejot caur o punktu, f'(z) zimi

nemaina (f'(z) > 0).

7.5. piemers. Atrast funkcijas f(z) = cos? z —sin x ekstrémus intervala
[—m; 7.

1
f/(aj') = —2COoSxSINT —COST = —2COST (Siﬂﬂf + 5) :
1
—2cosx (sinx + 5) = 0;

cosx = (; sinx = ——;
T T 57 s
r=——; T == T=——; T=-——.

2 2
Tatad ir cetri stacionarie punkti.

Izmantojot ekstremu noteikSanas otro kartulu, parbauda, vai Sie sta-
cionarie punkti ir ar1 funkcijas ekstrema punkti.

f"(z) = (—sin2z — cosx) = —2cos 2z + sin z;
o 1 1
i
LI I S
f( 6> 5 =
i _z _ . . .
f 5) = 2(—1) — 1> 0;
w{ T 1 1
A N )
" (=5) 2 2"
f(g):—m—u+1>o

Tatad,



Auditorija risinamie uzdevumi

1. Atrast ekstremus funkcijam, izmantojot [L] kartulu:

(a) f(x) =2 — 62 +8;

(b) f(x) = %wg—-xﬂ

(¢) flz) =a"-e™;

(d) flx) =/ (z = 1)%
)

(e) f(z) = 2% —1In(1 + 22).

2. Atrast ekstremus funkcijam, izmantojot 2] kartulu:

(a) f(z) =zlnz;
(b) f(x) = § — axctg s
(¢) fl(x)=xlnx — x.
3. Atrast ekstremus funkcijam, konstruet funkciju grafikus:

) o+, ja x <1,
(2) f(x)_{:cQ—l—l, ja x> 1.

22 +1, ja z<0,
(Mf@%_{—ﬁ+2jax20

Majas darba uzdevumi

1. Atrast ekstremus funkcijam, izmantojot [L] kartulu:

f(x) =10+ 15z + 62° — 2°
(2) = 2 — 6v/a2;

f

f@) = =
f(x) = (2° = 8)e”;
f(z) =In(1—2z)+ =

(a)
(b)
()
(d)
(e)

2. Atrast ekstremus funkcijam, izmantojot 2] kartulu:
(a) f(z) = a3 —32% — 242 + T;
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(b) flz) = 1n:1:+2.

x
3. Atrast ekstremus funkcijam, konstruet funkciju grafikus:

22+ 1, ja 2 <0,

1 .
m, Ja $>0

o) o) ={ 5 B r7D

@ £(o) = {

7.3. Funkcijas vislielaka un vismazaka vertiba

Pienemsim, ka y = f(x) ir slegta intervala [a; b] nepartraukta funkcija.
Ta sasniedz Sint intervala savu vislielako un vismazako vertibu vai nu kri-
tiskajos punktos, vai intervala galapunktos.

Funkcijas vislielakas un vismazakas vertibas noteikSanas kartula.

1. Atrod funkcijas visus kritiskos punktus, kas atrodas intervala (a;b).
2. Aprekina funkcijas vertibas atrastajos kritiskajos punktos.

3. Aprekina funkcijas vertibas intervala galapunktos.

4. No atrastajam vertibam izvelas vislielako un vismazako.

Ja funkcija ir nepartraukta valgeja intervala, tad vismazako vai vislielako
vertibu ta var Saja intervala nesasniegt. Ja Sadai funkcijai ir vienigais
ekstrema punkts, tad Saja punkta funkcija sasniedz vismazako vertibu, ja
tas ir minimuma punkts, un vislielako vertibu, ja tas ir maksimuma punkts.

7.6. piemers. Atrast funkcijas f(z) = 223 — 32? — 122 + 10 vislielako
un vismazako vertibu intervala [—3; 3].

Dota funkcija ir nepartraukta visiem x € [—3; 3.
fl(z) = 62% — 62 — 12 = 6(2* — x — 2).
Kritiskie punkti x = —1, x = 2 atrodas dotaja intervala.

f(=1) =175 f(2) = =10; f(=3) = =35; f(3) =1
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Tatad,

[r_n?)lg)l] f(z) = f(-3)

%ng;gjf(x) = f(=1)=17.

7.7. piemers. Atrast funkcijas () L

= vismazako un vislielako
vertibu intervala (0; ).
Cos T
Spl(x) = T 92
sin” x
Nosaka kritiskos punktus.
cosx = 0; sinx = 0;
x:g+7rk(keZ), v =7k (k € Z).
Dotaja intervala atrodas punkts x = 3; ¢ (%) =1.

Ta ka dotais intervals ir valejs, tad var noteikt, ka izmainas funkcija,
argumentam tiecoties uz 0 no labas puses un uz 7 no kreisas puses:

_ 1
lim — +00;
z—0+ sin x
, 1
lim — = +00.
z—71— SIN T

a 1 =1 1] ledz savu vi zako vertibu.
Tatad pie x gfunkmasasmed savu vismazako vertibu

T
i —p(2) =1
I(ﬁg)w(w) © (2>

7.8. piemers. Noteikt, kadiem jabiit konservu karbas izmeriem, lai pie
dota virsmas laukuma S tai butu vislielakais tilpums.
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— ~
T
X
7.5. zim.

Tilpums V = ma?y.
Pilnas virsmas laukums S = 2722 + 272y, kas ir konstants.
No laukuma formulas var izteikt y:

B S — 27z?

4 2Tx

Tad
rz?(S — 2mx?)

2mx

1
V= = 5:13(5 — 2ma?)

ir argumenta x funkcija.
D(V) = (0; +00).

Ta ka Soreiz ir jaatrod funkcijas vislielaka vertiba valeja intervala, tad
pietiek atrast §1s funkcijas maksimumu.

1
V' =28 — 3na?;
2
Lo 3m? =0
=S —3max” =
2 )
S
=44/ —.
’ 6
Nemot vera funkcijas definicijas apgabalu, kritiskais punkts ir
_ /s
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S 1 /S S S /S
maxV(:z:)-V( —>—— —(S—QW—)—§ 6—7T—(1(;?+a£)‘/(x).

tad
S — 2#6% 2S5

y = —— = .
2T\ /G- 3T
Acimredzami, ka 2x = y, tatad karbas diametram jabiit vienadam ar

25
3m”

tas augstumu, t.i.,

Auditorija risinamie uzdevumi

1. Atrast vismazako un vislielako vertibu katrai no dotajam funkcijam
noraditaja intervala:

a) f(z) =z + vz, x € [0;4].
b) fla) = V4 -a?, v e [-1;2]
¢) f(z) =Inx, x € (0;1].
d) f(z) = /z(10 — x), x € D(f).
e) f(x) =z + cos’z, x € [0;5} .
f) f(z) = 22* — Inx, x € [1;€l.

2. Doto pozitivo skaitli m sadalit divos saskaitamajos ta, lai to reizina-
jums butu vislielakais.

3. Skaitli 180 sadalit trijos saskaitamajos ta, lai divu saskaitamo attieciba
butu 1 : 2, bet triju saskaitamo reizinajums biitu vislielakais.
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4. Jaizgatavo kastite (bez vacina) ar taisnstura pamatu un doto tilpumu
V. Pamata taisnstiira malu attieciba ir k. Kadiem jabut kastites
izmeriem, lai kastites virsma biutu vismazaka?

Majas darba uzdevumi

1. Atrast vismazako un vislielako vertibu katrai no dotajam funkcijam
noraditaja intervala.

b) flz) = 277, e (04

c) f(x) = cos 2z + 2z, T € _—g; g}
d) f(z) = arcsin z, r e (—1;1].
e) f(z) = 2cosx — sin? x, x € [0;27).

2. Skaitli 16 sadalit divos saskaitamajos ta, lai to kvadratu summa biitu
vismazaka.

3. Rinkt ar radiusu R ievilkt vienadsanu trijsturi ar vislielako laukumu.

7.4. Funkcijas grafika ieliekums un izliekums, parlie-
kuma punkti

Diferencejamas funkcijas grafiku intervala (a;b) sauc par ieliektu (iz-
liektu), ja tas atrodas virs (zem) pieskares, kas novilkta grafika jebkura
punkta.

Ja funkcijai intervala (a;b) eksiste f”(x) > 0, tad funkcijas grafiks saja
intervala ir ieliekts, ja f”(x) < 0 visiem = € (a;b) - izliekts.

Funkcijas grafika punktu My(zo; yo) sauc par tas grafika parliekuma pun-
ktu, ja punkta x( funkcija ir nepartraukta un tas atdala grafika izliekto dalu
no ieliektas dalas vai otradi.
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Lai pie x = x( nepartrauktas funkcijas grafikam buitu parliekuma punkts,
ir nepiecieSami, lai f”(xq) = 0 vai neeksiste un pietiekami, lai “izejot” caur
katru no siem punktiem, f”(z) mainitu zimi.

Funkcijas grafika parliekuma punktu noteikSanas kartula.
1. Atrod funkcijas otras kartas atvasinajumu f”(x).

2. Atrod tos punktus, kuros otras kartas atvasinajums ir nulle un tos
funkcijas nepartrauktibas punktus, kuros funkcija nav divreiz diferen-
cejama.

3. Izpeta f”(x) zimi atrasto punktu apkartnés. Ja argumentam “iz-
ejot” caur kadu no Siem punktiem xy f”(x) zime mainas, tad punkts
My (zo; f()) ir funkeijas grafika parliekuma punkts. Ja f”(z) > 0,
tad grafiks ir ieliekts, ja f”(x) < 0 - izliekts.

7.9. piemers. Atrast funkcijas f(z) = 2*—102%+362%— 312 — 37 grafika
izliekuma un ieliekuma intervalus un parlieckuma punktus.

)
f'(z) = 42® — 302 + 72z — 31;
f"(z) = 122 — 60z + 72 = 12(x — 2)(z — 3).

I + — -+ x
I (x) | | >
—/ 2 N\ 3 -/
7.7. zim.

Tatad, funkcijas grafiks ir ieliekts visiem z € (—o00;2) U (3;+00),
izliekts - x € (2;3).

Pie x = 2 un ¢ = 3 funkcijas grafikam ir parliekuma punkti, t.i.,
parliekuma punkti ir (2; —19) un (3;5).

7.10. piemers. Atrast funkcijas f(x) = (2% + 72)¥/x — 52 — 8 grafika
izliekuma un ieliekuma intervalus un parliekuma punktus.

D(f) =R,

7 28 1
f’(x)=§x§+§x3—5;

28 1 28 2 28x+1
17 e -
f(x) = 9x3+—9x =3 i
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f"(x) ir nulle, ja = —1 un neeksiste, ja x = 0.

" T + +
() = =
N\ —1 _/ 0 /

X

7.8. zim.
Tatad, funkcijas grafiks ir izliekts, ja z € (—
z € (—1;400).
Pie x = —1 ir parlieckuma punkts, t.i., punkts (—1;3).

oo; —1) un ieliekts, ja

Auditorija risinamie uzdevumi

1. Paieradit, ka dota likne ir ieliekta visiem z € R.

1’2

(a) y = 5~ sin z;
(b) y = a* — 823 + 242,
(c) y=(z+2) +e*.
2. Atrast doto funkciju grafiku izliekuma un ielieckuma intervalus un
parliekuma punktus:

f(x) = —2* — 223 + 122% + 152 — 6;

)

1
() Ja) = —;
(c) fz) = (1+a%)e’
(@) flx) =
(e) f(x) = xarctgz;
(f) 22° 4+ Inx.

Majas darba uzdevumi

1. Pieradit, ka dota likne ir izliekta visiem z € R.
(a) y =3z — %
(b) y =1—chux;
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(c) y=2— e,

2. Atrast doto funkciju grafiku izliekuma un ieliekuma intervalus un
parliekuma punktus:

a) f(z) = 32° —10z* — 302% + 122 + 7;

7.5. Funkcijas grafika asimptotas

Taisne ir funkcijas y = f(x) grafika asimptota, ja attalums no punkta
M (x,y), kas atrodas uz grafika, lidz Sai taisnei tiecas uz nulli, kad punkts
M neierobezoti attalinas (7.9] zim.) no koordinatu sakumpunkta.

AY
y = f(z)

_/]W/

V&

) oL
s .

7.9. zim.
Var biit 3 veidu asimptotas: vertikalas, horizontalas un slipas.

Ja vismaz viena no vienpusejam robezam punkta a ir bezgaliga, tad
taisne x = a ir funkcijas f grafika vertikala asimptota.

Ja eksiste galigas robezas zgrfoo @ = k; un xggloo(f(x) — kiz) = by,
tad taisne y = kyx + by ir funkcijas f grafika slipa asimptota (no labas
puses).
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Analogi - ja eksiste lim @ = kyun lim (f(z) — ko) = by, tad

T—+—00 T——00
taisne y = kox + by ir funkcijas f grafika slipa asimptota (no kreisas

puses).

Daudzam funkcijam ky = ky = k un by = by = b, tad taisne y = kx + b
ir grafika slipa asimptota gan, kad z — +o00, gan, kad v — —o0.

Ja k = 0, tad taisne y = b ir funkcijas grafika horizontala asimptota,
kad x — +o0 vai r = —o0.

— —5z+3

~5 grafika asimptotas.

7.11. piemers. Atrast funkcijas f(x)

D(f) =R\ {-2}.
Ta ka
: —bxr + 3 . —br+3
lim — =—-00, lim — = 400,
r——2— T + 2 -2+ T+ 2
tad taisne x = —2 ir dotas funkcijas grafika vertikala asimptota.

Atradisim slipas asimptotas.

k= tim 2%~ i M:<@): lim —— — 0.
r—+oo g r—=+o00 [,U(gj + 2) o0 r—=+oc0 20 + 2
_ . —Or+3 00 . =D
b= lim (f(e) ~ke) = lim o= () =l =5
Tatad dotas funkcijas grafikam ir horizontala asimptota y = —5.
((C.I0] zim.)
i AY
|
|
|
|
: 1 X
—-21 0 i

|
|
|
|
|
|

____________ Lo
| —5
|
|
|
|
|
|
7.10. zim.
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7.12. piemers. Atrast funkcijas f(x) = LJF;”" grafika asimptotas.

D(f) =R\ {3};
x—3— 1 —3 o or=3+ o —3 B .

Tatad x = 3 ir dotas funkcijas grafika vertikala asimptota.

2 7 2 7
e tim W) gy TR g, DU AT
r—+oo r—+00 ZC(CE — 3) r—+00 ;CQ — 3z
2
) . —x* 4+ Tx . 4x
b=l (f(e) = ko) = lim (W * f) R
Tatad taisne y = —x + 4 ir slipa asimptota. (Z.1L]zm.)
\\ AY :
N i~
N Il
AN 4 %Bl
N |
| N |
N
\\ I
N
N
N
0 N
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
7.11. zim.

7.13. piemers. Atrast funkcijas f(z) = V2 + x2—2z grafika asimptotas.
D(f) =R

Vertikalo asimptotu dotas funkcijas grafikam nav. Atrodot slipas
asimptotas, Soreiz robezas, kad r — 400 un r — —oo, ir dazadas,
tapec funkcijas grafikam var but divas slipas asimptotas.
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Atradisim slipo asimptotu no labas puses (z — +00):

/2
V24 12— 21 _ F+1_2_ ..

ki = lim = lim ;
T——+00 T——+00 1
= 112’1 (\/2+x2 2:1:—1—:13)2 lirJqu (\/2—|—x2—:1:>:
2
= lim = 0.
r=+00 \/2 + 22 + x
Tatad, ja x — 400, tad slipa asimptota ir y = —x.

Atradisim slipo asimptotu no kreisas puses (kad + — —o0):

V2F 12— 2 t=-

T o jax — —oo,tad t — 400

2
V2 1242t y Vit 142

= lim = lim = —3;
t—+00 —t t—+00 —1
by = lim (\/2+x2—2x+3x>: lim ( 2+:c2+:1:>:
2

= lim

r—— OO‘/Q—‘FI'Q

Tatad, ja x — —o0o, tad dotas funkcijas grafikam ir asimptota

y = —3z. (TI12]zmm.)

o AY
Yy = \

V&

7.12. zim.
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Auditorija risinamie uzdevumi

1. Izmantojot asimptotas definiciju, pieradit, ka taisne y = 2x + 1 ir
funkcijas y = 23”44;# grafika asimptota.

2. Atrast doto funkciju grafiku asimptotas.

() f(z) =25

(b) fla) =

(¢) f(z) =z +Inz;

(d) f(x) = 2x + arctg 5;
() flz) =a%e™™;

(f) f(x) = zvarctga

Majas darba uzdevumi

1. Izmantojot asimptotas definiciju, pieradit, ka taisne y = x + % ir
funkcijas y = 55 + x grafika asimptota.

2. Atrast doto funkciju grafiku asimptotas.

3
(@) F() =
) fa) = 1y
(©) f() = VT2 + 205
(@) f(z) = (1 - 22);
() fla) =2 +——
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7.6.

Funkcijas pilna péetisana

Funkcijas petisanas shema.

1.

7.14. piemers. Izpetit funkciju f(z) =

Atrod funkcijas definicijas apgabalu D(f), nosaka partraukuma pun-
ktus un to veidu, norada funkcijas nepartrauktibas intervalus.

Noskaidro, vai f ir para vai nepara funkcija, vai ta ir periodiska fun-
kcija.

Atrod funkcijas grafika krustpunktus ar koordinatu asim.
Nosaka funkcijas monotonitates intervalus un ekstremus.

Nosaka funkcijas grafika izliekuma un ieliekuma intervalus, ka ar1 gra-
fika parliekuma punktus.

. Atrod funkcijas grafika asimptotas.

Koordinatu plakne atzime visus funkciju raksturojosos punktus (f
grafika krustpunktus ar koordinatu asim, ekstrema punktus, parlieku-
ma punktus), novelk grafika asimptotas un konstrué funkcijas grafiku.

5132

ozl

1. D(f) = R\ {—1}. Funkcija ir nepartraukta ka divu nepartrauktu
funkciju dalijjums.

2. Funkcija nav ne para, ne nepara, jo tas definicijas apgabals nav
simetrisks pret koordinatu sakuma punktu; ta nav periodiska.

3. Krustpunkts ar koordinatu astm (0;0).
C2z(z+1)—2®  z(x+2)

4. = .
fz) (z + 1) (z +1)
, + = — o+ x
f (35) P _'2 < e = -0 ~ >
7.13. zim.

Funkcija ir augosa, ja z € (—oo; —2) U (0;+00) un dilstosa, ja
r € (—2;—1)U(—1;0).

max f(z) = f(~2) = 4
min f(z) = f(0) = 0.
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(22 + 2)(z +1)2 — 2(z + 1) (2% + 22)

" . _
fie) = (x 1 1)1
2@+ 22 +1—2—2x) 2
(x+1)3 C(p+1)¥
" — + x
x >
(@) /N -1 /
7.14. zim.
Funkcijas grafiks ir izliekts, ja x € (—o0; —1) un ieliekts, ja
z € (—1;400).
Funkcijas grafikam parliekuma punktu nav.
6. Taisne x = —1 ir funkcijas grafika vertikala asimptota, jo
x? 7
lim = —ocoun lim = +o00.
z——-1- 4+ 1 r——1+x + 1
2 2
k= lim — = lim —— = 1;
r—t00 x(m + 1) z—too 12 4+ 1
2 2 _ .2 _ _
b= lim L r | = lim ror e lim L —1.
r—Foo \ & + 1 T—+00 T + 1 r—Eoo I + 1

Tatad, taisne y = z — 1 ir funkcijas grafika slipa asimptota.
7. Konstrue grafiku. (7.I5]zim.)
— AY
|
|

|
S

///y:x—l

AN
N
£S

0,1

//
¥

|
|
|
|
|
|
|
' G
|
|
;
t
|
|
|
|

7.15. zim.
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7.15. piemers. Izpetit funkciju f(z) = sinz + Shlm un konstruet tas

grafiku.

1. D(f) =R\ {nk, k € Z}, funkcija ir nepartraukta.

1 1
2. f(—x) = —sine — — = — (sina:Jr , ) = —f(x), tatad
sin x sin
funkcija ir nepara.
1
— §i 2 S 2
fl@) =sin(a +2m) + o = f(o 4 2),

tatad funkcija ir periodiska ar periodu T' = 27.
Nemot vera funkcijas periodiskumu un to, ka funkcija ir nepara,
funkciju pietickami izpetit intervala (0; ).

3. Funkcijas grafikam krustpunktu ar koordinatu asim nav, jo z # 0

un y # 0.
1 3
4. f'(x) = cosx — (:'0523: :cosx<1— — > :—698233,
sin® x sin® x sin® x
f'(x) ir definets visiem = € (0;7); f'(z) =0, ja v = 7.
— + x
f'(x) i >
0 ~ g - ™
7.16. zim.

Funkcija ir dilstosa, ja x € (0; %) un augosa, ja r € (g, 7r).

min f(z) = f (%) = 2.

() = 3cos? z(—sinx) sin®z — cos® 22sinz cosz
x) = — — =
sin® x
 cos?z(3sin’*z + 2 cos? x)

sin®

+ +
0 o/ I \ T

A\ &S

f(x)

7.17. zim.
Tatad funkcijas grafiks visiem = € (0; ) ir ieliekts.
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. ( 1)
lim {sinx + — = 400,

a—0+ sin x
. ( 1 )
lim (sinz + — = 400.
T—T— sin x
Tatad taisnes * = 0 un x = = ir funkcijas grafika vertikalas
asimptotas. Slipo vai horizontalo asimptotu nav, jo lim sinx

r—+00
neeksiste.

7. Izmantojot ieprieks iegiitos rezultatus, konstrue grafiku funkci-
jai intervala (0;m). Peéc tam izmanto nepara funkcijas grafika
simetriju attieciba pret koordinatu sakuma punktu un konstrue
grafiku funkcijai intervala (7;0). Ta ka funkcija ir periodiska, tad
var konstruet dotas funkcijas grafiku definicijas apgabala.

' Ya I |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
: | '
|
| 21--= . |
| | | |
| | | |
| | | |
| T | | |
: ) I I I x
— T i3 7 3m -
| : 0 2 | 5 2
| |
' [ I |
: [ I I
|
A2 | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
7.18. zim.

Auditorija risinamie uzdevumi

Izpetit funkcijas

L) =

Ir~ —x

X
2. = ;
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flz) = Va?
5. f(z) =2*Inz.

Majas darba uzdevumi

Izpetit funkcijas
1. f(x) =xlnz;

ZL’4

2. f(&) = 35—

3. f(x) =3 (“%4 —x2>;

4. f(x) = 2*(1 — Inx);
5. f(x) = (x — 1)el=.
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8. Parametriski definetas funkcijas un to at-
vasinasana

Ja funkcijas y atkariba no argumenta x ir dota ar parametra t palidzibu

{ L= gp(t),
y = (1),
(t € J) un funkcijas x = ¢(t) un y = 9(¢) ir divreiz diferencéjamas intervala
J, tad
/ dy
;oY) a dx
jeb — — # 0.
Y00 d:z: Ta g 7
d (&
Py _d (dy\ _ (%)
da?  dx \dz de

8.1. piemers. Atrast dy un d 74 funkcijai

_ 42
{x_t 1’teR.

y=1t+5,
dy 3t> 325‘
de 2t 27
3 /
ey _d (3)_ (Y _ 3
dz?  dx \2 2t 4t
8.2. piemeérs. Atrast 2 - un d =5 funkcual
x = arcsin 2t, f_ L
y =t a
b _d_ %, s
de  dz 2 TR
dt  1-42
dy 1 1 V3
— =—/1—-4 —=—
drli=t 4 16 8
By (tV1-4r), VI-4P- e
dx2 2 - 2 o
Vi-4e? V142
d*y 1
dfC2 =1 N 2

95



Auditorija risinamie uzdevumi

Atrast noraditos atvasinajumus dotajam parametriski definetam funkci-
jam

—t .
r =€ 'sint, - dy
L. { y — ¢t cost, t e [, Z]. Atrast 2.

_ 2
2. { v =In(l+), Atrast <@> :
y = arctgt. =1

x = a(sint — tcost) d
. o5 3], Atrast (42)
s { y = a(cost + tsint), te [O’ 2} trast | g,

r=Int d &
T e () (42)
{ y = t> ) &)

Majas darba uzdevumi

==

Atrast noraditos atvasinajumus dotajam parametriski definetam funkci-

jam
T = Hsint, ' d
1. { J = B cost, te [—%,%] Atrast (ﬁ)tzg'
2.4 "7 ”53’ Atrast <@> (ﬂ) :
Yy = fjﬁtS dx t:O7 dz t=1
Tr = 7 d?y
3. { ) — 3¢ Atrast (W)gpzo'
T = 3cost, . A dy %y
4. J = 3sint, € [0;7]. Atrast 92, 4.
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Pielikums

I Izmantojot atvasinajuma definiciju, atrast funkcijas atvasinajumu

1. f(z) = +/x + x punkta zy = 1.
2. f(z) =1+ 2z — 1 punkta zy = 2.
3. f(x) = In3z punkta xy = e.
4. f(r) = ctgx punkta zp =T
5. f(x) = sin 3z punkta xy = 7.
6. f(z) = tg2x punkta xg = .
7. f(z) = — T + 3 punkta zy = 4.
f(x) = cos § punkta z¢ = 7.
9. f(z) = \/_ punkta zq # 0.
10. f(z) = 2* punkta x.
11. f(x) = 22 — 2% punkta .
12. f(z) = % + /= punkta zy > 0.
13. f(z) = ctg 2w punkta zo # Fk.
14. f(x) = In4x punkta zy > 0.
15. f(x) = €** punkta .
16. f(z) = /x + 1 punkta z, > 0.
17. f(z) = e>.
18. f(z) =log, x.
19. f(z) = Va2 - 3.
20. f(x) =
21. f(z) = V.
22. f(x) = cos 3.
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23.
24.
25.

f(z) =% —3z+2
f(z) = tg2x.
f(x) = sin5z.

IT Noteikt funkciju atvasinajumus

1.

a) f(z) = Ve — 1 — arctg 2z + 3.
b) f(z) = (sin® z)"*.

c) 2z — 5y® + 10 = 0.

a) f(z) = arcsiny/1 — €2 — L.

b) f(z) = (arctg Va2 — 1+ 1)233
c)ziJrg—Z:l,jaxZOunyzO.
a) f(z) =1In"(z" 4+ 22 + 3) — 3arctg(z + 1) — 1
b) f(z) = (arctg(e” — e*x))cosx

c) x® 4y = a’.

a) f(x) = arcctg 3z + In ﬁ + 2z.
b) f(z) = (sin®x + sin 23:)1+7.

¢) 2’ 4+ 2*y + y* = 0.

a) f(z) =In-L; — 1(1 + 32?)

b) f(z) (?_L_:;)(H\/E)

) VE + I = Va

a) f(z) = x(m3+1 —Inva22 + 1+ 3.
b) f(z) = (In(1 4 22))"**".

c) Va2 + /y? = Va?

a) f(z) = /1 — x — arcsin 2%,

b) f(z) = (Intg £)™"".

c) yt =
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) f(z) =In 1”2 + 2sinz cos x.
b) f( ) ( )lnsmx.

C) y—0,3siny = x.

a) f( ) = —arctgx — ilnm
b) f(x) (hl tg)arccosxz.

c) acos®(z +y) = b.

a) f(x) = \/lni + ctg 6.

b) f(z) = (ar;%)l

c)tgy = xy

a) f(z) =sin(z® — 52+ 1) — In 2.
b) f(z) = (sin 2x)v?.

c) ry = arctg L.

a) f(r) = —% Cos(5x3) _ }ltg%.
b) f(z) = (1+2)°

C) al“Ctg(x + y3) —

a) f(x) = arctg \/x + e* cos 2z
b) f(x) = (cos 3z)51®

C) ey =ux+ Y

b) f(z) = (Ina)V>

C) hl:L‘ + 6% = q.

a) f(g;) _ (4z )C(;Sx—\g/ﬁ.

b) (.’E) (al"Ctg gj)

C) Iny + § = a.

a) f(z) =lg2nz — 5o

b) f(z) = /x.

C) al"Ctg 4 = %ln(x2 + y2).
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

a) f(x) = sin® 5z + 8(1f22)4

b) f(x) = 2"

c) /1?2 +y? = arctg £.

a) f(z) = InV1+ 22+ 2arctg 2.
b) f(z) = a5n2,

c) z¥ = y".

a) f(z) = (x — 3) arcsin /7 + 1g(1 — 2?)
b) f(z) = z*.

c) 23 + Tyxr — 2y =

a) f(z) = 3sinz cos® x — Ve2?.
b) f(x) ="

c) 3z% + 3y*r — 3a(y + zy) = 0.
a)

f(x) = 298 + arccos(2a% — 6z — 1).
flx) = (22 +1)%.

a) f(z) = 15e " (3sin3z — cosx) + 9.
b) f(z) = (cosx)z.
c) (x+1)2y + 1) = 5y?
a) f(z) = —v2arcctg L — \%
b) J(@) = (o + 1)
c) i+ yy=0
a) f
f

(x) = sin(Inx) 4 3ves?,
(z) = (1+ 1)
c) 5xy—§+x—1:0.

sin“z’

flz) = 3Intg§ —2-5
f(
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III Noteikt, kadam parametra ¢ vertibam dotie vienadojumi parametriska
veida uzdod funkciju un atrast sis funkcijas pirmas un otras kartas atvasi-
najumus un izskaitlot to vertibas punkta %

SRS TS P
5 {i:frfsmt to_g 4 {y—ant fo=1
5{;—32;1’ =gy o {pZ T =
P O PSR
9. {;:fgﬁ;gf =2 10, {;:i”ﬁt to = 0.
1. {x 2t =1, to=2. 12. {:EHL1 ) ty = —3.
y =1, y= ()"
R R T
R I SR S R
17. {“;: ;Orff to—%. 18. {;:;f to =1
19. {;Uigsﬁstt to—%- 20. {";:\\g ty=4
21. {x_l_lnt to=1. 22. {x_}%’ to = 3.
y = 3¢’ Y=1ip
R e Uk Db W
s {omt

IV Sastadit pieskares un normales vienadojumu funkcijas grafikam nora-
ditaja punkta

1. f(z) = tg 2z koordinatu sakumpunkta.

2. f(x) = arcsin 5% krustpunkta ar Ox asi.
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10. f

11. f
12. f

= +v/x — 1 punkta, kura abscisa x = 1.

= 222073 punkta, kura abscisa @ = 4.

= v 4z punkta, kura abscisa x = 1.

= ?Ly punkta, kura abscisa x = 4.

3. f(x) = arccos 3z krustpunkta ar Oy asi.
4. f(z) = Inz krustpunkta ar Oz asi.
5. f(x) = e!l=** punktos, kuros grafiku krusto taisne y = 1.
6. f(x) = 22* + 3z — 1 punkta, kura abscisa x = —2.
7. f(z) = 13‘3% punkta, kura abscisa z = 1.
8. f(x) = y/x punkta, kura abscisa x = 4.
9. f(z) = 23 + 22% — 42 — 3 punkta, kura abscisa z = —2.
(z)
(z)
(z)
(z)

13. f

3r—2z° 23:

14. f(x) = punkta, kura abscisa x = 1.

= M punkta, kura abscisa z = 3.

15. f
16. f

17. f

- 3x+2 punkta, kura abscisa x = 2.

= —7 punkta, kura abscisa z = —2.

=L +2 5 punkta, kura abscisa z = 2.

18. f

20. f

DO —

= % punkta, kura abscisa r = —

= 4a%‘f s punkta, kura abscisa x = 2a.

21. f

22. f x— = krustpunkta ar Ox asi.

23. f(x) = % + 3 punkta, kura abscisa x = 2.

= Va2 — 20 punkta, kura abscisa z = —8.

()
()
()
()
()
19. f(z) = 22% + 3 punkta, kura abscisa z = —1.
()
()
()
()
24. f(x)
()

25. f(x) =22+ % punkta, kura abscisa x = 1.

V Izmantojot funkcijas diferenciali, izskaitlot
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—

e e e e
B~ W N = O

15.

16.
17. f
18. f
19.
20.

21.
22.

23. f
24.

e A T e

tg 46°.
V/254.
tg44°.
arcsin 0, 47.
120, 9.
arctg 0, 98.
cos61°.

eV2,

sin 62°.
/17.

. 16,8,
. sin 29°.

. arctg 1, 05.

f(x) =1+ 2 punkta x =0, 2.

f(x) = {/17= punkta = = 0, 1.

(%)

f(x) = ¢z punkta z = 1,21.
f(z) = V22 + 5 punkta z = 1,97.
(z) =
()

f(z) = z* punkta 3, 99.

flx) = xlh punkta 1, 58.

f(x) = Va2 punkta = 1,03,

f(x) = \% unkta z = 4, 16.
f(x) = v4x — 3 punkta z = 2,997.

f(z) = Va3 punkta = = 0,98
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25. f(x) = /x punkta 8, 36.

VI Izmantojot Lopitala kartulu, aprekinat robezu

1. lim 7 2. lim ——
=0  tgx e—llne —x+1
21
3. lim(sinx Inx). 4. lim u
x—0 r——+00 x
. In(2? = 3) . 1 5
5. :1c1—>1%:r:2+3x—10' 6. }jlg(l)(;—ctgx :
I 1
7.hn1(—) . 8. lim ——.
r—0 \ T r—0 ctg x
) 2 1 ) 3
9. 31611)1(1) (sian — ;) : 10. glclir(l)(cos 21)a2.
: , 1 5
11. lim(1 — cosx) ctg . 12. lim — :
z—0 =3\ x — 3 2 —x—-06
2
13. Tim — . 14. lim (Inz In(z — 1)).
a—0cosx — 1 a—1
o )
15. lim <ﬂ> : 16. lim (arcsin — ctg(r — a)) :
x—0 x r—a a
: 1 5 , 1 1
17. }:13% (ﬁ—ctg [IJ) 18. 91313} (:E—l_lngj)'
o — i
19. lim(arcsinz - ctg x). 20. lim 2+ 10T
20 =0 x —sinw
21, Tim (——— ——— ). 22, lim 2™,
z—2 \ctgx 2cosx z—0
23. lin(l)(l +2%)7 24. lilré(ctgx)mlm.
1
25. lim —=

1. f(z)=2"—82*-9; [—1;1].
2. f(x) =a>—1,52% — 6z + 1; [—2;0].
3. f(z) =2 — v 0,2;0,5].
4. f(x) = 2* 4 3cos x; [O; g} :

64



10.

11.

12.
13.
14.

15.
16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

© N oo

f(z) = z* — 22 +5; [—2;2].
fz) =z +2Vx; [0; 4].
f(z) = 2° — 5a* + 5% 4 1; [—1;2].
f(z) =2° — 32 + 62 — 2; [—1;1].
f(z) = v100 — 22 [—6; 8.
1 —x+a? .
f(aj)_l_l_x_xQ? [071]
f(z) = % — 8x — 15; [—2, —%]
—2? 8
fla)=—-+_—+8 [—4; —1]
f(@) = /(2% = 22)% 10; 3]
() = aretg T 0;1].
f(r) = —2° + 2% + 3x; [—2; 3].
f(z) =22 +32% — 122 + 1; [—1;5].
flo) =4z 1:4)
f(z) =2 — 3z + 3; [—1,5;2,5]
f(z) =2"—82*—9; [0; 3]
flr)=a*+ 2~ 16 154
2(x% + 3)
/(@) 22420 +5 =51
102 + 10
flo) = 224+ 20+ 2 —1;2]
(@) = 8z + % 15 % 5
f(z) =222 + 108 _ 59; 2: 4
fla) = 2vE - 1 0:4]

VIII Atrisinat uzdevumu, izmantojot funkcijas atvasinajumu

1. No visiem taisnlenka trijstiriem, kuriem hipotentzas garums ir c,
atrast tadu, kuram butu vislielakais laukums.

2. Atrast skaitli, kurs saskaitits ar savu kvadratu, dod vismazako summu.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

Cilindrveidigas valejas tvertnes tilpums ir V. Kadiem ir jabut tas
izmeriem, lai izgatavoSanai pateretu vismazak materiala?

Ar 20 m garu stiepli jaierobezo sektorveida puku dobe, lai tai butu
vislielakais laukums.

No visiem cilindriem, kas ievilkti dotaja konusa, atrast tadu, kuram
butu vislielaka virsma.

Kermena kustibas vienadojums S = —3 + 9t — 25t — 8. Atrast &
kermena vislielako kustibas atrumu.

Kvadratveida skarda loksnes malas garums ir a. Izgriezot §is lok-
snes stiros kvadratinus un atlikusas malas atliecot, jaizgatavo valeja
karbina. Cik garai jabtit karbinas pamata malai, lai karbinas tilpums
biitu vislielakais?

Paradit, ka no visiem dotaja rinki ievilktajiem vienadsanu trijstiriem
vislielakais laukums ir vienadmalu trijsturim.

Kadiem jabtut cilindra izmeriem, lai pie dota tilpuma tam butu vis-
mazaka pilna virsma?

Taisnstura paralelskaldna valejas tvertnes tilpumam jabut 13,5 1. Ka
jaizvelas tvertnes linearie izmeri, lai tas pagatavosanai tiktu izlietots
vismazak materiala (tvertnes pamata ir kvadrats)?

Stiepli, kuras garums ir [, saliekt taisnstira veida ta, lai taisnstira
laukums butu vislielakais.

No visiem taisnlenka trijstiiriem, kuriem perimetrs ir 2p, atrast tadu,
kuram biutu vislielakais laukums.

No rinkveida lapas izgriezt tadu sektoru, lai no ta izveidotai piltuvei
butu vislielakais tilpums.

Dotaja lode ievilkt tadu cilindru, kuram butu lielaka sanu virsma.

Uz liknes y = ﬁ atrast punktu, kura novilkta pieskare veidotu ar
Oz asi vislielako (péc absolutas vertibas) lenki.

No visiem konusiem, kas apvilkti ap doto lodi, atrast to, kuram ir
vislielakais tilpums.
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17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24,

25.

Dotaja lode ievilkt tadu taisnu rinka konusu, lai ta sanu virsma biitu
vislielaka.

Dotaja lode ievilkt tadu taisnu rinka konusu, lai ta tilpums butu vis-
lielakais.

Atrast tadu pozitivu skaitli, lai starpiba starp to un ta kubu butu
vislielaka.

Caur punktu lenka iekSpuse novilkt tadu taisni, lai ta atskeltu no
lenka trijsturi ar vismazako laukumu.

Dotaja lode ievilkt tadu cilindru, lai ta tilpums butu vislielakais.

Skaitli 8 sadalit tados divos saskaitamajos, lai to kubu summa biitu
vismazaka.

Urbsanas tornis atrodas klaja lauka, un ta attalums Iidz Sosejas
tuvakajam punktam ir 9 km. Sosejas mala 15 km attaluma no minéta
punkta atrodas apdzivota vieta, uz kuru no torna janosuta kurjers.
Braucot ar velosipedu pa lauku, kurjera atrums ir 8 km/h. Noteikt
Sosejas punktu, uz kuru jabrauc kurjeram, lai visisaka laika sasniegtu
apdzivoto vietu (uzskatit, ka Soseja neveido likumus).

Vienadsanu trijstura perimetrs ir 2p. Kadam jabtut ta malam, lai
kermenim, kurs izveidojas Sim trijsturim rotejot ap pamata malu,
tilpums butu vislielakais?

Vienadsanu trijstura perimetrs ir 2p. Kadam jabut ta malam, lai
konusam, kurS veidojas, Sim trijsturim rot€jot ap savu augstumu,
tilpums butu vislielakais?

IX Izpetit funkcijas un attelot tas grafiski

1. a) f(x) = ;_1, b) f(z) :x+ln?x

2. a) f(x) =xvx + 3, b) f(z) = 2°Inzx

3. a) f(x)=2x4+2-3y/(z+1)? b f(r)=x—In(z+1)
2 1

4. a) f(x):ﬁ, b) f(x) =er — .

5. a) flr) =2+ 2, b) ) = e
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.




D) f(z) =2 L 1.

x2 + 2z’
x

25. a) f(x)
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