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ANOTACIJA

Macibu Iidzeklis ir turpinajums ieprieks izdotajiem autora macibu li-
dzekliem. Macibu Iidzekli ieklauti teoretiski jautajumi ka art uzdevumi.
Katras temas beigas sniegti jautajumi zinasanu kontrolei un vingrinajumi
vielas nostiprinasanai. Pieradijuma sakums un beigas atzimeti atbilstosi
ar simboliem » un <«.



I nodala

PAMATJEDZIENI

1.1. Vairaku argumentu funkcijas jedziens

Apskata kopu D, kuras elementi ir realo skaitlu sakartoti pari (x,y).
Katram kopas D elementam (x,y) tiek piekartots noteikts reals skaitlis.
Sados gadijumos saka, ka kopa D ir definéta divu argumentu x un y funkcija
f. Funkcijas f vertibu punkta (z,y) apzime ar f(z,y). Kopu D sauc par
funkcijas [ definicijas apgabalu, bet visu tas vertibu (ko ta iegust kopa
D) kopu sauc par funkcijas f vertibu apgabalu.

1.1. piezime. Analogiski rikojoties, var apskatit triju argumentu z, y un
z funkciju u = f(z,y, 2). Soreiz kopu D veido realo skaitlu sakartotas
trijotnes (x,y, z). Visbeidzot var apskatit n argumentu z1,xo, ..., z,
funkciju v = f (z1,22,...,2,). Visas apskatitas funkcijas sauc par
vairaku argumentu funkcijam.

Ja apzime ar x,y, z taisnstura paralelskaldna malu garumus, tad para-
lelskaldna tilpums V' = zyz ir triju argumentu funkcija.

Lai uzdotu funkciju, ir janorada kopa D un piekartosanas likums saskana
ar kuru katram §is kopas elementam (punktam) tiek piekartots noteikts
reals skaitlis.

Tapat ka viena argumenta funkcijas, vairaku argumentu funkcijas vis-
biezak uzdod analitiski, t.i., ar formulu. Ja funkcija ir uzdota analitiski, tad
parasti tas definicijas apgabalu 1pasi nenorada, bet ar D saprot paru (x, y)

'Biezi ar f(x,y) saprot pasu funkciju. Soreiz (x,y) ir kopas D patvaligs elements.
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(divu argumentu funkcijai), trijotnu (x,y,z) (triju argumentu funkcijai)
utt. kopu, ar kuras elementiem formulai ir jega.

Piemeram, funkcijas z = 25%;’ definicijas apgabals ir divas pusplaknes,
kas atrodas zem un virs taisnes y = x. Funkcijai z = /1 — 22 — y? par D
ir rinkis x2 4+ y? < 1. Visbeidzot funkcijai u = In (:U2 + % 4 22— 4) par D
ir kopa, kuras elementi (z,y,2) apmierina nevienadibu z* + y* + 2? > 4.
Pedeja gadijuma kopu D veido telpas tie punkti, kas atrodas arpus sferas
ar centru punkta O(0,0,0) un radiusu 2.

1.2. piezime. Divu argumentu funkcijas definicijas apgabals ir plaknes
kaut kada apakskopa, bet triju argumentu funkcijas definicijas apga-
bals ir telpas apakskopa.

1.2. Vairaku argumentu funkcijas geometriska inter-
pretacija
Ja divu argumentu funkcija ir uzdota ar formulu z = f(z,y), tad par sis

funkcijas grafiku sauc trijotnu (z,y, 2), kur (z,y) € D un z = f(x,y),
kopu. So kopu var attelot koordinatu telpa.

Pieméram, funkcijas z = /4 — 22 — y? grafiks ir sferas 2° +y> + 22 =4
ta dala, kas atrodas 2Oy plakné un virs tas (L1l zim.).

M2

1.1. zim.
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1.3. piezime. Triju, cetru utt. argumentu funkciju grafikiem nevar
sniegt uzskatamu geometrisko interpretaciju.

Divu argumentu funkcijai z = f(z,y) var sniegt vel $adu geometrisko
interpretaciju: aplikatai z pieskirot konstantas vertibas ¢y, co, ..., cp,. . .,
2Oy plakne iegust Iijas

flx,y) =c1, f(x,y) =coy..., f(z,y) =Cpny- .. .

Sts Iinijas sauc par funkcijas z = f(z,y) limenlmijam. Geometriski
sis Iimenlinijas var iegut, Skelot virsmu z = f(x,y) ar plaknei 2Oy
paralelam plaknem z = ¢y, 2 = ¢, ..., 2 = ¢,, ... un pec tam skeluma
Iijas projicejot Oy plakne (2] zim.).

1.2. zim.

1.4. piezime. Lai sniegtu triju argumentu funkcijam geometrisko inter-
pretaciju, izmanto ta saucamas limenvirsmas?.

1.1. piemers. Konstruct Iimenlinijas funkcijai z = 2% + y? — 1.
Izvelas ¢; = —1; 22 +y? — 1 = —1, 22 +y* = 0. Tegiist punktu O(0,0).

Izvelas c; = 0; 22 +y?> — 1 = 0, 22 + y?> = 1. legiist vienibas rinka
Iiniju.

2Define analogiski ka Iimenlinijas divu argumentu funkcijai z = f(z,y). Funkcijai u = f(z,v, 2)
Iimenvirsmu vienadojums ir f(z,y, z) = c.
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Izvelas c3 = 1; 22 +y?> — 1 = 1, 2® + y?> = 2. legist rinka Imiju ar
radiusu v/2.
Izvelas ¢y = 8; 22 + 3% = 9. legiist rinka Imiju ar radiusu 3 utt.

Limenliijas attélotas [L3] zim., bet funkcijas z = 22 4+ y? — 1 grafiks -
1.4] zim. Koordinatu telpa iegtist virsmu, kuru sauc par rotacijas
paraboloidu.

Ay

1.3. zim.

1.1. definicija. Kopa D definétu funkciju z = f(z,y) sauc par ierobe-
zotu no augsSas (no apaksas), ja no augsas (no apaksas) ir ierobe-
zots tas vertibu apgabals, t.i., ja eksiste tads reals skaitlis M (attiecigi
m), ka visiem (z;y) € D izpildas nevienadiba f(z,y) < M (attiecigi
f(z,y) > m). Funkciju sauc par ierobezotu, ja ta ir ierobezota gan
no augsas, gan no apaksas.

Piemeram, funkcija z = y/4 — 2% — y? ir ierobezota, jo visiem (x,y) no
tas definicijas apgabala ir speka nevienadiba 0 < /4 — 22 — y? < 2. (Skat.
1] zim.).

Funkcija z = 22 + y? — 1 ir ierobeZota no apaksas, bet nav ierobezota
no augsas. (Skat. [[4] zim.).
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vy <

1.4. zim.

Jautajumi

1. Definét divu (triju) argumentu funkciju, tas definicijas un vertibu ap-
gabalu.

Paskaidrot, ko nozime analitiski uzdot vairaku argumentu funkciju.
Definet divu argumentu funkcijas grafiku.

Definet Iimenlinijas un limenvirsmas.

A S

Definet ierobezotu no augsas, ierobezotu no apakSas un ierobezotu
funkciju.

Vingrinajumi
1. Izteikt konusa tilpumu V ka veidules x un pamata radiusa y funkciju.

2. flz,y) =55, Atrast f(2,-3), f (1,1).

3. flx,y) = S Atrast f(y,x), f(—a,—y), f(1.1), i
Y y ) flzy)

4. Atrast funkcijas f(x,y) = 1+x —y vertibas parabolas y = x? punktos
un konstruet funkcijas F(z) = f (z,2?) grafiku.
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10.

11.

Atrast f(z), ja f (£) =~ xzﬂﬁ (z,y > 0).

Atrast funkcijas z = arcsin § + ,/xy definicijas apgabalu un attelot to
koordinatu plakne.

Atrast funkcijas u = /4 — 22 — y2 — 22 +arcsin z definicijas apgabalu
un sniegt tam geometrisko interpretaciju.

Konstruet Iimenlmijas funkcijai z = 2%y un attelot tas koordinatu
plakne.

Konstruet limenlinijas funkcijai z = 422+9y? un attélot tas koordinatu
plakne. Sniegt geometrisko interpretaciju dotas funkcijas grafikam.

Konstruet Iimenvirsmas funkcijai v = 2% + y? + 2% un sniegt tam
geometrisko interpretaciju.

Noskaidrot, kuras no funkcijam ierobezotas no augsas, ierobezotas no
apaksas, ierobezotas:

1
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VAIRAKU ARGUMENTU
FUNKCIJAS ROBEZA UN
NEPARTRAUKTIBA

2.1. Vairaku argumentu funkcijas robeza

Vairaku argumentu funkciju v = f (x1,29,...,x,) biezi pieraksta ka
u= f(P), kar P = P (z1,2s,...,x,). Sads funkcijas pieraksts ir izdevigs,
defingjot funkcijas u = f(P) robezu punkta Py = PO(.']?l,Z?Q,...’I?n).
(Definicija atgadina viena argumenta funkcijas galigas robezas definiciju
punkta a, kur a - reals skaitlis). Attalumu starp punktiem P un P, apzime
ar p(P, Py)I. Defingjot funkcijas robezu punkta Py, vienojas uzskatit, ka
funkcija ir defineta S§1 punkta kaut kada apkartne, iznemot varbut pasu
punktu Fp.

2.1. definicija. Skaitli b sauc par funkcijas u = f(P) robezu punkta
Py, ja jebkuram € > 0 eksisté tads 6 > 0 (atkarigs no ¢), ka visiem
P, kuriem 0 < p(P,Py) < 6, izpildas nevienadiba |f(P) — b| < e.
Pieraksta:

Pli_I)I]lDOf(P) =b jeb x}ﬂl f(scl,an, . ,a:n) =b.

o
To—XT2

o
Tp—Tp

L Attalumu starp punktiem P, Py € R™ define §adi:
p(PPo) =\ (01— 1) 4 (w2 — 2)" - + (2 — 23).
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Ja par taisnes punkta a - apkartni sauc valeju intervalu (a — 6, a + ¢),
tad par plaknes punkta F (a:(), yo) 0 - apkartni sauc valeju rinki (bez rinka
Iinijas punktiem) ar centru punkta P, (:Uo,yo) un radiusu 0 (2.1J] zim.).
Analogiski par telpas punkta Py (xo,yo, zo) 0 - apkartni sauc valeju lodi
(bez sferas punktiem) ar centru Saja punkta un radiusu § (221 zim.).

Ay

YOl geooo 22D

v S

2.1. zim.

Ja no punkta F, apkartnes ir iznemts punkts F,, tad Sadu kopu sauc
par punkta Py pardurto apkartni. Punkta Py J - apkartni var uzdot ar
nevienadibu p(P, PO) < 6, bet 81 punkta pardurto ¢ - apkartni var uzdot
ar divkarsu nevienadibu 0 < p(P, Po) < 9.

Izmantojot punkta Py ¢ - apkartni, 2.1] definiciju var formulet sadi.

2.2. definicija. Skaitli b sauc par funkcijas u = f(P) robezu punkta
Py, ja jebkuram e > 0 eksiste tada punkta F, pardurta 0 - apkartne,
ka visiem P no §is apkartnes izpildas nevienadiba |f(P) —b| < e.

2.1. piezime.

1. No [2.2] definicijas seko, ka lim C' = C' (robeza no konstantes ir

T—XT0

Y=o

1 konstante), lim z = 2o un Lim vy = 1.

pati konstante), Jim o un lim y =y
Y=o Y—Yo

2. Ta ka vairaku argumentu funkcijas robezas definicija ir analogiska
viena argumenta funkcijas galigas robezas definicijai, tad ir speka
teoremas, kas analogiskas teoremam par viena argumenta funkciju
galigam robezam. Pieradijumi arl ir analogiski.
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2.2. zim.

2.1. teorema. (Robezas vienigums).

Ja funkcijai f(P) punkta Py eksisté robeza, tad vieniga veida.

2.2. teorema. Ja funkcijai f(P) punkta Py eksisté robeza, tad funkcija
i terobeZota $i punkta kaut kada apkartne.

2.3. teorema. (Par robezpareju nevienadibas).

Ja eksiste PHHJlD f(P) = b, Plin}) g(P) = ¢ un punkta Py kaut kada

pardurtaja apkartne izpildas nevienadiba f(P) < g(P), tad b < c.
Sekas. Ja eksiste PhHJlD f(P) un punkta P, kaut kada pardurtaja apkartne
f(P) >0, tad lim f(P)> 0.

2.4. teorema. (Mainiga starplieluma robeza).
Ja eksiste lim f(P) = lim g(P) = b un punkta Py kaut kada
P—>P() P—>P0

pardurtaja apkartne izpildas nevienadiba f(P) < h(P) < g(P), tad

eksiste art P]iH}lD h(P) un ta ir vienada ar b.
— 10
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2.5. teorema. (Aritmetiskas darbibas ar robezam).
Ja eksiste lim f(P) = b un lim g(P) = ¢, tad eksiste art robezas
P—Py P—Py
$o funkciju summai, starpibai, reizinajumam un dalijumam (dalijuma

gadijuma ¢ # 0), pie tam

i (F(P) & g(P) = bete, Jimy (F(P)-9(P) =be, Jim T3 =2

2.3. definicija. Funkciju w = f(P) sauc par bezgaligi mazu, kad
P — Py, ja PhH]lD f(P)=0.
— 10

2.1. piemers. Izskaitlot

x-i—y
L. lim 5750

y—1

In(14-2zy)
2. }?1_)0 sin3xy °
y—0

1. Izmanto 2.5] teoremu, robezu no konstantes un to, ka lim z = 2,

x—>%
y;}
=1
y—1
2 3
et e ) (i) + (1)
lim ZE’ +y o y—1 _ y—1 y—1 _
o2 2z — 3y ii_)n%(Qx—By) 211mx—3}71_)n%y
y—1 y—1 y—1
S 2-2-3-1 7
2. Apzime t =zy. Jax — 0uny — 0, tad t — 0.
. In(1 + 2zy) b In(1+2t) ln(lg—;r%) -2t
m ————=11m-— I —
:ycjg sin 3xy i~0 sin3t -0 Sm3t - 3t
. In(142¢)
g ImTHT 9 g
© 3 limsu¥d 31 3

o St
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2.2. piezime. Vairaku argumentu funkcijas robeza (protams, ja ta ek-
sisté) nav atkariga no virziena, kada punkts P — Py (nav svariga arl
Iiknes, pa kuru P — Py, forma). Ja punktam P tiecoties uz punktu
Py no dazadam pusém, funkcijas f(P) vertibas tiecas uz dazadiem
skaitliem, tad robeza punkta P, neeksiste.

2.2. piemers. Paradit, ka neeksiste hrr(l) g
Tr—
y—0

Lai punkts P(x,y) tuvojas uz O(0,0) pa taisni y = kx. Ja y = kuz,

_ z-kx _ k k
tad hm xQ +y = :lclir(l) S = TE Acimredzami §1 vertiba e ir
y—>0
atkariga no taisnes y = kx virziena koeficienta k. Tadejadi hm 1 5 fy
y—>0

neeksiste.

2.3. piemers. Izskaitlot hm x2 +y

y—>0

Apzimé x = pcosp un y = psiny, kur p > 0. Ta ka 2 + y? = p?,
tad p — 0, kad x — 0 un y — 0. Neatkarigi no lenka (0 < ¢ < 27)

izveles
229> p? cos? ¢ - p?sin’ gp . pteos?p-sin?y
lim ——— = lim = lim =
20 2 +y?  p—0p2cos? o + p2sinip  p—0 p?
= lim p? cos® ¢ - sin® p = 0.
p—0
Tadejadi linéxx;—f; = 0. (Soreiz 5] teoremu pielietot nedrikst, jo
rT—
y—0
li 2+ 9y%) =0).
xlgé (2 +9?) =0)
y—)

2.3. piezime. Panémienu, kurs izmantots 2.3] piemera, biezi izmanto
divu argumentu funkciju robezu izskaitlosanai.
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2.2. Punkta nepartraukta funkcija

Uzskata, ka vairaku argumentu funkcija f(P) ir defineta punkta Py kaut
kada apkartne, ieskaitot art pasu punktu F.

2.4. definicija. Funkciju f(P) sauc par nepartrauktu punkta Py, ja
lim f(P) = f(F).

P—>P0

Izmantojot funkcijas robezas definicijas (2 1]un2.2]definicija), var iegut
vel divas punkta nepartrauktas funkcijas definicijas.

2.5. definicija. Funkciju f(P) sauc par nepartrauktu punkta Py, ja
jebkuram e > 0 eksiste tads 6 > 0, ka visiem P, kuriem p(P, Fy) < 6,
izpildas nevienadiba |f(P) — f(P)| <e.

2.6. definicija. Funkciju f(P) sauc par nepartrauktu punkta Fp, ja
jebkuram ¢ > 0 eksiste tads 6 > 0, ka visiem P, kas pieder punkta F,
0 - apkartnei, ir speka nevienadiba } f(P)—f (P0)| < e.

Tapat ka viena argumenta funkcijam, arl vairaku argumentu nepar-
trauktam funkcijam ir speka $adas teoremas (pieradijumi ar ir analogiski).

2.6. teorema. Ja funkcija ir nepartraukta punkta, tad ta ir ierobeZota
st punkta kaut kada apkartne.

2.7. teorema. Ja funkcija f(P) ir nepartraukta punkta Py un f(PO) > 0
(f(PO) < O), tad eksiste $i punkta tada apkartne, kura f(P) > 0
(f(P) <0).

2.8. teorema. Ja funkcijas f(P), g(P) ir nepartrauktas punkta Py, tad
So funkciju summa, starpiba, reizinajums un dalijums ir nepartrauktas
saja punkta funkcijas.

Lai izveidotu vel vienu punkta nepartrauktas funkcijas definiciju, iz-
manto funkcijas pieaugumus.

Apskata, piemeéram, divu argumentu funkciju z = f(z,y), kas definéeta
punkta F (xo, yo) kaut kada apkartne. Argumentiem z un y izvelas
patvaligus pieaugumus Ax un Ay, bet tadus, lai punkts P (:U0+Aa:, y0+Ay)
arl piederéetu 8ai apkartnei (2.3]zim.).

Starpibu f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo,yo) sauc par funkcijas f(z,y)
pilno pieaugumu punkta F, (xo, yo), kas atbilst argumentu pieaugumiem
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A y
T
/
Yo + Aypennnn--- 7o PN
ll \
_________________ |
- \ AR
\ l l /
\ l L/
\ I I /
~ \ e
~ ~ L = - 1
| l
1 1
| I X
1 1 >
O ro x9+ Ax
2.3. zim.

Az un Ay, un apzimé ar Af(zg,y) jeb Af(FR) (1sak Az). Starpibu
f(:z:o + Az, yo) — f(:co, yo) sauc par funkcijas f(z,y) parcialo pieaugumu
punkta Py (o, yo) pec x, bet f(zo, yo + Ay) — f (2o, y0) - funkcijas f(z,y)
parcialo pieaugumu punkta F, (xo, yo) péc y. Sos parcialos pieaugumus
apzimeé atbilstosi ar Axf(azo, yo) un Ayf(a:o, yo) (tsak Ayz, Ayz).

Tadejadi (skat. 23] zim.)

Azzf(x0+Ax,yo+Ay) —f($oyyo) :f(P)_f(P0)5
Ayz = f(zo+ Az, y0) — f(z0,90) = f(K) — f(P);
Ayz = f(zo,y0 + Ay) — f (2o, 90) = fF(M) — f(F).

2.4. piezime. Analogiski definé triju argumentu funkcijas u = f(x,y, 2)
pilno pieaugumu Aw un parcialos pieaugumus Azu, Ayu un A u.

2.7. definicija. Divu argumentu funkciju z = f(P) sauc par nepar-
trauktu punkta F,, ja funkcijas pilnais pieaugums Az punkta F,
ir bezgaligi maza funkcija, kad P — Py (Az — 0 un Ay — 0), t.i.,
lim Az =0.

Azr—0
Ay—0
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2.5. piezime. Ja Az — 0, tad acimredzami, A,z — 0. Apgrieztais
apgalvojums nav speka (skat. 2 vingr.).

2.3. Saliktas funkcijas nepartrauktiba

Apskata kopa FE definetu funkciju z = f(u,v), kur v = u(z,y) un
v = v(z,y) ir kopa D definetas funkcijas. Ja visiem (x,y) € D vertibas
u =u(z,y) un v = v(x,y) ir tadas, ka (u,v) € E, tad saka, ka kopa D ir
definéta salikta funkcija z = f(u,v), kur u = u(z,y), v = v(z,y). So
salikto funkciju var uzrakstit z = f(u(z,y), v(z,y)).

Piemeram, z = sin®(x +y) +cos®(z —y) var uzskatit par saliktu funkciju,
jo to var uzrakstit ka z = u? + v3, kur u = sin(z + y), v = cos(x — y).
Funkcija ir defineta visa koordinatu plakne.

2.6. piezime.
1. Argumentus x un y sauc par neatkarigiem argumentiem, bet
u un v - par starpargumentiem.
2. Starpargumentu un neatkarigo argumentu skaits var bt patvaligs

un dazads.

Piemeram, w = f(u,v), kur u = u(z,y, 2), v = v(z, t) ir salikta funkcija.
Starpargumenti ir 4 un v, bet neatkarigie mainigie - z, vy, 2, t.
2.9. teorema. (Par saliktas funkcijas nepartrauktibu).

Ja kopa D ir definéta salikta funkcija z = f(u,v), kur v = u(zx,y),
v = v(x,y), funkcijas wu(x,y), v(z,y) - nepartrauktas punkta
(xo,yo) € D un f(u,v) - nepartraukta atbilstoSaja punkta (uo,vo),
kur ug = u(:co, yo), vy = v(a:o, yo), tad salikta funkcija

2= f(u(z,y), v(z,y))
i nepartraukta punkta (:UO, yo).

» Apzime ar p(S, So) attalumu starp punktiem S(u,v) un S (UO,U()).

Ir zinams, ka p(S, So) = \/(u — u0)2 + (v — 00)2. Ta ka funkcija f(u,v)
ir nepartraukta punkta (uo, 1}0), tad saskana ar definiciju jebkuram ¢ > 0
eksiste tads A > 0, ka no nevienadibas p(S, So) < X seko nevienadiba
|f(S) — f(So)| < e. Ta ka funkcijas u(z,y) un v(z,y) ir nepartrauktas
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punkta (a:o, yo), tad dotajam A eksiste tadi d; un 09 pozitivi, ka no nevie-
nadibam p(P, PO) < 01 un p(P, PO) < 09 seko atbilstosas nevienadibas
A
‘u(P) — u(PO)‘ < 5;

‘U(P) — U(Po)‘ < %

(Punkta P koordinatas ir x un y, bet Py koordinatas ir xy un ).
Apzime ar § = min(51;52). Tagad no nevienadibas p(P, Po) < ¢ seko
divas nevienadibas |u(P) — u(FPy)| < 5 un |[v(P) —v(R)| < 3.

Izmantojot Sis nevienadibas, var iegut, ka attalums

p(5.50) =/ (u(P) — u(P)) + (v(P) — v( )’ <
A

< !u(P) — u(PO)‘ + ‘U(P) — v(Po)’ < B + 5= A

Tadejadi no nevienadibas p(P, Fy) < ¢ seko nevienadiba p(S,S)) < A,
bet no tas seko nevienadiba |f(S) — f(Sy)| < € jeb

£ (u(P), 0(P)) = f(u(Ro),v(P))] <e.

ST nevienadiba norada, ka salikta funkcija z = f (u(z,y),v(z,y)) ir nepar-
traukta punkta £ (xo, yo). |

2.7. piezime. Teorema tika apskatita situacija, kad ir divi neatkarigie
mainigie un divi starpargumenti, jo saliktas funkcijas visparigo gadi-
jumu apskatit praktiski nav iespejams.

2.4. Slegtas un valejas kopas. Kopa nepartrauktas
funkcijas

2.8. definicija. Punktu F, sauc par kopas D iekSejo punktu, ja ek-
siste §1 punkta tada apkartne, kas ieklaujas kopa D.

2.9. definicija. Punktu P, sauc par kopas D ar€éjo punktu, ja eksiste
§1 punkta tada apkartne, kas nesatur nevienu kopas D punktu.

2.10. definicija. Punktu Fj sauc par kopas D robezas punktu, ja §1
punkta jebkura apkartne satur gan kopai D piederosos, gan kopai D
nepiederosos punktus.
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vs

2.4. zim.
2.8. piezime.

[._2.4]zimejuma punkts A ir kopas D iekSejais, B - kopas D arejais,
bet C' - kopas D robezas punkts.

2. Acimredzami katrs kopas iekSejais punkts pieder Sai kopai, bet
kopas robezas punkts var gan piederet, gan nepiederet Sai kopai

(skat. 2.4] 2.5] ztm.).

Piemeram, kopu D veido koordinatu plaknes tie punkti, kuri apmierina
nevienadibu #?+y? < 4. Sis kopas robezas punkti ir rinka Iinijas 2% +y? = 4
punkti, kas pieder D.

2.11. definicija. Kopu D sauc par slegtu kopu, ja ta satur visus savus
robezas punktus.

2.9. piezime. Kopa D, kas apskatita iepriekseja piemera, ir slegta kopa.

2.12. definicija. Kopu D sauc par valeju kopu, ja ta nesatur nevienu
savu robezas punktu.

2.10. piezime. Valgja kopa sastav tikai no saviem ieksejiem punktiem.
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Piemeram, kopa D, kuru veido koordinatu plaknes tie punkti, kuri ap-
mierina nevienadibu x? + y? < 4, ir valgja kopa.

2.11. piezime. Eksiste tadas kopas, kuras nav ne valgjas, ne slegtas
kopas.

\_JH
v

2.5. zim.

Piemeram, kopa D, kuru veido koordinatu plaknes tie punkti, kas ap-
mierina nevienadibu 1 < 2?2 + y? < 16 (Z.5] zim.) nav ne valgja, ne slegta
kopa.

2.13. definicija. Kopu D sauc par sakarigu kopu, ja §is kopas jeb-
kurus divus punktus var savienot ar lauztu liniju (Sai lauztai Iinijai
posmu skaits ir galigs), kas ieklaujas kopa D.
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\ 4

2.6. zZim.

2.12. piezime. [2.6] un 2.7] zimejuma ir attelotas sakarigas kopas ko-
ordinatu plakne.

2.14. definicija. Kopu D sauc par ierobezotu kopu, ja eksiste tads
skaitlis M > 0, ka visiem P € D izpildas nevienadiba p(P, PO) < M,
kur Py - kopas D fiksets punkts.

2.13. piezime. Ja ierobezota kopa D atrodas plakné (telpa), tad, acim-
redzami, eksiste tads valejs rinkis (valgja lode) ar centru punkta P
un radiusu M, kas satur kopu D.

Defingejot punkta P nepartrauktu funkciju, uzskatija, ka Py ir funkcijas
definicijas apgabala iekSejais punkts.

Atliek definet punkta P, nepartrauktu funkciju, ja P, ir funkcijas defi-
nicijas apgabala D robezas punkts, pie tam Fy € D.

2.15. definicija. Funkciju f(P) sauc par nepartrauktu tas definicijas
apgabala D robezas punkta F, € D, ja jebkuram ¢ > 0 eksiste tads
0 > 0, ka visiem P € D, kuriem izpildas nevienadiba p(P, Po) < 0, ir
speka nevienadiba | f(P) — f(Py)| <e.

2.16. definicija. Funkciju f(P), kas nepartraukta kopas katra punkta,
sauc par kopa D nepartrauktu funkciju.

Slegta un ierobezota kopa nepartrauktu vairaku argumentu funkciju
1pasibas ir analogas slegta intervala nepartrauktu viena argumenta fun-
kciju 1pasibam.
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Ay

\/

2.7. zim.

1. Tpasiba. (Veierstrasa 1. teorema).
Ja funkcija f(P) ir nepartraukta slegta un ierobeZota kopa D, tad ta
1 1erobeZota Saja kopa.

2. 1pasiba. (Veierstrasa 2. teoréma,).

Ja funkcija f(P) ir nepartraukta slégta un ierobezota kopa D, tad ta
sasniedz Saja kopa savu vismazako un vislielako vertibu.

Ja D - sakariga kopa un f(P) - nepartraukta funkcija saja kopa, tad ir
speka Bolcano teoréma par nepartrauktas funkcijas starpvertibam.

2.10. teorema. (Bolcano teorema).

Ja sakariga kopa D nepartraukta funkcija f(P) $ts kopas divos punktos
A un B piegpem dazadas vertibas, f(A) # f(B), tad kads ari nebutu
skaitlis p starp f(A) un f(B) eksiste C € D, ka f(C) = p.

Sekas. (Par nepartrauktas funkcijas nullem).

Ja sakariga kopa D nepartraukta funkcija f(P) $is kopas divos punk-
tos A un B pienem vertibas f(A) un f(B), kuram ir pretejas zimes,
tad eksiste tads punkts C' € D, ka f(C) = 0.
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Jautajumi
1. Definet funkcijas robezu.
2. Definet punkta P, ¢ - apkartni un pardurto apkartni.
3. Formulet teoremu par funkcijas robezas vienigumu un teoremu par
funkcijas ierobezotibu.
4. Formuléet teoremu par robezpareju nevienadibas.
5. Formulet teoremu par mainiga starplieluma robezu.
6. Formulet teoremas par funkciju summas, reizinajuma un dalijjuma
robezam.
7. Definet bezgaligi mazu funkciju.
8. Definet punkta nepartrauktu funkciju.
9. Definet funkcijas pilno un parcialos pieaugumus.
10. Definet saliktas funkcijas neatkarigos argumentus un starpargumen-
tus.
11. Definet saliktu funkciju.
12. Formulet teoremu par saliktas funkcijas nepartrauktibu.
13. Definet
(a) kopas ieksejo punktu;
(b) kopas arejo punktu;
(c) kopas robezas punktu.
Sniegt geometrisko interpretaciju.
14. Definet
(a) slegtu kopu;
(b) valeju kopu;
(c) sakarigu kopu.
Sniegt geometrisko interpretaciju.
15. Definet ierobezotu kopu.
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16. Definet kopa nepartrauktu funkciju.

17. Formulet Veierstrasa teoremas par nepartrauktas funkcijas ierobezo-

tibu, vislielako un vismazako vertibu.

18. Formulet Bolcano teoremu par nepartrauktas funkcijas starpvertibam.

19. Formulet teoremu par nepartrauktas funkcijas nullem.

Vingrinajumi
1. Pieradit, ka lim C'= C' (C' - konstante) un lim z = .
—Zg —Z
Y=o Y=o

2. Formulet apkartnu svarigakas 1pasibas.
3. Pieradit funkcijas z = f(x,y) robezas vienigumu.
4. Pieradit, ka funkcija, kurai eksiste robeza, ir ierobezota funkcija.
5. Pieradit teoremu par robezpareju nevienadibas.
6. Pieradit teoremu par mainiga starplieluma robezu.
7. Pieradit teoremu par divu funkciju summas robezu.
8. Izskaitlot robezas:

(a) %121(12) =

(b) ;lplg(l) (22 + y?) sin mLy;

y—0

(c) lim 2ot
y—0
.
(d) ;1513(1) 4y
y—0
. z2—y2
(e) }}H(l) 24y?°
y—0

9. Definet triju argumentu funkcijas pilno un parcialos pieaugumus.
10. Atrast funkciju pilno un parcialos pieaugumus punkta F.

(a) flz,y) =2 +ay—y*+1, PBy(l,-2);
(b) u =2y +yz+2xz, Fo(1,0,-1).
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11. Ka izmainisies taisnstiira diagonale, ja vienu taisnstira malu a = 10
cm pagarinat par 4 mm, bet otru - b = 12 cm saisinat par 1 mm?

12. Paradit, ka funkcija
2zy ; 2 2
fla,y) =4 w18 Y 70,
0, jJja z=y=0,
ir nepartraukta punkta (0,0) péc katra no mainigiem x un y, apska-
tot tos atseviski, bet nav nepartraukta saja punkta ka divu mainigo
funkcija.
13. Atrast funkcijas z = /x + Iny definicijas apgabalu. Noradit ta
ieksejos, arejos un robezas punktus.
14. Atrast funkciju definicijas apgabalus un noskaidrot, vai ieguitas kopas

ir slegtas, valejas, sakarigas, ierobezotas.

_ z 4 1
Z = arccos j + Nk



III nodala

VAIRAKU ARGUMENTU
DIFERENCEJAMAS FUNKCIJAS

3.1. Punkta diferencejama funkcija. Diferencialis.
Parcialie atvasinajumi

3.1. definicija. Funkciju z = f(z,y) sauc par diferencejamu punkta
(:CO, yo), ja tas pilno pieaugumu Az var izteikt sadi:

Az = AAx + BAy + aAx + Ay,

kur A, B - skaitli, bet «, 8 - bezgaligi mazas funkcijas, kad Ax — 0
un Ay — 0. Funkcijas pieauguma Az galveno sastavdalu, t.i.,
AAx + BAy, sauc par §is funkcijas diferenciali punkta (xg, yo)
un apzime ar dz jeb df (xo, o). Tadejadi

dz = AAx + BAy.

3.1. piezime. Funkcijas pieauguma Az otru sastavdalu aAx + Ay var
parveidot sadi:
A A
alAx + Ay =/ Az + Ay? - anz + 0oy = vV Ax? + Ay?,
Vv Ax? + Ay?
_ oAz+fAy Ax Ay
kur 7 = Az Ay? a\/Al'QJrAyQ + 6\/A5L‘2+Ay2

£ Az |Ay|
kcija, kad Az — 0 un Ay — 0. <\/m§1, mgl).

- bezgaligi maza fun-
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Tadegjadi funkciju z = f(x, y) sauc par diferencéjamu punkta (:z:o, yg),
ja tas pilno pieaugumu Az var izteikt sadi:

Az = AAx + BAy + v/ Az? + Ay?,

kur A, B - skaitli, bet v - bezgaligi maza funkcija, kad Ax — 0 un Ay — 0.

3.1. teorema. (Punkta diferencéjamas funkcijas nepieciesamais nosaci-
Jums).
Ja funkcija z = f(x,y) - diferencéjama punkta (xg,yo), tad eksiste

> . . z
robezas lim AA”_Z un lim v
Az—0 =7 Ay—0

» No Az var iegut A, z, ja izvelas Ay = 0. Tadejadi
A,z = AAxr + aAx.

Seko, ka % = A + «a un eksiste lim % = A. Analogiski eksiste
x Az—0 =T
. Ayz
lim =2 =B. «
Ay—0 Ay

3.2. definicija. Ja funkcija z = f(z,y) ir defineta punkta (zg,yo) un
ta apkartne, eksisté lim 52, tad So robezu sauc par §is funkcijas

Ax—0 Az’
parcialo atvasinajumu péc x punkta (z¢,y)) un apzime 2, 2/
0, Yo P or’ “r)
/ ~1aiad; 02 1 A,z ve 1.» S, PR T Ayz
fo(xo,0). Tadejadi 52 = Alggo =2~ Analogiski define 5 = AI;IEO -

3.2. piezime.

T.3.1] teoremu var formulet sadi.

Ja funkcija z = f(x,y) - diferencéjama punkta (zo,vyo), tad Saja
- 0z 0z

punkta tai eksiste parcialie atvasinajumi 5= un R

2. Funkcijas z = f(x,y) diferenciali dz var izteikt sadi:

0z 0z

dz = —Axr + —Ay.

T Ty

3. Parasti argumentu pieaugumus Az un Ay apzime atbilstosi dx
un dy, tapec

0z 0z

dz = —dx + —dy .
ox oy Y

43Tl teoremai apgrieztais apgalvojums nav speka.
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3.2. teoréma. (Punkta diferencejamas funkcijas nepieciesamais nosaci-
Jums).
Ja funkcija z = f(x,y) - diferencéjama punkta (zo,yo), tad Saja
punkta ta ir nepartraukta.

(Pieradit patstavigi).
3.3. piezime.

1. ArT Soreiz apgriezta teorema nav speka. Piemeram, funkcija
z = /22 + y? ir nepartraukta punkta (0,0), tomer Saja punkta
tai neeksiste parcialie atvasinajumi un, proti, ta nav diferencejama
punkta (0,0). (Pamatot patstavigi!).

2. Ta ka parcialo atvasinajumu definicijas ir analogiskas viena ar-
gumenta funkcijas atvasinajuma definicijai, tad parcialos atvasi-
najumus atrod pec tam pasam formulam un tiem pasiem liku-
miem, kadi tika apskatiti viena argumenta funkcijam. Svarigi at-
zimet, ka atrodot %, y uzskata ne par mainigo, bet par konstanti.
Analogiski, kad atrod g—;, x uzskata par konstanti.

3.1. piemers. Atrast funkcijas z = 23y + sin(x2 + \/37) + tgx + Iny
parcialos atvasinajumus.

Vispirms y uzskata par konstanti un atrod

0z 5 9 1
P 32°y + 2z cos(z” + /y) + p—p.
Analogiski
0z

_ I 2 -
33/ =z +2\/_cos(x —l—\/§)+

3.2. piemers. Atrast funkcijas z = % diferenciali dz punkta (2,1), ja
Ax =0,1; Ay = -0, 2.

Atrod @ = i un g—; = —%. Izskaitlo parcialo atvasinajumu vertibas
punkta (2 1). 5 az =1; gz = —2. Funkcijas diferencialis
y
0z 0z
dz = —Azx + —A
or oy~

Tadejadi
dz=1-0,1—2(—0,2) =0,5.
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Apskata funkciju z = f(z,y), kurai punkta (xg,yy) eksiste parcialie at-
vasinajumi pie fiksetas vertibas y = yy. Geometriski tas nozime, ka virsma
z = f(x,y) tiek skelta ar plakni y = yo (ST plakne paraléla koordinatu
plaknei zOz). Skeluma iegtist liniju, kas iet caur doto punktu. Virziena
koeficients pieskarei, kas konstruéeta sai liijai punkta (xg,yo), bus vienads
ar f,.(zo,y0). Analogiski f,(zo, yo) ir virziena koeficients pieskarei, kas kon-
struéta punkta (xg,yo) Imija, pa kuru virsma z = f(z,y) skelas ar plakni
r = Xyp.

3.4. piezime. Analogiski rikojoties, var definet punkta diferencejamu
triju, cetru utt. argumentu funkciju, tas parcialos atvasinajumus un
diferenciali. Atrodot sadas funkcijas parcialo atvasinajumu pec kada
mainiga, parejos argumentus uzskata par konstantem.

3.3. piemers. Atrast funkcijas u = 2%y32* 4 €% + 2Y + arctg z parcialos
atvasinajumus.

du

:2 3 4_|_ x’
e xyZ +e
0
g _ 3x%y? 2t 4+ 2Y1n 2;
dy
ou 1
| 2.3.3 -
0z vy +1+2'2

3.2. Punkta diferencejamas funkcijas pietiekamais no-
sacijums

Viena argumenta funkcijai punkta diferencejama funkcija ir tas pats,
kas funkcija, kurai eksiste Saja punkta atvasinajums. Vairaku argumentu
funkcijai parcialo atvasinajumu eksistence ir §is funkcijas diferencejamibas
tikai nepiecieSamais nosacijums.

Piemeram, funkcijai

o) = { P 8 STy £O
’ 0, ja x=y=0,

punkta (0, 0) eksiste parcialie atvasinajumi, pie tam f;.(0,0) = £,(0,0) = 0,
jo A, f(0,0) = A, f(0,0) = 0. Punkta (0,0) ST funkcija nav nepartraukta,
tapec nav ar1 diferencejama.
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Lai funkcija butu diferencejama punkta (g, yo), ar parcialo atvasinajumu
eksistenci vien nepietiek, bet vajag, lai Sie parcialie atvasinajumi biitu ne-
partraukti Saja punkta.

3.3. teorema. Punkta diferencéjamas funkcijas pietiekamais nosacijums.

Ja funkcijai z = f(x,y) punkta Py(zo,yo) apkartne eksisté parcialie
atvasinajumi g—;, g—; un tie ir nepartrauktt Saja punkta, tad ta ir dife-

rencéejama punkta Py(zo, yo).

Ay
/’——\\\
// \\
yo+ Ay . 7/_ ________ P\
I \
I R
! By Py
' A
\\ | 4
\ I I /
N 1 1/
~ : /’T
=== I
l l
| | ’37
O o w9+ Ax
3.1. zim.

» Izvelas argumentu = un y tadus pieaugumus Az un Ay, lai punkts
P(zy+ Az, y + Ay) piederétu teoréma minétajai apkartnei (8.I] zim.).

Parveido funkcijas pieaugumu punkta F.

Az = f(P) = f(Ry) = (F(P) = f(P)) + (f(P) — f(R)) =
= (f(zo+ Az, yo + Ay) — f(zo + Az, y0)) + (f (w0 + Az, y0) — f (0, 90)) =
_ f (xo + Az, yo + O1AY) Ayt Of (zo + ©2Ax, yo)Ax
dy ox ’

kur 0 < ©1 < 1, 0 < Oy < 1. (Starpibam, kas atradas iekavas, tika
pielietota Lagranza formula atbilstosajos intervalos).
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Ta ka parcialie atvasinajumi ir nepartraukti punkta Py(zo,yo), tad

lim Of (zo + Axa’ Yo + @1Ay)Ay _ 3f(goayo) _ B
359 y y
un 9 9,A 9
Iim f(xo + O2 x’yO)Ax: f (20, v0) 4
Azxz—0 al‘ (9x
Ay—0
Tapec
Of (xo + Az, yo + ©1Ay) _ B+
dy
un
Of (o + ©2Az, y) A+
ox

kur o un 8 - bezgaligi mazas funkcijas, kad Az — 0 un Ay — 0, bet A un
B - skaitli. Tatad

Az = (B+ p)Ay + (A + o)Az = AAz + BAy + aAz + SAy.

Tadejadi funkcija z = f(z,y) ir diferencejama punkta Py(zg,yo). <

3.3. Funkcijas diferenciala lietojumi tuvinatos
aprekinos

Punkta (xg,yq) diferencéjamai funkcijai z = f(x,y) ir speka vienadiba
Az = AAz+ BAy+aAx+[BAy, kur A, B - skaitli un «, 3 - bezgaligi mazas
funkcijas, kad Az — 0, Ay — 0. Tapec Az =~ dz, kur dz = AAx + BAy.
Parveidojot So aptuveno vienadibu, iegtist, ka

f(@o+ Az, yo + Ay) = f(wo, o) + fr.(x0, yo) Az + f;(il?o, Yo) Ay.

Sis aptuvenas vienadibas lietoSanas shema ir Sada.

1. Lielumu @, kuram ir jaatrod tuvinata vertiba, uzraksta ka funkcijas
z = f(z,y) vertibu punkta (zo + Az, yo + Ay), t.i.,
Q= f(zo + Az, yo + Ay), kur punktu (zg,yo) izvelas ta, lai saja
punkta funkcijas vertibu varetu viegli aprekinat.

2. Atrod 2., z; un izskaitlo funkcijas un tas parcialo atvasinajumu verti-
bas punkta (g, o).
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3. No aptuvenas vienadibas atrod f(xg + Az, yo + Ay).

3.5. piezime. Tuvinajums bus jo labaks, jo mazaki pec modula bus Ax
un Ay.

3.4. piemers. Aprekinat izteiksmes /1,032 + 1,983 tuvinatu vertibu.

Soreiz Q = /1,032 4+ 1,983, f(x,y) = /22 +y3 un
Q = f(1+0,03,2—0,02). Tadgjadi zo = 1, yo = 2, Az = 0,03,
Ay = —0,02.

Atrod

2
/ T / 3Y
Z[L‘:— z =

Izskaitlo f(1,2) = V12 +23 =3; f1(1,2) = 4, fI(1,2) = 2.
Pielieto aptuveno vienadibu

f(wo + Aw,yo + Ay) = f(0,y0) + f1 (w0, yo) Az + f, (20, y0) Ay
un izskaitlo () tuvinatu vertibu Q ~ 3 + % - 0,03 +2(—0,02) = 2,97.
Tadejadi /1,032 + 1,98 ~ 2,97.

3.4. Pieskarplakne

Apskata funkciju f(x,y), kas ir nepartraukta punkta Py(xo, yo).

3.3. definicija. Par funkcijas grafika pieskarplakni punkta
M, (xo,yo, f (a:o,yo)) sauc plakni, kas iet caur So punktu un kas ap-
mierina Sadu nosacijumu: attalums M N no grafika patvaliga punkta
M (:U, y, f(x, y)) lidz Sai plaknei ir pec patikas mazs, salidzinot ar at-
talumu MyM, kad x — ¢y un y — yp, citiem vardiem, Aj\/[{)—% g 0
)

(skat. B.2]zmm.).

3.4. teorema. Ja funkcija f(x,y) ir diferencéjama punkta Py(zo,yo),
tad tas grafikam atbilstosaja punkta Mo (zo, yo, f (2o, yo)) eksiste pies-
karplakne, kuras vienadojums ir

z — f(zo,90) = f1(z0,y0)(x — w0) + f,(z0,%0) (¥ — Yo) (3.1)
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Az

» Ta ka funkcija f(z,y) ir diferencejama punkta Py(zo,yo), tad ta ir
nepartraukta Saja punkta un izpildas sakariba

f(xv y) o f(:UO: yO) = f;(.ﬁl?(), yO)AI =+ fg;(xO) yO)Ay + V Az? -+ Ay27 (32)
kur xr = zo+Ax, y = yo+ Ay un Alim v = 0. Acimredzami (3.1]) ir plaknes,

r—0
Ay—0
kas iet caur punktu M, (:1:0, Yo, f (o, yo)), vienadojums. Atliek pieradit, ka
s1 plakne ir funkcijas f(x,y) grafikam punkta M, konstruéta pieskarplakne.
Tam nolukam ir japarada, ka J\%—% —— 0 (8.2]zim.). No vienadibas (3.2)
—I0
Y=o
atnem (B.1)) un iegust

f(@,y) — 2 = v/ Az? + Ay?. (3-3)
Apskata attiecibu

MN < MM’ < MM’
MoM = MM = ByP
kur PP = /Axz? 4+ Ay?. Var saskatit, ka MM’ = |z — f(z,y)| (situacija,

kas attelota B.2] zimejuma, MM' = —z + f(x,y), jo punkta M’ aplikata ir
z, bet punkta M aplikata ir f(z,y)).




3.5. Saliktas funkcijas diferencesana 33

Atsaucoties uz vienadibu (B.3), var rakstit, ka MM’ = || \/Ax? + Ay?.

Tapec
MN < 7] Az? + Ay? -
< = || .
MyM VAZ? + Ay?
Acimredzami AJZ—JJE == 0, Jo Algicrilo 7] =0. <

Y—Yo Ay—0

3.4. definicija. Par funkcijas grafika normali punkta M, (330, Yo, f (o, yo))
sauc taisni, kas iet caur So punktu un ir perpendikulara saja punkta
konkretajai pieskarplaknei.

3.5. piemers. Sastadit pieskarplaknes un normales vienadojumu funkci-
jas z = 22 + y? grafikam punkta, kura abscisa ir 1 un ordinata —1.
Atrod 2y = f(zo,p0) = f(1,-1) =12+ (=1)2 =2, 2/, = 21; z, = 2y.
Izskaitlo

f;(x()ny()) = fgl;(la _1) =2-
fgj(xO)yO) = f;(la _1) =2-
Pieskarplaknes vienadojums
z—2=2x—-1)—2(y+1) jeb 2x—-2y—2-2=0.
Ta ka normale ir perpendikulara pieskarplaknei, tad Sis taisnes vir-
ziena vektors ir (2, —2, —1). Tadejadi normales vienadojums ir

r—1 y+1 2z-2
2 -2 -1

3.5. Saliktas funkcijas diferencesana

3.5. teorema. Ja kopa D defineta salikta funkcija z = f(u,v), kur
u = u(r,y), v = v(x,y), funkcijam wu(x,y), v(x,y) punkta
(xo,v0) € D apkartne eksiste nepartraukti parcialie atvasinajumsi
un funkcijai z = f(u,v) atbilstosa punkta (ug,vy) apkartné eksiste
nepartraukti  parcialie  atvasinajumi, tad  salikta funkcija
z = f(u(x,y),v(a:,y)) ir diferencejama punkta (o, yo), pie tam

0z 0z0u 0z0v 0z B 0z0u 0z0v

9z O0udr  owdx oy 0udy  owdy
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» Ta ka funkcijam wu(z,y), v(x,y) punkta (zg,yo) apkartné eksiste
nepartraukti parcialie atvasinajumi, tad funkcijas ir diferencejamas Saja
punkta, t.i.,

Au = %Ax + @Ay + a1 Az + (1 Ay

ox oy

un 5 9
Av = Z Az + LAy + Az + Ay,

T Or dy

kur aq, 01, as, (o - bezgaligi mazas funkcijas, kad Az — 0 un Ay — 0.
Ja uzskata, ka Ay = 0, tad iegust So funkciju parcialos pieaugumus.

Ayu = @Aa:—l—ozle un  Ayv = 8—Ax—|—042Ax (3.4)
Ox Ox

Siem pieaugumiem atbilst funkcijas z = f (u,v) pieaugums, kuru ir lietde-
rigi apzimet A, z.

Ta ka funkcijai z = f(u,v) punkta (ug, vy) apkartne eksiste nepartraukti
parcialie atvasinajumi, tad ta ir diferencejama Saja punkta.
Tapec

0 0
Ayz = —ZAxu + —ZAIU + alu+ BA,w, (3.5)
ou ov
kur lim a= lim 8 =0.
Azu—0 Azu—0
AL v—0 A ;0—0

Vienadiba (BH) A,u un A,v aizstaj ar atbilstosajam izteiksmem (3.4))

Az = % <aqu + ozlAa:) + % <8U Az + 042Aa:)
X

ou \ 0 ov \ Ox
+ « (%Aw + alA:U) + ( Ax + agA:U) =
T
Jdz0u 0z 0v
= (@a—x—l—ava )ACB—I—’)/AJJ
kur
P +5—+5
Y= Ozlau 0428 Oza a -0 0%)

ir bezgaligi maza funkcija, kad Az — 0 (Ay = 0).

Az _ 9z 0u 0z Ov =15:54; ‘otms Oz _ 0z 0u 0z Ovu
Atrod Al;glo = = oot + 5o Tadejadi eksiste 52 = 25+ + 5290, kas

acimredzami ir nepartraukts punkta (xg, yo) apkértné Analogiski pierada,
ka ST punkta apkartne eksisté nepartraukts % —Z gi gZ + gjg—z. Saskana ar
funkcijas diferencejamibas pietiekamo nosacuumu (B.3] teorema) funkcija

z = f(u(z,y),v(z,y)) diferencejama punkta (zo,yo). <
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. — .. . ) 3 . . x
3.6. piemers. Atrast funkcijas z = u® + v°, kur v = Jxy, v = \5/;,

s fnE] 0z 0z
parcialos atvasinajumus 5= un oy
Atrod

0z

ZF 9

ou )

0z

2 — 32

ov v

ou 1
— — 3 .

Oz vy 3v/22’
ou 1
- = T - )
dy 3/ 12
ov 1 1

du /5 5Vat
ov 1\’ 15 1
65@5>=—w5-

a—y:

Tadejadi

0z 2u |y 5 1 0z 2u T 3v? x
- = . _2 _|_ 3/0 . - , - = — . 3 _2 - — . 5 _6’
or 3 x 59/xty Oy 3 Y 5 Y

kur u = ¥z ,UZ{’/%.

3.7. piemers. Atrast funkcijas z = Int, kur ¢ = sinx 4 cosy, parcialos

fhad Jdz Oz
atvasinajumus -, 3y
0z _dz  Ot. 0z _ dz 0Ot dz _ 1. 0t _ ot _
9r — dt 0o oy — di . Atrod 9 = 35 5= = cos , oy = —siny
Tadejadi
0z 1 COS T
— = —CoST = — :
or t sinx 4 cosx
0z 1 , —siny
— = —(—siny) = — ,
oy t sinx + cosy

3.6. Atvasinajums noraditaja virziena. Gradients

Apskata punkta Py(zg, o) apkartne definetu funkciju f(z,y) un staru
¢ ar sakumu punkta Fy. Uz stara ¢ punkta P, apkartne izvelas punktu

P(z,y) (B3] zm.).
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A'y

v s

3.3. zim.

3.5. definicija. Ja attiecibai %ﬂp‘)), kur Af - nogriezna PP, ga-

rums, eksiste robeza, kad A¢ — 0, tad So robezu sauc par funkcijas

z = f(z,y) atvasinajumu punkta P, noraditaja virziena ¢ un
apzimé 37, tadgjadi 57 = lim HE)f ()

H
3.6. piezime. Parasti uz stara izvelas kadu vektoru ¢, kura virziens
sakrit ar ST stara virzienu.

1. Acimredzami % ir funkcijas z = f(z,y) atvasinajums Oz ass

pozitivaja virziena, bet g—; - Oy ass pozitivaja virziena.

2. Atvasinajums % raksturo funkcijas z = f(x,y) izmainas atrumu

H
punkta FPy(zg,yo) virziena £ .
H
3. Turpmak var uzskatit, ka ¢ - vienibas vektors, tapec ta koordina-
H
tas ir cos a un cos 3, kur «, 3 - lenki, kurus veido ¢ ar Ox un Oy
asu pozitivajiem virzieniem (3.3]zmm.). Acimredzami § = § — «,

H
tapec cos 3 =sina un ¢ = (cosa,sin ).

3.6. teorema. Ja funkcijai z = f(x,y) punkta Py(xo,yo) eksiste nepar-
traukti parcialie atvws_gndjumi, tad tai eksiste saja punkta atvasinajums
% jebkura virziena ¢ = (cosa,cos3), pie tam

0z 0z 0z , Jz 0z 0z

—cosa + —cos 3| jeb = —cosa + —sina.

ol Or Jy ol Ox Jy
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» Saskana ar punkta diferencejamas funkcijas pietieckamo nosacijumu
funkcija z = f(x,y) diferencéjama punkta Py(xg,yo). Tapec
0Oz 0
Az =—Ax
“ e gy

kur 71,72 - bezgaligi mazas funkcijas, kad Az — 0 un Ay — 0. Iegust, ka
Az 0z Az 0z Ay Ax Ay

yA
—Ay + 1Az + 1Ay,

AT or AT oy AT VAT PA
kur & M = COS «, ﬁ—%’ = sina = cos 3. Tapec
Az 0z N z 4 n s
— = — CcoSa + — COS Cos cos
Al Oz oy n 7
Acimredzami, ja Al — 0, tad art Az — 0 un Ay — 0. Tapec eksiste
y Az _ 0z N 0z 51 N 3
im — im —
lim —= = lim | =~ cosa 9y COS 71 COS (v + Y5 COS
0Oz N 0z 5.
cos a + — cos
" Ox oy
Tadejadi ek81ste g; cos o + 2 oy = cos 3. <
Apskata vektorus @ = (%, g—;) un € = (cosa, cos 3). So vektoru

Sad I — oz 82 9z
skalarais reizinajums a - ¢ = Zcosa + cosﬁ actmredzami ir 7.

— .

Tadejadi % = @ - £. So vektoru skalaro reizinajumu var uzrakstit arl
— —

cita forma - vektorialaja forma: @ - ¢ = |a| - ‘ 14 ’cos @, kur ¢ - lenkis

— .
starp vektoriem @ un ¢ . So vektoru skalarais reizinajums sasniedz mak-
simalo vertibu, ja cos¢ = 1, t.i., ja ¢ = 0. Seko, ka funkcijai z = f(x,y)

. . — . . . — . . . — —
vislielakais izmainas atrums ir virziena a = (%, g—; :

3.6. definicija. Vektoru (%,g—;), kas raksturo funkcijas z = f(z,y)
vislielakas izmainas atrumu punkta FPy(xo, o), sauc par §is funkcijas
gradientu® punkta P, un apzimé grad z jeb grad f (Fy). Tadejadi

_ (92 09z
grad z = (aw ay> un

0z —
@—gradz- .

! Gradienta vektors raksturo funkcijas vislielakas izmainas atrumu gan péc virziena, gan skaitliski.
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3.7. piezime. Triju argumentu funkcijai u = f(z,y, 2)

ou  Ou u u
cos @ + — cos 3 + — cos "y,

o~ Ox oy 0z

kur «, 3, - lenki atbilstosi ar astm Oz, Oy, Oz,

— (9u Ju du
gradu = <8x’8y’8z>'

3.7. Augstaku kartu atvasinajumi

Apskata kopa D diferencéjamu funkciju z = f(z,y). Sis kopas katra

punkta P(x,y) eksisté parcialie atvasinajumi % un 3_2- Sie parcialie at-

vasinajumi ir kopa D definetas argumentu x un y funkcijas, kuram var
‘ot s ‘=15 P : : d (0z 0 [ 0z d (0z a ( 0z
eksistet parcialie atvasinajumi, t.i., 5= (%), o (a—y>, By (%) un g (a—y)
Ja &ie parcialie atvasinajumi (no parcialajiem atvasinajumiem) eksiste,
tad tos sauc par funkcijas z = f(x,y) otras kartas parcialajiem at-
. e . g . < 0%z 0%z 0%z 0%z .o S
vasinajumiem un apzime atbilstosi 53, 9y05° D0y’ 07 (Laisa. de divi zet
pec de iks kvadrata”; “de divi zet pec de igrek de iks” utt.). Sos otras kartas
parcialos atvasinajumus vel apzime 275, 2., 2y, zg’/’2. Tadejadi eksiste
cetri funkcijas z = f(x,y) otras kartas parcialie atvasinajumi. Analogiski
spriezot, var runat par astoniem §is funkcijas tresas kartas parcialajiem

atvasinajumiem utt.

3.7. definicija. Funkcijas parcialos atvasinajumus, kuriem karta ir divi
un lielaka, sauc par funkcijas augstaku kartu parcialajiem at-

vasinajumiem.
3.8. piemers. Atrast funkcijas z = 2y visus otras kartas parcialos
atvasinajumus.
Atrod
0z
— =2z 3,
ox Y
0z
9Z _ 3222
oy Y
0z 0
— = —(22y°) = 2¢°
Ox? (93:( v) =2
0%z 0
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0%z 0
Sx = 6z’
Oyox 8:6( ) Y
0%z 0
3z%y%) = 62%y.
7 = gy BT Y) =62y
3.8. piezime. Saja piemeéra tika iegiits, ka % = a?,%' Daudzam

funkcijam ir speka Sada vienadiba.

3.7. teorema. Ja funkcijai z = f(x,y) punkta Py(xo, yo)apkartne eksiste
otras kartas parcialie atvasindjumz’ un tz'e z'r nepartraukti saja punkta,

82
tad punkta Py(xo,yo) i = 3,05
ﬂy
Rl \\\\
/
\
R P
\
|
_________________ |
Yo 0 Pyl | |
\ I I I
\ A
@) Mo Ty Zo+ Az
\\_—/
3.4. zim.

» Izvelas tadus argumentu patvaligus pieaugumus Ax # 0 un Ay # 0,
ka punkts P(zo+Az, yo+Ay) pieder punkta Py(xo, yo) apkartnei (3.4]zim.).
Apskata

A= f(xo+ Az, yo + Ay) — f(xo + Az, y0) — f(x0,y0 + Ay) + f(x0, v0)-

Izveido funkciju
Té ka funkcijai f(z,y) punkta Py(zo,y0) apkartne eksiste atvasinajums

a a , tad funkcijai ap(x) eksisté atvasinajums intervala [zg,zo + Ax] un
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Ta ka
o(zo+ Azx) = f(xo + Az, y0 + Ay) — f(xo + Az, yp)
un

©(z0) = f(x0, Y0 + Ay) — f(z0,%0),

tad
A= ¢(xo + Az) — @(20).

Sai starpibai pielieto Lagranza formulu intervala [zo, 2o + Axz] . Iegiist
A= ¢ (rg+ 01Ax)Az, kur 0 < ©1 < 1 jeb

A= (fa’j(xo + 1A%, yo + Ay) — fi(zo + O1Ax, yo))Aq:.
Starpibai pielieto Lagranza formulu intervala [yo, yo + Ay]
A= f;‘/y(xo + @lea Yo + @2Ay)A$Ay, (36)

kur 0 < ©y < 1 (funkcijai f(x,y) punkta Py(xg,yo) apkartne eksiste
parcialais atvasinajums fy, ).
Ja izveidotu otru funkciju ¥ (y) = f(zo + Ax,y) — f(x0,y) un rikotos

analogiski, tad iegutu, ka
A= fi(zo + 42z, 30 + O3Ay) AzAy, (3.7)
kur 0 < ©3 < 1 un ar1 0 < ©4 < 1. No vienadibam (3.6]), (3.7]) seko:
foy(xo + 1Az, y0 + ©2Ay) AzAy = f, (0 + O4Az, yo + O3Ay)AzAy.
Vienadibas abas puses izdala ar AxAy # 0.
foy(@o + ©1Az, yo + O2Ay) = f)/.(x0 + OsAz, 3o + O3AY).

Saja vienadiba pariet pie robezas, kad Az — 0 un Ay — 0 (robezas punkta
FPy(zo,y0) eksiste, jo parcialie atvasinajumi f;, un f), ir nepartrauktas saja

punkta funkcijas). legtst f; (zo,y0) = f,. (0, %0). <

3.9. piezime. Analogiska teorema ir speka arl n argumentu funkcijai.
Nepartrauktie k£ - tas kartas parcialie atvasinajumi vienadi, ja pec
katra no mainigajiem atvasinats tikpat daudz reizu.

. _ 3 3 e .. .
Piemeram, 8(22gy = ax%iax, kur u = u(z,y, z) un parcialie atvasinajumi

ir nepartraukti.
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3.8. Augstaku kartu diferenciali

Apskata kopa D diferencejamu funkciju f(x,y). Par sadas funkcijas
diferenciali sauc df (z,y) = 5= O (,y)dx + 6f(x, y)dy. Ja dz un dy ir fikseti,
tad df (x,y) var uzskatit par mainigo x un y funkciju. Pie tam, ja $1 fun-
kcija ir diferencejama, tad var runat par tas diferenciali, t.i., d(df (z, y)),
kuru attieciba pret f(x,y) sauc par otras kartas diferenciali un apzime
d?f(x,y). Tatad

P f(x,y) = d(df (z,y)) = d <%d$ - %dy) -

S f S f
= (8xd +a_yd>d +a_(axd +a—dy)d

2 2 2
8fcl +28f o/

dud d
022 By Y+ Gy’

’f 82f)
oxdy ~— Oydx/°

Analogiski define d®f(z,y) un visparigi d"f(z,y) = d(d"f(z,y)).
Simboliski var rakstit

0 0 "
rsa0) = (et 2y Sa0)

(Izmantoja, ka

Analogiski var apskatit augstaku kartu diferencialus n argumentu funkci-
jal.
3.10. piezime. Ja x un y nav neatkarigie argumenti, bet starpargu-

menti, t.i., z = f(z,y), kur = un y ir viena vai vairaku neatkarigo
argumentu funkcijas, tad, piemeram,

0%z 0%z 0%z 0

z 0z
2 = 2= da? + 2 dxd d d*z + —d*y
¢ mﬁw*‘aayxy+a2y'+m:x+a
utt.
3.9. piemers. Atrast funkcijas 2 = 222 — 3zy — y? otras kartas diferen-

ciali.
Atrod 2 2 2

YE_y 2 -3 T2 o

Ox? 0x0y Oy?
Tadsjadi

d*z = 4dx® + 2(=3)dzdy — 2dy* = 4dx* — 6dxdy — 2dy*.
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3.9. Teilora formula divu argumentu funkcijai

Teilora formulu divu argumentu funkcijai var iegtit, izmantojot Teilora
formulu viena argumenta funkcijai. Ja funkcijai f(x) punkta xy apkartne
cksiste visi atvasinajumi lidz (n 4 1) kartai ieskaitot, tad visiem z, kas
pieder Sai apkartnei, ir speka vienadiba

f(x) = f(xo) + f’(ﬁo) (x —xo) + fﬁél )(517 — x0)2 4ot
f(n)(x ) ; n+1 ( ) -
+ n! 0 (z — 20) + (n+1)! (x — o)™,

kur ¢ =29+ 0O(x —x9) un 0 < © < 1. Ja apzimeé = — xy = Az un izmanto
funkcijas f(z) diferencialu aprekinasanas formulas, tad Teilora formulu var
uzrakstit sadi:

df (zo) | d*f(x0) d"f(zg) | d"'f(e)
T T A Ry PR S

kurc=2p+ OAxun 0 < © < 1 jeb

fzo + Ax) = f(x) + o) | (o) +oe

1! 2!
N d" f (o) N d" f(zo + OAR)
n! (n+1)!

f(zo+ Az) = f(xo) +

Y

Y

kur 0 < © < 1.

Tagad apskata funkciju f(z,y), kurai punkta (xg,yo) apkartné eksiste
visi diferenciali lidz (n 4 1) kartai ieskaitot.

Izvelas tadus patvaligus argumentu pieaugumus Ax un Ay, lai punkts
(xo+ Az, yo+ Ay) piederetu sai apkartnei. Apskata f(xo+tAx, yo+tAy),
kur 0 < ¢t < 1. So izteiksmi fiksetiem Az un Ay var uzskatit par mainiga
t funkciju F(t). Tadejadi F(t) = f(xo + tAx,yo + tAy), kur 0 < ¢t < 1.
Funkcijai F(t) intervala [0, 1] eksiste visi atvasinajumi lidz (n + 1) kartai
ieskaitot. Tiesam, ja F'(t) uzskata par saliktu funkciju F'(t) = f(z,y), kur
r = xo+ tAzx, y = yo + tAy, tad F(t) ir diferencéjama funkcija ka salikta
funkcija, pie tam

of dx Of dy f of

F(t)Z%'nga—y'dt 8x aAy_df(fﬁy)

Funkcija F'(t) arT ir diferencéjama. (Pamatot patstavigi!)
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Tapec eksiste

F'(t) = (F'(t)) = jt (gf Az + %Ay) -

i (a2 3,20) 2y (000 5,%0) -

" Ox \ Ox 0 oy \ 0 dt

_(0*f O*f f _

B (8:1:2A i 0yox ) (81‘83; Ay) By =
0 O f

— Ax? 2 A A
-~ Oa? * Ox0y y+

Beidzot, eksiste F" ) (¢) = d" f(x,y).

Funkcijai F'(t) uzraksta Teilora formulu (izvelas tg = 0 un t = 1):

7 2Ay = d*f(x,y) utt.

F(1) = F(0) +

F'(0)  F"(0) FM0)  FY(e)
TR H A AP R e ST

kur 0 < © < 1. Funkcijas F(t) un tas atvasinajumu vertibas aizstaj ar
atbilstosajam izteiksmem. legtst, ka

df(l‘o, yO) dzf(x()a yO)

f(xo + Az, yo + Ay) = f(xo,y0) + 1 + 5] +ot
d"f(zo,y0)  d""f(zo + OAL, Yo + OAY)
+ + ,
n! (n+ 1)!
kur 0 < © < 1.

leguta formula ir funkcijas f(x,y) Teilora formula punkta (z¢,y)
apkartne.

Ja n = 0, tad iegust Teilora formulas atsevisko gadijumu - Lagranza
formulu:

f(xo + Az, yo + Ay) = f(z0,y0) + df (xo + OAz, yo + OAy)
jeb

Of (w0 + @Aax, Yo + OAY) Apt
X

Of (xg + ©Ax, yy + ©Ay)
+ 5

f(wo + Az, yo + Ay) = f(x0,y0) +

Ay,

kur 0 < © < 1.



44

I1I nodala. VAIRAKU ARGUMENTU DIFERENCEJAMAS FUNKCIJAS

Jan =1, tad iegust

f(x0+Axvy0+Ay) =

- f(x()a yO) +
+% <(92f(a:0 + OAz, yg + @Ay)Aa:Q N 262f(x0 + OAx, yy + OAy)

Of (xo + Az, yo + Ay) Of (xo + Az, yo + Ay)
Ax +
Oox oy

Ay+

AxAy+

ox? 0x0y

2
+8 f(zo + @?ysc?, Yo + @Ay)Ayz) |

Jautajumi

1.
2.

10.
11.

12.

13.

Definet punkta diferencejamu funkciju un tas diferenciali Saja punkta.
Formulet punkta diferencejamas funkcijas nepiecieSamos nosacijumus.

Definet funkcijas parcialos atvasinajumus un sniegt tiem geometrisko
interpretaciju.

Formulet punkta diferencejamas funkcijas pietieckamo nosacijumu.

Paskaidrot, ka lieto diferenciali, lai aprekinatu tuvinatu funkcijas ver-
tibu.

Definet funkcijas f(x,y) grafika pieskarplakni un normali.

Uzrakstit funkcijas f(x,y) grafika pieskarplaknes un normales viena-
dojumus.

Kadai ir jabut funkcijai f(x,y), lai tas grafikam eksistetu pieskar-
plakne.

Formulet teoremu par saliktas funkcijas diferencesanu.
Definet funkcijas f(z,y) atvasinajumu noraditaja virziena.

Uzrakstit funkcijai f(z,y) atvasinajuma noraditaja virziena atrasanas
formulu.

Kads sakars pastav starp funkcijas parcialajiem atvasinajumiem un
atvasinajumu noraditaja virziena?

Definet divu argumentu funkcijas gradientu.
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14.

15.
16.
17.

18.
19.

20.
21.

Uzrakstit formulu, kas saista funkcijas atvasinajumu noraditaja virziena
ar funkcijas gradientu.

Definet divu argumentu funkcijas otras kartas parcialos atvasinajumus.
Definet triju argumentu funkcijas n - tas kartas parcialos atvasinajumus.

Formulet tos nosacijumus, kad parcialie atvasinajumi nav atkarigi no
atvasinasanas secibas.

Definet otras kartas diferenciali divu argumentu funkcijai.

Uzrakstit n - tas kartas diferenciala aprekinasanas simbolisko formulu
un paskaidrot tas pielietosanu.

Uzrakstit Teilora formulu divu un triju argumentu funkcijam.

Paskaidrot, ka Teilora formulu var pielietot funkcijas aptuveno vertibu
izskaitloSana.

Vingrinajumi

1.

Definéet punkta Py(zo, yo, z0) diferencejamu funkciju v = f(z,y,2) un
tas diferenciali saja punkta.

. Pieradit, ka punkta diferencejamai funkcijai u = f(x,y, z) eksiste par-

cialie atvasinajumi un ta ir nepartraukta funkcija saja punkta.
Atrast funkciju parcialos atvasinajumus

(a) z =Intg T

(b) u = a3y*2 + 22 — 3y + 2z + 5.

Pieradit, ka funkcija z = In(z? + zy + y*) apmierina nosacljumu

0z dz __

Izskaitlot ,jaxr = pcose un y = psin .

. Pieradit, ka funkcijai z = /22 + y? punkta (0,0) neeksisté parcialie

atvasinajumi.

Atrast funkciju z = f(z,y), ja
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0 .
(a) 8_; - %y%
(b) % = £ f(1,y) = siny.
(c)%:ny 1un —2:1:y+cosy
8. Caur virsmas z = 2x?+y? punktu M (1,2, 6) konstruetas divas plaknes,
kas paralelas koordinatu plaknem xzOz un yOz. Aprekinat lenkus,
kadus veido punkta M konstruetas pieskares linijam, pa kuram sis
plaknes skel virsmu, ar atbilstosajam koordinatu asim.
9. Atrast funkcijas f(z,y) = 2> +zy—1? pilno pieaugumu un diferenciali.

10. Funkcijai f(x,y) = 2y atrast pilno pieaugumu un diferenciali punkta
(1,2). Iegutos rezultatus salidzinat, ja
(a) Az =1, Ay =2;

(b) Az =0,1, Ay =0,2;
(¢) Az =0,01, Ay =0,02.

11. Pieradit, ka funkcijam u = u(x,y) un v = v(x,y) izpildas
(a) d(u+v) = du + dv;

(b) d(uwv) = vdu + udv;
(C) d (%) — vduv—zudv.

12. Atrast df (1,1), ja f(z,y) = %

13. Atrast df(3,4,5), ja f(x,y,2) = 2+y

14. Sniegt geometrisko interpretaciju funkcijas S = xy pilnajam pieaugu-
mam un diferencialim. (Apskatit taisnsturi, kura malas ir x un y).

15. Uzrakstit aptuveno vienadibu triju argumentu funkcijas vertibu iz-
skaitlosanai.

16. Noslegta kaste, kuras arejie izmeri ir 10 cm, 8 cm un 6 cm, izgatavota
no skarda, kura biezums 2 mm. Aprekinat tuvinatu patereta metala
tilpuma vertibu.

17. Tuvinati izskaitlot

(a) 1,0230%;
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18.
19.
20.

21.
22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.
29.

30.

31.

32.
33.

34.

(b) /4,052 + 2,932,

z =W kur x = cost, y = t*. Atrast Z.

— oY — 9z dz
z=e", kur y =Inw. Afrast FZun .

Paradit, ka funkcija z = (2 4+ y*) apmierina vienadojumu

0z dz __

u= f(z,y,2), kary = (), 2 = P(z,y). Atrast 3.

Atrast funkcijas z = 222 — 3y? atvasinajumu punkta P(1,0) virziena,
kas veido ar Oz asi lenki 120°.

Atrast funkcijas z = 2 — 222y + zy* + 1 atvasinajumu punkta M (1,2)
virziena no §1 punkta uz punktu N(4,6).

Atrast funkcijas u = 22 — 3yz + 5 atvasinajumu punkta M(1,2,—1)
virziena, kas veido ar koordinatu asim vienadus lenkus.

Atrast un ilustreét geometriski funkcijas z = 2%y gradientu punkta
P(1,1).

Atrast funkcijas u = 22 + y? + 22 gradienta punkta (2, —2,1) moduli
un virzienu.

Atrast lenki starp funkcijas z = In ¥ gradientiem punktos A (%, i) un
B(1,1).

Atrast funkcijas z = 22 +4y? vislielako izmainas atrumu punkta (2, 1).
Atrast funkcijas u = xy 4+ yz + zx visus otras kartas parcialos atvasi-

najumus.

0%z _ 9%z

Paradit, ka funkcijai z = 2¥ izpildas 950y = Dg0r

fo 0%z 0%z _ 2 2 _
Atrast 53, Jroy oger 18 % = flu,v), kur u = 2* + y*, v = xy.

Atrast d?z, ja z = e"y.

Uzrakstit funkcijas u = f(x,y, z) otras kartas diferenciala aprekinasa-
nas formulas (apskatit gadijumu, kad x,y, z - neatkarigie argumenti,
un gadijumu, kad z,y, z - starpargumenti).

Atrast d®z, ja z = e cosy.
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35. Funkcijai f(z,y) = —2? + 22y + 3y* — 62 — 2y — 4 uzrakstit Teilora
formulu punkta (—2,1) apkartne.

36. Funkcijai f(x,y) = e**¥ uzrakstit Teilora formulu punkta (1,—1)
apkartne. legut art atseviskus gadijumus, kad n =0 un n = 1.

37. Izmantojot Teilora formulu, tuvinati izskaitlot (0,95)%%. Aprekinos
izmantot tikai tos formulas loceklus, kas pec modula nav mazaki par
0,01.



IV nodala

VAIRAKU ARGUMENTU
FUNKCIJU PETISANA UZ
EKSTREMU

4.1. Vairaku argumentu funkcijas maksimums un mi-
nimums

Apskata punkta Py(zg,1yo) apkartné definetu funkciju f(z,y), kas ne-
partraukta Saja punkta.

4.1. definicija. Ja visiem punktiem P(z,y), kas pieder punkta Py(xo, o)
apkartnei un kas ir atskirigi no st punkta, ir speka nevienadiba
flz,y) < f(xo,y0), tad Py(xo, yo) sauc par §1s funkcijas maksimuma
punktu, bet funkcijas vertibu Saja punkta sauc par funkcijas maksi-
mumu un apzime max f(x,y) = f(xo, yo). Analogiski define funkcijas
minimuma punktu un tas minimumu.

4.2. definicija. Funkcijas maksimuma vai minimuma punktu sauc par
funkcijas ekstrema punktu, bet funkcijas maksimumu vai mini-
mumu sauc par funkcijas ekstremu.

Piemeram, funkcijai f(z,y) = 2% + (y — 1)*> — 1 punkts Py(0, 1) ir tas
minimuma punkts un min f(z,y) = f(0,1) = —1.
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4.1. teorema. (Funkcijas ekstrema nepieciesamais nosacijums).

Ja Py(xo,yo) ir funkcijas f(x,y) ekstréma punkts, tad Saja punkta
funkcijas parcialie atvasinajumai % un g—; ir nulles (protams, ja tie ek-
sisté), vai ari $aja punkta neeksisté vismaz viens no Siem parcialajiem

atvasinajumiem (tas parcialais atvasinajums, kurs eksiste, ir nulle).

» Pienem, ka Py(xg,10) ir funkcijas maksimuma punkts. Tatad &1
punkta pardurtaja apkartné izpildas nevienadiba f(x,y) < f(zo,v0). Iz
pildas arT nevienadiba f(z,yo) < f(xo,%0). Tas nozime, ka z; ir funkcijas
f(x,y0) maksimuma punkts. (f(x,yo) var uzskatit ka viena argumenta x
funkciju). Seko, ka §is funkcijas atvasinajums, t.i., % vai nu ir nulle (ja tas
eksiste), vai arT neeksiste. Analogiski pamato, ka % ir vai nu nulle, vai art

neeksiste. «

4.1. piezime. [4.1] teorema ir funkcijas ekstrema tikai nepiecieSamais
nosacijums. Pieméram, funkcijai f(z,y) = 2% + (y — 1)? — 1 parcialie
atvasinajumi % un g—ch punkta P(0,1) ir nulles, pie tam punkts P ir
§1s funkcijas minimuma punkts. Funkcijai f(z,y) = 2% — y? parcialie
atvasinajumi g—ii un g—g punkta Fy(0,0) art ir nulles, bet Py nav §is
funkcijas ekstrema punkts. (Izmantojot ekstréema punkta definiciju,

pamatot patstavigi!).

4.2. piezime. Analogiski define triju un vairaku mainigo funkcijas ek-
strema punktu un ekstremu, formule un pierada ekstrema nepiecieSamo
nosacijumdu.

4.2. teorema. (Divu argumentu funkcijas ekstrema pietiekamais nosa-
cyjums).
Ja funkcijai f(x,y) punkta Py(xo,yo) apkartne eksisté nepartraukti
pirmas un otras kartas parcialie atvasinajumsi, pie tam

fa(xo, m0) = fy(wo,y0) =0

un AC—B?* >0, kur A = [/ (z0,y0), C = fip (2o, 90), B = fry (20, y0),
tad Py(xg,yo) ir $is funkcijas ekstréma punkts. Pie tam Py(xg,yo) ir
funkcijas maksimuma punkts, ja A < 0, un minimuma punkts, ja
A > 0. Ja AC — B? < 0, tad Py(z,yo) nav §is funkcijas ekstrema
punkts.
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» Funkcijai f(x,y) uzraksta Teilora formulu ar n = 1 punkta Py(xo, o)
apkartne. Argumentu pieaugumus apzimeé ar h un k.

Af(wo,y0) = flzo +hyyo + k) — f(20,90) = hfy(zo,y0) + K fy (0, y0)+
+ %(h2f;'2(:1:0 + Oh, yo + Ok) + 21k f; (o + Oh, yo + Ok)+
+ Kk [l (20 + ©h, yo + Ok)),
kur 0 < © < 1.
Ta ka Py(xo,yo) ir funkcijas stacionarais punkts, tad
fr(o,y0) = [, (%0, 90) = 0.

Apzime A = fli(z0,%0), B = f3,(x0,90) un C' = f}i(z0,%0). Saskana ar
otras kartas parcialo atvasinajumu nepartrauktibu punkta Py(xg,yo) var
rakstit, ka

fre(zo + Oh,yo + Ok) = A + a,
f! (xg + Oh,yo+ Ok) = B + 3,

Y

f;lz(ilfo + Oh,yy + Ok) = C + 7,

kur «, 3,7 ir bezgaligi mazas funkcijas, kad p = vh? + k? — 0. Teilora
formulu var uzrakstit sadi:

1
Af(zo,y0) = 5 (AR? + 2Bhk + Ck* + ah® 4 28hk + vk?) .

No [A.1]zim. redzams, ka k = psin un h = pcos . Tapec

2
Af(zo,y0) = %(Acos2gp + 2B sin ¢ cos ¢ + C'sin® p+

+ acos® p 4 23 sin ¢ cos @ + 7 sin’ gp).
Apzime

P(¢) = Acos® ¢ + 2Bsin ¢ cos ¢ + C'sin® ¢,
w(p, p) = acos® p + 23 sin @ cos p + ysin® ¢

(o, B, - atkarigi no p).

Af(zo,y0) = %2(13(90) +w(p, p)).
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Ay
Yo+ k- 5 P
p
_______ ¥
l T
4.1. zim.

Funkcija |P(p)| - nepartraukta intervala [—m, 7], tapec ta sasniedz Sa-

ja intervala savu vismazako vertibu m = min |P(¢)|. Tapéc visiem
—T,

¢ € [—m, 7| izpildas |P(p)| > m.

Funkcijai w(p, ¢) izpildas |w(p, ¢)| < |a] +2|8| + |v|. Ja p — 0, tad
a, 3,7 — 0 un w(p, p) — 0. Tapec pietiekosi maziem p (neatkarigi no )
izpildas |w| < m.

Punkta Py(zg,yo) kaut kada apkartne (pietieko$si mazam p) izpildas
vienlaicigi |P(p)| > m un |w| < m, tapéc Saja apkartne funkcijas pieau-
guma A f(x, ) zimi nosaka P(y) zime. Konkreti Af(z,yo) zime sakrtt
ar P(p) zimi.

Apskata vairakus gadijumus.

1. A=AC - B*> 0.
Pienem, ka sin ¢ # 0. Tatad P(p) = sin® p(Actg?p + 2Bctgp + C).
Kvadrattrinoma A ctg? ¢ + 2B ctg ¢ + C diskriminants ir

D =4B? — 4AC = —4A < 0,

tapec kvadrattrinoms, ka art P(p)un A f(xg,yo) saglaba A zimi.

Ja sing = 0, tad cos® p = 1 un P(p) = A. A1l soreiz Af (g, yo) zime
sakrit ar A zimi.

(a) Ja A >0, tad Af(xo,y0) > 0 un Py(zo,yo) - funkcijas minimuma
punkts (skat. AT definiciju);



4.1. Vairaku argumentu funkcijas maksimums un minimums 53

(b) Ja A <0, tad Af(xo,y0) < 0un Py(xg,yo) - funkcijas maksimuma
punkts.

Jaatzime, ka Soreiz A # 0 un ta zime sakrit ar C' zimi, jo preteja
gadijuma butu A < 0.

2. A=AC - B* <0.
Pienem, ka A # 0 un, piemeram, A > 0. Tada gadijuma

P(p) = % ((Acosp + Bsingp)? + (AC — B*)sin’ p) .

Punkta Py(zg,y) apkartne apskata divus virzienus ¢ = ¢1 = 0 un
© = 9, kur ¢y nosaka no vienadojuma Acosy + Bsinp = 0 jeb
ctgp =—LB(A#0). Plg1) =A>0, Plpy) = £(AC — B?)sin’ p < 0.

Punkta Py(xg,y0) apkartne Af(xo, ) zimi nesaglaba. Tadejadi
Py(xo, o) nav funkcijas ekstrema punkts.

Analogiski apskata gadijumu, kad A < 0.
Beidzot pienem, ka A = 0.
legust
P(y) = 2Bsin ¢ cos ¢ + C'sin® ¢ = sin (2B cos ¢ + C'sin ).
Soreiz B # 0, jo pretéja gadijuma bitu A = 0.

[zteiksmes 2B cos ¢ + C'sin ¢ zime pietiekosi maziem ¢ ir atkariga no
2B cos ¢ zimes, jo sadiem ¢ speka |C'sinp| < 2|B cos ¢|.

Starp sadiem ¢ izvelas ¢; un apskata divus virzienus ¢ = ¢ un
@ = —¢p1. Acimredzami P(p1) un P(—y1) zimes ir pretejas. Tadejadi
A f(z,yo) nesaglaba zimi un Py(xg, yp) nav funkcijas ekstrema punkts. <«

4.3. piezime. Ja AC — B% = 0, tad jautajums par punktu Py(xo, yo)
paliek atklats.

Funkcijas f(x,y) pétisanas uz ekstréemu shéma.

1. Atrod % un %.

2. Atrod funkcijas stacionaros punktus, t.i., punktus, kuros % =0

U.Ila—y—

0%f  O%f 0%f
3. AtrOd 22 910y un 3_3/2
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. Izskaitlo otras kartas parcialo atvasinajumu vertibas stacionarajos

punktos, t.i., atrod atbilstosas vertibas A, B un C.

. Katram stacionaram punktam izskaitlo vertibu A = AC — B2,

. Atkariba no A zimes (nepieciesamibas gadijuma art pec A zimes) iz-

dara secinajumus par punktu Py(xg, yo).

4.1. piemers. Izpetit uz ekstremu funkciju

fla,y) = a® +y° — 3ay.
Atrod f! = 32% — 3y; fy= 3y? — 3x. Atrisina sistemu

322 — 3y =0,
3y -3z =0

un iegust funkcijas divus stacionaros punktus (0,0) un (1,1). Atrod
e = 6z, fy, = =3, f» = 6y. Katra no stacionarajiem punktiem

izskaitlo A, B,C un A = AC — B2,

1. Punkta (0,0):
A=0;B=-3C=0,A=0-0-(-3)%=—9 < 0. Punkts
(0,0) nav funkcijas ekstréema punkts.

2. Punkta (1,1):
A=6;,B=-3C=6,A=6-6—(=3)?=27> 0. Punkts
(1,1) ir funkcijas ekstréema punkts, pie tam minimuma punkts, jo
A =6 > 0. Tadejadi min f(x,y) = f(1,1) = 13 +13-3-1-1 = —1.

4.4. piezime. [1.2]teorema sniedz atbildi tikai par tiem funkcijas stacio-

narajiem punktiem, kuros A # 0. Funkcijas tie stacionarie punkti,
kuros A = 0, un punkti, kuros izpildas ekstrema nepiecieSamais nosa-
cijums, bet kas nav funkcijas stacionarie punkti, ir japeta 1pasi. Tam
noliikam var lietot, piemeram, ekstrema definiciju.

4.2. piemers. Izpetit uz ekstremu funkciju

f(xay) - \/$2—{—y2.

Ekstrema nepieciesamais nosacijums izpildas punkta (0, 0). Saja pun-
kta funkcija nav diferencejama (%, g—*; - neeksisté). Acimredzami
(0,0) ir s funkcijas minimuma punkts, min f(z,y) = f(0,0) = 0

(E2] zim.).
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z

4.2. zim.
4.3. piemers. Izpetit uz ekstremu funkciju

flx,y) =a' +y* —a* — 22y — o>,

Atrisina sistému
43 — 2x — 2y = 0,
49 — 22 — 2y =0

un iegust funkcijas tris stacionaros punktus (0,0), (1,1), (=1, —1). At-
rod f, = 122* -2, fI = -2, fre = 12y? — 2. Katra no stacionarajiem
punktiem izskaitlo A, B, C' un A.

Punkta (1,1):

A=10; B=-2;C=10; A =10-10—(-2)?> = 96 > 0. Punkts (1,1)
ir funkcijas minimuma punkts, min f(x,y) = f(1,1) = —2. Analogiski
punkts (—1, —1) ir arT funkcijas minimuma punkts,

min f(x,y) = f(—=1,—-1) = —2.

Punkta (0,0):

A= -2, B=-=-2C = -2, A =0. A2] teorema nav pielieto-
jama. Ja x # 0, tad f(z,—2) = 2z* > 0. Ja 0 < |z| < V2, tad
f(x,7) = 22* — 42® < 0. Punkta (0,0) funkcijas vertiba f(0,0) = 0.
Tatad punkta (0,0) apkartné funkcija var pienemt gan pozitivas, gan
negativas vertibas un f(0,0) = 0. Tadejadi (0,0) nav funkcijas ek-
strema punkts.
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4.4. piemers. Izpetit uz ekstremu funkciju

2

fla,y) =a® —y* +2e7".

Atrod f] = 2 —dze " = 2x (1 — 26"”2), [y, = —2y. Atrisina sistemu

{ 2 (1 _ 26—362) _0,

—2y = 0.

Funkcijas stacionarie punkti ir (0,0), (—vIn2,0), (vIn2,0). Atrod
M= 2 — de=*" 4 8x2e " g’c’y = 0; ;’2 = —2. Atrod A,B,C un
A = AC — B? katra no stacionarajiem punktiem.
Punkta (0,0):

A=—-2 B=0C=-2 A=4>0. Tadsiadi

max f(x,y) = f(0,0) = 2.

Punktos (£vIn2,0):
A=4In2, B=0,C = -2, A = —8In2 < 0. Tadejadi tie nav
ekstrema punkti.

Punkts (0, 0) ir funkcijas vienigais ekstrema punkts (konkreéti - maksi-
muma punkts). Saja punkta funkcija nesasniedz ne vislielako, ne vis-

mazako vertibu, jo funkcijai f(0,y) = —y* +2 —— —oo un funkcijai
y—00

f(x,0) = 2% + 2 —— +0o0. (Viena argumenta diferencejamai
funkcijai vieniga ekstréinefo punkta gadijuma Saja punkta funkcija sas-
niedza savu vismazako vertibu, ja tas bija minimuma punkts un vis-
lielako vertibu, ja tas bija maksimuma punkts).

4.5. piemers. Izpetit uz ekstremu funkciju

flz,y, 2) =2 +y* 4+ 2° —axy +x — 22

Atrod f, =2z —y+1, f, =2y —z, f. =22z — 2. Atrisina sistemu

20 —y+1=0,
2y —x =0,
22 —2=0.

Punkts (—%, —%, 1)ir vienigais §1s funkcijas stacionarais punkts.



4.2. Divu argumentu funkcijas vismazakas un vislielakas vertibas atrasana 57

Ekstrema pietiekamais nosacijums triju argumentu funkcijai netika
apskatits. Soreiz izpeta funkcijas pieauguma zimi Saja punkta.

2 2
Af (—;, —%, 1) = <_§ + A:U) + (—% + Ay> + (1 + AZ)2 _
'—<—§“%A%>(—%+¢MO-+(—§—#A{)—2UfFA@_

2\’ ]’2—1?+ )
3 3 3 3 3 B
1 2
= Az? + Ay? + A2 — AzAy = (Ax — §Ay> + %AyQ + A2 >0

(jebkuriem Az, Ay, Az, kas vienlaicigi nav nulles). Tadejadi punkts
(—2,—35,1) ir funkcijas minimuma punkts.

4.2. Divu argumentu funkcijas vismazakas un vislie-
lakas vertibas atrasana

Ieprieks tika atzimets, ka slegta un ierobezota kopa D nepartraukta
funkcija ir ierobezota un sasniedz kopa D vismagzako un vislielako vertibu.

Skaidrs, ka §is vertibas funkcija var sasniegt D ieks€jos punktos (actm-
redzami Sie punkti ir funkcijas ekstrema punkti) vai art D robezas punktos.

Tapec, lai atrastu slegta un ierobezota kopa D nepartrauktas funkcijas
vislielako un vismazako vertibu, atrod kopas D tos ieksejos punktus, kuros
izpildas ekstrema nepiecieSamais nosacijums un izskaitlo funkcijas vertibas
Sajos punktos. Atrod ari funkcijas vislielako un vismazako vertibu uz D
robezas (kopas D punktos iegust viena argumenta funkciju).

Visbeidzot no visam iegutajam funkcijas vertibam izvelas mazako (apzime
ml%n f(z,y)) un lielako vertibu (apzime max f(z,y)).

4.5. piezime. Ja kopa D nav slegta vai nav ierobezota, vai funkcija nav
nepartraukta kopa D, tad funkcijai vislielaka vai vismazaka vertiba
var neeksistet.
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Ay

v

4.6. piemers. Atrast funkcijas
fla,y) =2* +y* —ay+a+y

vismazako un vislielako vertibu kopa, kuru ierobezo taisnes x = 0,
y=0,z+y=-3.
Vispirms kopu D attelo grafiski (3] zim.). Atrod f, = 2z —y + 1,

fl =2y —x + 1. Atrisina sistemu

20 —y+1=0,
2y —x+1=0.

Funkcijas stacionarais punkts Py(—1,—1) ir kopas D ieksejais punkts.
Izskaitlo f(—1,—1) = —1.

Peta funkciju uz D robezas. (D robeza sastav no 3 nogriezniem).

1. Uz nogriezna OA(y =0, -3 <2 <0)z=22+2, -3 <2 <0.
Atrod 2’ = 2z + 1. Punkts z = —3 ir intervala [—3,0] icksejais
punkts, tapec izskaitlo f (—%,O) = 1__1

DO

2 — T 1

W=
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2. Uz nogriezna OB(x =0, -3 <y <0) z =1y*+y, -3 <y <0.
Atrod 2/ = 2y + 1. Punkts y = —1 ir intervala [—3,0] icksejais
punkts, tapec izskaitlo f (O, —%) = }1 % = 1

3. Uz nogriezna AB(y = —x — 3, =3 < x < 0)

\V)

1

=2+ (—x -3 —a(—2—3)+ v+ (—v —3) = 32° + 9v +6,

-3 <y <0. Atrod 2/ = 62 +9. Punkts x = —3 ir intervala

2
[—3, 0] ieksgjais punkts, tapec izskaitlo f (—%, —%) =

_3

<
Visbeidzot izskaitlo funkcijas vertibas trijstura ABO (kopas D) vir-
sotnes.
f(A) = f(=3,0)=9—-3=6;
f(B)=f(0,-3)=9—-3=6.

Tadéjﬁdi
un
Jautajumi

1.

AR R B 2

Definet divu argumentu funkcijas maksimuma un minimuma punktu.
Definet divu argumentu funkcijas maksimumu un minimumu.
Formulet divu argumentu funkcijas ekstrema nepieciesamo nosacijumu.
Formulet divu argumentu funkcijas ekstrema pietiekamo nosacijumu.
Formulet divu argumentu funkcijas petisanas uz ekstremu shemu.

Vai divu argumentu diferencejamai funkcijai var but tikai divi mak-
simuma punkti? (Viena argumenta diferencejamai funkcijai starp
diviem maksimuma punktiem vienmer ir vismaz viens minimuma
punkts).

Vai divu argumentu diferencejama funkcija vienigaja ekstrema punkta
vienmer sasniedz vislielako vai vismazako vertibu?

Ka atrast divu argumentu funkcijas vislielako un vismazako vertibu
kopa D? Vai vienmer Sadas vertibas eksiste?
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Vingrinajumi

1. Formulet un pieradit ekstréema nepiecieSamo nosacijumu triju argu-
mentu funkcijai.

2. Atrast funkcijas f(z,y, z) gradientu tas stacionaraja punkta.

3. Uzrakstit pieskares vienadojumu diferencejamas funkcijas f(z,y) gra-
fikam punkta My(xo, Yo, 20), kur Py(xo,yo) Sis funkcijas ekstrema
punkts.

4. Tzmantojot definiciju, pieradit, ka funkcijai f(z,y) = 2* — y* punkts
(0,0) nav ekstrema punkts.

5. Izmantojot definiciju un izmantojot ekstrema pietiekamo nosacijumu,
pieradit, ka funkcijai f(z,y) = xy punkts (0,0) nav ekstrema punkts.

6. Izpetit uz ekstremu funkcijas:

(a) f(z,y) = 2® + 3zy* — 30z — 18y;
(b) f(z,y) = (z —y)" + y", kur n - naturals skaitlis, kurs lielaks par
2.

7. Paradit, ka funkcijai f(z,y) = 22 — y® + ™" eksiste vienigais ck-
strema punkts, bet saja punkta funkcija nesasniedz ne vismazako, ne
vislielako vertibu.

8. Paskaidrot, ka peta uz ekstremu triju argumentu funkciju.

9. Atrast funkcijas f(x,y) = 2*+y®—3xy vismazako un vislielako vertibu
kopa D, kuru ierobezo taisnes r = -1, 2 =2, y= -1,y =3 — =.

10. Atrast funkcijas f(z,y) = 2y vislielako un vismazako vertibu kopa
D, kuru ierobezo parabola y = 2 un taisne y = 1.
11. Atrast funkcijas f(z,y) = 2* — y? vismazako un vislielako vertibu

kopa, kuru nosaka nevienadiba z? + 3% < 1.
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5.1. Nosacitie ekstremi

Ka zinams, vienadojums 2%+ y? = 1 plakne nosaka vienibas rinka Iiniju
ar centru koordinatu sakuma punkta. Sis pats vienadojums telpa nosaka
cilindrisku virsmu ar veiduli, kas ir paralela aplikatu asij.

Visparigi, vienadojums ¢(z,y) = 0 plakne nosaka kaut kadu Iiniju, bet
telpa - cilindrisku virsmu. Funkcija f(z,y) telpa nosaka kaut kadu virsmu
z = f(x,y), kas 8kelas ar cilindrisku virsmu ¢(x,y) = 0 pa telpisku lmiju.
Uz §1s Iiijas telpa var bt minimuma un maksimuma punkti, kurus sauc
par nosacita ekstrema punktiem.

Izvelas punktu (xg,yo), kas apmierina vienadojumu ¢(x,y) = 0 un ap-
skata ST punkta apkartne definétu funkciju f(x,y), kas ir nepartraukta
punkta (xg, yo).

5.1. definicija. Ja visiem (z,y), kas apmierina vienadojumu p(x,y) = 0
un pieder punkta (xg,yp) pardurtai apkartnei, izpildas nevienadiba
f(z,y) < f(xo,y0), tad (xg,yo) sauc funkcijas f(x,y) nosacita mak-
simuma punktu. Vienadojumu ¢(x,y) = 0 sauc par saites viena-
dojumu.

Analogiski define funkcijas f(z,y) nosactta minimuma punktu.

5.1. piezime. Funkcijas f(z,y) nosacita maksimuma punkta definicija
ir lidziga tas maksimuma punkta definicijai. Atskiriba ir tikai ta, ka
no (xg,yo) pardurtas apkartnes ir janem tikai tie punkti (x,y), kas
apmierina saites vienadojumu.
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Piemeram, funkcijai f(x,y) = zy ekstrema punktu nav. Ja izvelas saites
vienadojumu y = z, tad (0,0) ir §is funkcijas nosacita minimuma punkts.
Ja saites vienadojums ir y = —x, tad (0,0) ir funkcijas f(z,y) = zy
nosacita maksimuma punkts.

Funkcijas nosacita ekstrema punktu atrasanai lieto Lagranza reizina-
taju metodi, kura izriet no sadas teorémas.

5.1. teorema. (Nosacita ekstrema punkta eksistences nepiecieSamais no-
sacyjums.)

Ja (xg,yo) ir funkcijas f(x,y) nosacita ekstrema punkts ar saites vie-
nadojumu p(x,y) = 0, tad eksiste tads skaitlis A\, ka punkts (xq, yo, \)
apmierina vienadojumu sistemu

Fl(x,y) =0,
Fy(z,y) =0,
o(r,y) =0,

kur F(x,y) = f(x,y)+Ae(x,y). Funkciyju F(z,y) sauc par LagranZa
funkciju.

5.2. piezime. Analogiski definé triju argumentu funkcijas f(z,y, z) ar
saites vienadojumu ¢(z,y, z) = 0 nosacitos ekstremus. Lagranza fun-
kcija Soreiz F(x,y,z) = f(x,y,2) + Ap(x,y, 2), bet sistéma nosacita
ekstrema punkta atraSanai ir

F,’é(x7 y? Z) — Y
Fi(r,y,2) =0,
Fl(z,y,z) =0,
o(z,y,2) =0

5.1. piemers. Lode, kuras radiuss ir r, ievilkt vislielaka tilpuma para-
lelskaldni.

Apzimeé ar z,y,z paralelskaldnpa skautnu garumus. Ta tilpums
V = xyz, bet diagonale 2r, pie tam x? + y? + 22 = 4r%. Lai atrastu
funkcijas V' = zyz nosacita maksimuma punktu ar saites vienadojumu
2? + 9% + 22 — 4r? = 0, sastada Lagranza funkciju

F(x,y,z) = a:yz+)\(x2 + 9y + 22 —4r2).
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Atrod F = yz + 2\x, F) = vz + 2y, F, = vy + 2)z. legust sistemu

yz + 2 x = 0,
xz+ 2 \y =0,
xy 42Xz =0,

2 +y? + 22— 4r? = 0.
Sis sistémas atrisindjums A = 0, z = y = 2z = 27‘*/75. Acimredzami,

kad x =y =2z = 27“\/73, funkcija V' = xyz sasniedz vislielako vertibu.

y 3
S1 vertiba ir V = (27"/?3) = %37”3, bet paralelskaldnis ir kubs ar

skautni 27“\/75.

Jautajumi

1. Definet divu argumentu funkcijas nosacita maksimuma (minimuma)
punktu.

2. Divu argumentu funkcijai uzrakstit Lagranza funkciju.
3. Formulet divu argumentu funkcijas nosacita ekstrema punkta ne-
pleciesamo nosacijumu.
Vingrinajumi
1. Definéet ¢etru argumentu funkcijas nosacita ekstrema punktu.

2. Cetru argumentu funkcijai uzrakstit Lagranza funkciju un sistemu
nosacita ekstrema punkta atraSanai.

3. Pozitivu skaitli a sadalit trijos pozitivajos saskaitamos ta, lai to kvad-
ratu summa butu vismazaka.

5.2. Netiesi uzdotas funkcijas

Apskata divu argumentu funkciju F'(z,y) un vienadojumu
F(z,y) =0. (5.1)

Plaknes apakskopu Gr sauc par vienadojuma grafiku, ja §is kopas
punkti apmierina vienadojumu (5.1). Apzime ar Ap grafika G projekciju
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uz abscisu asi. Turpmak apskata tadus vienadojumus (5.1), kuru grafiks
nav tuksa kopa.

Piemeéram, vienadojuma z? + y?> — 1 = 0 grafiks ir rigka Iiija, bet
vienadojuma (z —1)(z+y—1) = 0 grafiks ir taisnesx = lunx+y—1 = 0.

Ja vienadojuma (B5.1]) grafiks Gy savstarpeji viennozimigi projicéjas uz
Ap, tad eksiste tada vieniga reala mainiga x funkcija f ar definicijas ap-
gabalu Ap, kuras grafiks sakrit ar vienadojuma (B.1I) grafiku. Funkcija f
katram x € Ap piekarto to vienigo y, kuram F'(x,y) = 0. Tados gadijumos
saka, ka vienadojums (B5.I]) netiesi (apslepta veida) uzdod mainiga z fun-
kciju f.

Biezi vienadojuma (5.0]) grafiks G neprojicejas viennozimigi uz Ap.
Tados gadijumos kopa Ap ir uzdotas bezgaligi daudzas = funkcijas, kuru
grafiki sakrit ar vienadojuma (5.10) grafika G kaut kadu apakskopu. Pie-
meram, ja intervalu [—1, 1] sasmalcina ar starppunktiem

—l=xy<n<---<z,=1

un katra no intervaliem [z;_1, ;] funkciju f(x) uzskata vienadu ar v/'1 — 2?2
val —v/1 — 22, tad iegust funkcijas f grafiku, kas ir vienadojuma

2?4yt —1=0
grafika kaut kada apakskopa, jo 22 + (f(2))? — 1 = 0.

Pienem, ka vienadojuma (5.0]) grafiks G neprojicéjas viennozimigi uz
Ap, bet eksiste tads taisnstiiris

K:{(aj,y)ERZ\agxgb,cgygd},

ka grafika G ta dala, kas atrodas Saja taisnsturi, viennozimigi projicejas uz
[a, b]. Tad eksiste vieniga reala mainiga = funkcija f, kas uzdota intervala
[a, b], kura katram x € [a, b] piekarto tadu vienigo y € [c, d], ka (z,y) € Gp.
Actmredzami F(z, f(z)) = 0.

Saka, ka funkcija f(z) netiesi uzdota taisnsturi K ar vienadojumu

Piemeram, vienadojums 2 + 3?> — 1 = 0 taisnsturl
—1<z<1, 0<y<1

netiedi uzdod funkciju f(z) = v/1 — 22, bet taisnstar
—1<z<1, -1<y<0

uzdod funkciju f(x) = —v1 — 22
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5.2. teoréma. (Netiesi uzdotas funkcijas eksistence un diferencejami-
ba).
Ja funkcijai F(x,y) punkta (xo,y0) keut kada apkartné eksisté ne-

partraukti parcialie atvasinajumi Fy(x,y), F,(z,y) un F(xo,y0) = 0,
F(wo,90) # 0, tad eksiste tads taisnstiris

K={(z,y) eR|zp—a<az<z+a, yo—b<y<y +b},

kura vienadojums F(z,y) = 0 netiesi uzdod argumenta x funkciju
f(x). Funkcija y = f(x) ir nepartraukti diferencéjama intervala
(xg — a,zo + a), pie tam

Fy(z, f(x))

fi(z) = TE (e @) (5.2)

Ay

Yo + bp----
y*

Yo

Yo — b

5.1. zim.

» Vispirms pierada netiesa veida uzdotas funkcijas eksistenci. No dota
seko, ka F} (o, y0) > 0 vai F}(zo,%0) < 0. Pienem, piemeram, ka

F;(xo,y()) > 0. (53)

Ta ka funkcija F}(z,y) ir nepartraukta punkta (zo,yo) un F,(wo,y0) > 0,
tad eksisté tads taisnsturis (5.1] zim.)

Ky = {(ﬂf,y) c W‘\x—ﬂfo\ <ay, ly—yl < b},
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kura Fy(z,y) > 0.

Apskata viena argumenta funkciju ¥ (y) = f(xo,v), yo — b < y < yo + b.
Funkcija 1(y) aug intervala [yo — b,y0 + b], jo ¥'(y) = f,(x0,y) > 0, pie
tam 9 (yo) = f(xo,y0) = 0. Tapec

Y(yo —b) = F(zo, 90 —b) <0, ¥(yo +b) = F(xo,yo +b) > 0.  (5.4)

Ta ka funkcija F'(x, y) ir nepartraukta, tad vienadibas (5.4]) ir speka punktu
(xo,yo — b) un (xg,yo + b) kaut kadas apkartnés. Tapec eksiste tads
a € (0,a1), ka visiem z € [z¢ — a, xy + a] izpildas nevienadibas

F(x,zg—b) <0 un F(x,yo+b) > 0. (5.5)

Parada, ka taisnsturt K = {(:v,y) € R2‘|aj — a9 < a, |y —yo| < b} vie-
nadojums F'(x,y) = 0 netiesi uzdod = funkciju f. Izvelas patvaligu punktu
¥ € [xg — a, xo+ a] un apskata intervala [yo — b, yo + b] nepartrauktu
viena argumenta funkciju ¢(y) = F(z*,y). Saskana ar nevienadibam (5.5))
funkcijai ¢(y) intervala [yg—b, yo+b] galapunktos vertibu zimes ir pretéjas,

£,
o(yo —b) = F(z*,yo — b) <0, p(yo+b) = F(z*, 50+ b) > 0.

Saskana ar Bolcano teoremu par nepartrauktas funkcijas starpvertibam
eksiste tads y* € [yo — b, yo + b], ka p(y*) = F(z*,y*) = 0. Ta ka ¢'(y) =
F(z*,y) > 0, tad funkcija p(y) aug intervala [yo — b,y + b] un vertibu
nulle ta var iegut tikai viena §1 intervala punkta.

Tadejadi katram x € [zg — a, x¢ + a] eksiste tads vienigais
Y € [yo—b,yo+b], ka F(x,y) = 0. Tas nozime, ka taisnsturt K vienadojums
F(x,y) = 0 netiesi uzdod x funkciju f.

Tagad pierada netiesa veida uzdotas funkcijas diferencejamibu.

Saskana ar Veierstrasa 2. teoremu slegta taisnsturi K nepartraukta fun-
kcija Fy(z,y) sasniedz Saja taisnstlirt savu vismazako vertibu a.. Taisnstuirt
K F,(x,y) > 0, tapec visiem (x,y) € K izpildas nevienadiba

Fy(x,y) > a>0. (5.6)

Saskana ar VeierStrasa 1. teoremu taisnsturt K nepartraukta funkcija
F!(x,y) ir ierobezota Saja taisnsturi. Tapec visiem (z,y) € K izpildas
nevienadiba

[Fr(z,y)] < 8. (5.7)
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Tatad funkcija y = f(x) ir netiesi uzdota taisnsturi K ar vienadoju-
mu F(xz,y) = 0. Uz funkcijas f(z) grafika izvelas divus punktus (z,y)
un (z + Az, y + Ay). Skaidrs, ka F(x,y) = 0 un F(z + Az,y + Ay) = 0.
Saskana ar Lagranza formulu parveido starpibu F(x+Ax, y+Ay)—F(x,y)
(actmredzami $1 starpiba ir nulle). legust, ka

Fi(z 4+ OAz,y + 0Ay)Ax + F (v + ©Az,y + OAy)Ay = 0.
No Sejienes

_ Fi(z + 6Ax,y + OAy)
F/(z +©Az,y + ©Ay)

Ja izmanto nevienadibas (5.6), (5.7), tad no (5.8)) iegust, ka

Ay = Az, 0<0O <1 (5.8)

s
Ayl < 2|aal. (5.9)
o
Acimredzami, ja Ax — 0, tad ar1 |[Ay| — 0, tas nozime, ka netiesi uzdota

funkcija f(z) ir nepartraukta patvaligaja punkta x € [xg — a,z¢ + a]. Ja
vienadibu (5.8)) izdala ar Az, izmanto parcialo atvasinajumu nepartrauktibu

un pariet pie robezas, kad Ax — 0, tad iegst, ka eksiste AlimO ﬁ—z, kas vie-
Tr—

= _E@y) msdaiads () — _ (@) _ e vienadi

nada ar Fizy)" Tadejadi f'(z) = iy’ kur y = f(z). No §is vienadi

bas seko, ka atvasinajums f’(x) ne tikai eksiste intervala [xo—a, z¢o+al, bet
ar1 ir nepartraukts Saja intervala, ka nepartrauktu funkciju dalijums. <«

5.3. piezime. Ja vienadojums F'(x,y) = 0 taisnsturl
a<xr<b c<y<d

netiesi uzdot funkciju f(x), tad formulu (5.2)) var iegut formali at-
vasinot pec z identitati F'(z, f(x)) = 0.

5.2. definicija. Par kopu A un B tieSo jeb Dekarta reizinajumu
A x B sauc tadu paru (z,y) kopu, kur z € Aun y € B.

Piemeram, Dekarta reizinajumu [a, b] X [c, d] veido tadu realu skaitlu x
un y pari (x,y), kur a <z < b, ¢ <y < d. Tika iegits slegts taisnsturis
telpa R2.

5.3. definicija. Par punkta F, (:51, :1?2, e ,fn> € R"” kubveida apkar-
tni K(F)) sauc telpas R" tadu punktu P((z1,29,...,2,)) kopu,
kur ’J}l — IC')Z‘ <€ (izl,. .. ,1’1).
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Acimredzami, ja K, K, ir atbilstosi punktu <:1?1,:52,...,3§3n) e R”
un (gjl,gjg, e ,y(;n) € R™ kubveida apkartnes, tad K; x Ky ir punkta

<x01, 3?2, e ,xon, gjl, gjg, e ,yjn) € R"™ kubveida apkartne. Apskata m

vienadojumu sistemu ar (n + m) nezinamiem:

Fi(z,.. ., Tn, Y1, Ym) = 0,
(5.10)
Fo(z1, .o 2, Y1,y Ym) = 0.

Uzskata, ka funkcijas F; (i = 1,...,m) definetas punkta

(Z1, T2y - s Ty Y1, Yo, - - -, Um) kaut kada kubveida apkartne.
5.4. definicija. Ja K|, K i atbilstosi punktu (i’l, o xn> eR"

<y01, . ,yc;n> € R™ kubveida apkartnes un jebkuram punktam
(x1,...,2,) € K; eksiste tads vienigais punkts (yi,...,yn) € Ko, ka

Fl(xlw--;xnvylu"'?ym):07

Fo(xi, .. Zn, Y1y o Ym) = 0,

tad saka, ka kubveida apkartne K, x K, §1 sistema netiesi define
Y1, --.,Yn k& mainigo z,...,z, funkcijas.

5.3. teorema. Ja wzpildas sadi nosaciyjuma:

1. funkcijas Fy(x1,...Tp, Y1, Ym) (1 = 1,...,m) ir nepartraukti

diferencejamas punkta xol, .. .xon, yol, e ,yjn) kubveida apkartne,

2. F(xlxnylym> —0 (i=1,...,m),

_ o o o o X
3. punkta (xl, Ty Y1, - - Ym | determinante
on ., OR
8:[/1 aym
.. £0,
b, .. OFn
8y1 aym

tad eksiste punktu <:£1,...,J?n> e R" un (yol, e ,yjn) € R™ tadas
kubveida apkartnes Ki un Ko, ka kubveida apkartne K; X Ko sistema
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(BI0) netiesi define y1, ..., ym ka mainigo x1,...,x, funkcijas. Fun-
kcijas y; = @;j(x1,...,x,) ir nepartraukti diferencéjamas kubveida

apkartnée Ky un gjj = goj(x?l, . ,:zson) (j=1,...,m).

5.4. piezime. So teoremu var pieradit, piemeram, ar matematiskas in-
dukcijas metodi.

5.2. piemérs. Noskaidrot, vai vienadojums e + ysinz — 23 +7 = 0
netiesi uzdod diferencejamu funkciju.

Funkcija F(x,y) = ¢ +ysinx — 23+ 7 defineta visa 2Oy plakne. Visa
plakné eksisté nepartraukti parcialie atvasinajumi £/, = ycosz — 32
un Fy, = e’ +sinr. Piemeram, punkta (2,0) funkcijas F'(z,y) vertiba
ir nulle, t.i., F(2,0) = 0, bet parcialais atvasinajums

F(2,0) =1+sin2#0

(starp citu ar1 F.(2,0) = —12 # 0). Saskana ar [5.2] teoremu dotais
vienadojums punkta x = 2 kaut kada apkartne netiesi define y ka x
funkciju. (Sis vienadojums punkta y = 0 kaut kada apkartne netiesi
definé = ka y funkciju). No vienadojuma nav iespejams caur galiga
skaita elementaram funkcijam izteikt y caur z (nevar izteikt arl x
caur y). Atrod, piemeram, y'(x). Tam nolukam izmanto formulu
, F' el 1.
y' (v) = —%. Tadejadi

ycosw — 3x2  3x® —ycosw

/
{L‘ _— _—
y( ) e¥Y +sinx e¥Y +sinx

Atvasinajumu var atrast arl neizmantojot mineto formulu, bet dife-
rencéjot pec x vienadojumu e¥ 4 ysinx — 23 + 7 = 0. Uz mainigo
y skatas ka uz x funkciju. Iegiist e¥y’ + 3/ sinx + ycosx — 322 = 0.

; _ 3x%—ycoszx
IZS&k& Yy = m.

5.3. piemers. Paradit, ka vienadojumu sistema,
x2—2y3—23:0,
2 f =1

punkta x = 1 kaut kada apkartne netiesi uzdod y un z ka z diferen-
cejamas funkcijas. Izskaitlot ¢’ un 2’ punkta x = 1, ja y(1) = 1 un
2(1) = —1.
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Funkcijas Fy(z,y,2) = 22 — 2y° — 23 un Fy(z,y,2) = 2% —y° + 22 — 1

definetas patvaligam x,y un z vertibam. Parcialie atvasinajumi

8F1 8F’Q 2
— =2 — =3

or o or v
oF oF

= - _6y27 2 - _5y47
dy dy

971 3 2 _9

0z “5 0z :

ir nepartraukti patvaligam z,y un z vertibam. Punkta (1,1, —1) fun-
kciju Fi(x,y, z) un Fy(x,y, z) vertibas ir nulle, t.i.,

Fi(1,1,-1) = F(1,1,-1) = 0,

bet atbilstosa funkcionaldeterminante (skat/5.3] teoréemu) nav nulle.

Tiesam oF o
8—; v B —6y? —32°
%2 % —5y4 2z
un punkta y = 1, z = —1 tas vertiba
-6 —3 340
-5 —2| |

Saskana ar [b.3]teoremu dota vienadojumu sistema punkta x = 1 kaut
kada apkartne netiesi uzdod y un z ka x diferencejamas funkcijas. Lai
izskaitlotu So funkciju atvasinajumu vertibas punkta x = 1, vispirms
diference pec x sistemas abus vienadojumus

2x — 6%y — 3222 =0,
322 — byty + 222 = 0.
Tagad ievieto x =1, y = 1 un z = —1. leglst sistemu
2—y — 32 =0,
3—5y +27 =0,

I __
y &=

wlot
wloo

kuras atrisinajums ir ¢y =

5.4. piemérs. Noskaidrot, vai vienadojums 22 + y?> — z? = 0 kaut kada
punkta apkartne netiesi uzdod, piemeram, z ka x un y diferencejamu
funkciju.
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Funkcija F(z,y,2) = x? + y?> — 2? definéta patvaligam z,y un z
vertibam. Parcialie atvasinajumi F, = 2z, F, = 2y, F] = -2z

nepartraukti jebkura punkta (z,y, z). Pieméram, punkta (g, \/75, 1)

funkcijas F'(x,y, z) vertiba ir nulle, t.i., F’ (‘2[, \{, 1) = 0, bet parcialais

atvasinajums F’ (\Qf, ‘2[, 1) —2 # 0. Tapec punkta z = ‘[ LY = f
kaut kada apkartne dotais vienadojums netiesi uzdod z ka argumentu

xz un y diferencejamu funkciju. Funkcijas z = f(z, y) parmalos at-

F/
vasinajumus var atrast pec formulam: % == g—; = — . Tadejadi
0z x 0z

o = 3 o = 3 Parcialos atvasmawmus gz un gz var atrast, diferen-

cejot vienadojumu z? + y? — 22

legtist vienadojumu sistemu

= 0 vienreiz pec x un otrreiz pec y.

20 — 222 =0,
gx
_ 9,0z _
2y QZay = 0.
dz __ _z Jdz __ Y
Tas atrisinajums ir = = 2, o = 2
Jautajumi

1. Ka netiesi (apslepta veida) var uzdot viena mainiga funkciju? Vai vie-
nadojums F'(z,y) = 0 vienmer netiesi uzdod y ka mainiga x funkciju?

2. Formulet teoremu par netiesi uzdotas viena mainiga funkcijas eksis-
tenci un diferencejamibu.

3. Definet divu patvaligu kopu Dekarta reizinajumu.
4. Definet telpas R" punkta kubveida apkartni.
5. Ka netiesi var uzdot n mainigo funkcijas?
6. Formulet teoremu par netiesi uzdotu n mainigo funkciju eksistenci un
diferencejamibu.
Vingrinajumi
1. Ka netiesi var uzdot divu, triju un n argumentu funkciju?

2. Formulet teoremas par netiesi uzdotas divu, triju un n - argumentu
funkcijas eksistenci un diferencejamibu.
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3. Noskaidrot, vai vienadojumi netiesi uzdod y ka mainiga = diference-
jamu funkciju. Diferencejamai funkcijai atrast atvasinajumu:

(a (ar2+y2)3—3(562+y2)+1:();

)
)

(c) In/22 + 9% =aarctg? (a # 0);
) 0.

4. Paradit, ka vienadojumi netiesi uzdod z ka mainigo x un y diference-
jamu funkciju. Atrast §1s funkcijas parcialos atvasinajumus:

(a) 2? — 2y* + 32 —yz +y = 0;
(b) xcosy +ycosz+ zcosx = 1;
(c) > +y> —22—ay=0jaz=—-1,y=0, 2= 1.

5. Paradit, ka vienadojumu sistemas netiesi uzdod v un v ka mainigo x
un y diferencejamas funkcijas. Atrast So funkciju parcialos atvasina-
jumus:

u+v=x-+y,
(2) { Tu+yv = 1;

uv = .

w){u:x+%
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