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ANOTACIJA

Macibu lidzeklis ir turpinajums V. Gedroica macibu lidzeklim “levads
matematiskaja analize”. Macibu Iidzekli ieklautas c¢etras temas: diferen-
cejamas funkcijas, diferencialrekinu pamatteoremas, atvasinajuma lieto-
jumi funkciju petisana, parametriski uzdotas funkcijas un vektorfunkcijas.
Macibu Iidzekli ieklauti gan teoretiska, gan praktiska rakstura uzdevumi.
Katras temas beigas sniegti jautajumi zinasanu kontrolei un vingrinajumi
vielas nostiprinasanai. Pieradijuma sakums un beigas apzimeti atbilstosi
ar simboliem » un <«.



Prieksvards

Matematikas vesturée 17. gs. uzskata par luzuma gadsimtu. Dekartdl
plaknes Iiknu petisanai ieviesa koordinatu metodi. Dabaszinatnu attistiba
radija nepiecieSmibu petit funkcijas, it 1pasi tadas funkcijas, kuras izsaka
kustigu kermenu koordinatu un citu fizikalu lielumu atkaribu no laika.
Matematika ieviesa atvasinajumu, kuru izmantoja, lai noteiktu funkcijas
ekstremus, dazadu Iiniju pieskares utt. Dekarta, Paskala? un Ferma® pirmie
darbi jau satureja butiba jebkuru polinomu atvasinajumu aprekinasanas
likumus. Sistematisku macibu par atvasinajumiem - diferencialrekiniem -
attistja vacu matematikis un filozofs Gotfrids Vilhelms Leibnics (1646-
1716), ka art anglu matematikis un moderno matematisko dabaszinatnu
pamatlicejs Izaks Nutons (1643-1727).

Tikai pec Kost darbiem 19. gs. matematiskas analizes pamati tika logiski
pamatoti. Sim nolikam bija vajadziga stingra realo skaitlu teorija. Tacu
to izveidoja tikai 19. gs. otraja puse Veierstrass, Dedekinds un Kantors.

'René Dekarts (1596-1650) - franéu matematikis un filozofs.
2Blezs Paskals (1623-1662) - franéu matematikis, fizikis un filozofs.
3Pjers Ferma (1601-1665) - franéu matematikis un jurists.






I nodala

DIFERENCEJAMAS FUNKCIJAS

1.1. Funkcijas atvasinajums

Apskatisim funkciju f, kas defineta punkta xy apkartne.

1.1. definicija. Par funkcijas f atvasinajumu punkta z, sauc sadu

robezu: Af(zn)
. Zo
AI;:IEO Axr

Funkcijas f atvasinajumu punkta xy apzime ar f'(xy) (lasa: “ef prim no
xo”). Saskana ar So definiciju f'(x¢) = lim %5”0).
Ax—0 v
1.2. definicija. Funkciju, kurai punkta x( eksiste galigs atvasinajums,

sauc par diferencejamu? jeb atvasinamu saja punkta.

Pienemsim, ka D; ir punktu kopa3, kura funkcija f ir diferencéjama.
Katram skaitlim xy € D; piekartojot skaitli f'(z¢), iegusim funkciju, kas
defineta kopa D;. So funkciju sauc par funkcijas f atvasinato funkciju jeb
atvasinajumu un apzime ar f’ vai %@ (attiecigi lasa: “ef prim”, “de ef
pec de iks”). Lai, izmantojot atvasinajuma definiciju, noteiktu funkcijas f
atvasinajumu punkta x(, rikojas sadi.

1Uzskata, ka $ada robeza eksiste.

2Sis nosaukums radies no latipu valodas varda “diferentia”, kas nozimé “starpiba”. Tiesam, nosakot
atvasinajumu, ir jasastada argumentam un funkcijai veértibu starpibas.

3Kopa D; ieklaujas §is funkcijas definicijas apgabala D(f).

4Leibnics atvasinajumu apzimeéja ar %, bet velak francéu matematikis Z ozefs Lul Lagranzs (1736 -
1813) ieteica to apzimet ar f/. Nitona atvasinajuma apzimejumu f paslaik matematika nelieto. Tomer

mehanika arT Sodien atvasinajumu pec laika medz apzimet ar punktu.
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. Izvelas tadu argumenta pieaugumu Az, ka xo+Azx € D(f) un sastada
tam atbilstoso funkcijas pieaugumu punkta xg, t.i., Af(xg) =

fzo+ Az) — f(xo);

. Sastada funkcijas pieauguma punkta xy attiecibu pret argumenta

pieaugumu, t.1., %;0).
. Aprekina attiecibas %ﬁ‘ﬁ robezu, kad argumenta pieaugums Ax — 0.

1.1. piezime.

1. Ja sadai attiecibai % robeza neeksiste, tad punkta z, at-

vasinajums neeksistée (funkcija nav diferencejama punkta z).

2. Ja lim 208 — 40 vai lim 20@0) - —o00, tad saka, ka punkta

Ar—o AT Ar—o AT . .
xo funkcijai f ir bezgaligs atvasinajums, un to pieraksta Sadi:

f(xg) = +o0 vai f'(xg) = —oo (arT Soreiz funkcija nav diference-
jama punkta z).

3. Ja punkts nav dots (Soreiz ir jaatrod funkcijas atvasinajums, kas ir
jauna kopa D; defineta funkcija), tad izvelas funkcijas f definicijas
apgabala patvaligu ieksejo punktu zy un, rikojoties pec ieprieks
mineétas shemas, atrod f'(xy). Visbeidzot, lai iegutu atvasinaju-
mu, xy vieta raksta x, un ar to saprot patvaligu kopas D, punktu.

1.1. piemers. Noteikt funkcijas f(z) = 2% atvasinajumu punkta zy = 1.

Rikosimies pec ieprieks minetas shemas.

LAf(1) = f(1+Az) - f(1) = (1 + Az)® — 1% = 2Az + Az?;
Af(1)  2Az+ Az?
Az Ax

3. lim A/0) = lim (2+ Az) = 2.
Az—0 Az—0

2.

=2+ Ax;

X
Tadejadi (1) = 2.

1.2. piemers. Noteikt funkcijas f(x) = +/z, atvasinajumu punkta x
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L. Af(xo) = f(zo + Ax) — f(20) = VW0 + AT — /700
9 Af(aj()) _ Vo + Ax — \/55—0 _

Ax Ax
B (\/xO—I—Ax— \/3:_0) (\/$0+ASU+\/£U—0) B
B Ax(\/xo + Az + \/x_o) B
Ax 1
- Ax(\/a:0+A:z:+\/zTo) - Vo + Az + \/zg
A ! !

= lim = :
Ar—0 Az Az—0 /2o + Ax + /Ty 2/T0

Tadejadi f'(xg) =

1
2 /70"
1.3. piemers. Noteikt funkcijas f(x) = sin 2z atvasinajumu.

1. Izvelesimies patvaligu zo € R un atradisim
Af(xo) = f(zo + Az) — f(xg) = sin2(zp + Az) — sin 2xy =
= 2sin Az cos(2xy + Ax);

Af(zg)  2sin Az cos(2z + Azx)

2.

Az Az ’

 Af(xo) L sin Ax B
3. AI;:IEO e 2 Algilo N cos(2zy + Az) | =

=2-1-cos2xy= 2cos2x.

Tadejadi f'(xg) = 2 cos 2xy.
Visbeidzot f'(x) = 2 cos 2.

1.4. piemers. Noteikt funkcijas f(z) = |z| atvasinajumu.

Izvelesimies xg < 0 un tadu Az, ka xo + Az < 0.

L. Af(zo) = f(zo + Ax) — f(w0) = 20 + A| — 20| =
= —(zo + Azx) — (—x¢) = —Auz;
Af(xg) —Ax
Afo_( )A:c -
: Lo
5 Ali;rilo Az Ar—0
Tadejadi f'(z) = —1.

2.
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Visbeidzot f'(z) = —1, ja < 0. Analogi f'(z) = 1, ja z > 0.
Actmredzami Alimo %;0) neeksiste, jo
A A
lim /0) 2% lim f(O)
Az—0 Ax Az—0 Az
Ax<0 Ax>0

Tadejadi f'(0) - neeksiste, citiem vardiem, funkcija punkta xg = 0 nav
diferencejama.

Tadejadi funkcijas f(xz) = |z| (LI] zim.) atvasinajums ir definets ar
formulu
o =1, ja x <0,
f(x)_{ 1, ja = > 0.
AY
AY
1
x >
0
0 >
-1
1.1. zim€jums 1.2. zim€jums

Pec analogijas ar funkcijas vienpusejam robezam tiek defineti ar1 fun-

kcijas vienpusejie atvasinajumi.
1.3. definicija. Par funkcijas f atvasinajumu no labas (kreisas) pu-
ses punkta zj sauc attiecibas %f)) robezu, kad Ax tiecas uz nulli

no labas (kreisas) puses, pienemot, ka sada robeza eksiste.

Funkcijas atvasinajumu no labas puses punkta xy apzime ar simbolu
f'(xg+ 0), bet no kreisas puses - ar simbolu f'(zy — 0). Tadejadi

. Af(wo)
/ p—
Flor 0= S =ae
Az>0
o Af ()
/ . T Lo
o =0) _Alggo Az

Azx<0
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1.2. piezime. No funkcijas robezas un tas vienpusejo robezu definicijam
izriet, ka atvasinajums f’(z() eksiste tad un tikai tad, ja punkta z
eksiste vienadi funkcijas f vienpusegjie atvasinajumi.

Piemeram, funkcijai f(z) = |z| punkta xy = 0 eksiste vienpusgjie at-
vasinajumi, t.i., f(0 —0) = —1, f/(0+ 0) = 1, bet tie nav vienadi. Tatad
f/(0) - neeksiste.

Sakaru starp diferencejamu un nepartrauktu funkciju izsaka sada teorema.

1.1. teorema. Ja funkcija f ir diferencéjama punkta xq, tad ta ir ne-
partraukta Saja punkta.

» Saskana ar doto eksiste galigs f'(xg) = Alimo%;f‘ﬁ. Uzrakstisim

acimredzamu vienadibu Af(xg) = %Aaz (Az # 0). Saja vienadiba
pariesim pie robezas, kad Ax tiecas uz nulli. Iegusim, ka

im (AJ;(;UO)M) = (o) - 0 = 0.

Seko, ka funkcija f ir nepartraukta punkta z,. «

Aim Af(zy) = lim

1.3. piezime. Apgriezta teoréma nav speka, t.i., vispariga gadijuma
no funkcijas nepartrauktibas kada punkta neseko tas diferencejamiba
saja punkta. Piemeram, funkcija f(x) = |z| ir nepartraukta punkta
xo = 0, bet atvasinajums Saja punkta neeksiste. Apskatisim vel vienu
pieméru. Funkcija f(x) = /= ir nepartraukta punkta xo = 0, bet
Saja punkta ta nav diferencejama, jo punkta xg = 0 tai neeksiste
galigs atvasinajums. Soreiz f/(0) = +oo.

1.4. definicija. Funkciju sauc par diferencejamu kopa D, ja ta ir di-
ferencejama $1s kopas katra punkta.

1.5. definicija. Funkciju, kas ir diferencejama sava definicijas apgabala,
sauc par diferencejamu funkciju.

1.2. Funkcijas atvasinajuma geometriska un fizikala
interpretacija

Apskatisim funkciju f, kas ir nepartraukta punkta z,. Sadas funkcijas
grafiks attelots [L.3.] zimejuma.
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AY
M!
N/
—-""'-'-—
M
Ml]
|
|
|
| |
|
|
|
i |
o ! ! X
0 X, X >

1.3. ziméjums

1.6. definicija. Par funkcijas f grafika pieskari punkta M(xo; f(z¢))
sauc taisni, kas iet caur So punktu un kas apmierina sadu nosacijumu:
attalums M N no grafika patvaliga punkta M (x; f(x)) lidz Sai taisnei

ir pec patikas mazs salidzinot ar attalumu MM, kad x tiecas uz xo,
ti. MN

1.2. teorema. Ja funkcija f - diferencejama punkta xg, tad tas grafikam
atbilstosaja punkta My(xzo; f(xg)) eksiste pieskare, kuras vienadojums
i

y — f(xo) = f’(ffo)(x—flfo)- (1.1)

» Ta ka funkcija f - diferencejama punkta z(, tad ta ir nepartraukta
Saja punkta un eksiste galigs

. Af(xo)

/ J—

L v

Saskana ar funkcijas robezu Tpasibam Alimo (% — f (a:o)) = 0. Tas

nozime, ka % — f'(z9) = a(Ax), kur « - bezgaligi maza funkcija, kad
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Ax tiecas uz nulli. No §is vienadibas iegtisim, ka
Af(zo) = f(z0)Ax + a(Az)Ax,
citiem vardiem,

f(z) — f(xo) = f(w0)Ax + a(Az)Ax, (1.2)

kur z = 2o+ Az un lim a(Ax) =0.

Az—0

Acimredzami, (L)) ir taisnes, kas iet caur punktu My (xo; f(xg)), vie-
nadojums. Atliek pieradit, ka St taisne ir funkcijas f grafikam punkta
M konstrueta pieskare. Tam noliikam ir japarada, ka izpildas nosacijums

Aj\fojj\\; P 0 (L3]zm.). No vienadibas (L.2)) atnemsim (L.I]) un iegusim:

f(z) —y = a(Ax)Axz. (1.3)

Apskatisim attiecibu

MN _ MM _ MM MM
MoM — MgM ~ |z — x| |Az|’

Var saskatit, ka MM’ = |y — f(x)| (situacija, kas attelota [[.3] ztimejuma,
MM’ =y — f(zx), jo punkta M’ ordinata ir y, bet punkta M ordinata ir
f(z)). Atsaucoties uz vienadibu (L3), var rakstit, ka

MM' = |a(Az)| - |Az|.

Tapec
MN  |a(Az)| - |Az|
< = |a(Ax)|.
Acimredzami, ]\1\440_1]\\[4 p— 0, jo Alaiz:IEO |a(Ax)| = 0. Teorema ir pieradita. <

1.4. piezime. Funkcijas f grafikam punkta M, (xg, f(xg)) konstruetas
pieskares virziena koeficients £ = tga acimredzami ir vienads ar
f(xg), t.i., k= f'(x9). No Sejienes arT izriet funkcijas atvasinajuma
geometriska nozime. Funkcijas f atvasinajums punkta z( ir tas
grafikam atbilstosaja punkta My (xg, f(z)) konstruetas pieskares vir-
ziena koeficients (L3] zim.).
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pieskare

1.4. zim€jums

Ja funkcijai f punkta xzq ir bezgaligs atvasinajums, tad funkcijas grafikam
atbilstosaja punkta My (xo, f(x)) art eksiste pieskare un ta ir paralela or-
dinatu asij; tas vienadojums ir x = xy. Pieméram, funkcijai f(x) = /=
punkta xy = 0 atvasinajums ir bezgaligs. Tas grafikam atbilstosaja punkta
0(0,0) konstrueta pieskare ir ordinatu ass. Pieskares vienadojums ir x = 0

(4] zim.).

1.7. definicija. Par funkcijas f grafika normali punkta My (xo; f(x¢))
sauc taisni, kas iet caur So punktu un ir perpendikulara saja punkta
konstruetajai pieskarei (L5J]zim.).

Tatad punkta M, novilkta normale un pieskare ir perpendikularas un
pec divu taisnu perpendikularitates nosacijuma

1 1
k,=——=— )
kyp f'(o)

Tadejadi normales vienadojums ir

1
f'(x0)

(x — ).

y — f(wo) = —
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AY

y=1(x)

1.5. zimejums

1.5. piemers. Sastadit funkcijas f(x) = 2? grafikam punkta My(1;1)
novilktas pieskares un normales vienadojumus.

Saskana ar rezultatu, kas tika ieguts [LT] piemera, f'(1) = 2. Tadejadi
ky=2unk, = —%. Pieskares vienadojums ir y—1 = 2(z—1) jeby = 2x—1.

Normales vienadojums y — 1 = —1(z — 1) jeb y = —3z + 3.

Noskaidrosim funkcijas atvasinajuma fizikalo interpretaciju. Pienemsim,
ka materialais punkts kustas nevienmerigi pa taisni. Kustibas likums ir
r = x(t). Laika intervala [¢t;t + At] materiala punkta parvietojums ir
Az = z(t + At) — z(t). Kustibas videjo atrumu v,;, intervala [t;t + At]
define ka parvietojuma attiecibu pret kustibas laiku, t.i.,

Ax
Vyid. = E

Lai raksturotu kustibu laika momenta ¢, izmanto momentana atruma
jédzienu. Videja atruma v, robezu, kad At — 0, sauc par momentano
atrumu laika momenta %, t.i.,

Ax

= lim vy = lim — = 2'(¢).
U A it T AT AY (1)
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Tadejadi funkcijas atvasinajuma fizikala (mehaniska) interpreta-
cija ir momentanais atrums taisnvirziena kustiba.

Pec analogijas ar kustiba esosa materiala punkta videjo un momentano
atrumu funkcijas f pieauguma punkta ry un argumenta pieauguma at-
tiectbu 2480 gauc sis funkcij i idejo at intervala

A par §1s funkcijas mainas videjo atrumu intervala
[x0; 2o + Ax]. Funkcijas mainas videja atruma robezu, argumenta pieau-

. : . A _ .. .
gumam tiecoties uz nulli, t.i., Ahm %, vel sauc par funkcijas mainas
z—0

atrumu punkta zy. Tadejadi funkcijas f atvasinajums punkta z( izsaka
funkcijas mainas atrumu saja punkta.

1.3. Funkcijas diferencialis un ta geometriska inter-
pretacija

Apskatisim funkciju f, kas ir diferencejama punkta x,. Ka tika no-
skaidrots [.2] teoremas pieradijuma, funkcijas pieaugumu saja punkta var
uzrakstit sadi:

Af(zo) = f(x0) Az + a(Az)Azx,B
kur lim a(Az)=0.
Azx—0

Ka redzams, funkcijas pieaugums ir divu saskaitamo summa. Pirmais
saskaitamais f’(xo)Ax ir linears attieciba pret Az. Otrais saskaitamais
a(Ax)Az ir augstakas kartas bezgaligi maza funkcija salidzinajuma ar
Az, kad Axr — 0. Funkcijas pieauguma noteicosa loma ir pirmajam
saskaitamajam, tapec to uzskata par funkcijas pieauguma galveno dalu.

1.8. definicija. Punkta x( diferencejamas funkcijas f pieauguma Saja
punkta galveno dalu, kas ir lineara attieciba pret Az, sauc par Sis
funkcijas diferenciali punkta xy un apzime ar df (xy), t.i.,

df (zo) = f'(w)Ax.

Mazam Az vertibam funkcijas pieaugums Af(zg) ir aptuveni vienads
ar funkcijas pieauguma galveno dalu f'(zg)Ax, t.i., funkcijas diferenciali
df (x¢). Tadejadi var rakstit

Af(wg) = f'(z0) Az

5So vienadibu var uzskatit par punkta diferencéjamas funkcijas definiciju.
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jeb
A f(xo) = df ().

So aptuveno vienadibu praktiski izmanto funkcijas vertibu tuvinata apre-
kinasana.

1.5. piezime.

1. Ja funkcijas diferenciala definicija x, vieta raksta x un ar to
saprot funkcijas definicijas apgabala patvaligu punktu, kura st
funkcija ir diferencéjama (kopas D; punkts), tad iegust funkcijas
diferenciali df (x), kas ir atkarigs gan no z, gan no Az. Soreiz
df (z) = f'(z)Ax.

2. Argumenta pieauguma Az vieta parasti raksta dx (argumenta
diferencialis). Sados apzimejumos df(x) = f'(z)dz . Tatad

fl(zx) = d{i(? , kas ir gan funkcijas atvasinajuma apziméjums, gan

funkcijas diferenciala un argumenta diferenciala attieciba.

Apskatisim dazus piemerus.

1.6. piemers. Noteikt funkcijas f(x) = 22 diferenciali un izskaitlot ta
vertibu punkta xy = 1.

Sastadisim §is funkcijas pieaugumu

Af(z) = f(x + Az) — f(z) = (x + Ax)? — 2% = 2zAz + Ax?.

Acimredzami, funkcijas pieauguma galvena dala ir 2xAz. Seko, ka
df (r) = 2zAx. (Vienlaicigi esam sameklejusi art §is funkcijas atvasina-
jumu, kas ir vienads ar 2z).

Visbeidzot df (1) =21 dx = 2dx.

1.7. piemers. Izmantojot funkcijas diferenciali, izskaitlot /16, 8.

Izvelesimies funkciju f(z) = v/z un zg = 16, Soreiz Ax = 0, 8.

[zmantosim aptuveno vienadibu Af(zg) =~ df(x¢) jeb f(xg + Azx) =~
f(xg) 4+ df (zp). Funkcijas diferenciali atradisim ka funkcijas atvasinajuma
un argumenta pieauguma reizinajumu, t.i., df(xg) = f'(z¢)Az. Ta ka

f'(zo) = #ﬁ (skat. [[2] piemeru), tad f'(16) = #ﬁ = 55 = 3 un
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df(16): 1.0,8 = 0,1. Tatad /16,8 ~ V16 + 0,1 jeb /16,8 ~ 4,1
(skat. ™).

Lai noskaidrotu funkcijas f diferenciala df (xg) geometrisko interpretaciju,
koordinatu plakne attelosim §is funkcijas grafiku (IL6] zim.).

AY
f(xHAX) M, ¥~
Af(x,) b
. ny Ndf(x,,)

e X

ﬂ Xl.'l K=Ku +15X

1.6. zimejums

Punkta My (xo; f(x0)) novilksim funkcijas grafikam pieskari. Apzimesim
ar « lenki, ko veido pieskare ar abscisu ass pozitivo virzienu. Pieskares
virziena koeficients k, = tga = f'(x9). Ta ka df(xy) = f'(xo)Ax, tad
varam rakstit

df (zg) =tga - Az =tga- NMy= NP.

Tadejadi funkcijas f diferencialis punkta z( ir vienads ar §1s funkcijas
grafikam punkta M (zo; f(z)) novilktas pieskares ordinatas pieaugumu
(df (xg) = NP). Ta art ir funkcijas diferenciala geometriska inter-
pretacija.

Saja ziméjuma funkcijas pieaugums punkta ry A f (xg) = N M atskiras
no tas diferenciala df (xg) = NP par PM;.

6Izmantojot skaitlotaju, ieglisim, ka /16,8 = 4, 0987803...
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1.4. Diferencesanas likumi

1.3. teoréma. Ja funkcija f ir konstanta kada intervala (a;b), tad tas
atvasinajums Saja intervala 1r nulle.

» Ta ka visiem x € (a;b) ir speka f(x) = C, tad Af(x) = f(x+ Ax) —
flx)=C—C=0un f'(x) v 0. <«
1.4. teorema. Ja funkcijas u un v ir diferencejamas punkta x, tad
(u+v) art ir diferencejama Saja punkta, pie tam

(utv) =u £

» Sastadisim funkcijas (u + v) pieaugumu punkta x

Alutv)(z)=(utv)(z+ Az) — (vt v)(z) =
= (u(z + Az) £ v(z + Ax)) — (u(z) £
= (u(z + Az) —u(x)) £ (v(z + Azx) —

Sastadisim attiecibu

A(u £ v)(x) _ Au(z) £ Av(x) _ Au(z)
Az Az Az Az

Sts vienadibas labajai pusei eksisté galiga robeza, kad Az — 0 (jo fun-
kcijas w un v ir diferencejamas punkta x), un ta ir vienada ar u'(z) £v'(z).
Tas nozime, ka kreisajai pusei eksiste galiga robeza, kas ar1l ir vienada
ar u'(x) £ v'(z). Tadejadi (u &+ v) ir diferencéjama punkta z, pie tam
(utov) =u +v. <«

1.6. piezime. Ar matematiskas indukcijas metodi summas un starpibas
atvasinasanas formulas var visparinat jebkuram galigam funkciju skai-
tam.

1.5. teorema. Ja funkcijas u un v ir diferenceéjamas punkta x, tad (uv)
ary ir diferencéjama saja punkta, pie tam

(uv) = v'v + uv'.
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» Sastadisim funkcijas (uv) pieaugumu punkta x

A(uwv)(x) = (uv)(z + Azx) — (w)(x) = u(x + Azx)v(z + Az) — u(z)v(z) =
= (u(z + Az)v(z + Az) — u(x)v(z + Azx))+(u(z)v(z + Az) —u(z)v(z)) =
= (u(z + Ax) — u(z)) v(x + Az) + u(x) (v(z + Azx) —v(x)) =
= Au(x)v(x + Az) + u(x)Av(x).

Sastadisim attiecibu
A(uw)(z)  Au(x)
Ax Az

Av(x)
Ax

v(x + Az) + u(x)

Sts vienadibas labajai pusei eksiste galiga robeza, kad Az — 0 (jo u un v ir
diferencejamas punkta x un v ir nepartraukta Saja punkta ka diferencejama
funkcija), un ta ir vienada ar «'(x)v(z)+u(x)v'(z). Tas nozime, ka kreisajai
pusei eksisté galiga robeza, kas arl ir vienada ar u/'(z)v(z) + u(z)v'(x).
Tadejadi (uv) ir diferencéjama punkta z, pie tam

(uwv) = v'v + uv'. <

1.7. piezime.

1. Ar matematiskas indukcijas metodi reizinajuma atvasinaSanas
formulu var visparinat jebkuram galigam funkciju skaitam. Pie-
meram,

(wvw)" = v'vw 4+ w'w + wow'.

2. Apvienojot So triju teoremu rezultatus, var teikt, ka jebkura galiga
skaita diferencejamu funkciju lineara kombinacija ir diferencéjama
funkcija, pie tam tas atvasinajums ir vienads ar funkciju atvasi-
najumu linearo kombinaciju. Piemeram, divu funkciju gadijuma
(Cru + Cov) = Ciu/ + C0' . Ja Cy = 0, tad iegusim, ka
(Ciu) = Cyu’ | t.i., ka konstantu reizinataju var iznest pirms
atvasinajuma zimes.

1.6. teorema. Ja funkcijas u un v ir diferencéjamas punkta x un
v(xz) #0, tad (%) art ir diferencéjama Saja punkta, pie tam

(u)’ uw'v — u'
v v2 '
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Pieradit patstavigil.

1.8. piemers. Atvasinat sadas funkcijas:

1. f(x) =sin2x — 3\/x + 2;
2. f(x) = (2% — 1) sin 2z;
3. f(x) = xf/gl.

1. f'(z) = (sin2x — 3v/x +2)' = (sin2x) — 3(v/x)' +2' =

1
=2cos2x —3——=+0=2cos2x — ——=;
x

NG Nz

2. f'(z) = ((#* = 1)sin2z) = (2% — 1)’ sin 22 + (2 — 1)(sin22) =
= 2rsin 2z + (2% — 1)2cos 2x = 2(wsin 27 + (2° — 1) cos 27);

241

/() — x2+1 /_(33‘24—1)/\/5—(%2—1—1)(\/5),_2x\/__m
8.5 = (") - VR -

42 — 22 — 1 32 —1

21+/1 2x\/x

1.8. piezime. Izmantojot diferencesanas likumus un funkcijas diferenciala
definiciju, iegtst Sadas formulas:

d(u+v) = du =+ dv,

d(uv) = vdu + udv,

g (U) _vdu — udv

v V2 ’

kur v un v ir diferencejamas funkcijas.

Piemeram,

d(uv) = (wv)'dz = (v'v + w')dz = vu'dx + w'dz = vdu + udv.

"Pierada, izmantojot atvasinajuma definiciju.
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1.5. Saliktas funkcijas atvasinajums

Apskatisim saliktu funkciju f(¢(x)) = F(z).

1.7. teorema. Ja funkcija ¢ ir diferencejama punkta x un funkcija f ir
diferencejama atbilstosaja punkta uw = p(x), tad salikta funkcija F ir
diferencejama punkta x, pie tam

F'(x) = f'(u)¢'(2).

» Ta ka funkcija f ir diferencejama punkta u, tad tas pieaugumu Saja
punkta var uzrakstit sadi:

Af(u) = f'(u)Au + a(Au)Au,

kur lim a(Au) = 0.

Au—0

Izdalisim vienadibas abas puses ar Ax # 0.

Af(u) ., JAu Au
= — Au)—.
Ax Jw) Ax +aldu) Ax
Ta ka u = p(x) un f(p(x)) = F(x), tad Sis vienadibas kreisaja puse var
- AF(x)
rakstit =5~
legusim
AF(x) . A Au
= — —. 1.4
o = fu) e+ aldu) (1.4)
Ta ka funkcija ¢ ir diferencejama punkta z, tad eksiste galiga robeza
Au ,
A Ay T ()

un funkcija ¢ ir nepartraukta punkta x. Tapec AlimO Au =0 jeb Au — 0,
rT—

ja Ax — 0.
Vienadibas (L4 labajai pusei eksiste galiga robeza, kad Au — 0, un ta
ir vienada ar
f'(u)- lim %—F lim «(Az)- lim Au = f'(w)¢'(x)+0-¢'(x) = f'(u)'(x)
Az—o AT Az—o Az—o Az .
Tatad vienadibas (4] kreisajai pusei eksisté galiga robeza un ta ir
vienada ar f'(u)¢'(x). Seko, ka funkcija F' ir diferencejama punkta x, pie
tam F'(z) = f'(u)¢'(x). <«
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1.9. piemers. Atvasinat funkciju f(z) = (v — 2)°.

1.9. piezime.

1. Teorema minéeto formulu biezi nakas izmantot atkartoti (ja starpar

gumentu skaits ir lielaks).

Lietderigi ieverot, ka saliktas funkcijas atvasinasana notiek preteja
virziena neka §is funkcijas vertibas aprekinasana. Piemeéram,
aplukotaja piemera aprekinot funkcijas vertibu, vispirms atrod
Vv — 2 un tad iegiito skaitli kapina kvadrata. Turpreti, atvasinot
funkciju, rikojas preteja seciba - vispirms atvasina pakapi, nemot
vera to, kadu izteiksmi kapina, un tikai tad atvasina pakapes bazi
VI — 2.

Ja f ir neatkariga mainiga x funkcija, tad tas diferencialis
df (z) = f'(z)dx |, kur dv = Az. Turpreti, ja = ir neatkariga
mainiga ¢ funkcija, t.i., x = ¢(t), tad

A (et) = [F(e®)] &t = F'@)et)dr

Ta ka ¢(t) = x un ¢'(t)dt = dz, tad var rakstit, ka art Soreiz
df (z) = f'(r)dz. Tadejadi funkcijas diferencialim ir tada pati
forma ka gadijuma, kad z ir neatkarigais mainigais. Citiem
vardiem, funkcijas diferenciala forma nav atkariga no ta, vai fun-
kcijas arguments ir neatkarigais mainigais vai cita argumenta fun-
kcija. So Ipasibu sauc par diferenciala formas invarianci (ne-
mainigumu).
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1.6. Apverstas funkcijas diferencesana

1.8. teorema. Ja funkcija f ir stingri monotona un nepartraukta in-
tervala (a,b) , ir diferencéjama $i intervala punkta xzy, pie tam
f'(xg) # 0, tad tas apversta funkcija g ir diferencejama atbilstosaja
punkta yo = f(x), pie tam

» Ta ka funkcija f ir stingri monotona un nepartraukta intervala (a, b),
tad tai eksiste apversta funkcija ¢, kas ari ir nepartraukta atbilstosaja
intervala.

Izvelesimies argumenta = pieaugumu Az un tam atbilstoso funkcijas f
pieaugumu punkta xy apzimesim ar Ay = Af(zg). Sastadisim funkcijas
xr = g(y) pieaugumu atbilstosaja punkta yy = f(x¢), kas atbilst argumenta
y pieaugumam Ay: Ag(yo) = g(yo + Ay) — g(yo).

Izveidosim sadu attiecibu

Aglyo) 1 1
Ay Af(xg)
Ay Ag(yo) A:Eo

Sis vienadibas labajai pusei eksiste galiga robeza, kad Az — 0 (jo funkcija
f ir diferencejama punkta zy un f’(xy) # 0), un &1 robeza ir vienada ar
m. Tas nozime, ka arT kreisajai pusei eksiste galiga robeza, kas ir vienada
ar m Tadejadi funkcija g ir diferencejama atbilstosaja punkta g, pie
tam ¢'(yg) = m (Ta ka funkcijas f un g ir nepartrauktas atbilstosi
punktos xy un g, tad Ay — 0, kad Az — 0, un otradi). «

1.10. piemers. Atvasinat funkciju f(x) = arcsinz.

f'(z) = (arcsinz) = 1 _ 1 1

1
(siny)  cosy V1 —sin?y VT2

(Izmantojam, ka cosy > 0, jo Soreiz y = arcsinz € (—3;%)).
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1.7. Elementaro pamatfunkciju atvasinajumi

Sastadisim elementaro pamatfunkciju atvasinajumu tabulu.

3) (sinzx) = cosx;

4) (cosz) = —sinz;
1
5) (tgx)' = :
) (tga) = —5—
1
6) (ctgz) = ————;
sin® x
7) (a*) = a"Ina;
8) (log, 7) = —
St} = tna’
1
nz) = -
(nay = &

9) (arcsinz)’ = ———;
) (aresin o) = Zp—0r
1
V1— 2?2
1

1+x2;
1

Tra
13) (shx) = ch;

10) (arccosz)’ = —

11) (arctgx) =

12) (arcctgz)’ =

14) (chz) = shx;

1

2

15) (tha) = :
) (tha) = —5

1

16) (cthz) = — .
) (cthz) R

Formulas 1. - 4. un 7. var pieradit, izmantojot atvasinajuma definiciju,

plemeram,

z+Ax T

a —a

:L- / — 1. — 1.
(a ) Ailllo Az Ailllo

A:E_l
=a"lna.

I
=a" lim
Az—0 Ax

Formulas 5. un 6. var pieradit, izmantojot atvasinajuma definiciju vai

uzrakstot Sis funkcijas attiecigi ka

dalijumu. Piemeéram,

sinx COs &
cosT sinx

un un pec tam atvasinot ka

COS T

gy = (

sinx)/ (sinz) cosx — sinz(cosx)’

cos?

cos’x +sin’x 1

cos? x cos?x’
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Formulu 8. var pieradit, izmantojot atvasinajuma definiciju vai apverstas
funkcijas diferencesanas formulu.

Formulas 9. - 12. pierada, izmantojot apverstas funkcijas diferencesanas
formulu.

Lai pieraditu formulas 13.-16., katru no sim funkcijam uzraksta attiecigi
ka
T—e™ e"4+e* shx chx
2 2 7 chx’ shx
un pec tam atvasina, izmantojot diferencesanas likumus.

e

Lai atvasinatu funkciju f(z) = u(z)"®), ir lietderigi vispirms to uzrakstit

forma e’(®) 1 u(*) yp atvasinat ka saliktu funkciju vai ar izmantot ta saucamo

logaritmisko diferencesanu. Logaritmiskas atvasinasanas algoritms ir
sads: vispirms logaritme doto funkciju, piemeram, pie bazes e, un tad
atvasina iegtito vienadibu.

1.11. piemers. Atvasinat funkciju f(z) = (z + 1)¥12.

1. panemziens.
f(l') _ esinxln(w—H)

. / .
fl(z) = (GSIMID(””H)) = @D (gip g In(z 4+ 1)) =
= (z+ 1)51” ((sinz)' In(z + 1) + sinz(In(z + 1))) =

= (x4 1)¥? <cosx1n(x + 1)+ smx) ;

r+1
2. panemiens.
In f(z) =sinzIn(x + 1);
(In f(z))" = (sinzIn(z + 1))";
1 sinzx
f(z) r+1

f(z) =coszIn(z+1) +

f'(x) = f(x) (Cosxln(:c +1)+ ;liwl) _

: sin
=(x+1)"™"(coszln(x+1)+ :
(1) @+ 1)+ 22
Logaritmisko atvasinasanu ir lietderigi lietot ar1 tad, ja funkcijas izteiksme
ir vairaki reizinataji vai dalitaji. Logaritmejot iegtist summu, kuras atva-
sinajumu var viegli atrast.
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(z2+1)4€sinx

1.12. piemeérs. Atvasinat funkciju f(z) = —
T\ T—

Logaritmejam doto funkciju:

1 1
In f(z) = 4In(z? + 1) +sinz — §lnx — Eln(aj —1).

Atvasinam doto izteiksmi pec x:

fl(x) 8z 1 1
o) 2l T Ty

No §is sakaribas atrodam, ka

P'() = () ( 82\ oz L _ ;> _

2 +1 20 2(x—1)
(22 + 1)tesine < 8 1 1 )
= +cosr — — — ——— | .
r(r—1) \z*+1 20 2(x—1)

1.8. Funkcijas augstaku kartu atvasinajumi un dife-
renciali

Pienemsim, ka kopa D; funkcijai f eksiste atvasinajums f’, kuru turpmak
sauksim arl par pirmas kartas atvasinajumu. Tas savukart ir  funkcija,
tapec tam var eksistet atvasinajums, kuru sauksim par dotas funkcijas f
otras kartas atvasinajumu. Otras kartas atvasinajumu apzime ar vienu
no simboliem f” vai % (attiecigi lasa: “ef divi prim”, “de divi ef péc de
iks kvadrata”).

Analogi define funkcijas tresas, ceturtas utt. kartu atvasinajumus, kurus
attiecigli apzime:
d*f

7 oval —=; v, f(4) vai e

utt.

Vispar, par funkcijas n-tas kartas atvasinajumu sauc atvasinajumu
no §is funkcijas (n — 1)-as kartas atvasinajuma. Tadejadi

£ — ( f<n—1>)’
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jeb

dnf B i (dn1f>

dz"  dx \ dz"!

1.9. definicija. Atvasinajums, kuru karta ir lielaka par pirmo, sauc par
augstaku kartu atvasinajumiem.

1.13. piemers. Noteikt funkcijas f(z) = 2! — 62 + 5 piektas kartas at-

vasinajumu.
fl(x) = (2* — 62 +5) = 42° — 6;
() = (42° — 6) = 122%;
"(x) = (122%) = 24a;
f¥(x) = (242) = 24;
f(z) = (24) =

1.14. piemers. Noteikt funkcijas f(z) = sinx n-tas kartas atvasinaju-
mu.

T
cosT = sm(§ + x);

= —sinz = sin(2 - g + x);

Noskaidrosim funkcijas otras kartas atvasinajuma mehanisko interpre-
taciju. Ja x = z(t) ir materiala punkta taisnvirziena kustibas likums,
tad 2/(t) = v(t) ir punkta momentanais atrums. Acimredzot Av =
v(t + At) — v(t) ir momentana atruma pieaugums laika intervala At.
Attiecibu % = a,;q sauc par materiala punkta videjo paatrinajumu
intervala At.
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1.10. definicija. Par materiala punkta paatrinajumu a laika momenta
t sauc videja paatrinajuma robezu, kad At — 0, t.i.,

Av
= i o= lim — = v'(t).
= o Gvid. = S0 At v(t)

Tadejadi otras kartas atvasinajuma mehaniska interpretacija ir taisn-
virziena kustiba esosa materiala punkta momentanais paatrinajums.

1.15. piemers. Noteikt materiala punkta atrumu un paatrinajumu laika

momenta ty = 2, ja kustibas likums ir z(t) = 3t* — 2¢.

Momentanais atrums v(t¢) laika momenta t:

1
v(t):x’(t):§-3t2—2:t2—2.

Laika momenta tg =2: v=1v(2)=22-2=2.

Momentanais paatrinajums a(t) laika momenta t:

a(t) = 2" (t) =v'(t) = (* = 2) = 2t.

Laika momenta ty =2 a=a(2)=2-2=4.

Pienemsim, ka f ir kopa D; diferencéjama funkcija un df (z) = f'(z)dx ir
tas diferencialis, kuru turpmak sauksim par pirmas kartas diferenciali.

Pirmas kartas diferencialis ir atkarigs gan no =, gan no dx. Ja dzr uzskata
par nemainigu, tad var teikt, ka pirmas kartas diferencialis ir kopa D,
defineta x funkcija. Tapec tam var eksistet diferencialis, kuru sauksim par
dotas funkcijas f otras kartas diferenciali. Otras kartas diferenciali
apzime ar d>f. Tadejadi d*f = d(df).

Vispar, par funkcijas n-tas kartas diferenciali sauc diferenciali no §is
funkcijas (n — 1)-as kartas diferenciala. Tadejadi d"f = d(d""1f).

1.11. definicija. Diferencialus, kuru karta ir lielaka par pirmo, sauc par
augstaku kartu diferencialiem.
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Ja x ir neatkarigais mainigais un funkcijai f eksisté n-tas kartas at-
vasinajums, tad, ieverojot, ka dxr = const, iegtisim Sadas formulas:
df () = f'(x)dz;
& f(x) = d(df (2)) = d(f'(x)dx) = (f'(z)dz)'dz = f"(2)dx?;
d’f(a) = d(df(z)) = d(f"(z)d2?) = (f"(2)da?)dz = f"(x)dz’;

d"f(z) = d(d" " f(z)) = d(f" V(@)dz"") = (f"V(x)da" ") dw =
= fO(x)da",

kur dz" = (dx)".
Izmantojot iegutas formulas, rodas iespeja augstaku kartu atvasinaju-
mus uzrakstit ka diferencialu attiecibas:

d? d?
f”(l’) - C.Z];ff)a f/”(l') - C;;E;’r)’ Ty

Ja x nav neatkarigais mainigais, tad saskana ar diferenciala formas in-
varianci formula df (x) = f'(x)dz paliek speka. Atrodot otras kartas dife-
renciali, dr vairs nevar uzskatit par konstantu un ir jaizmanto reizinajuma
diferenciala formula. Soreiz

& f(x) = d(f'(z)dz) = d(f'(x))dzx + f'(x)d(dz) = f"(x)dz” + f'(x)d’x.

a"f(x)

dx™

U (x) =

Analogi var atrast arl parejos diferencialus.

1.10. piezime. Augstako kartu diferencialiem vairs nepiemit to formas
invariance.

1.16. piemers. Noteikt funkcijas f(z) = z?Inx tresas kartas diferen-
ciali un izskaitlot to punkta xy = 1.

[zmantosim formulu & f(z) = f"(z)dz3.

Atradisim
1
fl(z) = (2*Inz) =22Inx +2°— = 2rInz +
T
1
f"(z)=Q2xInz+2) =2Inz+22—+1=2Inz + 3;
T

() =2Inz+3) = 22 —

Tadejadi d*f(z) = 2dz® un d®f(1) = 2da®.

2
-
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Jautajumi

1. Definet funkcijas atvasinajumu punkta.

2. Definet punkta diferencejamu funkciju.

Definet funkcijas atvasinajumu.

Sniegt funkcijas atvasinajuma atrasanas kartulu, izmantojot ta definiciju.
Kados gadijumos funkcija nav diferencejama punkta?

Definet funkcijas atvasinajumu punkta no kreisas (labas) puses.

NS o W

Ko var pateikt par funkcijas vienpusejiem atvasinajumiem punkta,
kura funkcija ir diferencéjama?

8. Ko var pateikt par funkcijas vienpusejiem atvasinajumiem punkta,
kura funkcija nav diferencejama?

9. Kads sakars pastav starp nepartrauktu un diferencéjamu punkta fun-
kciju?

10. Definet kopa diferencejamu funkciju un definet diferencejamu funkciju.
11. Definet funkcijas grafika pieskari.

12. Kadai ir jabut funkcijai, lai tas grafikam eksistetu pieskare?

13. Uzrakstit diferencejamas funkcijas grafika pieskares vienadojumu.

14. Sniegt funkcijas atvasinajuma geometrisko interpretaciju.

15. Ko var pateikt par funkcijas grafika pieskari, ja funkcijai atbilstosaja
punkta eksiste bezgaligs atvasinajums?

16. Definet funkcijas grafika normali un uzrakstit tas vienadojumu.
17. Sniegt funkcijas atvasinajuma fizikalo interpretaciju.

18. Definet funkcijas diferenciali punkta.

19. Uzrakstit funkcijas vertibas tuvinatas aprekinasanas formulu.
20. Sniegt funkcijas diferenciala geometrisko interpretaciju.

21. Formulet summas, reizinajuma un dalijjuma diferencesanas likumus.
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22. Uzrakstit saliktas funkcijas atvasinasanas formulu.

23. Formulet funkcijas diferenciala invariances 1pasibu.

24. Ugzrakstit apverstas funkcijas atvasinasanas formulu.

25. Nosaukt elementaro pamatfunkciju atvasinajumus.

26. Formulet logaritmiskas diferencesanas algoritmu.

27. Definet funkcijas otras kartas un n-tas kartas atvasinajumus.

28. Sniegt funkcijas otras kartas atvasinajuma mehanisko interpretaciju.
29. Definet funkcijas otras kartas un n-tas kartas diferencialus.

30. Uzrakstit augstaku kartu diferencialu izskaitloSsanas formulas.

31. Vai augstaku kartu diferencialiem piemit to formas invariance?

Vingrinajumi

1. Izmantojot atvasinajuma definiciju, atrast sadu funkciju atvasinaju-

(a) f(z) = 23 punkta zg = 2;
(b) f(x) = /x punkta xy = 1;
(¢) f(x) = Inz punkta xg;

(d) flz) = =%

(e) f(x) =sinuz;

(f) f(z) = cosux;

(8) f(z) = tgw;

(h) f(z) = ctgx;

(i) flz) =e";

() f(x) = log, x

2. Konstruet funkciju, kurai punkta eksiste bezgaligs atvasinajums.

3. Konstruet funkciju, kurai punkta eksiste galigi vienpusejie atvasinajumi,
bet kas nav diferencejama Saja punkta.
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4.

10.
11.

12.
13.
14.

15.

16.

Konstruet funkciju, kas ir nepartraukta, bet nav diferencejama saja
punkta.

Minet diferencejamu funkciju piemerus.

Sastadit funkcijas f(x) = 2? grafikam punkta, kura abscisa ir o = —1,
novilktas pieskares un normales vienadojumus.

Sastadit funkcijas f(z) = 23 pieaugumu punkta zo = 1 un noteikt tas
diferenciali saja punkta.
Izmantojot funkcijas diferenciali, izskaitlot In 1, 2.

Sniegt funkcijas f(x) = x? diferenciala punkta zyp = 1 geometrisko
interpretaciju.

Pieradit [1.6.] teoremu.

Izmantojot diferencesanas likumus, noteikt sadu funkciju atvasinaju-

(a) f(z) = ctga;
(b) f(z) =shw;
(c) f(z) = cha;
(d) f(z) = tha;
(e) f(x) =cthz

Pieradit, ka (vvw) = vvw + wv'w + vow'.

Pieradit, ka d(u +v) = du+dv; d(%) = vdu—udv,

U2
Izmantojot apverstas funkcijas atvasinasanas formulu, noteikt Sadu
funkciju atvasinajumus:

(a) f

(b) f(z) = arccos z;
) f
) f

(z) = log, z;

)

)
(¢) f(x) = arctg x;
(d) f(z) = arcctg .

Sastadit elementaro pamatfunkciju atvasinajumu tabulu pec starpar-
gumenta u = u(z).

Atvasinat sadas funkcijas:
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(a) f(x) = arctg 175;

(b) f(x) =e"sinz ilgl—i + 2;

(c) flx) =2

(@) fx) = RN,
17. Noteikt sadu funkciju n-tas kartas atvasinajumus:

(a) f(x) =In;

(b) f(z) = cosux;

(c) flz) =a";

(d) f(z) =€

(e) flz) = (1+2)%

(f) f(z) = u(x) + v(z);

(8) f(x) = u(z)v(x

18. Noteikt materiala punkta atrumu un paatrinajumu laika momenta

to = 2, ja kustibas likums ir z(t) = ££* + 3> + 1.

19. Izmantojot definiciju vai aprekinasanas formulas, noteikt funkcijas

f(x) = 2 otras kartas diferenciali un izskaitlot to punkta zq = 2.
1—x )



II nodala

DIFERENCIALREKINU
PAMATTEOREMAS

2.1. Ferma teorema

2.1. teorema. Ja intervala {a;b) defineta funkcija $i intervala iekseja
punkta ¢ sasniedz savu vismazako vai vislielako vertibu un ir diferen-
cejama Saja punkta, tad f'(c) = 0.

» Pienemsim, ka punkta c funkcija f sasniedz savu vislielako vertibu,

L B iomilds = e ety {@)=f)

t.i., visiem x € (a;b) izpildas f(x) < f(c). Sastadisim attiecibu ===
un novertesim tas zimi.

Ja r < ¢, tad
f) = (o) -
xr—c
jax > c, tad
f) - 16 _,
xr—c

(Skaititajs abos gadijumos ir nepozitivs, t.i., f(z) — f(c) <0).

Atradisim Sai attiecibai vienpusejas robezas punkta c. Robeza no kreisas
puses biis vienada ar funkcijas atvasinajumu no kreisas puses punkta c, pie
tam f'(c —0) > 0.

Analogi

x)— fl(c
ot 0) — i L@ =1

Ir—cC —
xr>c X C

< 0.
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(Vienpusejie atvasinajumi eksiste un tie ir vienadi ar f'(c), jo funkcija ir
diferencejama Saja punkta).

Esam ieguvusi, ka

Tadejadi f'(c) = 0. «
2.1. piezime.

1. Analogi apskata otru gadijumu, kad funkcija punkta c sasniedz
savu vismazako vertibu.

2. Funkcijas grafikam atbilstosaja punkta A(c; f(c))novilkta pieskare
ir horizontala (2Z.I]zim.).

Ay

y=I(x)

YH

0| a c b

2.1. zZimejums
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2.2. Rolla teorema (Teoréma par atvasinajuma nul-
lem)

2.2. teorema. [Rollal teorema] Ja funkcija f nepartraukta slegta in-
tervala [a;b], diferencejama St intervala ieksejos punktos un $i in-
tervala galapunktos funkcijas vertibas ir vienadas, t.i., f(a) = f(b),
tad eksiste vismaz viens tads intervala ieksejais punkts c, kura

f'(e) = 0.
» Apzimesim ar m un M attiecigi funkcijas vismazako un vislielako vertibu
intervala [a;b]. (Sadas vertibas eksiste, jo funkcija ir nepartraukta Saja
intervala).

Jam = M, tad intervala [a;b] f ir konstanta funkcija un jebkura ta
punkta f'(z) = 0.

Jam < M, tad vismaz viens no Siem skaitliem m, M atskiras no skaitla
f(a) = f(b), pieméeram, M # f(a). Seko, ka funkcija f savu vislielako
vertibu M sasniedz §1 intervala kada iekSeja punkta c, t.i., eksiste tads

€ (a;b), ka f(c) = M. Saskana ar Ferma teoremu f'(c) = 0. «

2.2. piezime.

1. Rolla teoremai ir Sada geometriska interpretacija: uz funkcijas
grafika eksiste tads punkts A(c; f(c)), kura novilkta pieskare ir
horizontala (2.2] zim.).

2. Tadi punkti, kuros atvasinajums ir nulle, var but vairaki (2.3]zmm.).

3. Ja f(a) = f(b) = 0, tad Rolla teorema apgalvo, ka starp divam
funkcijas nullem? eksisté vismaz viena atvasinajuma nulle.

4. Visi teoremas nosacijumi ir butiski, piemeéram, funkcijai f(x) =
|z| intervala [—1,1] teorema nav speka, jo punkta x = 0 §1 fun-
kcija nav diferencejama.

2.3. Lagranza teorema

2.3. teorema. Ja funkcija f nepartraukta slégta intervala [a;b] un ir
diferencejama St intervala ieksejos punktos, tad eksisté vismaz viens

Misels Rolls (1652-1719) - franéu matematikis.
2Par funkcijas nulli sauc argumenta vertibu, kurai atbilstosa funkcijas vertiba ir vienada ar nulli.
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Ay
A
f(a)=f(b)
X
0]a c b
2.2. Zimejums
Ay
A A
f(a)=f(b)
A, Ay
X
0 a G G Oz b »>

2.3. zZimejums
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tads intervala 1ekséjais punkts c, kura

f/(C) _ f(b; : g(a)

» [zveidosim paligfunkciju F(x) = f(x) — f(a) — W(m —a). S1
funkcija F' apmierina visus Rolla teoremas nosacijumus: nepartraukta in-
tervala [a;b], diferencéjama ta ieksejos punktos (jo sadas ipasibas piemit
funkcijai f) un F(a) = F(b), jo F(a) = 0 un F(b) = 0. Saskana ar Rolla

teoremu eksiste tads ¢ € (a;b), ka F'(c) = 0.

Ta ka
F/(CIJ) _ f/(flj) . f(bl)) : i(a) un F/<C> _ f/(C) f(bz)) : i(a)’
tad ; ;
PRI UES (O NP PANE (U (GRS

Lai sniegtu Lagranza teoremai geometrisko interpretaciju, izveidosim
sadu zimejumu (2.4] zim.).

yA

c y=1(x)

f(b)-f(a)
A / b-a a D
/\a/ 3

0 a ¢ b

2.4. Zimejums
No taisnlenka trijstuira ADB: tga = ! (bl)):i @ &1 attieciba no g eo-
metriska viedokla izsaka hordas AB virziena koeficientu. Ta ka f/(c) =
W un k = f'(c¢) ir funkcijas grafikam punkta C(c; f(c)) novilktas
pieskares virziena koeficients, tad var teikt, ka saskana ar Lagranza teoremu
uz grafika eksiste tads punkts, kura novilkta pieskare ir paraléla hordai AB.
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2.3. piezime. Ar1 Soreiz tadi punkti ¢ var but vairaki un visi Lagranza
teoremas nosacijumi ir butiski.

Pienemsim, ka visi Lagranza teorémas nosacijumi izpildas intervala [b; a]
(Soreiz b < a).

Saskana ar teoremu eksiste tads ¢ € (b;a), kura

f/(C) _ f(aC)L : g(b)
jeb
f/(C) _ f(bz : i(a)

Tatad Lagranza teoremas formula ir speka gan a < b, gan a > b.
Starpvertibu c ir izdevigi pierakstit forma ¢ = a+0(b—a), kur 0 < © < 1.
Ja Saja formula ievieto a = x, b —a = Az un b = x + Az, tad iegust

formulu
flz+Az) — f(z)
Ax

= f(z + OAx)

jeb

flz+ Az) — f(x) = f(x + ©Az)Az, kur 0<O <1.

So formulu sauc par Lagranza galigo pieaugumu formulu (turpmak:
Lagranza formulu).

2.4. Kos1 teorema (Teorema par funkciju diferencu
attiecibu)

2.4. teorema. Ja funkcijas f un g ir nepartrauktas slegta intervala |a; b
un diferencejamas $i intervala ieksejos punktos, pie tam ¢'(x) # 0, tad
eksiste vismaz viens tads intervala ieksejais punkts c, kura

f(b) = fla) _ f'(c)
g(b) —gla)  g'(c)

Pieradit patstavigi®

3Izveido paligfunkciju F(z) = f(z) — f(a) — J;EZ;:&Z; (9(x) — g(a)) un sai funkcijai pielieto Rolla

teoremu. Starpiba g(b) — g(a) # 0, jo citadi atrastos tads ¢ € (a;b), ka ¢’(c) = 0.
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2.4. piezime.

1. Pieradot Kost teoremu, starpibas f(b) — f(a) un ¢g(b) — g(a)
nedrikst parveidot saskana ar Lagranza formulu, jo, ta rikojoties,
leguitu

kur ¢, ¢ € (a;b).

2. Jag(x) = x, tad ka Kot teoremas secinajums ir Lagranza teorema.

2.5. Lopitala kartula

2.5. teorema. Ja funkcijas f un g ir definetas un diferencéjamas punkta
a € R apkartne, izpemot varbut So punktu, pie tam ¢'(x) # 0,

lim f(z) = limg(x) = 0 vai lim |f(x)] = lim |g(z)| = +oo; eksiste
lim g :Eg = k, tad attiecibar % eksiste robeza, kad x — a, kas ari ir

menada ar k.

» Teoremu pieradisim tikai nenoteiktibai 8. Punkta a apkartne uzdosim
Sadas divas funkcijas

filz) = { fx), ja x#a,

0, ja = a,

un

0, ja T = a.

gi(x) = { g(z), J:a T+ a,

Funkcijas fi; un g; ir nepartrauktas punkta a un ta apkartne. Izvelesimies
patvaligu = > a no punkta a apkartnes. Funkcijas f; un ¢y intervala [a; z]
apmierina Kos1 teoremas nosacijumus, tapec

fi(z) = fila) _ fi(e)
gi(x) —g1(a)  g1(c)’

kura <c < x.

Nemot vera to, ka ir uzdotas funkcijas f; un gy, iegtisim % = g ,/8 , kur

a<c<ux.




40 I1 nodala. DIFERENCIALREKINU PAMATTEOREMAS

Ta ka lim £&) = k, tad s1s vienadibas labajai, tatad arT kreisajai pusei

z—a 9'(@)
eksiste robeza no labas puses punkta a, pie tam
x
g 10 _
i 9(@)

(Acimredzot, ja x — a, tad arl ¢ — a).
Ja tagad izveletos patvaligu £ < a no punkta a apkartnes un rikotos

analogi, tad iegttu:

Tatad eksiste

2.5. piezime. Izmantojot iegiitos rezultatus, ar substiticiju x = % var

pieradit, ka teorema ir pareiza ar1 tad, kad r — +o0 vai x+ — —o0.

No teorémas izriet §ads panemiens (Lopitala? kartula) nenoteiktibu
g vai > atklasanai: lai aprekinatu ilircll %, kad skaititajs un saucejs reize
tiecas uz nulli vai bezgalibu, ir atseviski jaatvasina skaititajs un saucejs un
jaaprekina atvasinajumu attiecibas robeza, kad x — a. Ja ieguta robeza
atkal ir nenoteiktiba 8 vai 2=, tad panemienu drikst atkartot.
sin 4z

2.1. piemers. Aprekinat glclir(l) S

Lietojot Lopitala kartulu vienu reizi, iegtisim

sindr <0> _ lim (sindx)’

lim —— = | = : —
r—0 2 — sin 3x 0 2—0 (2x — sin 3z)’
~ lim 4 cos4dx _ 4 _ 4
a—02 —3cosd3x  2-—3

. — —_ . — . 3
2.2. piemers. Aprekinat lim ———.
> 2—0 r—Ssmaoax

4Gijoms Lopitals (1661-1704) - frantu matematikis, pirmas iespiestas diferencialrekinu macibu
gramatas autors. So kartulu (metodi) atklaja Sveiciesu matematikis Johans Bernulli (1667-1748), bet

1696. gada publiceja G. Lopitals
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Lietojot Lopitala kartulu tris reizes, iegtisim

3 3)/ 9
r—0 1 — sinx 0 z—0 (x — sinx)’

t—01 — cosx 0

3 2\/ /
:th:hm.G_x: 9 —1i (Gx)
=0 (1 —cosz)’ a—0sinz 0 2—0 (sin x)’
6 6
= lim = - =0.
z—0cosx 1
2.3. piemers. Aprekinat liI_iI_l i—: (n - naturals skaitlis).
Lietojot Lopitala kartulu n reizes, iegtisim
n ny/ n—1
lim = = () = 1im (@) M (2) =
z—+o00 ¥ 00 z—+oo () z—too ¥ 00
n—1\/ n—2
nT —1
— lim Q: i DT <§> =
z—too  (e?) r—-+00 er 00
—1 1
T ) LA
T—+00 e’

Lai, izmantojot Lopitala kartulu, atklatu nenoteiktibas oo — oo, 0 - oo,
00, 1, oo?, tas vispirms jareduce uz nenoteiktibam 2

o val =,
o0
Nenoteiktibu 0 - co var reducét uz nenoteiktibu 8 sadi:
f
fg T
9
Nenoteiktibas oo — oo gadijuma f — g parveido sadi:
11
g [
BN
[

Iegiist nenoteiktibu 8.

Parejas nenoteiktibas (0%, 1%, oo”) reduce uz nenoteiktibu 0 - co, uzrak-
stot f9 izskata ed™™7.

2.4. piemers. Aprekinat lim(1 — z)tgZ

xX.
z—1 2

41
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1— 0
lim (1 —x)tggx: (0-00) = lim - (—) =

z—1 r—1ctg 5w 0
1—2x) —1 2
2.5. piemers. Aprekinat chlir(l) (Sirllx — %)

) 1 1 . r—sinz 0
Im|——-——)=(c0o—0)=lm——= (- | =
z—0 \ SInx X z—0 xsInx 0

. (x—sinx) 1 —cosx 0
= lim — p = lim — — (2] =
z—0 (zsinx) z—0 sin x 4 = cos 0
, (1 —cosz) _ sin x 0
= lim — = lim - =—-=0.
r—0 (sinx + xcosx) 2-0cosx 4 cosx —xsinx 2
. — e, - L
2.6. piemers. Aprekinat hr% (cos2x)=2.
Tr—
. 1 00 . In cos 2z O
lim (cos2x)=* = (1) =lime 2 = |- | =
z—0 z—0 0
—2sin 2z
lim {0 L 2,30)/ lim —cos2z 0
— ez—0 (x%) — ez—0 2z = —_ =
0
. (thI)/ . cos? 2z

2.6. piezime. Saskana ar Lopitala kartulu, ja eksiste funkciju atvasina-
jumu attiecibas robeza, tad eksiste ar1 So funkciju attiecibas robeza.
Turpret1, ja atvasinajumu attiecibas robeza neeksiste, tad tas vel
nenozime, ka neeksiste funkciju attiecibas robeza.

Piemeram, lim “S% = lim (1 + %) = 1 eksiste, lai gan atvasina-
Tr——+00 T—+00
(x+sinz)’

jumu attiecibas ~——— = 1+ cos x robeza, kad x — +o00, neeksiste.
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2.6. Teilora formula

Teilora ® formula funkcija tiek aproksimeta (tuvinati izteikta) ar poli-
nomiem, kurus sauc par Teilora polinomiem. Teilora formulu lieto gan
diferencejamas funkcijas vertibu tuvinatai aprekinasanai, gan teoretisku
jautajumu apskata. Pienemsim, ka funkcija f ir (n+ 1) reizi diferencéjama
punkta z, apkartne. Noteiksim tadu n-tas pakapes polinomu P, (z), lai tas
aproksimetu doto funkciju f punkta xy apkartne. Par So aproksimacijas
polinomu izraudzisimies sadu polinomu

Fu(x) = f(xo) + fl(lfo) (z — @) + fﬂ;TO) (z—x0)* + o+

(Actmredzot, P,(z) = f(x0), P.(x0) = f'(x0), -, P\ (o) = F™(z0)).

2.1. definicija. Polinomu P,(x), kas ir definéts ar formulu (1), sauc
par funkcijas f n-tas pakapes Teilora polinomu péc (x—zx) pakapem.
Polinoma koeficientus

f'wo) f"(xo)  f"(x0)

o2 "ol

f (o),

sauc par Teilora koeficientiem.

Starpibu f(z) — P,(x) apzimesim ar R,(z), kas ir aptuvenas vienadibas
f(x) = P,(x) kluda.

Tatad f(x) — P,(x) = R,(z) jeb

F@) = S+ 20 @ g+ L ey

F (o)

n!

+ (x —29)" + Rp(x). (2.2)

2.2. definicija. Vienadibu (2.2)) sauc par funkcijas f Teilora formulu
punkta xg apkartné (jeb pec (v — zy) pakapem), bet R,(x) - par tas
atlikuma locekli.

5Bruks Teilors (1685-1731) - anglu matematikis.
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i

B (X =1(xy)
(R.(x0)=0)

YH

0 X, X
2.5. zimejums

Izmantojot n reizes Lopitala kartulu, var paradit, ka atlikuma loceklis
R,(x) ir augstakas kartas bezgaligi maza funkcija salidzinajuma ar
(x — xo)", kad x — g, t.i.,

lim Rn(a;‘)

v—ro (T — xo)"

= 0.

R,(x) =0((x — zp)"), kad x — x.

Bez §1s formas atlikuma loceklim var but arT citas formas. Aplukosim,
ka tas izskatas Lagranza forma vai Kost forma.

Izveidosim sadu funkciju

f'(2)
1!

')
2l

(x —2) (x—2)%—... —

kur z atrodas starp zy un x (x - fiksets punkts no z, apkartnes).

Ka otru funkciju izvelesimies
Y(z) = (w —2)""
Abas §is funkcijas slegtaja intervala, kura galapunkti ir zy un x, apmie-
rina KosT teoremas nosacijumus, tapec

p(x) —p(xo) _ ¢'(c)
b(x) = p(xo)  YP'(c)
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kur c =zo+60(z —x9) (0<6<1).

Nemot vera formulas, kas uzdod sis funkcijas, iegtisim, ka

p(z) = 0; p(r0) = Ry (z);
Y(z) = 0; U(zo) = (x — mo)"H;

_ M) n
'(z) = =(n+1)(z - 2)".
Tatad )
f n+1 (C)
/ _ _ n
() =~ -
un
Y(e) = =(n+ Dz —o)"
Kos1 teoremas formula iegiis Sadu izskatu
0—Ry(z)  —I@ o

0—(z—z0)"  —(n+1)(z—c)n

jeb

(n+1) c
Rula) = st @ = o),

kur c =0+ 0(z —x9); (0<0<1).

Sadi izsakas Teilora formulas atlikuma loceklis Lagranza forma. Parasti
preciza c vertiba nav zinama: var apgalvot tikai to, ka ¢ atrodas starp xg
un x.
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Teilora formula ar atlikuma locekli Lagranza forma izskatas sadi:

kur c=xzg+0(z —x9) (0<6<1).
Apzmejot Az =z —z0,  Af(zo) = f(z) — f(z0).

df (zo) = f'(o)(x — x0), ..., d"f(xo) = f™(x0)(x — z0)",
dn+1f(c) _ f(n+1)(c) (.YJ _ :Co)n+1,

§1 formula parrakstas Sadi:

Af(xo) = df (zo) +

ST Y (n+1)

Y

Pfa) @) | )
1

kur c =x0+0(z —x9) (0<6<1).

2.7. piezime. levietojot n = 0, iegtisim Teilora formulas atsevisku ga-
dijumu, kas ir Lagranza formula.

Tagad funkciju ¢ izvelesimies sadu: ¥(x) = x — z. ArT Soreiz funkcijam
@ un v pielietosim Kogt teoremu. Iegiisim Teilora formulas atlikuma locekli
Kost forma:

(n+1) T T — 2 _ 0\n .
Rn(:z:) _ f ( 0 +‘9(n' ))(1 9) (:C . xo)n+ :

kur 0 < 6 < 1.

2.7. piemers. Funkcijai f(z) = e uzrakstit Teilora formulu ar atlikuma
locekli Lagranza forma.

Uzrakstisim Teilora formulu péc x pakapem (jeb punkta xy = 0 apkartne).
Sai funkcijai

Tatad f(0) = f'(0) = f"(0) = --- = f™(0) = 1 un f"V(c) = e, kur
c=0xr (0<6<1).
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Teilora formula ar atlikuma locekli Lagranza forma sai funkcijai izskatas:

2 " e6‘x

=1t b gt
12 nl " (n+ 17

kur 0 < 6 < 1.

2.8. piemers. Funkcijai f(z) = In(1 + z) uzrakstit Teilora formulu ar
atlikuma locekli Kos1 forma.

Sai funkcijai uzrakstisim Teilora formulu punkta zo = 0 apkartné.
Soreiz
/ 1 /) —1 (n) n—1 (n — 1)'
= — = ... =(—1 —_—
F@) = e 1@ = g - S0 = (T
. n n!
Tatad
f(0)=In1=0, f(0)=1, f"(0)=-1, ...,
!
(n) —_ (_1\»1 1\ (n+1) — (_1\" Uz
F0) = (<1 = DL e) = (1)

kur c=6x, 0 <6 < 1.

Teilora formula ar atlikuma locekli Kost forma Sai funkcijai izskatas:

r? " (=11 —-0)"
In(1 =r— — - ... _1”*1__ n+1
n(l+z)=ux 2+3 +(=1) " (1 + 62 "
kur 0 < 6 < 1.
Jautajumi

1. Formulet Ferma teoremu.
2. Formulet Rolla teoremu un sniegt tas geometrisko interpretaciju.
3. Formulet Lagranza teoremu un sniegt tas geometrisko interpretaciju.

4. Uzrakstit Lagranza formulu.
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10.
11.

12.

Formulet Kos1 teoremu.
Formulet Lopitala kartulu.

Ka pielietot Lopitala kartulu nenoteiktibu 0 - co, co — oo, 1%, 0°, oo’

atklasanai?

Definet funkcijas f n - tas pakapes Teilora polinomu un Teilora koe-
ficientus.

Definet funkcijas f Teilora formulu punkta zy apkartne.
Definet Teilora formulas atlikuma locekli.

Uzrakstit funkcijas f Teilora formulu ar atlikuma locekli Lagranza
forma.

Uzrakstit funkcijas f Teilora formulu ar atlikuma locekli Kost forma.

Vingrinajumi

1.

® N o

Pieradit Ferma teoremu gadijuma, kad punkta ¢ funkcija sasniedz savu
vismazako vertibu. Sniegt g eometrisko interpretaciju.

Ar konkretiem piemeriem paradit, ka visi Rolla teoremas nosacijumi
ir butiski.

Ar konkretiem piemeriem paradit, ka visi Lagranza teoremas nosaci-
jumi ir butiski.

Sadam funkcijam uzrakstit Lagranza formulu:

(a) f(z) = e";
(b) f(z) =In;
(c) f(z)

Pieradit Kost teoremu par funkciju diferenc¢u attiecibu.

1
=

Paradit, ka Lagranza teorema ir KosT teoremas secinajums.
Pieradit, ka Lopitala teorema ir speka, ja x — +o0 vai © — —o0.

Izmantojot Lopitala kartulu, aprekinat sadas robezas:
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10.

11.
12.

13.

(d lim (sm )

T—3

(G) lim (lnlac %)’

rz—1

(f) lim x”

z—0

(g) lim(ctgz)ms.

z—0

Iegiit Teilora formulu n - tas pakapes polinomam.

Paradit, ka Teilora formulas atlikuma loceklis ir augstakas kartas bez-
galigi maza funkcija salidzinajuma ar (x — x)", kad * — .

Iegiit Teilora formulas atlikuma locekla Kost formu.

Sadam funkcijam uzrakstit Teilora formulu pec  pakapem ar atlikuma
locekli Lagranza forma:

(a) fz) =2"

(b) f(z) = sinz;

(¢) f(x) = cosuz;

(d) f(z) =shua;

(e) f(x) = chua;

(f) f(z) =In(l+2);

(8) flz)=(1+=z)" (a#0, z>-1).

Sadam funkcijam uzrakstit Teilora formulu pec  pakapem ar atlikuma
locekli Kost forma:

(a) f(z) =e";
(b) f()=(1+2x)* (a#0, z>—1).

14. Aprekinat ar precizitati 0,001 skaitli e.
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II1 nodala

ATVASINAJUMA LIETOJUMI
FUNKCIJU PETISANA

3.1. Konstantas funkcijas nosacijums

3.1. teorema. Lai funkcija f butu konstanta intervala (a;b), ir ne-
pieciesami un pietiekama, lat tai saja intervala eksistetu atvasinajums,
kas ir vienads ar nulli.

» Nepieciesamiba. Izriet no [[L3] teoremas.

Pietiekamiba. Jebkuriem diviem §T intervala punktiem xy un x, kur
xq - fiksets, bet x - patvaligs punkts, ir speka Lagranza formula: f(z) —
f(xo) = f'(c)(x — x), kur ¢ atrodas starp xy un x.

Ta ka f'(¢c) = 0, tad f(x) — f(xzg) = 0 jeb f(x) = f(xy) = const.
Tadejadi funkcija f ir konstanta intervala (a;b). <

Sekas. Ja divam intervala (a;b) diferencejamam funkcijam ir vienadi
atvasinajumi, tad Sis funkcijas var atskirties tikai par konstanti.

Pieradit patstavigil.

us

3.1. piemers. Pieradit, ka arcsinx + arccosz =

[\]

Izveidosim divas funkcijas f(x) = arcsinz un g(x) = — arccosx. Acimre-
1

dzami, visiem x € (—1;1) ir speka f'(z) = ¢'(x) = —7—- Saskana ar sekam

f(z)—g(z) = C jeb arcsin x+arccosx = C. Lai atrastu konstantes vertibu,
ievietosim Saja identitate x = 0. legtsim arcsin(0 + arccos() = C' jeb

1Sastadtt funkciju, kas ir doto funkciju starpiba, un tai pielietot B.I] teorému
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0+ 3 = C. Tadejadi C' = 7§ un arcsinx + arccosx = 3. Ar tieSo parbaudi
var parliecinaties, ka vienadiba ir speka ar1 St intervala galapunktos.

3.2. Funkcijas monotonitates nosacijumi

3.2. teoréma. (Intervala augosas funkcijas nepieciesamais nosacijums).
Ja intervala (a;b) diferencéjama funkcija f ir augosa, tad jebkura Sv
intervala punkta f'(z) > 0.

» Izvelesimies intervala (a;b) patvaligu punktu x un sastadisim funkci-
jas f pieaugumu Saja punkta Af(z) = f(z+Az)—f(x), kur x+Ax € (a;b).
Intervala augosai funkcijai tas pieauguma zime sakrit ar argumenta pieau-
guma zimi, tapec %f) > 0. Ta ka f ir diferencejama funkcija, tad Sadai
attiecibai eksiste robeza, kad Ax — 0. Nevienadiba parejot pie robezas,
iegtsim f'(x) > 0. <«

Ay /

]
YH

3.1. zimejums

3.1. piezime.

1. Augosai funkcijai intervala atseviskos punktos atvasinajums var
bit nulle. Piemeram, f(x) = 23 ir augosa funkcija, bet f/(0) = 0.

2. Augosai funkcijai tie punkti, kuros atvasinajums ir nulle, nedrikst
veidot nekadu intervalu. (Preteja gadijuma Saja intervala funkcija
butu konstanta).
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3. Intervala augosas funkcijas grafikam pieskares veido ar abscisu ass
pozitivo virzienu Saurus lenkus vai atseviskos punktos ir paralelas
abscisu asij (8.I] zim.).

Analogi var formulet un pieradit intervala (a;b) dilstosas funkcijas ne-
piecieSamo nosacijumu.

3.3. teorema. (Intervala augosas funkcijas pietiekamais nosacijums).
Ja intervala (a;b) diferencéjamai funkcijai katra st intervala punkta
f'(x) >0, tad f ir augoSa funkcija Saja intervala.

» Izvelesimies §1 intervala divus patvaligus punktus xq, xo, pie tam
xrg > xy. Saskana ar Lagranza formulu f(z2) — f(z1) = f'(¢)(x2 — x1),
kur z; < ¢ < x9. Ta ka visos intervala (a;b) punktos f'(xz) > 0, tad
art f'(c) > 0. Ta ka z9 —x; > 0, tad art f'(¢)(zy — z1) > 0. Seko, ka
f(xo) — f(x1) > 0 jeb f(xe) > f(x1), t.i., f ir augoSa funkcija intervala
(a;0). <

3.2. piezime. Ja intervala atseviskos punktos atvasinajums ir nulle, bet
parejos - pozitivs, tad f ir augosa funkcija Saja intervala.

Analogi var formulet un pieradit intervala (a;b) dilstosas funkcijas
pietiekamo nosacijumu.

3.1. definicija. Intervalus, kuros funkcija aug (vai dilst), sauc par tas
augSanas (vai dilSanas) intervaliem. AugSanas vai dilsanas in-
tervalus neskirojot sauc par funkcijas monotonitates intervaliem.

Lai atrastu funkcijas monotonitates intervalus, rikojas sadi.
1. Atrod funkcijas atvasinajumu f'(z).

2. Atrod tos intervalus, kuros atvasinajums saglaba zimi2. Ja kada in-
tervala f’(x) > 0, tad tas ir funkcijas augSanas intervals, ja turpretim
f'(x) <0, tad - dilsanas intervals.

3.2. piemers. Atrast funkcijas f(z) = 2° — 62 4+ 92 + 2 monotonitates
intervalus.

1. Atrodam f'(z) = 32* — 122 +9 = 3(z — 1)(z — 3).

2Biezi ir noderiga ta saucama intervalu metode.
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2. Atvasinajums ir nulle punktos z = 1 un = = 3. Sie punkti funkecijas
definicijas apgabalu sadala trijos intervalos. Katra no siem intervaliem
atvasinajums saglaba savu zimi (lai noteiktu atvasinajuma zimi kada
no Siem intervaliem, pietiek aprekinat ta vertibu intervala jebkura
viena punkta). Atvasinajuma vertibu zimes ir lietderigi atzimet uz
skaitlu taisnes (B.2] zim.).

+ - 4+ X

/ 1 x 3 //'

3.2. zimejums

Tadgjadi funkcijas augsanas intervali ir (—oo; 1) un (3; +00), bet dilsanas
intervals - (1;3).

(Bultina uz augsu norada, ka funkcija ir augosa, bet bultina uz leju - ka
funkcija ir dilstosa atbilstosaja intervala). Funkcijas grafiks attelots B3]
zimejuma.

Ay

y=x>6x"+9x+2

-
ol
[
Lo
YM

3.3. zZimejums
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3.3. Funkcijas ekstremi un to nepiecieSamais nosaci-
jums
Apskatisim funkciju f, definetu punkta x, apkartne.

3.2. definicija. Punktu z, sauc par funkcijas f maksimumaSpunktu,
ja visiem x # xp no §1 punkta kaut kadas apkartnes ir pareiza

nevienadiba
f(x) < f(wo)
(B.4] zim.).
AY
M,
T
/ \},:f(x)
¥o=f(x,)
X
0 X0 X, Xx, 1O >

3.4. zimejums

3.3. definicija. Funkcijas f vertibu tas maksimuma punkta sauc par
funkcijas maksimumu un apzime yy = f(z9) = max f(z).

Analogi definé funkcijas minimuma® punktu un funkcijas minimumu
(apzime: min f(z)).

3.4. definicija. Maksimuma un minimuma punktus neskirojot sauc par
ekstrema® punktiem, bet funkcijas vertibas $ajos punktos - par

funkcijas ekstremiem.

!
y
[

lat. maximum - pats lielakais]
lat. minimum - pats mazakais]
lat. extremum - galgjs]
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3.4. teorema. (Diferencejamas funkcijas ekstrema nepiecieSamais no-
sacjums).

Ja funkcija f ir diferencejama tas ekstrema punkta xq, tad f'(x¢) = 0.

» Pienemsim, ka x( ir funkcijas maksimuma punkts. Tad saskana ar
maksimuma punkta definiciju yo = f(zg) ir vislielaka funkcijas vertiba
punkta x, kaut kada apkartne. Saskana ar Ferma teoremu f'(zg) = 0.
Minimuma punkta gadijuma pieradijums ir analogs. <

3.5. definicija. Punktu z, sauc par funkcijas stacionaro® punktu, ja

f(xg) = 0.

Funkcijas stacionarajam punktam xg ir Sada geometriska interpretacija:
funkcijas grafikam atbilstosaja punkta My (zo; f(zo)) konstrueta pieskare ir
horizontala (3.4] zim.).

Acimredzami, funkcijai var but ekstréms arT taja definicijas apgabala
iekseja punkta, kura ta nav diferencejama. Piemeram, funkcijai f(z) = |z
punkts xy = 0 ir tas minimuma punkts (L1]zim.).

3.6. definicija. Funkcijas stacionaros punktus un tos definicijas apga-
bala iekSejos punktus, kuros funkcija nav diferencejama, sauc par tas
kritiskajiem? punktiem.

No visa teikta izriet, ka tikai kritiskie punkti var but par funkcijas ek-
strema punktiem. Citiem vardiem, ekstremi var bt tikai funkcijas kritiska-
jos punktos. Svarigi ir atzimet, ka ne katra funkcijas kritiskaja punkta ir
ekstrems. Piemeram, funkcijai f(z) = 2° punkts 2y = 0 ir kritiskais punkts
(konkreti stacionarais punkts), bet saja punkta funkcijai nav ne maksi-
muma, ne minimuma. Apskatisim vél vienu pieméru. Funkcija f(z) = /=
nav diferencejama punkta zy = 0. Tomer Saja kritiskaja punkta funkcijai
ar1 nav ekstrema (4] zim.).

Lai no kritiskajiem punktiem izdalitu funkcijas ekstrema punktus, for-
mulesim ekstrema pietiekamos nosacijumus.

6[lat. stationarius - stavoss, nekustigs]

Tizgkiross, lazuma.
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AY

['(x)=0 £'(x)<0

X
>

0 X,-0 X, :.(.,+6

3.5. zimejums

3.4. Funkcijas ekstrema pietiekamie nosacijumi

3.5. teorema. (Funkcijas ekstrema pietickamais nosacijums, izmantojot
pirmas kartas atvasinajumu).

Ja funkcija f ir nepartraukta punkta xo, ir diferencejama siv punkta
kaut kada apkartne, iznemot varbut pasu $o punktu, un tas atvasina-
Jums, argumentam ejot caur punktu xy, maina savu zimi, tad xy ir
funkcijas ekstrema punkts. Pie tam, ja atvasinajums pa kreist no x
1 pozitivs, pa labi - negativs, tad xo 1r funkcijas maksimuma punkts,
bet, ja atvasinajums pa kreisi no xy ir negativs, pa labi - pozitivs, tad
xo ir funkcijas minimuma punkts.

» Pienemsim, ka funkcijas atvasinajums pa kreisi no xg ir pozitivs. Tas
nozime, ka pa kreisi no xy funkcija ir augosa. Tapeéc visiem x < z( (un
kas pieder xy minetajai apkartnei) f(z) < f(x¢). Pa labi no xy funkcijas
atvasinajums ir negativs. Tapec Seit funkcija ir dilstosa un x > xy (un
kas pieder x(, minétajai apkartnei) f(z) < f(xg). Tadejadi xg ir funkci-
jas maksimuma punkts (B.5] zim.). Analogi apskata otru gadijumu, kad
argumentam ejot caur xy (argumenta augSanas “virziena”), atvasinajums
maina zimi no “—" uz “+” (3.6]zim.). <«

3.3. piezime. Ja, argumentam ejot caur kritisko punktu z(, atvasinajums
zimi nemaina, tad xy nav funkcijas ekstrema punkts.
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AY

['(x)<0 I'(x)=0

YH

0 X,-0 X, X, 1O
3.6. zimejums

Formulésim sadu kartulu (funkcijas ekstréema noteiksanas pirma kar-
tula).

Lai atrastu funkcijas ekstrémus, ir javeic Sadas darbibas.
1. Jaatrod funkcijas kritiskie punkti.

2. Jaizpeta atvasinajuma zime kritisko punktu apkartnes. Ja, argumen-
tam ejot caur kadu kritisko punktu, atvasinajuma zime mainas no “+”

43

uz “—7, tad saja punkta funkcijai ir maksimums, bet, ja atvasinajuma

« 7

zime mainas no “—" uz “+7, tad - minimums. Ja atvasinajuma zime
nemainas, tad funkcijai Saja punkta ekstrema nav.

3. Japrekina funkcijas vertibas ekstremu punktos.

3.3. piemers. Atrast funkcijas f(z) = 3z° — 5z° + 5 ekstremus.
1. Lai atrastu funkcijas kritiskos punktus, atradisim
f'(z) = 152" — 152% = 152%(2* — 1) = 152%(z — 1)(z + 1).

Kritiskie punkti (Soreiz stacionarie punkti) ir —1,0 un 1.
2. Atvasinajuma vertibu zimes atzimesim uz skaitlu taisnes (B.7]zim.).

Funkcijas maksimuma punkts ir x+ = —1, bet minimuma punkts
ir x = 1. Punkta z = 0 ekstréma nav.
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+ — — + i
U
3.7. zimejums
3. Aprekinasim funkcijas vertibas ekstremu punktos.

max f(z) = f(~1) =7 min f(z) = f(1) = 3.

Vienlaicigi esam noteikusi ar1 funkcijas monotonitates intervalus.
Augsanas intervali ir (—oo;—1) un (1;+00), bet dilsanas in-
tervals - (—1;1). Funkcijas grafiks attelots B.8] ziméjuma.

Ay

——7

y=3x"5x*+5

\

3.8. zimejums

3.4. piemeérs. Atrast funkcijas f(x) = z — 3/x ekstréemus.

W

— 11— L — Y221 Kyitiskie punkti it —1,0

1 fi(z)=1-33a" — ===

un 1.

2. Atvasinajuma vertibu zimes atzimeésim uz skaitlu taisnes (3.9]zim.).
Punkta x = 0 funkcija nav diferencéjama.
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+ _ - _ - ~ +
/v—l \‘ 0 \‘ 1/"

3.9. zZimejums

Funkcijas maksimuma punkts ir x+ = —1, bet minimuma punkts
ir z = 1. Punkta x = 0 ekstrema nav.

3. max f(z) = f(—1) =2; min f(z)= f(1) = —2.

Funkcija aug intervalos (—oo; —1) un (1; +00), bet dilst intervala
(—1,1). Funkcijas grafiks attelots B.10] ziméjuma.

3.10. zimejums

—

s+ % ekstremus.

3.5. piemers. Atrast funkcijas f(x)

Funkcija nav defineta punkta x = 0.

L ) =4 = Sl = et

Kritiskie punkti ir —4 un 4. (Punkts = 0 nevar but par kritisko
punktu, jo tas nepieder funkcijas definicijas apgabalam).

2. Uz skaitlu taisnes atzimesim atvasinajumu vertibu zimes (uz skaitlu

taisnes ir jatzime arT punkts x = 0) ([B.IL] zim.).

Funkcijas maksimuma punkts ir x+ = —4, bet minimuma punkts
ir z = 4.
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+ _ - - o+ X
/—4 \A 0 \A 4/'

3.11. zimejums

3. max f(x) = f(—4) = —1; min f(x) = f(4) = 1.
Funkcija aug intervalos (—oo; —4) un (4; +00), bet dilst intervalos

(—4;0) un (0;4).

3.6. teorema. (Funkcijas ekstrema pietiekamais nosacijums, izmantojot
otras kartas atvasinajumu,).

Ja funkcija f ir diferencejama stacionara punkta xo apkartne un saja
punkta eksisté galigs f"(xg) # 0, tad xo ir funkcijas ekstrema punkts.
Pie tam, ja  f"(xy) < 0, tad xy ir maksimuma punkts, bet, ja
f"(x9) >0, tad - minimuma punkts.

» Ta ka x( ir funkcijas stacionarais punkts, tad f'(xg) = 0. Punkta x

eksiste / / /

T—Zg r — X T—=xo T — X

Pienemsim, ka f”(xq) < 0 jeb

lim fz)

r—x0 T — X

< 0.

Punkta xy kaut kada apkartne funkcija saglaba savas robezas zimi, t.i.,

f'()

r — Xy

< 0.

No 8§is nevienadibas seko, ka visiem z < 1z (un kas pieder mineétajai
apkartnei) f’(x) > 0, bet x > =z izpildas f'(x) < 0. Tadejadi, argu-

mentam ejot caur punktu x(, atvasinajums maina zimi no “+7" uz “ —
Punkts x ir funkcijas maksimuma punkts.

Analogi apskata gadijumu, kad f”(zg) > 0. «
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3.4. piezime. Izmantojot otras kartas atvasinajumu, uz ekstremu drikst
petit tikai funkcijas stacionaros punktus. Pie tam §is nosacijums
nav pielietojams tajos stacionarajos punktos, kuros otras kartas at-
vasinajums ir nulle, bezgaliba vai vispar necksisté. Sados gadijumos
ir jalieto pirma kartula.

Formulesim funkcijas ekstréema noteikSanas otro kartulu.

Lai atrastu funkcijas ekstremus, ir javeic Sadas darbibas.
1. Jaatrod funkcijas stacionarie punkti.

2. Jaatrod f”(x) un janosaka ta skaitliska vertiba katra stacionaraja
punkta xy (protams, ja tada eksiste). Ja f"(x¢) < 0, tad z( ir maksi-
muma punkts, bet ja f”(zg) > 0, tad xp - minimuma punkts.

3. Jaaprekina funkcijas vertibas ekstrema punktos.

3.6. piemers. Atrast funkcijas f(z) = 3z° — 5z° + 5 ekstremus.

1. f'(z) = 152%(2® — 1). Stacionarie punkti ir —1,0 un 1.

2. f"(x) = 60z — 30x; f’(—-1) = =30 < 0. Punkts # = —1 ir
funkcijas maksimuma punkts. f”(0) = 0. Otra kartula §1 punkta
raksturu nenosaka. Punkts x = 0 nav funkcijas ekstréema punkts
(skat. B.3] piemeru). f”(1) = 30 > 0. Punkts x = 1 ir funkcijas

minimuma punkts.
3. max f(z) = f(—=1) =7, min f(z)= f(-1) = 3.
Funkcijas grafiks attelots [3.8.] zimejuma.

3.5. Funkcijas vislielakas un vismazakas vertibas at-
rasana

Apskatisim slégta intervala [a; b] nepartrauktu funkciju f. Saskana ar
Veierstrasa II teoremu ta sasniedz Saja intervala savu vismazako un vis-
lielako vertibu. Sis vertibas funkcija sasniedz ekstréma punktos vai in-
tervala galapunktos. Lai atrastu funkcijas vismazako un vislielako vertibu,
nav obligati noteikt ekstrema punktus, pietiek atrast funkcijas kritiskos
punktus.
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Lai slegta intervala [a; b] atrastu nepartrauktas funkcijas f vislielako un
vismazako vertibu, ir jaizdara sadas darbibas.

1. Jaatrod &is funkcijas visi kritiskie punkti, kas atrodas intervala [a; b].
2. Jaaprekina funkcijas vertibas kritiskajos punktos.
3. Jaaprekina funkcijas vertibas intervala galapunktos.

4. No iegtitajam vertibam jaizraugas vislielakais un vismazakais skaitlis.

3.5. piezime. Funkcijas vislielako vertibu intervala [a; b] apzime n[lab]x f(x),

bet vismazako vertibu - I[mg}n f(z).

3.7. piemers. Atrast funkcijas f(z) = x3—3x+3 vislielako un vismazako
vertibu intervala [0; 2].

1. Atrodam f'(x) = 32> =3 =3(z — 1)(z + 1).

Kritiskie punkti ir —1 un 1. Intervalam [0;2] pieder tikai viens kri-
tiskais punkts 1.

2. Izskaitlojam f(1) = 1.
3. Izskaitlojam f(0) =3 un f(2) = 5.

4. min f(z) = f(1) =1, max f(z)= f(2) =5.

[0;2] [0;2]
3.6. piezime.

1. Ja funkcija ir nepartraukta valeja intervala, tad vismazako vai
vislielako vertibu ta Saja intervala var arT nesasniegt.

2. Ja funkcija ir nepartraukta valeja intervala un saja intervala tai ir
vienigais ekstrema punkts, tad Saja punkta funkcija sasniedz vis-
mazako vertibu, ja tas ir minimuma punkts, un vislielako vertibu,
ja tas ir maksimuma punkts.

3.8. piemers. Atrast funkcijas f(z) = 223 + 322 — 1 vislielako un vis-
mazako vertibu intervala [1;3).
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f'(z) = 622 + 62 = 6x(x + 1).

Kritiskie punkti 0 un —1 nepieder Sim intervalam. Atliek izskaitlot tikai
f(1) = 4. Acimredzami funkcija ir augosa intervala, jo f'(x) > 0.
Tapec min f(z) = f(1) = 4. Vislielako vertibu funkcija saja intervala

bl

nesasniedz.

3.9. piemers. Taisnsturveida zemes gabala viena mala pieklaujas fab-
rikas sienai (B.12]zim.). Ar [ metru garu stieples gabalu ir janorobezo
Sis zemes gabals ta, lai norobezotajam taisnsturim biutu iespejami
lielaks laukums.

S S S

i-2x

3.12. ziméjums

Ja taisnstura vienas malas garumu apzime ar x (0 <z < %), tad otras
malas garums ir [ — 2z. Taisnstiira laukums S = z(l — 2z) = xl — 222
Jaatrod funkcijas S(z) = xl — 22 vislielaka vertiba intervala [0;%].

1. S'(z) = | — 4z. Kritiskais punkts ir z = L un tas pieder intervalam
[0;4].
>

2. Izskaitlojam S (ﬁ) = %.

3. Izskaitlojam S(0) =0; S (%) = 0.

4. r[naa](S(x) =S5(h) = %.
O;%
l l

Taisnstura malas ir x = yun [ — 2 - i = 5 metrus garas.

3.10. piemers. Jaizgatavo cilindriskas formas slegta tvertne, kuras tilpums
ir V. Janosaka tvertnes izmeri, lai materiala paterins buitu mazakais.



3.6. Funkcijas grafika ieliekums un izliekums 65

Apzimesim tvertnes radiusu ar R un augstumu ar H. Ta ka cilindra
tilpums ir V = 7wR?H, tad varam izteikt H = % un ievietot cilindra
pilnas virsmas formula

S = 27RH + 27 R?.

legtisim

S = ZWR% + 27 R* = % + 2w R?.
Jaatrod funkcijas S(R) = 2 + 2rR? vismazaka vertiba intervala
0 <R < +o0.

S'(R) = —2—‘2 AR = ‘”R;—;QV.

Vienigais kritiskais punkts R = ¢/ % pieder Sim intervalam. Atrodam
S"(R) = 3 + 4m un novertejam ta zimi kritiskaja punkta R = {/o-.
Acimredzami S” (ﬁ/ %) > 0, tapec punkta S = ¢/ % funkcijai S(R) ir mi-

nimums. Sis punkts ir vienigais ekstréma punkts valéja intervala (0; +00),
tapec funkcija Saja punkta sasniedz vismazako vertibu.

Atrodam

He 00

(W

Tvertnei ir jabut tadai, lai izpilditos nosacijums H = 2R.

3.6. Funkcijas grafika ieliekums un izliekums

3.7. definicija. Diferencejamas funkcijas f grafiku intervala (a;b) sauc
par ieliektu (vai izliektu), ja tas atrodas virs (vai zem) pieskares,
kas konstrueta grafika jebkura punkta.

Intervala (a;b) ieliektas funkcijas grafiks attelots B.I31] zim., bet izliek-
tas - B.14] zim.
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Ay
N v=1(x)
X
ol a 2
3.13. zimejums
Ay
| ¥=1(9)
|
| |
| X
0 a 5 >

3.14. zimejums

3.15. zZimejums
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3.7. piezime. Vienas un tas pasas funkcijas grafiks kada intervala var
but izliekts, bet cita intervala - ieliekts. Piemeéram, funkcijas f(x) =
sinx grafiks ir izliekts intervala (0;7) un ieliekts intervala (m;2m)

(BI5] zim.).

3.7. teorema. (Funkcijas grafika ielieckuma pietiekamais nosacijums).

Ja funkcijai f intervala (a;b) eksiste otras kartas atvasinajums un
visos intervala punktos f"(x) > 0, tad funkcijas grafiks Saja intervala
i 1eliekts.

» Ta ka funkcija ir divas reizes diferencejama intervala (a;b), tad saja
intervala ta ir diferencejama un tapec funkcijas grafika katra punkta eksiste
pieskare.

Ay
M, T
| v y=£(x)
. f(x,) i X
0 a x., x b -

3.16. zimejums

Izvelesimies patvaligu zp € (a;b) (B.I6] zim.) un grafika atbilstosaja
punkta My(xo; f(xg)) konstrueésim pieskari, kuras vienadojums ir

Y — f(zo) = (o) (z — x0) (3.1)

((x;Y) - pieskares punktu koordinatas).

Funkcijai f punkta xy apkartne uzrakstisim Teilora formulu ar atlikuma
locekli Lagranza forma, izveloties n = 1. legtisim

(o) f"(c)
1! 2!

(z — o), (3.2)

y = flz) = flxo) + (= wo) +

kur ¢ atrodas starp g un z. ((z;y) - funkcijas grafika punktu koordinatas).
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No vienadibas (B.2)) atnemsim vienadibu (B.1). Tegusim

f"(c)
I Vo
i >
Ta ka intervala (a;b) ir speka f”(x) > 0, tad ar1 f”(c¢) > 0. Tatad visiem
x # xgir speka y—Y > 0 jeb y > Y. Tas nozime, ka funkcijas grafiks atro-
das virs ta patvaligaja punkta konstruetas pieskares. Tadejadi funkcijas f
grafiks intervala (a;b) ir ieliekts. <«

(x — ). (3.3)

Analogi var formulet un pieradit funkcijas grafika izliekuma pietiekamo
nosacijumu.

3.8. piezime. Ja atseviSskos punktos f”(x) = 0, bet pargjos intervala

(a; b) punktos f”(z) > 0, tad funkcijas grafiks Saja intervala ir ieliekts.

Lai atrastu funkcijas grafika ieliekuma un izliekuma intervalus, rikojas sadi.
1. Atrod funkcijas otras kartas atvasinajumu f”(x).

2. Atrod tos intervalus, kuros f”(z) saglaba zimi. Ja kada intervala

f"(x) > 0, tad saja intervala funkcijas grafiks ir ieliekts, ja turpretim
f"(x) <0, tad - izliekts.

3.11. piemers. Atrast funkcijas f(z) = 2°—62%+9x+2 grafika ielickuma
un izliekuma intervalus.

1. Atrodam f"(z) = 6z — 12.
2. Otras kartas atvasinajums, acimredzot, ir nulle punkta z = 2. Sis
punkts funkcijas definicijas apgabalu sadala divos intervalos. Katra no

siem intervaliem f”(x) saglaba savu zimi. Otras kartas atvasinajuma
zimes ir lietderigi atzimet uz skaitlu taisnes (B.17] zim.).

— +

X
»
N 2

3.17. zimejums

Tadejadi funkcijas grafiks intervala (—oo;2) ir izliekts, bet intervala

(2; 400) - ieliekts. (Izliekts funkcijas grafiks apzimets ar simbolu “ —~
bet ieliekts - ar “ — 7).

Funkcijas grafiks attelots 3.3] zimejuma.

Y
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3.7. Funkcijas grafika parliekuma punkti un to nosa-
cijjumi

3.8. definicija. Funkcijas f grafika punktu My(xo;yo) sauc par tas gra-
fika parliekuma (infleksijas) punktu, ja tas atdala grafika izliekto
dalu no ieliektas dalas un funkcija punkta z( ir nepartraukta.

Saskana ar o definiciju punkts My(2;4) ir funkcijas f(z) = 2® — 62> +
9z + 2 grafika parliekuma punkts (skat. B.IT] piemeru).

Funkcijas grafiks attelots [3.3.] ziméjuma.

3.9. piezime. Parliekuma punkta M, funkcijas grafika pieskarei no vie-
nas puses jaatrodas virs grafika, bet no otras puses - zem grafika, t.i.,
saja punkta pieskarei ir jakrusto funkcijas grafiks (B.I8]zmm.).

y=1(x)

X
0 X »
3.18. zimejums
No funkcijas grafika izliekuma un ieliekuma pietiekama nosacijuma izriet

parliekuma punkta eksistences nepiecieSamais nosacijums:

ja punkts My(xo; f(x0)) ir funkcijas f grafika parliekuma punkts, tad
f"(xg) = 0 vai arT punkta xy funkcija nav divreiz diferencejama.

Formuletais nosacijums nevar but par funkcijas grafika parliekuma punk-
ta pietickamo nosacijumu. Piemeéram, funkcijai f(z) = 2* punkta zy = 0
f"(xg) = 0, bet grafika punkts O(0;0) nav ta parliekuma punkts.
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3.8. teorema. (Funkcijas grafika parlieckuma punkta eksistences pietieka-
mais nosaciyjums).

Ja funkcyja f ir nepartraukta punkta xo, un, argumentam ejot caur
punktu xg, otras kartas atvasinajums f"(x) maina zimi, tad punkts
Mo (xo; f(xg)) ir funkcijas grafika parliekuma punkts.

Pieradit patstavigt.

3.10. piezime. Ja, argumentam ejot caur zy, f”(x) zime nemainas, tad
punkts ar abscisu xy nav funkcijas grafika parliekuma punkts.

Lai atrastu funkcijas grafika parliekuma punktus, rikojas sadi.
1. Atrod funkcijas otras kartas atvasinajumu f”(x).

2. Atrod tos punktus, kuros otras kartas atvasinajums ir nulle un ar1
tos funkcijas f nepartrauktibas punktus, kuros st funkcija nav divreiz
diferencejama.

3. Izpeta otras kartas atvasinajuma zimi Sadu punktu apkartnes. Ja,
argumentam ejot caur kadu no siem punktiem zy, f”(z) zime izmainas,
tad punkts My(zo; f(xg)) ir funkcijas grafika parliekuma punkts.

3.12. piemers. Atrast funkcijas f(z) = Va2 + %2 grafika parliekuma
punktus.

1. Atradisim f'(z) = %x’% + Za;

3/ 4 .
9 9 9 it

2. Otras kartas atvasinajums ir nulle punktos —1 un 1; punkta 0 otras
kartas atvasinajums ir bezgaligs (Saja punkta funkcija ir nepartraukta,
bet nav divreiz diferencejama).

3. Punkti —1,0 un 1 funkcijas definicijas apgabalu sadala cetros in-
tervalos. Katra no siem intervaliem noteiksim f”(z) zimi (3.19]zim.).

1 10
) =1+-=—.
FlE) =145 ==

8Izmantojot funkcijas grafika parlieckuma punkta definiciju; funkcijas grafika ielieckuma un izliekuma
pietiekamo nosacijumu.
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+ - =+
\.,__/_lf"_‘“\of"—“‘\lk.__/

X
>

3.19. zimejums
Funkcijas grafika parliekuma punkti ir M (—1; 1—3)) un My (1; %). Funkcijas
grafika punkta, kura abscisa ir 0, parliekuma nav.

Vienlaicigi ir atrasti arl funkcijas grafika ielieckuma un izliekuma in-
tervali. Funkcijas grafiks ir ieliekts intervalos (—oo; —1) un (1;+400), bet
izliekts - intervala (—1;1).

3.8. Funkcijas grafika asimptotas

3.9. definicija. Taisni * = a sauc par funkcijas f grafika vertikalo
asimptotu, ja vismaz viena no vienpus€jam robezam

lim f(z) vai limf(z) ir 400 val —oo.
r<a r>a

Pieméram, funkcijas f(z) = ﬁ grafikam taisne x = 2 ir vertikala asimp-
tota, jo

1 1

lim = —o0; lim = +o0. (B.20]zm.)
T—2 X — T—2 X —
<2 >2

3.11. piezime. Ja punkts ¢ € D(f) un taisne x = a ir funkcijas f
grafika vertikala asimptota, tad acimredzami a ir $1s funkcijas otra
veida partraukuma punkts.

3.10. definicija. Taisni y = kx + b sauc par funkcijas f grafika slipo
asimptotu, kad r — +o00, ja funkciju var uzrakstit sada izskata:

f(x) =kx+b+ a(x),

kur a(x) — 0, kad x — +oc.
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%

=
vertikjala asimptota

3.20. zimejums

Piemeram, taisne y = x + 2 ir funkcijas f(z) = ”f%lx grafika slipa asimp-
tota, kad x — +o00, jo

2’ +
= = 9
f(x) 1 =7 +2+ o
——
a(x)
un 5
lim =0 (B22Z]zm.).

smtoox —1

3.9. teorema. (Funkcijas grafika slipas asimptotas eksistences nepiecie-
Samais un pietiekamais nosacijums)

Lai taisne y = kx + b butu funkcijas f grafika slipa asimptota, kad
xr — +00, ir nepieciesami un pietiekamsi, lai eksistetu galigas robezas
x
lim G =k; lim (f(x) —kz) =b.

r—+oo I r—+00

» NepiecieSamiba. Ta ka taisne y = kx + b ir funkcijas grafika slipa
asimptota, kad x — +o00, tad So funkciju var uzrakstit izskata: f(z) =

kx 4+ b+ a(x), kur liIJ]rn a(x) =0.

Savukart no Sis vienadibas izriet sadas divas vienadibas:

@:kJrng@; fla) = ke =b+afz).
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So divu vienadibu labajam pusém eksiste galigas robezas, kad z — 400,
kas atbilstosi ir £ un b. Tapec eksiste galigas robezas ar1 kreisajam pusem
un tas ir vienadas atbilstosi ar k£ un b, t.i.,
x
lim M:k un  lim (f(x) — kz) = 0.

r—+oo I r——+00

Pietiekamiba. Ta ka eksiste galigas robezas

lim J@) =k; lim (f(x)—kx) =0,

r—+o00 T—+00

tad saskana ar robezas 1pasibam funkcija f(x)—kx atskiras no savas robezas
b par bezgaligi mazu funkciju a(z), kad r — 4o0.
Tatad
(f(z) = kz) = b= a(z)

jeb
f(z) = kz + b+ a(z),

kur liIJqu a(z) =0.

Tadejadi taisne y = kx + b ir funkcijas f grafika slipa asimptota, kad
r— +00. «

Analogi define funkcijas f grafika slipo asimptotu, kad x — —o0o, analogi
formule un pierada funkcijas grafika slipas asimptotas, kad * — —oo, ek-
sistences nepiecieSamo un pietiekamo nosacijumu.

3.12. piezime.
1. Atseviskam funkcijam taisne y = kx + b ir grafika slipa asimptota
gan, kad r — +o00, gan, kad z — —o0.

2. Ja k =0, tad ieguistam funkcijas grafika horizontalo asimptotu,
kad © — +o0, vai * — —o0.

3. Ja vismaz viena no [B.9] teorema minetajam robezam neeksiste
vai ir bezgaliga, tad funkcijas grafikam slipas asimptotas, kad
Tr — +00, nav.

3.13. piemers. Atrast funkcijas f(x) = va? + 142z grafika asimptotas.
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D(f) = R, vertikalo asimptotu funkcijas grafikam nav. Vispirms
atradisim grafika slipo asimptotu, kad z — 4oc.

f(x) , \/1’2—|—1—|—2x:

ki = lim ——= = lim
. 1
= lim (\/1—1——2—1—2)14—23;
r—-+00 T

r—+oo0 T T——+00 x
by = lim (f(x) — kix) = lim <\/x2 —1—251;—333) —

r——400 r——+00

241 — g2
= lim (\/a:2+1—x>: lim =
N

r——+00
1

= lim = 0.

gt /g2 + 1+

Tadejadi taisne y = 3x ir funkcijas grafika slipa asimptota, kad  — +oc.

Analogi atradisim grafika slipo asimptotu, kad xr — —oc.

Soreiz
. flx) . VP4 1+ 22
ko = lIlm —= = lim =
r——00 I T——00 T
1
V2149 1—1—;
= ogim YA [ o o
S TS R ¥

by = lim (f(z) — kex) = lim (\/x2 +2;U—a:) =

T——0x T——00
o 5 Y 2?2 +1— 22 _
1
= lim = 0.

ro—oo /2 + 1 —x

Tadejadi taisne y = x ir funkcijas grafika slipa asimptota, kad x — —oo0.

Funkcijas f(z) = va?+ 1 + 2z grafiks un ta slipas asimptotas, kad
x — 400 un kad x — —oo, ir atteloti B.21] ziméjuma.
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-1

YH

3.21. zZimejums

3.14. piemers. Atrast funkcijas f(z) = m;%f grafika asimptotas.

Funkcija nav defineta punkta x = 1. Taisne x = 1 ir §is funkcijas grafika
vertikala asimptota, jo

. 2?4 . 4z
lim = —00; lim = 400.
r—1 x —1 r—1 x —1
<1 z>1
Soreiz
224
1
k= lim @— lim =L = lim T =1;
r—too r—Fo0 I r—toox — 1
2 2 2
b= lim (f(z)—kz)= lim <x +x—x>: lim v x—l—a::z
x—F00 r—Foo \ T — T—£00 r—1

Tadejadi taisne y = x+2 ir funkcijas grafika slipa asimptota, kad x — +o0

B.22] zim.).
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Y~

3.22. zZimejums

3.15. piemers. Atrast funkcijas f(z) = e grafika asimptotas.

Funkcija nav defineta punkta x = 1. Taisne x = 1 ir §is funkcijas grafika
vertikala asimptota, jo

Starp citu,

Soreiz

. 1

lim et-= = +00.
r—1

<1

) 1
lim et = 0.
r—1

x>1
k= lim @ = lim e 0;
r—t+oo I r—too
b= x1—1>1jlzloo(f(x) B kx) - x1—1>1j1:100 <6H B O) =1

Tadejadi taisne y = 1 ir §is funkcijas grafika horizontala asimptota, kad

r — +oo (3.23] zim.).
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—_— ] I R LA
1 |
/L-/-/_;

3.23. zimejums

3.16. piemers. Atrast funkcijas f(z) = x 4 Inx grafika asimptotas.

D(f) = (0;+00). Taisne x = 0 ir funkcijas grafika vertikala asimptota, jo
lim(z +Inz) = —oc.

x—0

x>0

1 1
ke tim 2% g TERT g <1+ﬂ>:1;

T——400 I T—400 X T—=00 T

b= lim (f(z) —kx)= lim (z+lnz—2)= lim Inz=+oc.

r—-+00 r—+00 T—-+00

Tadejadi grafikam slipa asimptota, kad x — 400, neeksiste (8.24] zim.).

Ay
f(x)=xtInx

3.24. zZimejums
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3.9. Funkcijas pilna petisana

Izpetit funkciju nozime noskaidrot, ka mainas tas raksturs, mainoties
argumentam. Nemot vera funkcijas petisana iegiitos rezultatus, konstrue
tas grafiku.

Funkciju ar atvasinajuma palidzibu parasti peta pec Sadas shemas.

1. Atrod funkcijas definicijas apgabalu D(f), nosaka partraukuma pun-
ktus un to veidu, norada funkcijas nepartrauktibas intervalus.

2. Noskaidro, vai f ir para funkcija, nepara funkcija, periodiska funkcija.

3. Atrod funkcijas grafika krustpunktus ar koordinatu asim un nosaka in-
tervalus, kuros ta ir negativa, un intervalus, kuros funkcija ir pozitiva.

4. Nosaka funkcijas monotonitates intervalus un ekstremus.

5. Nosaka funkcijas grafika izliekuma un ieliekuma intervalus, ka ar1
grafika parliekuma punktus.

6. Atrod funkcijas grafika asimptotas.

3.13. piezime.

1. Funkcijas grafika precizesanai vajadzibas gadijuma vel var atrast
funkcijas vertibas izraudzitajos papildpunktos.

2. Para vai nepara funkciju vienkarsibas labad var petit tikai po-
zitivajam argumenta vertibam. Izmantojot para (vai nepara)
funkciju 1pasibas, izdara secinajumus par tas raksturu visa tas
definicijas apgabala. Savukart periodiskas funkcijas var petit tikai
intervala, kura garums ir vienads ar tas periodu.

3. Pirms uzzime funkcijas grafiku, koordinatu plakne atzime visus
funkcijai raksturigos? punktus un grafika asimptotas.

3.17. piemers. Izpetit funkciju f(z) = V2?2 - e” un uzzimet tas grafiku.

1. D(f) = (—o0;+00). Funkcijai partraukuma punktu nav, f - nepar-
traukta funkcija.

2. Funkcija nav ne para, ne nepara, ta ir neperiodiska.

9grafika krustpunkti ar asim, ekstréma un grafika parlieckuma punkti, papildpunkti.
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3. Argumenta vertibai x = 0 atbilst funkcijas vertiba y = 0. Funkcija ir
nenegativa visa sava definicijas apgabala.

4. Atradisim

2 1 3 24 3x)e’
o) = oot 4 Ve = %

Funkcijas kritiskie punkti ir —% un 0.

Atvasinajuma zimes atzimesim uz skaitlu taisnes (3.25] zim.).

+ — + X

/—% x ﬂ/}

3

3.25. zZimejums

Funkcija aug intervalos (—oo; —%) un (0; +00), dilst intervala (—%; O).

max f(x) = f (—;) = \3/§'6_§ ~ 0,39; min f(x) = f(0) =0.

5. Atradisim
922 + 122 — 2
= e’.

1
x
fz) 9x/x
Otras kartas atvasinajums ir nulle punktos _25‘/6 ~ 1,48 un

_2—?/6 ~ 0, 15; bezgaligs punkta x = 0.

Otras kartas atvasinajuma zimes atzimesim uz skaitlu taisnes (8.261zim.).

+ - -+
N P s A
3 3

X
»>

3.26. zimejums

Funkcijas grafiks ir ieliekts intervalos <—oo; 2‘/6> un <M; +oo>,
izliekts intervala ( _25\/6; _2}:\/6).

¥ (ﬂ) ~ f(—1,48) ~ 0, 30;

3
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f (ﬂ> ~ f(0,15) ~ 0,32,

3

2—6 2+\f

Funkcijas grafika punkti, kuru abscisas ir === un
parliekuma punkti.

, ir grafika

6. Vertikalo asimptotu grafikam nav.

Atradisim N
ki = lim M = lim ,6 = 400
r——+00 I T——+00 \‘S/E

Tadejadi grafikam slipas asimptotas, kad x — +o0, nav.

e

ha= fim SF = 22 =0
by = lim (f(z) — ko) = lim ( )

Tadejadi taisne y = 0 ir grafika horizontala asimptota, kad x — —oo.

Funkcijas petisana iegiitos rezultatus ir lietderigi apkopot sada tabula:

x flx) | fl(z) | (=)
. _2_\/6 + +
(—oo, 3 ) + e _
_2_\/6 ~ "'
3 ~ 0,30 p. 0
_2_\%. ) + -
(=58« | | 2
9 ~ 0,39 0 —
3 max ~
30 | o+ | O] 2
0 O neeks. | neeks.
min
—924++/6 + -
(0 =245) + o -
—924+6 ~ +
+ ~032 |
(_243”/6; —|—oo> + ; j
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Funkcijas grafiks attelots [3.27)] zimejuma.

77
Y~

3.27. zZimejums

Jautajumi

1.

Formulet intervala konstantas funkcijas nepieciesamo un pietiekamo
nosacijumu.

Ko var pateikt par divam funkcijam, kuram intervala eksiste vienadi
atvasinajumi?

Formuleét intervala augoSas (vai dilstosas) funkcijas nepieciesamo no-
sacijumau.

Sniegt intervala augoSas (vai dilstosas) funkcijas geometrisko inter-
pretaciju.

Vai ir speka B.2)] teoremai apgriezta teoréma?

Formulet intervala augosas (vai dilstosas) funkcijas pietickamo nosa-
cljumu.

Vai ir speka B.3] teoremai apgriezta teoréma?
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8. Definet funkcijas monotonitates intervalus un sniegt to atraSanas
kartulu.
9. Definet funkcijas ekstrema punktus un ekstremus.
10. Formulet funkcijas ekstrema nepiecieSamo nosacijumu.
11. Vai ir speka [3.4] teoremai apgriezta teorema?
12. Definet funkcijas stacionaro punktu un sniegt ta geometrisko inter-
pretaciju.
13. Definet funkcijas kritiskos punktus un sniegt to geometrisko inter-
pretaciju.
14. Formulet funkcijas ekstrema pietiekamo nosacijumu, izmantojot pir-
mas kartas atvasinajumu.
15. Formulet funkcijas ekstrema noteikSanas pirmo kartulu.
16. Formulet funkcijas ekstrema pietiekamo nosacijumu, izmantojot otras
kartas atvasinajumu.
17. Formulet funkcijas ekstrema noteikSanas otro kartulu.
18. Kad drikst pielietot funkcijas ekstrema noteiksanas pirmo kartulu un
kad - otro?
19. Formulet funkcijas vismazakas un vislielakas vertibas atrasanas kartulu.
20. Definet intervala izliektu (vai ieliektu) grafiku.
21. Formulet funkcijas grafika ieliekuma (vai izliekuma) pietieckamo nosa-
cijumu.
22. Sniegt funkcijas grafika ieliekuma un izliekuma intervalu atrasanas
kartulu.
23. Definet funkcijas grafika parlieckuma punktu un sniegt ta geometrisko
interpretaciju.
24. Formulet funkcijas grafika parliekuma punkta eksistences nepieciesamo
nosacijumu.
25. Formulet funkcijas grafika parliekuma punkta eksistences pietiekamo

nosacijumu.
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26.
27.
28.
29.

30.
31.

Sniegt funkcijas grafika parliekuma punkta atrasanas kartulu.
Definet funkcijas grafika vertikalo asimptotu.
Definet funkcijas grafika slipo asimptotu.

Formulet funkcijas grafika slipas asimptotas eksistences nepiecieSamo
un pietiekamo nosacijumu.

Definet funkcijas grafika horizontalo asimptotu.

Sniegt funkcijas pilnas petiSanas shemu.

Vingrinajumi

. Pieradit 3.1] teorémas sekas.

Pieradit, ka arctg x + arcctgxr = 7.

Formulet un pieradit intervala dilstosas funkcijas nepiecieSamo nosa-
cljumu.

. Formulet un pieradit intervala dilstosas funkcijas pietickamo nosaci-

jumu.

Lai intervala (a;b) diferencejama funkcija f butu nedilstosa $aja in-
tervala, ir nepieciesami un pietiekami, lai visiem = € (a;b) izpilditos
f'(x) > 0. Pieradit to!

Atrast sadu funkciju monotonitates intervalus:

Pieradit B.4] teoremu minimuma punkta gadijuma.

Pieradit B.5.] teoremu gadijumam, kad, argumentam ejot caur x, at-
vasinajums maina zimi no “—" uz “4 7.

Pieradit B.6] teoremu gadijumam, kad f”(xq) > 0.
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10. Atrast $adu funkciju ekstremus (izmantot gan pirmo, gan otro ek-
stremu noteiksanas kartulu):

(a) f(z) = 562 — 6z;
(b) flz) = g2° — a*;
(c) f(x) = mQ,

(d) f(z) =

11. Atrast sadu funkciju vismazako un vislielako vertibu noraditaja in-

tervala:

(a) f(x) =2t —82%2 -9, [~1;1];

(b) f(z) =2*—8x% -9, [0;3];

(c) f(z) =23 — 1,52 — 62+ 1, [-2;0];
(d) flz) =2+ Vo, [0;4].

12. Pieradit, ka no visiem taisnlenka trijsturiem, kuriem ir dota garuma
hipotenitiza, vislielakais laukums ir vienadsanu trijsturim.

13. Doto pozitivo skaitli izteikt ka divu saskaitamo summu, kuru reizina-
jums ir vislielakais.

14. Taisnstura paralelskaldna valejas tvertnes tilpumam jabut 13,5 1. Ka
ir jaizvelas tvertnes linearie izmeri, lai tas pagatavosanai tiktu izlietots
vismazak materiala?

15. Formulet un pieradit funkcijas grafika izliekuma pietiekamo nosaciju-
mu.

16. Atrast sadu funkciju grafiku izliekuma un ieliekuma intervalus:

(a) f(z) =22 — 32 + 22 + 2;
2
(b) f(z) = 2=
(c) f(z) =22* + Inux;
(d) f(z) =V
17. Pieradit [3.8] teoremu.
18. Atrast Ssadu funkciju grafiku parliekuma punktus:

(a) f(x) = a* — 62+ 5;
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(b) f(2) = =55
(c) f(z) =In(1 +2?);
(d) f(z) =z -arctgz.

19. Atrast Sadu funkciju grafiku asimptotas:

(a) flz) = 2=
(b) fla) = 325 + a3
(©) f(&) =z

(@) fa) = VIFa’ —u.

20. Izpetit sadas funkcijas un uzzimet to grafikus:

(a) flz) = &H;

(b) d(z) = a* + 222 + 3;
() f(x) =20+ 7
(d) f(z) = 2% Inx;
(e) f(x) =a® — 62"+ 9z + 2
(f) f(x) =32° —5a3 +5
(g) f(z) ==z —3Vx.
21. Pieradit nevienadibas, petot funkciju monotonitati ar atvasinajumu
palidzibu:

(a) cosa:>1—§ (x #0);
(b) x >In(l+2z) (z>0);
(c) arcsinz >z (0 <z < 1);
(d) e">1+x (z#0).
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IV nodala

PARAMETRISKI UZDOTAS
FUNKCIJAS UN
VEKTORFUNKCIJAS

4.1. Parametriski uzdotas funkcijas un to atvasinasana

Apskatisim divas funkcijas x = (t) un x = (t), kas definetas kaut
kada intervala I. Ja, piemeram, funkcija x = () ir stingri monotona
saja intervala, tad tai eksisté apversta funkcija ¢ = A(x), kas defineta at-
bilstosaja kopa ¢(I). Izveidosim saliktu funkciju y = ¢ (A(z)), kas defineta
kopa ¢(I) un kas izsaka y ka argumenta x funkciju.

Pareju no vienadojumiem

{ x = p(t),
y =(t)

uz vienadojumu y = 1 (A(z)) sauc par parametra ¢ izslégSanu.

Parametra izslegsana ne tik vien nav nepiecieSama, bet biezi vien prak-
tiski nav iespejama. Tapec parasti parametru neizsledz un saka, ka argu-
menta x funkcijay = ¥ (A\(z)) = f(z) ir uzdota parametriski ar vienadojumiem

{ v =p(t),
y = ()
(parametrs t € I).

Noskaidrosim, ka, neizsledzot parametru, atrast parametriski uzdotas
funkcijas atvasinajumus.
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4.1. teorema. Ja funkcijas z = ¢(t) un y = ¥(t) ir definétas intervala
(a;b), ir diferencejamas punkta ty € (a;b), pie tam ¢'(ty) # 0; fun-
kcija © = ¢(t) ir stingri monotona un nepartraukta, tad funkcija
y = ¥(\(x)) ir diferencejama punkta zo = ¢(t), pie tam

» Saskana ar [L8] teoremu (par apverstas funkcijas atvasinasanu) fun-

kcija t = A(z) ir diferencejama punkta xy = ¢(ty), pie tam X (zg) = (p,(lto)_

Saskana ar [[7]teoremu (par saliktas funkcijas atvasinasanu) funkcija
y =¥ (\(x)) = f(x) ir diferencejama punkta g, pie tam

Fan) = ¥ () = V(00X a0) = ¥ () s = 0

4.1. piezime. JallTlteoremas nosactjumi ir izpilditi intervala (a;b) kat-
ra punkta t, tad pec formulas

atrastais atvasinajums, acimredzot, ir ¢ funkcija, kas defineta Saja in-
tervala. So formulu pieraksta vel sada izskata:

dy
dy_ @
T dx
dx &

Izmantojot [4.1] teoremu atkartoti, var atrast art augstaku kartu atvasina-

jumus parametriski uzdotam funkcijam. Paradisim, ka atrod otras kartas
2

atvasinajumu %. Var uzskattt, ka funkcija 9

4 arl ir uzdota parametriski
ar vienadojumiem

dy at
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Sai parametriski uzdotai funkcijai pielietojot ELI] teoremu P iegtistam

d [ Py de _dy Pz
at a2 T dt T dt | di?

Py _d () _d\E) (%)
dz?2 ~ dzr \dz dx dx
dt dt

dt? dt dt dt2

(%)

4.2. piezime. Praktiski 2 W atrasanai So formulu lieto reti, bet lieto to
panemienu, ar kuru tika ieguta 1 formula.

4.1. piemers. Atrast dy un d +4 parametriski uzdotai funkcijai
T = COost,
Yy = sint.

Sts funkcijas apmierina B 1] teoremas nosacijumus katra no intervaliem
Sk<t<Z(k+1), kur k € Z

Katra no Siem intervaliem var atrast le—i un %
Ta ka d = —sint, f;t’ = cost, tad
d
@_z‘g_ cost —etet
dr % _—sint <8
dt
Uzrakstisim sistemu:
% = —ctgt
r = cost
Atrodam
d dy 1 dx -
—, — = —sint.
dt \ dz sin2t dt
Tadejadi

Py d (dy i
de2  dr \dz) —sint sin®t

1Uzskata, ka papildus funkcijas = ¢(t), y = 9(t) ir divreiz diferencéjamas intervala (a;b).
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4.2. Liniju parametriskie vienadojumi

Pienemsim, ka punkta stavoklis telpa mainas atkariba no laika ¢. Punkta
koordinatas z, y, z atkariba no laika izmainas Sadi:

x = x(t),
y = y(t),
z = z(t),

kur z(t), y(t), z(t) ir kaut kada intervala I nepartrauktas funkcijas.

Kustigais punkts telpa apraksta kaut kadu nepartrauktu Imiju /, kuru
sauc vel par Zordano loku?

4.1. definicija. Liniju [, kuras parametriskais vienadojums ir

y=y(t),
z=z(t), tel,

sauc par gludu, ja funkcijam z(t), y(t), z(t) Saja intervala eksiste
nepartraukti atvasinajumi.

Piemeram, skriives Iinijas parametriskais vienadojums ir

T = a-Ccost,
Yy =a-sint,
z=0b-t,

(@ un b - pozitivi skaitli).

Plaknes Iinijas parametriskais vienadojums ir:

r = x(t),

y=vy(t), tel.
Piemeram, elipses parametriskais vienadojums ir

T =a-Ccost,
y=a-sint, 0<t< 27,

2Parametrs ¢ var biit ne vien laiks, bet arT kads cits fizikals vai geometrisks lielums.
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4.3. Reala argumenta vektorfunkcijas

Apskatisim reala argumenta t tadu funkciju, kas katrai ¢t vertibai no
kadas kopas T pec noteikta likuma piekarto telpas R" vienu vektoru.

Sadu funkciju sauc par reala argumenta t vektorfunkciju un apzime
f(t). ST mainiga vektora f(t) koordinatas ir argumenta ¢ realas funkcijas:
fi(t), fa(t), ..., fu(t) (visas §1s koordinatu funkcijas ir definetas kopa T').

Ka zinams, vektoru pilnigi nosaka ta koordinatas. Tapec uzdot vek-
torfunkciju f(t) nozime uzdot n realas funkcijas fi(t), fo(t), ..., fu(?).
Vektorfunkciju f(t) parasti pieraksta sadi:

f) = (h@), f2(0), .. . fult))

jeb

f(t) - fl(t)él + fZ(t)EZ +oe fn(t)én )

kur €;,€,,...,€, - koordinatu asu vienibas vektori jeb orti.

Ja izvelamies noteiktu argumenta vertibu ty, tad Sai vertibai atbilst
noteikts pastavigs (konstants) vektors

J(to) = (fi(to), fa(to), - - -, fulto)) -

(ST vektora koordinatas ir realie skaitli).

4.2. definicija. Par divu vektorfunkciju

T(t) = (fl(t>7 fQ(t)a . vfn(t))

9(t) = (91(2), ga2(), - - - g (1))

summu sauc Sadu vektorfunkciju

(fl(t) + gl(t)7 f2(t) + gQ(t)a Tt fn(t) + gn(t>)

un apzime:

@) +g(t).
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4.3. definicija. Par vektorfunkcijas f(t) = (fi(t), f2(t), ..., fu(t)) rei-
zinajumu ar realu skaitli ¢ sauc sadu vektorfunkciju

(cfi(t),cfa(t), ... cfult))

un apzime cf(t).
4.3. piezime. Analogi var definet n vektorfunkciju linearo kombinaciju.
Apskatisim vektorfunkciju f(t) = (fi(t), fo(t),..., fa(t)), kas defineta
punkta ¢y kaut kada apkartne, iznemot varbut pasu So punktu.
4.4. definicija. Pastavigu vektoru a = (aq,as,...,a,) sauc par vektor-

funkcijas f(t) robezu punkta t, ja thnL:l {f(t) — G| = 0.
—lo

Pieraksta lim f(t) = a.

t—>t0

No divkarsam nevienadibam

£:(0) = ail < /U = a0) + (olt) — a2 -+ (fult) — )" =

= [7(t) —a| < [fi(t) — ar] + | folt) — as| + - + | fult) — as
(i=1,2,...,n)

seko, ka

( thr? fl(t) = daq,
_ lim fo(t) = ao,
lim F(t) = @ < 4 i 12(t) = a:

tﬂto

A St =
4.5. definicija. Vektorfunkciju f(¢) sauc par nepartrauktu punkta
to € T ja lim F(t) = F(to)
—10

Nemot vera sakaribu, kas pastav starp vektorfunkcijas robezu un tas ko-
ordinatu funkciju robezam, seko, ka vektorfunkcija ir nepartraukta punkta
to tad un tikai tad, kad Saja punkta ir nepartrauktas tas koordinatu fun-

kcijas.
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Apskatisim punkta ty apkartne definetu vektorfunkciju 7(15) Punkta ¢
apkartne izvelesimies patvaligu punktu ¢ # ; un sastadisim Sadu attiecibu

J(t) — f(to)
t— 1ty .

Ja sadai attiecibai punkta ¢, eksiste robeza, tad So vektoru, kuru apzime

f'(to), sauc par vektorfunkcijas atvasinajumu punkta ¢,. Pie tam vektor-
funkciju f(t) sauc par diferenceéjamu punkta .

Tadejadi

iy e J() = F(to)
f'(to) = lim e

Ta ka

) = Jto) _ (fl(t) — Ji(to) [f2(t) — fato) fn(t) — fn(to)) |

t—to t—to ’ t—to t—to

tad actmredzami

J'(to) = (fi(to), f3(to), - - -, fr(to))

jeb
J F'(to) = fi(to)er + falto)es + -+ + fu(to)en -
Jautajumi
1. Ka funkciju var uzdot parametriski?
2. Vai jebkura vienadojumu sistema { g:zg;’ uzdod funkciju
y = f(x) parametriski?
3. Formuléet teoremu par parametriski uzdotas funkcijas atvasinasanu?
4. Ka parametriski telpa var uzdot nepartrauktu Imiju?
5. Ka parametriski plakne var uzdot nepartrauktu lmiju?
6. Definet gludu parametriski uzdotu Iiju.
7. Definet reala argumenta vektorfunkciju.
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8.
9.
10.
11.

12.
13.
14.

Definet vektorfunkciju summu un reizinajumu ar konstanti.
Definet n vektorfunkciju linearo kombinaciju.
Definet vektorfunkcijas robezu punkta t,.

Kada sakariba pastav starp vektorfunkcijas un tas koordinatu funkciju
robezam?

Definet punkta nepartrauktu vektorfunkciju.
Definet vektorfunkcijas atvasinajumu punkta t.

Kada sakariba pastav starp vektorfunkcijas un tas koordinatu funkciju
atvasinajumiem?

Vingrinajumi
1. Pieradit, ka vienadojumi = = 2cost, y = 3sint (0 < ¢t < 7) para-
metriski define funkciju.
2. Atrast Z—Z un % Sadam parametriski uzdotam funkcijam:
r =1—sint,
(2) { y =1 —cost;
2t
r=e
b )
( ) { y=1-— et
3. Noskaidrot, kadu Iiniju telpa (vai plakne) uzdod sadi vienadojumi:
T = 5cost,
(a) ¢ y = 5sint,
z =2, 0<t< 2m;

x = acht,
y = bsht, —00 < t < +00;

r =2,
(¢) ¢ y = 3cost,
z = sint, 0<t<m

T =t,
y =t —00 < t < +o00.
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4. Atvasinat Sadas vektorfunkcijas un izskaitlot atvasinajumu vertibas

punkta t:

= (t —sint)i + (1 — cost)j + 2sintk, ty= %
=eli+ej+tk, ty=0;

t2—3)i+ (2 +2)j +1Intk, to=1;

2 —1)i++/25 25 +t3k,  ty=4.



96 IV nodala. PARAMETRISKI UZDOTAS FUNKCIJAS UN VEKTORFUNKCIJAS




SATURS

[ DIFERENCEJAMAS FUNKCLJAS

1.

Funkcijas atvasinajums|

[1.2. Funkcijas atvasinajuma geometriska un fizikala interpretacija] 9

[1.3. Funkcijas diferencialis un ta geometriska interpretacijal

(L4, Diferencesanas likumil . . . . .. ... ... ... ...
[1.5. Saliktas tunkcijas atvasinajums| . . . . . . . . . ... ...
[1.6. Apverstas funkcijas diterencesanal . . . . . . . .. ... ..
I1.7. Elementaro pamattunkciju atvasinajumi . . . .. ... ..
[1.8. Funkcijas augstaku kartu atvasinajumi un diterenciali . . .

II DIFERENCIALREKINU PAMATTEOREMAS|

2.2. Rolla teorema (Teorema par atvasinajuma nullem)| . . . . .

2.3,

Lagranza teoremal . . .

2.4. Kost teorema (Teorema par funkciju diferencu attiecibu)|

2.5. Lopitala kartulal . . . .

| _ ___ q

13.1. Konstantas funkcijas nosactjums| . . . . . . . . . ... ...
13.2.  Funkcijas monotonitates nosacijumi . . . . . . . . ... ..
13.3. Funkcijas ekstremi un to nepieciesamais nosacijums| . . . .
13.4. Funkcijas ekstrema pietiekamie nosacijumi . . . . . . . ..
13.0. Funkcijas vislielakas un vismazakas vertibas atrasanal . . .
13.6. Funkcijas grafika ieliekums un izliekums| . . . . . . . . ..
13.7. Funkcijas grafika parlickuma punkti un to nosacijjumi| . . .
13.8. Funkcijas grafika asimptotas| . . . . . ... .. ... .. ..
13.9. Funkcijas pilna petisanal . . . . . . ... ... ... .. ..

14
17
20
22
23
25

33
33
35
35
38
39
43

51
ol
02
95
57
62
65
69
71
78



98 SATURS

IV PARAMETRISKI UZDOTAS FUNKCIJAS UN VEKTOR-

FUNKCIJAS 87
4.1. Parametriski uzdotas tunkcijas un to atvasinasanal . . . . . 87
4.2. Liniju parametriskie vienadojumi| . . . . . . . . . ... .. 90

4.3. Reala argumenta vektortunkcijas) . . . . . ... ... ... 91




	DIFERENCEJAMAS FUNKCIJAS
	Funkcijas atvasinajums
	Funkcijas atvasinajuma geometriska un fizikala interpretacija
	Funkcijas diferencialis un ta geometriska interpretacija
	Diferencešanas likumi
	Saliktas funkcijas atvasinajums
	Apverstas funkcijas diferencešana
	Elementaro pamatfunkciju atvasinajumi
	Funkcijas augstaku kartu atvasinajumi un diferenciali

	DIFERENCIALREKINU PAMATTEOREMAS
	Ferma teorema
	Rolla teorema (Teorema par atvasinajuma nullem)
	Lagranza teorema
	Koši teorema (Teorema par funkciju diferencu attiecibu)
	Lopitala kartula
	Teilora formula

	ATVASINAJUMA LIETOJUMI FUNKCIJU PETIŠANA
	Konstantas funkcijas nosacijums
	Funkcijas monotonitates nosacijumi
	Funkcijas ekstremi un to nepieciešamais nosacijums
	Funkcijas ekstrema pietiekamie nosacijumi
	Funkcijas vislielakas un vismazakas vertibas atrašana
	Funkcijas grafika ieliekums un izliekums
	Funkcijas grafika parliekuma punkti un to nosacijumi
	Funkcijas grafika asimptotas
	Funkcijas pilna petišana

	PARAMETRISKI UZDOTAS FUNKCIJAS UN VEKTORFUNKCIJAS
	Parametriski uzdotas funkcijas un to atvasinašana
	Liniju parametriskie vienadojumi
	Reala argumenta vektorfunkcijas


