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Pamatelementārās funkcijas kā Koš̄ı
uzdevuma atrisinājumi

Tiks apskat̄ıts pamatelementāro funkciju definēšanas paņēmiens, kas balstās uz teorēmu par
n-tās kārtas lineāra homogēna diferenciālvienādojuma ar konstantiem koeficientiem atrisinājuma
eksistenci un vien̄ıgumu.

1. Ievads

Atgadināsim dažus ar šo teorēmu saist̄ıtos jēdzienus, kā ar̄ı pašu teorēmu.
Pieņemsim, ka

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 (1.1)

ir n-tās kārtas parastais diferenciālvienādojums. Funkciju y = g(x), x ∈ (a; b), kurai eksistē
atvasinājumi l̄ıdz n-tajai kārtai ieskaitot, sauc par vienādojuma (1.1) atrisinājumu, ja tā šo
vienādojumu pārvērš identitātē, t.i., jebkuram x ∈ (a; b) ir spēkā

F
(
x, g(x), g′(x), . . . , g(n)(x)

)
= 0.

Uzdevumu, kurā ir jāatrod n-tās kārtas parastā diferenciālvienādojuma (1.1) atrisinājumu,
kas apmierina sākumnosac̄ıjumus

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, y′′(x0) = y2, . . . , y(n−1)(x0) = yn−1, (1.2)

sauc par Koš̄ı uzdevumu.
Apskat̄ısim n-tās kārtas lineāru homogēnu diferenciālvienādojumu

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0 (1.3)

ar konstantiem koeficientiem a0, a1, . . . , an−1 ∈ R.

1.1. teorēma. Jebkuriem reāliem skaitļiem y0, y1, . . . , yn−1 Koš̄ı uzdevumam (1.3), (1.2)
eksistē vien̄ıgs atrisinājums, kurš ir definēts uz visas skaitļu taisnes un kuram eksistē ne-
pārtraukti visu kārtu atvasinājumi.

1.1. piez̄ıme. Ja sākumnosac̄ıjumiem (1.2) ir veids y0 = y1 = · · · = yn−1 = 0, tad nulles
funkcija y(x) = 0, x ∈ R, ir vien̄ıgais Koš̄ı uzdevuma (1.3), (1.2) atrisinājums.

1.2. piez̄ıme. Ja n = 1, tad vienādojumam (1.3) ir veids y′+a0y = 0, bet sākumnosac̄ıjumiem
(1.2) ir veids y (x0) = y0.
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2. Eksponentfunkcija

Apskat̄ısim Koš̄ı uzdevumu

y′ − y = 0, y(0) = 1. (2.1)

No 1.1. teorēmas seko, ka šim uzdevumam eksistē vien̄ıgs atrisinājums e(x), kurš ir definēts
un diferencējams (tātad ar̄ı nepārtraukts) uz visas skaitļu taisnes R.

No (2.1) izriet, ka e′(x)−e(x) = 0 jebkuram x ∈ R, t.i., e′(x) = e(x) jebkuram x ∈ R. Tātad
funkcija e(x) ir bezgal̄ıgi diferencējama uz skaitļu taisnes R, pie tam e(n)(x) = e(x) jebkuram
x ∈ R un e(n)(0) = e(0) = 1.

Apskat̄ısim funkcijas e(x) citas ı̄paš̄ıbas.

2.1. Jebkuram x ∈ R ir spēkā e(x) > 0.

I Vispirms pierād̄ısim, ka e(x) 6= 0 jebkuram x ∈ R. Tiešām, ja pieņemt pretējo, ka eksistē
tāds x0 ∈ R, ka e(x0) = 0, tad funkcija e(x) būtu Koš̄ı uzdevuma

y′(x)− y(x) = 0, y(x0) = 0 (2.2)

atrisinājums. Taču 1.1. piez̄ımē tika atz̄ımēts, ka š̄ı uzdevuma vien̄ıgais atrisinājums ir nulles
funkcija, t.i., e(x) = 0 jebkuram x ∈ R, kas ir pretrunā ar to, ka e(0) = 1.

Tagad pierād̄ısim, ka e(x) > 0 jebkuram x ∈ R. Tiešām, ja pieņemt pretējo, ka eksistē tāds
x1 ∈ R, ka e(x1) < 0, tad, ņemot vērā funkcijas e(x) nepārtraukt̄ıbu, no Bolcāno-Koš̄ı teorēmas1

sekotu, ka eksistē x2, kas atrodas starp 0 un x1, ka e(x2) = 0. Taču tas ir pretrunā ar iepriekš
pierād̄ıto. Tātad e(x) > 0 jebkuram x ∈ R.J

2.2. Funkcija e(x) ir stingri augoša un izliekta uz skaitļu taisnes R.

I Īpaš̄ıbas patiesums seko no sakar̄ıbām

e′′(x) = e′(x) = e(x) > 0 (x ∈ R),

kā ar̄ı no diferencējamas funkcijas stingrās augšanas un divreiz diferencējamas funkcijas izliekt̄ıbas
pietiekamajiem nosac̄ıjumiem.J

2.1. piez̄ıme. Tā kā funkcija e(x) ir stingri augoša un e(0) = 1, tad

e(x) > 1, ja x > 0, (2.3)
0 < e(x) < 1, ja x < 0. (2.4)

Nevienād̄ıba (2.3) izriet ar̄ı no nākamās ı̄paš̄ıbas.

2.3. Jebkuram x > 0 ir spēkā
e(x) > 1 + x. (2.5)

I Saskaņā ar Lagranža teorēmu2 par gal̄ıgiem pieaugumiem jebkuram x > 0 ir spēkā

e(x)− e(0) = e′(x0)(x− 0) (0 < x0 < x),

no kurienes, ac̄ımredzot, izriet (2.5), jo e′(x0) = e(x0) > 1, e(0) = 1.J
1Bolcāno-Koš̄ı teorēma. Ja funkcija f(x) ir nepārtraukta kādā intervālā I un divos intervālā I punktos a un

b pieņem dažādas z̄ımes vērt̄ıbas, tad starp punktiem a un b eksistē punkts c, ka f(c) = 0. [4, 29. lpp.]
2Lagranža teorēma. Ja funkcija f(x) ir nepārtraukta slēgtā intervālā [a; b] un diferencējama vaļējā intervālā

(a; b), tad eksistē tāds c ∈ (a; b), ka f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).
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2.4. Jebkuriem x1, x2 ∈ R ir spēkā

e(x1 + x2) = e(x1)e(x2). (2.6)

I Fiksēsim br̄ıvi izraudz̄ıtu reālu skaitli x2. Apskat̄ısim pal̄ıgfunkciju

z(x) = e(x + x2)− e(x)e(x2).

Pierād̄ısim, ka š̄ı funkcija ir Koš̄ı uzdevuma

y′ − y = 0, y(0) = 0 (2.7)

atrisinājums. Tiešām,

z′(x) = e′(x + x2)− e′(x)e(x2) = e(x + x2)− e(x)e(x2),

t.i., z′ − z = 0, pie tam z(0) = e(x2)− e(x2) = 0, tāpēc z(0) = 0. Tātad z(x) ir nulles funkcija,
t.i., z(x) = 0 jebkuram x ∈ R, t.i., e(x + x2)− e(x)e(x2) = 0 jebkuram x ∈ R. Pēdējā vienād̄ıbā
ņemot x = x1, iegūsim (2.6).J

2.5. Jebkuram x ∈ R ir spēkā

e(−x) =
1

e(x)
. (2.8)

I Formulā (2.6) ņemot x1 = x, x2 = −x un izmantojot vienād̄ıbu e(0) = 1, iegūsim

1 = e(0) = e(x− x) = e(x + (−x)) = e(x)e(−x),

no kurienes seko (2.8).J

2.6.
lim

x→+∞ e(x) = +∞, lim
x→−∞ e(x) = 0. (2.9)

I Tā kā
lim

x→+∞(1 + x) = +∞,

tad, ņemot vērā (2.5), iegūsim
lim

x→+∞ e(x) = +∞.

Ņemot vērā šo robežu un formulu (2.8), atrodam

lim
x→−∞ e(x) = lim

t→+∞ e(−t) = lim
t→+∞

1
e(t)

= 0,

kur x = −t.J

2.7. Funkcijas e(x) vērt̄ıbu kopa ir intervāls (0;+∞).

I Tā kā funkcija e(x) ir nepārtraukta intervālā (−∞; +∞), tad no teorēmas3 seko, ka funkci-
jas e(x) vērt̄ıbu kopa ir intervāls. Ņemot vērā formulas (2.9) un 2.1. pierād̄ıto, ka funkcija e(x)
pieņem tikai pozit̄ıvas vērt̄ıbas, secinām, ka funkcijas e(x) vērt̄ıbu kopa ir intervāls (0;+∞).J

3Teorēma. Ja funkcija f(x) ir nepārtraukta intervālā I, tad š̄ı intervāla attēls f (I) ar̄ı ir intervāls. [4, 30.
lpp.]
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2.8. Intervālā (−∞; +∞) funkciju e(x) var att̄ıst̄ıt Teilora-Maklorēna rindā

e(x) = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · . (2.10)

I Iepriekš tika atz̄ımēts, ka e(0) = 1 un e(n)(0) = 1 (n ∈ N). Tāpēc funkcijas e(x) Teilora-
Maklorēna rindai ir veids

1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · .

Viegli redzēt, ka š̄ı pakāpju rinda konverǧē uz visas skaitļu taisnes R. Jebkuram x ∈ R un
patvaļ̄ıgam n ∈ N ir spēkā funkcijas e(x) Teilora formula

e(x) = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ Rn(x)

ar atlikuma locekli Lagranža formā

Rn(x) =
e(n)(x0)

n!
xn =

e(x0)
n!

xn (x0 = θx, 0 < θ < 1).

Vienād̄ıba (2.10) izpildās jebkuram x ∈ R tad un tikai tad, kad jebkuram x ∈ R ir spēkā

lim
n→+∞Rn(x) = 0. (2.11)

Izvēlēsimies patvaļ̄ıgu x ∈ R un pierād̄ısim, ka izpildās (2.11). Tā kā funkcija e(x) ir stingri
augoša, tad no nevienād̄ıbas x0 < |x| seko nevienād̄ıba e (x0) < e

(|x|), tāpēc

|Rn(x)| < e
(|x|)

n!
|x|n.

Viegli pierād̄ıt, izmantojot, piemēram, Dalambēra paz̄ımi, ka rinda

∞∑

n=1

e
(|x0|

)

n!
|x|n

konverǧē jebkuram x ∈ R. Tāpēc no rindas konverǧences nepieciešamās paz̄ımes seko, ka

lim
n→+∞

e
(|x|)

n!
|x|n = 0

jeb
lim

n→+∞Rn(x) = 0.

Tātad (2.10) izpildās jebkuram x ∈ R.J

2.9. Ja x = 1, tad no (2.10) seko, ka

e(1) = 1 +
1
1!

+
1
2!

+ · · ·+ 1
n!

+ · · · .

Skaitli e(1) ir pieņemts apz̄ımēt ar e. Tātad

e = 1 +
1
1!

+
1
2!

+ · · ·+ 1
n!

+ · · · . (2.12)

Pierād̄ısim, ka

e = lim
n→+∞

(
1 +

1
n

)n

. (2.13)
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I No (2.12) seko, ka

e = lim
n→+∞

(
2 +

1
2!

+ · · ·+ 1
n!

)
. (2.14)

Ja n > 1, tad saskaņā ar Ņūtona binoma formulu atrodam
(

1 +
1
n

)n

= 1 + n
1
n

+
n(n− 1)

2!
1
n2

+
n(n− 1)(n− 2)

3!
1
n3

+ · · ·

+
n(n− 1) . . . (n− (n− 1))

n!
1
nn

=

= 2 +
1
2!

(
1− 1

n

)
+

1
3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·

+
1
n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
<

< 2 +
1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!

.

Tātad (
1 +

1
n

)n

< 2 +
1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!

. (2.15)

No otras puses, ņemot vērā nevienād̄ıbas

1− 1
n

> 1− 2
n

> · · · > 1− n− 1
n

un Bernulli nevienād̄ıbas

(1 + h)n ≥ 1 + nh (h > −1, n ∈ N),

iegūsim
(

1 +
1
n

)n

= 2 +
1
2!

(
1− 1

n

)
+

1
3!

(
1− 1

n

) (
1− 2

n

)
+ · · ·

+
1
n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
>

> 2 +
1
2!

(
1− 1

n

)
+

1
3!

(
1− 2

n

)2

+ · · ·+ 1
n!

(
1− n− 1

n

)n−1

≥

≥ 2 +
1
2!

(
1− 1

n

)
+

1
3!

(
1− 22

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1− (n− 1)2

n

)
=

= 2 +
1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!
− 1

n

(
1
2!

+
22

3!
+ · · ·+ (n− 1)2

n!

)
.

Tātad (
1 +

1
n

)n

> 2 +
1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!
− 1

n

(
1
2!

+
22

3!
+ · · ·+ (n− 1)2

n!

)
. (2.16)

No (2.15) un (2.16) seko, ka

αn − Sn

n
<

(
1 +

1
n

)n

< αn (n ∈ N) (2.17)

kur

αn = 2 +
1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!

, Sn =
1
2!

+
22

3!
+ · · ·+ (n− 1)2

n!
(n ∈ N).
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Izmantojot Dalambēra paz̄ımi, ir viegli pierād̄ıt rindas

∞∑

n=1

(n− 1)2

n!

konverǧenci. Tāpēc eksistē gal̄ıga robeža

lim
n→+∞Sn,

no kurienes savukārt izriet, ka

lim
n→+∞

Sn

n
= 0.

Ņemot vērā šo robežu, vienād̄ıbu (2.14), nevienād̄ıbu (2.17) un paz̄ıstamo matemātiskās anal̄ızes
teorēmu par robežpāreju nevienād̄ıbās [3, 55. lpp.], iegūsim (2.13).J

2.10. No nevienād̄ıbas (2.6), funkcijas e(x) nepārtraukt̄ıbas un ı̄paš̄ıbas 2.7. izriet, ka funkcija
e(x) ir nepārtraukts grupas R+ homomorfisms (pat izomorfisms) par grupu R•, t.i.,

e(x) : R+ −→ R•,

kur R+ ir visu reālo skaitļu adit̄ıvā grupa, bet R• ir visu pozit̄ıvo reālo skaitļu multiplikat̄ıvā
grupa. Savukārt no teorēmām [2, 99. lpp.] par eksponentfunkcijas eksistenci un vien̄ıgumu seko,
ka funkcija e(x) ir eksponentfunkcija ar bāzi e.J

2.11. Pieņemsim, ka a ir pozit̄ıvs skaitlis. No ı̄paš̄ıbām 2.7. un 2.2. seko, ka eksistē vien̄ıgs
skaitlis x = x(a), ka ex = a. Šo skaitli ir pieņemts saukt par skaitļa a naturāllogaritmu un
apz̄ımēt ar ln a, t.i.,

eln a = a.

Naturāllogaritma jēdziens ar vienād̄ıbas

ax = ex ln a (2.18)

pal̄ıdz̄ıbu ļauj definēt eksponentfunkciju ar patvaļ̄ıgu pozit̄ıvu bāzi. Tā kā e(0) = 1 = e0, tad
ln 1 = 0. Tāpēc

1x = ex ln 1 = e0 = 1,

t.i.,
1x = 1 (x ∈ R). (2.19)

Tā kā eln e = e, tad ln e = 1, t.i., ja a = e, tad ax = ex = e(x) jebkuram x ∈ R.
No (2.19) seko, ka interesi izraisa tikai eksponentfunkcija ax ar bāzi a > 0, a 6= 1. No

(2.3) seko, ka ln a > 0, ja a > 1, savukārt no (2.4) seko, ka ln a < 0, ja 0 < a < 1. Š̄ıs
nevienād̄ıbas un formula (2.18) ļauj iegūt visas eksponentfunkcijas ax ı̄paš̄ıbas, izejot no iepriekš
apskat̄ıtajām funkcijas e(x) ı̄paš̄ıbām. Iesakām las̄ıtājam patstāv̄ıgi veikt attiec̄ıgos spriedumus
(skat. 1. uzdevumu).

2.12. Eksponentfunkcija ax ar bāzi a > 0, a 6= 1, var tikt definēta ar̄ı kā Koš̄ı uzdevuma

y′ − by = 0, y(0) = 1 (2.20)

atrisinājums, kur eb = a, t.i., b = ln a (skat. 2. uzdevumu). No 1.1. teorēmas seko, ka Koš̄ı
uzdevumam (2.20) eksistē vien̄ıgs atrisinājums, kurš ir definēts un diferencējams (tātad ar̄ı ne-
pārtraukts) uz visas skaitļu taisnes R. Apz̄ımēsim šo atrisinājumu ar a(x). Tad a′(x)−ba(x) = 0
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jebkuram x ∈ R un a(0) = 1. Tātad a′(x) = ba(x) jebkuram x ∈ R, no kurienes izriet, ka a(x)
ir bezgal̄ıgi diferencējama funkcija uz visas skaitļu taisnes R, pie tam

a(n)(x) = bna(x) (x ∈ R), a(n)(0) = bn.

Apskat̄ısim funkcijas a(x) citas ı̄paš̄ıbas. Tā kā šo ı̄paš̄ıbu pierād̄ıjumi ir analoǧiski attiec̄ıgo
funkcijas e(x) ı̄paš̄ıbu pierād̄ıjumiem, tad funkcijas a(x) ı̄paš̄ıbas tiks sniegtas bez pierād̄ıjumiem,
vai ar̄ı to pierād̄ıjumi būs konspekt̄ıvi.

1) Jebkuram x ∈ R ir spēkā a(x) > 0.

I Pierād̄ıjums ir analoǧisks ı̄paš̄ıbas 2.1. pierād̄ıjumam.J

2) Funkcija a(x) ir stingri augoša, ja a > 1 un stingri dilstoša, ja 0 < a < 1.

I Pierād̄ıjums seko no nevienād̄ıbas ln a > 0, ja a > 1, un nevienād̄ıbas ln a < 0, ja 0 < a < 1,
vienād̄ıbas a′(x) = ln a · a(x), ı̄paš̄ıbas 1) un diferencējamas funkcijas stingrās monotonitātes
pietiekamā nosac̄ıjuma.J

3) Funkcija a(x) ir izliekta.

I Pierād̄ıjums seko no vienād̄ıbas a′′(x) = ln2(a) ·a(x), ı̄paš̄ıbas 1) un divreiz diferencējamas
funkcijas izliekt̄ıbas pietiekamā nosac̄ıjuma.C

4) Jebkuriem x1, x2 ∈ R ir spēkā

a (x1 + x2) = a (x1) a (x2) . (2.21)

I Pierād̄ıjums ir analoǧisks pierād̄ıjumam funkcijas e(x) gad̄ıjumā.J

5) Jebkuram x ∈ R ir spēkā

a(−x) =
1

a(x)
.

6) Ja a > 1, tad
lim

x→+∞ a(x) = +∞, lim
x→−∞ a(x) = 0;

ja 0 < a < 1, tad
lim

x→+∞ a(x) = 0, lim
x→−∞ a(x) = +∞.

I Ja a > 1, tad jebkuram x > 0 saskaņā ar Lagranža teorēmu par gal̄ıgiem pieaugumiem
iegūsim

a(x)− a(0) = a′(x0)x, 0 < x0 < x,

no kurienes seko, ka
a(x) = a(0) + a′(x0)x = 1 + ba(x0)x.

Tā kā a > 1, tad a(x0) > 1 un b > 0. Tāpēc a(x) > 1 + bx. Ņemot vērā, ka funkcija a(x) ir
augoša, iegūsim

lim
x→+∞ a(x) = +∞.

Spriežot l̄ıdz̄ıgi kā 2.6., var pierād̄ıt, ka no pēdējās sakar̄ıbas, ņemot vērā 5) ı̄paš̄ıbu, izriet

lim
x→−∞ a(x) = 0.
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Analoǧiski pierāda, ja x < 0 un 0 < a < 1, tad

lim
x→+∞ a(x) = 0,

no kurienes, ņemot vērā 5) ı̄paš̄ıbu, izriet

lim
x→−∞ a(x) = +∞. J

7) Funkcijas a(x) vērt̄ıbu kopa ir vienāda intervālu (0;+∞).

8) Jebkuram x ∈ R ir spēkā
a(x) = e(bx) = ebx. (2.22)

I Apskat̄ısim funkciju g(x) = a(x)− e(bx). Tad

g′(x) = (a(x)− e(bx))′ = ba(x)− be(bx) = b (a(x)− e(bx)) = bg(x).

Tātad
g′(x)− bg(x) = 0, g(0) = a(0)− e(0) = 0,

t.i., funkcija g(x) ir Koš̄ı uzdevuma

y′ − by(x) = 0, y(0) = 0

atrisinājums. Tā kā nulles funkcija z(x) = 0 ar̄ı ir š̄ı Koš̄ı uzdevuma atrisinājums, tad no
1.1. teorēmas seko, ka g(x) = 0 jebkuram x ∈ R, t.i., vienād̄ıba (2.22) ir spēkā jebkuram
x ∈ R.J

9) Ir spēkā vienād̄ıbas
a(1) = e(b) = eb = a. (2.23)

I Vienād̄ıbā (2.22) ņemot ņemot x = 1, iegūsim (2.23).J

10) Spriežot l̄ıdz̄ıgi kā 2.10., no funkcijas a(x) nepārtraukt̄ıbas, vienād̄ıbām (2.21) un (2.23)
seko, ka a(x) ir eksponentfunkcija ar bāzi a, t.i., a(x) = ax jebkuram x ∈ R [2, 99. lpp.].

2.2. piez̄ıme. Vienād̄ıba (2.22) sniedz pamatojumu funkcijas a(x) definēšanai ar vienād̄ıbas
(2.18) pal̄ıdz̄ıbu, jo, kā jau tika atz̄ımēts 2.11., tad skaitli b ir pieņemts apz̄ımēt ar ln a.
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3. Hiperboliskās funkcijas

Apskat̄ısim divus Koš̄ı uzdevumus:

y′′ − y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1 (3.1)

un
y′′ − y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0. (3.2)

Saskaņā ar 1.1. teorēmu šiem Koš̄ı uzdevumiem eksistē vien̄ıgie atrisinājumi, kuri ir definē-
ti un divreiz diferencējami (tātad ar̄ı nepārtraukti) uz visas skaitļu taisnes R. Apz̄ımēsim šos
atrisinājumus attiec̄ıgi ar s(x) un c(x). Tātad

s′′(x)− s(x) = 0 (x ∈ R), s(0) = 0, s′(0) = 1; (3.3)

c′′(x)− c(x) = 0 (x ∈ R), c(0) = 1, c′(0) = 0. (3.4)

No (3.3) un (3.4) seko, ka jebkuram x ∈ R ir spēkā

s(x) = s′′(x) =
(
s′(x)

)′
,

c(x) = c′′(x) =
(
c′(x)

)′
.

Tātad funkcijas s(x) un c(x) ir bezgal̄ıgi diferencējamas uz visas skaitļu taisnes R.
Funkciju s(x) un c(x) ı̄paš̄ıbas iegūst, izmantojot 1.1. teorēmu un sakar̄ıbas (3.3) un (3.4).

3.1. Jebkuram x ∈ R ir spēkā
s′(x) = c(x), c′(x) = s(x). (3.5)

I Saskaņā ar (3.3) un (3.4) ir spēkā vienād̄ıbas

s(x) = s′′(x), c(x) = c′′(x),

no kurām seko, ka
s′(x) =

(
s′(x)

)′′
, c′(x) =

(
c′(x)

)′′
.

Tātad funkcijas s′(x) un c′(x) apmierina vienādojumu y′′ − y = 0. Bez tam no (3.3) un (3.4)
izriet, ka

s′(0) = 1 = c(0), s′′(0) = s(0) = 0 = c′(0). (3.6)

Tātad funkcijas s′(x) un c(x) ir Koš̄ı uzdevuma (3.2) atrisinājumi. No 1.1. teorēmas izriet, ka
funkcijas s′(x) un c(x) ir vienādas, t.i., s′(x) = c(x) jebkuram x ∈ R.

Analoǧiski, tā kā
c′(0) = 1 = s(0), c′′(0) = c(0) = 0 = s′(0),

tad funkcijas c′(x) un s(x) ir Koš̄ı uzdevuma (3.1) atrisinājumi, tāpēc no 1.1. teorēmas izriet,
ka funkcijas c′(x) un s(x) ir vienādas, t.i., c′(x) = s(x) jebkuram x ∈ R.J

3.1. piez̄ıme. No 3.1. seko, ka funkcija s′(x)− c(x) (attiec̄ıgi c′(x)−s(x)) ir identiski vienāda
ar nulli. Šo faktu var pierād̄ıt ar̄ı savādāk. Tā kā funkcijas s′(x) un c(x) (attiec̄ıgi c′(x) un
s(x)) apmierina vienādojumu y′′ − y = 0 un nosac̄ıjumus (3.6), tad funkcija s′(x) − c(x)
(attiec̄ıgi c′(x)− s(x)) ir Koš̄ı uzdevuma

y′′ − y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 0 (3.7)

atrisinājums. Saskaņā ar 1.1. teorēmu funkcija s′(x)−c(x) (attiec̄ıgi c′(x)−s(x)) ir vienāda
ar nulles funkciju, t.i., s′(x) = c(x) (attiec̄ıgi c′(x) = s(x)) jebkuram x ∈ R. No iepriekš
teiktā seko, ka, lai pierād̄ıtu divu funkciju vienād̄ıbu, ir pietiekami pierād̄ıt, ka šo funkciju
starp̄ıba ir Koš̄ı uzdevuma (3.7) atrisinājums.
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3.2. s(x) - nepāra funkcija, bet c(x) - pāra funkcija.

I Saskaņā ar pāra un nepāra funkcijas defin̄ıciju, ir pietiekami pierād̄ıt, ka jebkuram x ∈ R
ir spēkā

s(−x) = −s(x), c(−x) = c(x).

Apskat̄ısim funkcijas u(x) = s(−x) + s(x) un v(x) = c(−x) − c(x) un pārliecināsimies, ka tās
apmierina Koš̄ı uzdevumu (3.7). Izmantojot vienād̄ıbas (3.5) un (3.6), atrodam

u′′(x)− u(x) =
[
s(−x) + s(x)

]′′ − [
s(−x) + s(x)

]
=

=
([

s(−x) + s(x)
]′)′ − [

s(−x) + s(x)
]

=

=
[−c(−x) + c(x)

]′ − [
s(−x) + s(x)

]
=

=
[
s(−x) + s(x)

]− [
s(−x) + s(x)

]
= 0;

u(0) = s(−0) + s(0) = 0 + 0 = 0;
u′(0) = −c(−0) + c(0) = −1 + 1 = 0.

Ņemot vērā 3.1. piez̄ımē teikto, secinām, ka s(−x) = −s(x) jebkuram x ∈ R. Veicot analoǧiskus
spriedumus attiec̄ıbā pret funkciju v(x), iegūsim, ka c(−x) = c(x) jebkuram x ∈ R.J

3.3. Jebkuriem x1, x2 ∈ R ir spēkā

c (x1 + x2) = c (x1) c (x2) + s (x1) s (x2) , (3.8)
s (x1 + x2) = s (x1) c (x2) + c (x1) s (x2) . (3.9)

I Fiksēsim br̄ıvi izraudz̄ıtu reālu skaitli x2. Apskat̄ısim pal̄ıgfunkciju z(x) = c(x + x2) −
c(x)c(x2)−s(x)s(x2). Pierād̄ısim, ka š̄ı funkcija ir Koš̄ı uzdevuma (3.7) atrisinājums. Izmantojot
(3.5) un (3.6), atrodam

z′(x) = s(x + x2)− s(x)c(x2)− c(x)s(x2),
z′′(x) = c(x + x2)− c(x)c(x2)− s(x)s(x2),

no kurienes seko, ka
z′′(x)− z(x) = 0,

pie tam

z(0) = c(x2)− c(0)c(x2)− s(0)s(x2) =
= c(x2)− 1 · c(x2)− 0 · s(x2) =
= c(x2)− c(x2) =
= 0;

z′(0) = s(x2)− s(0)c(x2)− c(0)s(x2) =
= s(x2)− 0 · c(x2)− 1 · s(x2) =
= s(x2)− s(x2) =
= 0.

Ņemot vērā 3.1. piez̄ımē teikto, secinām, ka z(x) = 0 jebkuram x ∈ R, t.i.,

c (x + x2) = c (x) c (x2) + s (x) s (x2)

jebkuram x ∈ R. Ja x = x1, tad no pēdējās vienād̄ıbas seko (3.8). Vienād̄ıbu (3.9) pierāda
analoǧiski. Iesakām las̄ıtājam patstāv̄ıgi veikt šo pierād̄ıjumu.J
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Sekas. Jebkuriem x1, x2 ∈ R ir spēkā

c (x1 − x2) = c (x1) c (x2)− s (x1) s (x2) , (3.10)
s (x1 − x2) = s (x1) c (x2)− c (x1) s (x2) . (3.11)

I Pierād̄ıjums seko no ı̄paš̄ıbas 3.2. un vienād̄ıbām (3.8), (3.9).J

3.4. Jebkuram x ∈ R ir spēkā

c2(x)− s2(x) = 1. (3.12)

I Vienād̄ıbā (3.10) ņemot x1 = x2 = x un ievērojot, ka c(0) = 1, iegūsim (3.12).J

3.2. piez̄ıme. Citu vienād̄ıbas (3.12) pierād̄ıjumu, kurš nebalstās uz vienād̄ıbām (3.8)-(3.11),
var veikt pēc šādas shēmas. Apskata funkciju

f(x) = c2(x)− s2(x),

tad
f ′(x) = 2c(x)s(x)− 2s(x)c(x) = 0,

t.i., f(x) = const jebkuram x ∈ R, no kurienes, ņemot vērā, ka

f(0) = c2(0)− s2(0) = 1,

seko, ka f(x) = 1 jebkuram x ∈ R, t.i., izpildās (3.12).

3.5. c(x) ≥ 1 jebkuram x ∈ R, bet

s(x)





> 0, ja x ∈ (0;+∞),
= 0, ja x = 0,
< 0, ja x ∈ (−∞; 0).

I Vispirms pierād̄ısim, ka c(x) ≥ 1 jebkuram x ∈ R. Atrodam

c(x) = c
(x

2
+

x

2

)
= c

(x

2

)
c
(x

2

)
+ s

(x

2

)
s
(x

2

)
= c2

(x

2

)
+ s2

(x

2

)
≥ 0.

Tātad
c(x) ≥ 0 (x ∈ R). (3.13)

No (3.12) seko, ka c2(x) = 1 + s2(x) ≥ 1 jebkuram x ∈ R, t.i., |c(x)| ≥ 1 jebkuram x ∈ R, no
kurienes, ņemot vērā (3.13), izriet

c(x) ≥ 1 (x ∈ R). (3.14)

Nevienād̄ıbu s(x) > 0, ja x ∈ (0; +∞), pierāda, izmantojot vienād̄ıbu (3.5) un nevienād̄ıbu
(3.14):

s′(x) = c(x) ≥ 1 > 0 (x ∈ R),

no kurienes seko, ka funkcija s(x) ir augoša intervālā [0; +∞), taču, tā kā s(0) = 0, tad s(x) > 0,
ja x > 0. Saskaņā ar 2.2. funkcija s(x) ir nepāra, tāpēc s(x) < 0, ja x < 0.J

3.6. Funkcija s(x) ir stingri augoša intervālā (−∞; +∞), savukārt funkcija c(x) ir stingri
augoša intervālā [0,+∞) un stingri dilstoša intervālā (−∞; 0].
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I No ı̄paš̄ıbām 3.5. un 3.1. seko, ka s′(x) = c(x) ≥ 1 jebkuram x ∈ R, tāpēc funkcija s(x)
ir stingri augoša intervālā (−∞; +∞). Savukārt, tā kā funkcija c(x) ir nepārtraukta, pie tam
c′(x) = s(x) > 0 (c′(x) < 0) intervālā [0; +∞) (attiec̄ıgi intervālā (−∞; 0]), tad funkcija c(x) ir
stingri augoša (attiec̄ıgi stingri dilstoša) intervālā [0; +∞) (attiec̄ıgi intervālā (−∞; 0]).J

3.7. Funkcijai c(x) eksistē vien̄ıgais lokālais ekstrēms punktā x = 0, pie tam

c(0) = 1 = cmin(0).

I Īpaš̄ıbas patiesums izriet no funkcijas c(x) stingrās augšanas intervālā [0;+∞), stingrās
diľsanas intervālā (−∞; 0] un nepārtraukt̄ıbas punktā x = 0.J

3.8. s(x) = 0 tad un un tikai tad, kad x = 0.

I Īpaš̄ıbas patiesums seko no funkcijas s(x) stingrās augšanas (skat. 3.6. ı̄paš̄ıbu) un
vienād̄ıbas s(0) = 0.J

3.9.

lim
x→+∞ s(x) = +∞, (3.15)

lim
x→−∞ s(x) = −∞, (3.16)

lim
x→+∞ c(x) = +∞, (3.17)

lim
x→−∞ c(x) = +∞. (3.18)

I Pierād̄ısim (3.15). Ja x > 0, tad no Lagranža teorēmas par gal̄ıgiem pieaugumiem un
nevienād̄ıbas (3.14) izriet, ka

s(x)− s(0) = s′(x0)x = c(x0)x ≥ x,

no kurienes, ņemot vērā vienād̄ıbu s(0) = 0 un to, ka s(x) ir stingri augoša funkcija intervālā
(0;+∞), seko (3.15). Sakar̄ıba (3.16) seko no (3.15) un tā, ka s(x) ir nepāra funkcija. Sakar̄ıbas
(3.17) un (3.18) pierāda, izmantojot sakar̄ıbas (3.15) un (3.16), nevienād̄ıbu (3.14) un vienād̄ıbu
(3.12), saskaņā ar kuru

c(x) =
√

1 + s2(x) (x ∈ R). J

3.10. Funkcijas s(x) vērt̄ıbu kopa ir intervāls (−∞; +∞), bet funkcijas c(x) - intervāls [1;+∞).

I Pierād̄ıjums seko no sakar̄ıbām (3.15)-(3.18), ı̄paš̄ıbas 3.7., nevienād̄ıbas (3.14) un funkciju
s(x) un c(x) nepārtraukt̄ıbas uz visas taisnes R.J

3.11. Jebkuram x ∈ R ir spēkā

s(x) =
e(x)− e(−x)

2
=

ex − e−x

2
, (3.19)

c(x) =
e(x) + e(−x)

2
=

ex + e−x

2
. (3.20)

I Pierād̄ısim (3.19). Apskat̄ısim pal̄ıgfunkciju

f(x) = s(x)− e(x)− e(−x)
2

(x ∈ R).
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Ņemot vērā funkciju s(x) un e(x) diferencējamı̄bu, kā ar̄ı vienād̄ıbas c(0) = 1, s(0) = 0 un
e(0) = 1, iegūsim

f ′(x) = c(x)− e(x) + e(−x)
2

,

f ′′(x) = s(x)− e(x)− e(−x)
2

,

no kurienes seko, ka f ′′(x)− f(x) = 0 jebkuram x ∈ R, pie tam

f(0) = s(0)− e(0)− e(−0)
2

= 0− 1− 1
2

= 0,

f ′(0) = c(0)− e(0) + e(−0)
2

= 1− 1 + 1
2

= 0.

Tātad funkcija f(x) ir Koš̄ı uzdevuma (3.7) atrisinājums. Tāpēc funkcija f(x) ir identiski
vienāda ar nulli, t.i., izpildās (3.19). Vienād̄ıbu (3.20) pierāda analoǧiski.J

Funkciju
ex + e−x

2
apz̄ımē ar chx un sauc par hiperbolisko kosinusu, savukārt funkciju

ex − e−x

2

apz̄ımē ar shx un sauc par hiperbolisko sinusu [1, 23. lpp.]. Tādējādi no vienād̄ıbām (3.19)
un (3.20) izriet, ka funkcijas s(x) un c(x), kuras tika definētas kā Koš̄ı uzdevumu attiec̄ıgi (3.1)
un (3.2) atrisinājumi, ir vienādas ar attiec̄ıgi hiperbolisko sinusu shx un hiperbolisko kosinusu
chx.
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4. Trigonometriskās funkcijas

Apskat̄ısim divus Koš̄ı uzdevumus:

y′′ + y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1; (4.1)

un
y′′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0. (4.2)

Saskaņā ar 1.1. teorēmu šiem Koš̄ı uzdevumiem eksistē vien̄ıgie atrisinājumi, kuri ir definē-
ti un divreiz diferencējami (tātad ar̄ı nepārtraukti) uz visas skaitļu taisnes R. Apz̄ımēsim šos
atrisinājumus attiec̄ıgi ar ϕ(x) un ψ(x). Tātad

ϕ′′(x) + ϕ(x) = 0 (x ∈ R), ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 1; (4.3)
ψ′′(x) + ψ(x) = 0 (x ∈ R), ψ(0) = 1, ψ′(0) = 0. (4.4)

No (4.3) un (4.4) seko, ka jebkuram x ∈ R ir spēkā

ϕ(x) = −ϕ′′(x) = − (
ϕ′(x)

)′
,

ψ(x) = −ψ′′(x) = − (
ψ′(x)

)′
.

Tātad funkcijas ϕ(x) un ψ(x) ir bezgal̄ıgi diferencējamas uz visas skaitļu taisnes R.
Funkciju ϕ(x) un ψ(x) ı̄paš̄ıbas iegūst, izmantojot (4.3) un (4.4).

4.1. Jebkuram x ∈ R ir spēkā

ϕ′(x) = ψ(x), ψ′(x) = −ϕ(x). (4.5)

I Saskaņā ar (4.3) un (4.4) ir spēkā vienād̄ıbas

ϕ(x) = −ϕ′′(x),
ψ(x) = −ψ′′(x),

no kurām seko, ka

ϕ′(x) = −ϕ′′′(x) = −(
ϕ′(x)

)′′
,

ψ′(x) = −ψ′′′(x) = −(
ψ′(x)

)′′
.

Tātad funkcijas ϕ′(x) un ψ′(x) apmierina vienādojumu y′′ + y = 0. Bez tam no (4.3) un (4.4)
izriet, ka

ϕ′(0) = 1 = ψ(0), ϕ′′(0) = −ϕ(0) = 0 = ψ′(0). (4.6)

Tātad funkcijas ϕ′(x) un ψ(x) ir Koš̄ı uzdevuma (4.2) atrisinājumi. No 1.1. teorēmas izriet, ka
funkcijas ϕ′(x) un ψ(x) ir vienādas, t.i., ϕ′(x) = ψ(x) jebkuram x ∈ R.

Analoǧiski, tā kā

ψ′(0) = 1 = ϕ(0) = −ϕ′(0), ψ′′(0) = −ψ(0) = −1 = −ϕ′(0),

tad funkcijas ψ′(x) un −ϕ(x) ir Koš̄ı uzdevuma (4.1) atrisinājumi, tāpēc no 1.1. teorēmas izriet,
ka funkcijas ψ′(x) un −ϕ(x) ir vienādas, t.i., ψ′(x) = −ϕ(x) jebkuram x ∈ R.J
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4.1. piez̄ıme. No 4.1. ı̄paš̄ıbas seko, ka funkcija ϕ′(x)−ψ(x) (attiec̄ıgi ψ′(x) + ϕ(x)) ir iden-
tiski vienāda ar nulli. Šo faktu var pierād̄ıt ar̄ı savādāk. Tā kā funkcijas ϕ′(x) un ψ(x)
(attiec̄ıgi ψ′(x) un −ϕ(x)) apmierina vienādojumu y′′ + y = 0 un nosac̄ıjumus (4.6), tad
funkcija ϕ′(x)− ψ(x) (attiec̄ıgi ψ′(x) + ϕ(x)) ir Koš̄ı uzdevuma

y′′ + y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 0 (4.7)

atrisinājums. Saskaņā ar 1.1. teorēmu funkcija ϕ′(x) − ψ(x) (attiec̄ıgi ψ′(x) + ϕ(x)) ir
vienāda ar nulles funkciju, t.i., ϕ′(x) = ψ(x) (attiec̄ıgi ψ′(x) = −ϕ(x)) jebkuram x ∈ R.
No iepriekš teiktā seko, ka, lai pierād̄ıtu divu funkciju vienād̄ıbu, ir pietiekami pierād̄ıt, ka
šo funkciju starp̄ıba ir Koš̄ı uzdevuma (4.7) atrisinājums.

4.2. Funkcija ϕ(x) ir nepāra funkcija, bet ψ(x) - pāra funkcija.

I Saskaņā ar pāra un nepāra funkcijas defin̄ıciju, ir pietiekami pierād̄ıt, ka jebkuram x ∈ R
ir spēkā

ϕ(−x) = −ϕ(x), ψ(−x) = ψ(x).

Apskat̄ısim funkcijas

u(x) = ϕ(−x) + ϕ(x) un v(x) = ψ(−x)− ψ(x)

un pārliecināsimies, ka tās apmierina Koš̄ı uzdevumu (4.7). Izmantojot vienād̄ıbas (4.5) un
(4.6), atrodam

u′′(x) + u(x) = (ϕ(−x) + ϕ(x))′′ + (ϕ(−x) + ϕ(x)) =
=

(
(ϕ(−x) + ϕ(x))′

)′ + (ϕ(−x) + ϕ(x)) =
= (−ϕ(−x) + ψ(x))′ + (ϕ(−x) + ϕ(x)) =
= − (ϕ(−x) + ϕ(x)) + (ϕ(−x) + ϕ(x)) = 0;

u(0) = ϕ(−0) + ϕ(0) = 0 + 0 = 0;
u′(0) = −ψ(−0) + ψ(0) = −1 + 1 = 0.

Ņemot vērā 4.1. piez̄ımē teikto, secinām, ka ϕ(−x) = −ϕ(x) jebkuram x ∈ R. Veicot analoǧiskus
spriedumus attiec̄ıbā pret funkciju v(x), iegūsim, ka ψ(−x) = ψ(x) jebkuram x ∈ R.J

4.3. Jebkuriem x1, x2 ∈ R ir spēkā

ϕ (x1 + x2) = ϕ (x1) ψ (x2) + ϕ (x2) ψ (x1) , (4.8)
ψ (x1 + x2) = ψ (x1) ψ (x2)− ϕ (x1) ϕ (x2) . (4.9)

I Fiksēsim br̄ıvi izraudz̄ıtu reālu skaitli x2. Apskat̄ısim pal̄ıgfunkciju

z(x) = ϕ(x + x2)− ϕ(x)ψ(x2)− ψ(x)ϕ(x2).

Pierād̄ısim, ka š̄ı funkcija ir Koš̄ı uzdevuma (4.7) atrisinājums. Izmantojot (4.5) un (4.6), atro-
dam, ka jebkuram x ∈ R ir spēkā

z′(x) = ψ(x + x2)− ψ(x)ψ(x2) + ϕ(x2)ϕ(x),
z′′(x) = −ϕ(x + x2) + ϕ(x)ψ(x2) + ϕ(x2)ψ(x),

no kurienes seko, ka
z′′(x) + z(x) = 0,
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pie tam

z(0) = ϕ(x2)− ϕ(0)ψ(x2)− ϕ(x2)ψ(0) =
= ϕ(x2)− 0 · ψ(x2)− ϕ(x2) · 1 =
= ϕ(x2)− ϕ(x2) = 0;

z′(0) = ψ(x2)− ψ(0)ψ(x2) + ϕ(x2)ϕ(0) =
= ψ(x2)− 1 · ψ(x2) + ϕ(x2) · 0 =
= ψ(x2)− ψ(x2) = 0.

Ņemot vērā 4.1. piez̄ımē teikto, secinām, ka z(x) = 0 jebkuram x ∈ R, t.i.,

ϕ (x + x2) = ϕ (x) ψ (x2) + ϕ (x2) ψ (x)

jebkuram x ∈ R. Ja x = x1, tad no pēdējās vienād̄ıbas seko (4.8). Vienād̄ıbu (4.9) pierāda
analoǧiski. Iesakām las̄ıtājam patstāv̄ıgi veikt šo pierād̄ıjumu.I

Sekas. Jebkuriem x1, x2 ∈ R ir spēkā

ϕ (x1 − x2) = ϕ (x1) ψ (x2)− ϕ (x2) ψ (x1) , (4.10)
ψ (x1 − x2) = ψ (x1) ψ (x2) + ϕ (x1) ϕ (x2) . (4.11)

I Pierād̄ıjums seko no ı̄paš̄ıbas 4.2. un vienād̄ıbām (4.8) un (4.9).J

4.4. Jebkuram x ∈ R ir spēkā
ϕ2(x) + ψ2(x) = 1. (4.12)

I Vienād̄ıbā (4.11) ņemot x1 = x2 = x un ievērojot, ka ψ(0) = 1, iegūsim (4.12).J

4.2. piez̄ıme. Citu vienād̄ıbas (4.12) pierād̄ıjumu, kurš nebalstās uz vienād̄ıbām (4.8)-(4.11),
var veikt pēc šādas shēmas. Apskata funkciju

f(x) = ϕ2(x) + ψ2(x),

tad
f ′(x) = 2ϕ(x)ϕ′(x) + 2ψ(x)ψ′(x) = 2ϕ(x)ψ(x)− 2ψ(x)ϕ(x) = 0,

t.i., f(x) = const jebkuram x ∈ R, no kurienes, ņemot vērā, ka

f(0) = ϕ2(0) + ψ2(0) = 0 + 1 = 1,

seko, ka f(x) = 1 jebkuram x ∈ R, t.i., izpildās (4.12).

4.3. piez̄ıme. Vienād̄ıbas (4.8)-(4.11) sauc par funkciju ϕ(x) un ψ(x) saskait̄ı̌sanas teo-
rēmām. Formulās (4.8) un (4.9) ņemot x1 = x2 = x, iegūsim divkāršota argumenta
funkciju ϕ(x) un ψ(x) vērt̄ıbas:

ϕ(2x) = ϕ(x + x) = ϕ(x)ψ(x) + ϕ(x)ψ(x) = 2ϕ(x)ψ(x), (4.13)

ψ(2x) = ψ(x + x) = ψ(x)ψ(x)− ϕ(x)ϕ(x) = ψ2(x)− ϕ2(x). (4.14)

No (4.12)-(4.14) atrodam:

ψ2(x) =
1 + ψ(2x)

2
, (4.15)

ϕ2(x) =
1− ψ(2x)

2
. (4.16)
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4.5. Funkcijas ϕ(x) un ψ(x) ir ierobežotas, pie tam

|ϕ(x)| ≤ 1, |ψ(x)| ≤ 1 (x ∈ R). (4.17)

I No (4.12) seko, ka ϕ2(x) = 1 − ψ2(x) ≤ 1 jebkuram x ∈ R. Tātad |ϕ(x)| ≤ 1 jebkuram
x ∈ R. Funkcijas ψ(x) gad̄ıjumu apskata analoǧiski.J

4.6. Funkcijai ψ(x) eksistē vismazākā pozit̄ıvā nulle, t.i., eksistē tāds skaitlis x0, ka ψ(x0) = 0,
bet ψ(x) 6= 0 jebkuram x, ka 0 < x < x0.

I Saskaņā Lagranža teorēmas par gal̄ıgiem pieaugumiem atrodam:

ϕ(2)− ϕ(0) = ϕ′(c)(2− 0) (0 < c < 2),

no kurienes seko, ka ϕ(2) = 2ψ(c). Ņemot vērā (4.17), iegūsim

|ψ(c)| = 1
2

∣∣ϕ(2)
∣∣ ≤ 1

2
.

Izmantojot (4.15), atrodam

ψ(2c) = 2ψ2(c)− 1 ≤ 2
(

1
2

)2

− 1 < 0.

Tātad ψ(0) = 1 > 0 un ψ(2c) < 0. Tā kā funkcija ψ(x) ir nepārtraukta, tad no Bolcāno-Koš̄ı
teorēmas seko, ka eksistē tāds pozit̄ıvs skaitlis ξ, kas atrodas starp 0 un 2c, ka ψ(ξ) = 0. Tātad
funkcijai ψ(x) eksistē pozit̄ıva nulle.

Pieņemsim, ka E ir funkcijas ψ(x) visu pozit̄ıvo nuļļu kopa. No iepriekš pierād̄ıtā seko, ka
E 6= ∅. Pieņemsim, ka x0 = inf E. Tā kā E 6= ∅, tad 0 ≤ x0 < +∞. Punkts x0, būdams kopas
E inf̄ıms, ir kopas E kontaktpunkts [3, 30. lpp.]. Tāpēc eksistē tāda kopas E punktu virkne
(xn), ka

lim
n→+∞xn = x0.

Tā kā funkcija ψ(x) ir nepārtraukta, bet ψ (xn) = 0 jebkuram x ∈ N, tad

ψ (x0) = lim
n→+∞ψ (xn) = lim

n→+∞ 0 = 0.

Tātad x0 ∈ E. Atz̄ımēsim, ka x0 > 0. Tiešām, no vienas puses, iepriekš tika pierād̄ıts, ka
x0 ≥ 0, no otras puses, x0 6= 0, jo ψ (x0) = 0, bet ψ(0) = 1. Tātad x0 > 0. Tā kā x0 ir funkcijas
ψ(x) visu pozit̄ıvo nuļļu kopas E inf̄ıms, pie tam x0 > 0, tad x0 ir funkcijas ψ(x) vismazākā
pozit̄ıvā nulle.J

4.7. Funkcijas ψ(x) vismazāko pozit̄ıvo nulli, kura eksistē saskaņā ar iepriekšējā ı̄paš̄ıbā pierād̄ıto,
apz̄ımēsim ar ω, t.i., ψ(ω) = 0, bet ψ(x) 6= 0 jebkuram x ∈ [0;ω). Tā kā ψ(0) = 1 > 0, tad in-
tervālā x ∈ [0;ω) funkcija ψ(x) pieņem tikai pozit̄ıvas vērt̄ıbas. Ņemot vērā, ka ϕ′(x) = ψ(x) > 0
jebkuram x ∈ [0;ω), var secināt, ka funkcija ϕ(x) ir stingri augoša intervālā x ∈ [0;ω]. Tā kā
ϕ(0) = 0, tad ϕ(x) > 0 jebkuram x ∈ (0;ω]. No (4.12) seko, ka

ϕ(ω) =
√

1− ψ2(ω) = 1.

No iepriekš teiktā, ņemot vērā funkcijas ϕ(x) nepārtraukt̄ıbu, izriet, ka ϕ
(
[0;ω]

)
= [0; 1], pie

tam
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• intervālā [0;ω] funkcija ϕ(x) stingri aug no 0 l̄ıdz 1.

Tā kā ψ′(x) = −ϕ(x) < 0 jebkuram x ∈ (0;ω], tad

• intervālā [0;ω] funkcija ψ(x) stingri dilst no 1 l̄ıdz 0,

pie tam, ņemot vērā funkcijas ψ(x) nepārtraukt̄ıbu, ir spēkā vienād̄ıba ψ
(
[0;ω]

)
= [0; 1].

4.8. Izpēt̄ısim funkciju ϕ un ψ uzved̄ıbu intervālos [ω; 2ω], [2ω; 3ω], [3ω; 4ω].
Izmantojot vienād̄ıbas vienād̄ıbas (4.8) un (4.9), atrodam, ka jebkuram x ∈ R ir spēkā

ϕ(x + ω) = ϕ(x)ψ(ω) + ϕ(ω)ψ(x) = ϕ(x) · 0 + 1 · ψ(x) = ψ(x), (4.18)
ψ(x + ω) = ψ(x)ψ(ω)− ϕ(x)ϕ(ω) = ψ(x) · 0− ϕ(x) · 1 = −ϕ(x). (4.19)

Vienād̄ıbās (4.18) un (4.19) ņemot x = ω, iegūsim

ϕ(2ω) = ψ(ω) = 0, ψ(2ω) = −ϕ(ω) = −1.

Ja x ∈ [ω; 2ω], tad x = t + ω, kur t ∈ [0;ω]. Tāpēc

ϕ(x) = ϕ(t + ω) = ψ(t) > 0 (x ∈ [ω; 2ω]),
ψ(x) = ψ(t + ω) = −ϕ(t) < 0 (x ∈ [ω; 2ω]),

no kurienes, ņemot vērā (4.5), secinām, ka

• intervālā [ω; 2ω] funkcija ϕ(x) stingri dilst no 1 l̄ıdz 0,

• intervālā [ω; 2ω] funkcija ψ(x) stingri dilst no 0 l̄ıdz −1,

pie tam
ϕ ([ω; 2ω]) = [0; 1], ψ ([ω; 2ω]) = [−1; 0].

Divreiz pielietojot vienād̄ıbas (4.18) un (4.19), iegūsim

ϕ(x + 2ω) = ϕ((x + 2ω) + ω) = ψ(x + ω) = −ϕ(x), (4.20)
ψ(x + 2ω) = ψ((x + 2ω) + ω) = −ϕ(x + ω) = −ψ(x). (4.21)

No formulām (4.20), (4.21) un iepriekš teiktā seko, ka

• intervālā [2ω; 3ω] funkcija ϕ(x) stingri dilst no 0 l̄ıdz −1,

• intervālā [2ω; 3ω] funkcija ψ(x) stingri aug no −1 l̄ıdz 0,

• intervālā [3ω; 4ω] funkcija ϕ(x) stingri aug no −1 l̄ıdz 0,

• intervālā [3ω; 4ω] funkcija ψ(x) stingri aug no 0 l̄ıdz 1,

pie tam
ϕ(3ω) = −1, ψ(3ω) = 0, ϕ(4ω) = 0, ψ(4ω) = 1.

Visbeidzot, divreiz pielietojot vienād̄ıbas (4.20) un (4.21), iegūsim

ϕ(x + 4ω) = ϕ((x + 2ω) + 2ω) = −ϕ(x + 2ω) = ϕ(x), (4.22)
ψ(x + 4ω) = ψ((x + 2ω) + 2ω) = −ψ(x + 2ω) = ψ(x). (4.23)

No formulām (4.22) un (4.23) un seko, ka funkcijas ϕ(x) un ψ(x) ir periodiskas funkcijas ar
periodu 4ω.
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4.9. Funkciju ϕ(x) un ψ(x) vismazākais pozit̄ıvais periods ir 4ω.

I Pierād̄ısim, ka 4ω ir funkcijas ϕ(x) vismazākais pozit̄ıvais periods. Pieņemsim pretējo, ka
eksistē tāds T ∈ (0; 4ω), ka jebkuram x ∈ R ir spēkā

ϕ(x + T ) = ϕ(x). (4.24)

Vienād̄ıbā (4.24) ņemot x = 0, iegūsim ϕ(0+T ) = ϕ(0) jeb ϕ(T ) = ϕ(0) = 0. Tā kā T ∈ (0; 4ω),
tad no punktos 4.7. un 4.8. teiktā izriet, ka T = 2ω. No vienas puses, vienād̄ıbā (4.24) ņemot
x = ω, atrodam ϕ(ω+T ) = ϕ(ω) jeb ϕ(3ω) = ϕ(ω) = 1. No otras puses, ϕ(3ω) = −1. Pretruna.
Tātad 4ω ir funkcijas ϕ(x) vismazākais pozit̄ıvais periods.

Pierād̄ısim, ka 4ω ir funkcijas ψ(x) vismazākais pozit̄ıvais periods. Pieņemsim pretējo, ka
eksistē tāds T ∈ (0; 4ω), ka jebkuram x ∈ R ir spēkā

ψ(x + T ) = ψ(x). (4.25)

Vienād̄ıbā (4.25) ņemot x = 0, iegūsim ψ(0 + T ) = ψ(0) jeb ψ(T ) = ψ(0) = 1. Taču no punktos
4.7. un 4.8. teiktā izriet, ka ψ(T ) 6= 1 jebkuram T ∈ (0; 4ω). Pretruna. Tātad 4ω ir funkcijas
ψ(x) vismazākais pozit̄ıvais periods.J

4.10. ϕ(x) = 0 tad un tikai tad, kad x = 2kω (k ∈ Z), savukārt ψ(x) = 0 tad un tikai tad,
kad x = ω + 2kω (k ∈ Z).

I Vispirms pierād̄ısim, ka skaitļi 2kω (k ∈ Z) ir funkcijas ϕ(x) nulles. Ja k = 0, tad, ņemot
vērā (4.3), atrodam ϕ(2kω) = ϕ(0) = 0. Ja k ∈ N, tad vienād̄ıbu ϕ(2kω) = 0 pierāda ar
matemātiskās indukcijas principa pal̄ıdz̄ıbu, izmantojot saskait̄ı̌sanas teorēmu (4.8). Ja k ∈ Z,
k < 0, tad vienād̄ıbu ϕ(2kω) = 0 pierāda, izmantojot faktu, ka ϕ(x) ir nepāra funkcija.

Tagad pierād̄ısim, ka funkcijai ϕ(x) nav citu nuļļu, izņemot 2kω (k ∈ Z). Šim nolūkam
pieņemsim, ka ϕ(t) = 0, t ∈ R, un pierād̄ısim, ka eksistē tāds k0 ∈ Z, ka t = 2k0ω. Pieņemsim
pretējo, ka tāds k0 ∈ Z neeksistē, t.i., t 6= 2kω jebkuram k ∈ Z. No vienas puses, eksistē vien̄ıgs
m ∈ Z, ka

2mω < t < 2(m + 1)ω

jeb
0 < t− 2mω < 2ω,

no kurienes, ņemot vērā punktos 4.7. un 4.8. teikto, izriet, ka ϕ(t− 2mω) > 0. No otras puses,
ņemot vērā (4.10) un iepriekš pierād̄ıto, atrodam

ϕ(t− 2mω) = ϕ(t)ψ(2mω)− ϕ(2mω)ψ(t) = 0 · ψ(2mω)− 0 · ψ(t) = 0.

Pretruna. Tātad funkcijai ϕ(x) nav citu nuļļu, izņemot 2kω (k ∈ Z).
No skaitļa ω defin̄ıcijas (skat. 4.7.), (4.9) un iepriekš pierād̄ıtā seko, ka

ψ(ω + 2kω) = ψ(ω)ψ(2kω)− ϕ(ω)ϕ(2kω) = 0 · ψ(2kω)− ϕ(ω) · 0 = 0,

t.i., skaitļi ω + 2kω (k ∈ Z) ir funkcijas ψ(x) nulles. Spriežot l̄ıdz̄ıgi kā funkcijas ϕ(x) gad̄ıjumā
pierāda, ka funkcijai ψ(x) nav citu nuļļu, izņemot ω + 2kω (k ∈ Z).J

4.11. Izmantojot 4.6., 4.7., 4.8., 4.9., un 4.10. teikto, viegli pierād̄ıt, ka

• punkti xk = ω+4kω (k ∈ Z) ir funkcijas ϕ(x) lokālā maksimuma punkti, pie tam ϕ(xk) = 1
jebkuram k ∈ Z;
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• punkti xs = 3ω + 4sω (s ∈ Z) ir funkcijas ϕ(x) lokālā minimuma punkti, pie tam ϕ(xs) =
−1 jebkuram s ∈ Z;

• uz nogriežņiem [4kω; (4k + 2)ω] (k ∈ Z) funkcija ϕ(x) ir ieliekta;

• uz nogriežņiem [(4k − 2)ω; 4kω] (k ∈ Z) funkcija ϕ(x) ir izliekta;

• punkti xl = 2lω (l ∈ Z) ir funkcijas ϕ(x) pārliekuma punkti, pie tam ϕ(xl) = 0 jebkuram
l ∈ Z;

• punkti xk = 4kω (k ∈ Z) ir funkcijas ψ(x) lokālā maksimuma punkti, pie tam ψ(xk) = 1
jebkuram k ∈ Z;

• punkti xs = 2ω + 4sω (s ∈ Z) ir funkcijas ψ(x) lokālā minimuma punkti, pie tam ψ(xs) =
−1 jebkuram s ∈ Z;

• uz nogriežņiem [−ω + 4kω;ω + 4kω] (k ∈ Z) funkcija ψ(x) ir ieliekta;

• uz nogriežņiem [ω + 4kω; 2ω + 4kω] (k ∈ Z) funkcija ψ(x) ir izliekta;

• punkti xl = ω + 2lω (l ∈ Z) ir funkcijas ψ(x) pārliekuma punkti, pie tam ψ(xl) = 0
jebkuram l ∈ Z;

4.12. No 4.8.) seko, ka formulas (4.18)-(4.23) ir spēkā jebkuram x ∈ R. Š̄ıs formulas ir pieņemts
saukt par redukcijas formulām. Iesakām las̄ıtājam patstāv̄ıgi pierād̄ıt vēl divas redukcijas
formulas:

ψ(x + 3ω) = −ψ(x), (4.26)
ϕ(x + 3ω) = ϕ(x), (4.27)

kuras ir spēkā jebkuram x ∈ R.

4.13. Parametrizētā ceļa {
x = ψ(t),
y = ϕ(t),

(4.28)

kur t ∈ [0; 4ω], vien̄ıgais paškrustošanās punkts ir (1; 0) =
(
ψ(0);ϕ(0)

)
=

(
ψ(4ω);ϕ(4ω)

)
.

I Ja 0 < t1 < t2 < 4ω, tad, izmantojot (4.10), (4.11) un (4.12), atrodam

[
ψ (t1)− ψ (t2)

]2 +
[
ϕ (t1)− ϕ (t2)

]2 = 2− 2
[
ψ (t1)ψ (t2) + ϕ (t1) ϕ (t2)

]
=

= 2− 2ψ(t1 − t2) = 2
[
1− ψ (t1 − t2)

]
.

Tā kā 0 < t2 − t1 < 4ω, tad ψ (t1 − t2) 6= 1, t.i., 1− ψ (t1 − t2) 6= 0. Tāpēc
(
ψ(t1);ϕ(t2)

) 6= (
ψ(t1);ϕ(t2)

)
,

no kurienes ar̄ı seko, ka parametrizētajam ceļam (4.28) nav paškrustošanās punktu, izņemot
punktu (1; 0).J

4.14. Punkts (x; y) ∈ R2 pieder parametrizētajam ceļam (4.28), t.i., eksistē t ∈ [0; 4ω], ka
x = ψ(t) un y = ϕ(t), tad un tikai tad, kad punkts (x; y) pieder riņķa l̄ınijai

x2 + y2 = 1. (4.29)
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I No (4.12) seko, ka visi parametrizētā ceļa (4.28) punkti pieder riņķa l̄ınijai (4.29).
Pierād̄ısim, ka jebkurš riņķa l̄ınijas (4.29) punkts pieder parametrizētajam ceļam (4.28). No

punktos 4.7. un 4.8. teiktā seko, ka

(1; 0) =
(
ψ(0);ϕ(0)

)
, (0; 1) =

(
ψ(ω);ϕ(ω)

)
,

(−1; 0) =
(
ψ(2ω);ϕ(2ω)

)
, (0;−1) =

(
ψ(3ω);ϕ(3ω)

)
.

Apskat̄ısim kopu
M =

{
(u; v) ∈ R2 : u > 0, v > 0

}
.

Pieņemsim, ka (x; y) ir patvaļ̄ıgs riņķa l̄ınijas (4.29) punkts, kurš ir atšķir̄ıgs no (1; 0), (0; 1),
(−1; 0) un (0;−1), t.i., 0 < |x| < 1 un 0 < |y| < 1.

• Ja x > 0 un y > 0, t.i., (x; y) ∈ M , tad no vienād̄ıbas ψ((0;ω)) = (0; 1) seko, ka eksistē
vien̄ıgs t ∈ (0;ω), ka x = ψ(t). Tā kā y > 0 un ϕ(t) > 0, tad

y =
√

1− x2 =
√

1− ψ2(t) = ϕ(t).

• Ja x < 0 un y > 0, tad (y;−x) ∈ M . Tāpēc no iepriekš pierād̄ıtā seko, ka eksistē vien̄ıgs
t ∈ (0;ω), ka y = ψ(t) un −x = ϕ(t). No formulām (4.18) un (4.19) izriet, ka x = ψ(t+ω)
un y = ϕ(t + ω), pie tam t + ω ∈ (ω; 2ω).

• Ja x < 0 un y < 0, tad (−x;−y) ∈ M . Tāpēc eksistē vien̄ıgs t ∈ (0;ω), ka −x = ψ(t)
un −y = ϕ(t). Ņemot vērā vienād̄ıbas (4.22) un (4.23), iegūsim, ka x = ψ(t + 2ω) un
x = ϕ(t + 2ω), pie tam t + 2ω ∈ (2ω; 3ω).

• Ja x > 0 un y < 0, tad (−y; x) ∈ M . Tāpēc eksistē vien̄ıgs t ∈ (0;ω), ka −y = ψ(t)
un x = ϕ(t). Ņemot vērā vienād̄ıbas (4.26) un (4.27), iegūsim, ka x = ψ(t + 3ω) un
x = ϕ(t + 3ω), pie tam t + 3ω ∈ (3ω; 4ω).J

4.4. piez̄ıme. Tātad (4.28) ir riņķa l̄ınijas (4.29) parametriskie vienādojumi. Tā kā funkcijas
ψ(t) un ϕ(t) ir nepārtraukti diferencējamas, tad jebkurš parametrizētā ceļa (4.28) loks

{
x = ψ(τ),
y = ϕ(τ),

(4.30)

kur τ ∈ [0; t], bet t ∈ [0; 4ω], ir rektificējams [5, 101. lpp.], pie tam š̄ı loka garums

`t =

t∫

0

√
(ψ′(τ))2 + (ϕ′(τ))2dτ =

t∫

0

√
ϕ2(τ) + ψ2(τ)dτ =

t∫

0

dτ = t.

Ja t = 4ω, tad `4ω = 4ω, t.i., 4ω ir riņķa l̄ınijas (4.29) garums, no kurienes seko, ka skaitlis
ω, kurš tika definēts kā funkcijas ψ(x) vismazākā pozit̄ıvā nulle, sakr̄ıt ar skaitli π

2 , kurš
tiek apskat̄ıts ǧeometrijas kursā.

4.5. piez̄ıme. Atz̄ımēsim, ka t ir vienāds ne tikai ar vien̄ıbas riņķa l̄ınijas (4.29) loka (4.30)
garumu, bet ar̄ı ar š̄ıs riņķa l̄ınijas sektora, kurš balstās uz šo loku, divkāršotu laukumu
(skat. 5. uzdevumu). Tāpēc skaitlis 4ω ir vienāds ar vien̄ıbas riņķa divkāršotu laukumu,
bet skaitlis 2ω ir vienāds ar vien̄ıbas riņķa laukumu, t.i., 2ω = π.
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4.15. Apskat̄ısim funkciju
f(x) = ψ(x) + iϕ(x) (x ∈ R).

No (4.12) seko, ka ∣∣f(x)
∣∣ =

√
ψ2(x) + ϕ2(x) = 1 (x ∈ R).

Jebkuriem x1, x2 ∈ R, ņemot vērā (4.8) un (4.9), ir spēkā

f(x1)f(x2) = (ψ(x1) + iϕ(x1))(ψ(x2) + iϕ(x2)) =
= (ψ(x1)ψ(x2)− ϕ(x1)ϕ(x2)) + i(ϕ(x1)ψ(x2) + ϕ(x2)ψ(x1)) =
= ψ(x1 + x2) + iϕ(x1 + x2)
= f(x1 + x2).

Funkcijas ψ(x) un ϕ(x) ir nepārtrauktas, tāpēc no iepriekš teiktā seko, ka f(x) ir nepārtraukts
grupas R+ homomorfisms grupā S, t.i.,

f : R+ −→ S,

kur R+ ir visu reālo skaitļu adit̄ıvā grupa, bet S ir visu komplekso skaitļu, kuru modulis ir
vienāds ar 1, multiplikat̄ıvā grupa. Tā kā

f(ω) = ψ(ω) + iϕ(ω) = 0 + i · 1 = i,

tad no teorēmām par eksponentes eksistenci un vien̄ıgumu [2, 99. lpp.] seko, ka f(x) ir ekspo-
nente ar bāzi 4ω, bet funkcijas f(x) reālā sastāvdaļa ψ(x) = Re f(x) un imaginārā sastāvdaļa
ϕ(x) = Im f(x) ir attiec̄ıgi skaitliska argumenta kosinuss un sinuss ar bāzi 4ω, t.i.,

ψ(x) = cos4ω(x), ϕ(x) = cos4ω(x)

jeb, ņemot vērā 4.4. piez̄ımē teikto,

ψ(x) = cos2π(x) = cos(x), ϕ(x) = cos2π(x) = cos(x).
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5. Uzdevumi

5.1. uzdevums. Fiksēsim skaitli a (a > 0, a 6= 1). Apskat̄ısim funkciju f(x) = ex ln a. Pierād̄ıt,
ka f(x) = ax jebkuram x ∈ R, t.i., f(x) ir eksponentfunkcija ar bāzi a.

5.2. uzdevums. Fiksēsim skaitli b (b 6= 0). Pierād̄ıt, ka Koš̄ı uzdevuma

y′ − by = 0, y(0) = 1

atrisinājums ir funkcija f(x) = ax, kur a ir tāds pozit̄ıvs reāls skaitlis, ka ln a = b, t.i.,
eb = a.

Norād̄ıjums. Vispirms izpēt̄ıt funkcijas f(x) ı̄paš̄ıbas.

5.3. uzdevums. Pierād̄ıt, ka riņķa l̄ınijas loka
{

x = ψ(τ),
y = ϕ(τ),

kur τ ∈ [0; t], bet t ∈ [0; 4ω], parametrs t ir vienāds ar riņķa sektora, kurš balstās uz šo
loku, divkāršotu laukumu (skat. 4.5. piez̄ımi).

5.4. uzdevums. Pieņemsim, ka funkcija c(x) ir Koš̄ı uzdevuma

y′′ − y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0

atrisinājums. Pierād̄ıt, ka

1. c(x) ir pāra funkcija;

2. jebkuram x ∈ R ir x ∈ R ir spēkā c(x) =
ex + e−x

2
.

5.5. uzdevums. Apskat̄ısim parametrizētu ceļu
{

x = c(t),
y = s(t),

kur funkcijas s(t) un c(t) ir Koš̄ı uzdevumu attiec̄ıgi (3.1) un (3.2) atrisinājumi. Pierād̄ıt,
ka

1. visi š̄ı parametrizētā ceļa punkti pieder hiperbolai x2 − y2 = 1;

2. jebkurš hiperbolas x2 − y2 = 1 punkts ir š̄ı parametrizētā ceļa punkts;

3. ja hiperbolas x2 − y2 = 1 loka parametriskie vienādojumi ir
{

x = c(τ),
y = s(τ),

kur τ ∈ [0; t] un t > 0, tad parametrs t ir vienāds ar hiperboliskā sektora, kurš balstās
uz šo loku, divkāršotu laukumu.

5.6. uzdevums. Pieņemsim, ka funkcijas ϕ(x) un ψ(x) ir Koš̄ı uzdevumu attiec̄ıgi (4.1) un
(4.2) atrisinājumi. Neizmantojot ı̄paš̄ıbu 4.6., pierād̄ıt, ka

1. funkcijai ϕ(x) eksistē vismaz viena pozit̄ıva nulle;

2. funkcijai ϕ(x) eksistē vismazākā pozit̄ıvā nulle, t.i., eksistē ` > 0, ka ϕ(`) = 0,
betϕ(x) 6= 0 jebkuram x ∈ (0; `);
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3. funkcija ϕ(x) ir pozit̄ıva intervālā (0; `) un negat̄ıva intervālā (−`; 0);
4. funkcija ψ(x) ir stingri dilstoša intervālā [0; `] un stingri augoša intervālā [−`; 0];
5. ϕ(x) = 0 tad un tikai tad, kad x = kl (k ∈ Z);
6. ψ( `

2) = 0, ϕ( `
2) = 1, ψ(− `

2) = 0, ϕ(− `
2) = 1;

7. funkcija ψ(x) ir pozit̄ıva intervālā
[
0; `

2

)
un negat̄ıva intervālā

(
`
2 ; `

]
;

8. funkcija ϕ(x) ir stingri augoša intervālā
[
0; `

2

]
un stingri dilstoša intervālā

[
`
2 ; `

]
;

9. funkcijas ϕ(x) un ψ(x) ir periodiskas ar vismazāko pozit̄ıvo periodu 2`;
10. ψ(x) = 0 tad un tikai tad, kad x = l

2 + kl (k ∈ Z);
11. jebkuram x ∈ R ir spēkā funkciju ϕ(x) un ψ(x) redukcijas formulas:

ϕ( l
2 − x) = ψ(x), ψ( l

2 − x) = ϕ(x),

ϕ( l
2 + x) = ψ(x), ψ( l

2 + x) = −ϕ(x),
ϕ(l − x) = ϕ(x), ψ(l − x) = −ψ(x),
ϕ(l + x) = −ϕ(x), ψ(l + x) = −ψ(x),

ϕ(3l
2 − x) = −ψ(x), ψ(3l

2 − x) = −ϕ(x),

ϕ(3l
2 + x) = −ψ(x), ψ(3l

2 + x) = ϕ(x),
ϕ(2l − x) = −ϕ(x), ψ(2l − x) = ψ(x).

12. funkcijas ϕ(x) vismazākā pozit̄ıvā nulle ir vienāda ar π.

5.7. uzdevums. Pierād̄ıt, ka Koš̄ı uzdevumu

y′′ + b2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1;

y′′ + b2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0,

kur b it fiksēts reāls skaitlis, atrisinājumi ir attiec̄ıgi funkcijas sina x un cosa x, kur a = 2π
b .

Norād̄ıjums. Vispirms izpēt̄ıt šo funkciju ı̄paš̄ıbas pēc 4. paragrāfa shēmas.

5.8. uzdevums. Pierād̄ıt, ka Koš̄ı uzdevuma

y′′ = 0, y(0) = 0, y′ = a

atrisinājums ir funkcija y = ax.

5.9. uzdevums. Pieņemsim, ka a, b ∈ R. Pierād̄ıt, ka Koš̄ı uzdevuma

y′′ = 0, y(0) = b, y′ = a

atrisinājums ir funkcija y = ax + b.

5.10. uzdevums. Pieņemsim, ka a ∈ R. Pierād̄ıt, ka Koš̄ı uzdevuma

y′x− y = 0, y(1) = a

atrisinājums ir funkcija y = ax.

5.11. uzdevums. Pieņemsim, ka a ∈ R. Pierād̄ıt, ka apgabalā

G : 0 < x < +∞, 0 < y < +∞
Koš̄ı uzdevuma

y′x− ay = 0, y(2) = 2a

atrisinājums ir funkcija y = xa.
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5.12. uzdevums. Pieņemsim, ka a > 0, a 6= 1. Pierād̄ıt, ka apgabalā

G : 0 < x < +∞, −∞ < y < +∞

Koš̄ı uzdevuma
y′(x) =

1
ln a

, y(a) = 1

atrisinājums ir funkcija y = loga x.
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