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Pamatelementaras funkcijas ka Kos1
uzdevuma atrisinajumi

Tiks apskatits pamatelementaro funkciju definesanas panemiens, kas balstas uz teoremu par
n-tas kartas lineara homogéna diferencialvienadojuma ar konstantiem koeficientiem atrisinajuma
eksistenci un vienigumu.

1. Ievads

Atgadinasim dazus ar o teorému saistitos jedzienus, ka arl pasu teoremu.
Pienemsim, ka

F(a;,y,y’,...,y(”)> =0 (1.1)

ir n-tas kartas parastais diferencialvienadojums. Funkciju y = g(z), z € (a;b), kurai eksiste
atvasinajumi lidz n-tajai kartai ieskaitot, sauc par vienadojuma (1.1) atrisinajumu, ja ta so
vienadojumu parvers identitate, t.i., jebkuram x € (a;b) ir speka

F (a:,g(a;),g'(x), e ,g(")(a:)> =0.

Uzdevumu, kura ir jaatrod n-tas kartas parasta diferencialvienadojuma (1.1) atrisinajumu,
kas apmierina sakumnosacijumus

y(z0) = y0, ¥'(x0) =v1, ¥"(w0) =2, .., ¥V (@0) = yn_1, (1.2)

sauc par Kost uzdevumu.
Apskatisim n-tas kartas linearu homogenu diferencialvienadojumu

y™ a1y Y 4t ary +agy =0 (1.3)
ar konstantiem koeficientiem ag, aq,...,a,_1 € R.
1.1. teorema. Jebkuriem realiem skaitliem yo, yi,..., Yn—1 Kost uzdevumam (1.3), (1.2)

eksisté vienigs atrisinajums, kurs ir definéts uz visas skaitju taisnes un kuram eksiste ne-
partraukti visu kartu atvasinajumi.

1.1. piezime. Ja sakumnosacijumiem (1.2) ir veids yp = y1 = -+ = yp—1 = 0, tad nulles
funkcija y(z) = 0, z € R, ir vienigais Kos1l uzdevuma (1.3), (1.2) atrisinajums.

1.2. piezime. Jan =1, tad vienadojumam (1.3) ir veids ' +apy = 0, bet sakumnosacijumiem
(L.2) ir veids y (z0) = yo.



2. Eksponentfunkcija

Apskatisim Kost uzdevumu

Yy —y=0, y(0)=1 (2.1)

No [I.1. teoremas seko, ka §im uzdevumam eksisté vienigs atrisinajums e(z), kurs ir definets
un diferencejams (tatad art nepartraukts) uz visas skaitlu taisnes R.

No (2.1)) izriet, ka €/(z) —e(z) = 0 jebkuram x € R, t.i., ¢/(z) = e(z) jebkuram = € R. Tatad
funkcija e(z) ir bezgaligi diferencéjama uz skaitlu taisnes R, pie tam e(™(z) = e(z) jebkuram
z € R un e™(0) = e(0) = 1.

Apskatisim funkcijas e(x) citas 1pasibas.
2.1. Jebkuram x € R ir speka e(x) > 0.

» Vispirms pieradisim, ka e(z) # 0 jebkuram z € R. Tiesam, ja pienemt pretéjo, ka eksiste
tads zo € R, ka e(zg) = 0, tad funkcija e(x) butu Kost uzdevuma

y'(x) —y(@) =0, y(zo) =0 (2.2)

atrisinajums. Tacu [1.1.] piezime tika atzimets, ka §1 uzdevuma vienigais atrisinajums ir nulles
funkcija, t.i., e(x) = 0 jebkuram x € R, kas ir pretruna ar to, ka e(0) = 1.

Tagad pieradisim, ka e(z) > 0 jebkuram z € R. Tiesam, ja pienemt pretéjo, ka eksiste tads
71 € R, ka e(z1) < 0, tad, nemot vera funkcijas e(z) nepartrauktibu, no Bolcano-KosI teoremas!
sekotu, ka eksisté x, kas atrodas starp 0 un z1, ka e(zg) = 0. Tacu tas ir pretruna ar ieprieks
pieradito. Tatad e(z) > 0 jebkuram x € R.«

2.2.  Funkcija e(x) ir stingri augo$a un izliekta uz skaitlu taisnes R.
» Ipasibas patiesums seko no sakaribam
() =é(x) =e(x) >0 (z€R),

ka ar1 no diferencejamas funkcijas stingras augSanas un divreiz diferencejamas funkcijas izliektibas
pietiekamajiem nosacijumiem. <«

2.1. piezime. Ta ka funkcija e(z) ir stingri augosa un e(0) = 1, tad

e(r)>1, ja x>0, (2.3)
0<e(z) <1, ja x<0. (2.4)

Nevienadiba (2.3) izriet arT no nakamas 1pasibas.

2.3. Jebkuram x > 0 ir speka
e(x) >1+x. (2.5)

» Saskana ar Lagranza teoremu? par galigiem pieaugumiem jebkuram x > 0 ir speka
e(z) —e(0) = € (zo)(z — 0) (0 <z < x),

no kurienes, actmredzot, izriet (2.5)), jo €'(zg) = e(zp) > 1, ¢(0) = 1.«

! Bolcano-Kost teoréma. Ja funkcija f(x) ir nepartraukta kada intervala Z un divos intervala Z punktos @ un
b pienem dazadas zimes vértibas, tad starp punktiem a un b eksisté punkts ¢, ka f(c) = 0. |4, 29. lpp.]

2Lagranza teoréma. Ja funkcija f(z) ir nepartraukta slégta intervala [a;b] un diferencgjama valgja intervala
(a;b), tad eksiste tads ¢ € (a;b), ka f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).



2.4. Jebkuriem x1,x9 € R ir spéka
e(r1 + x2) = e(w1)e(xe). (2.6)
» Fiksesim brivi izraudzitu realu skaitli zo. Apskatisim paligfunkciju
z(x) = e(x + x2) — e(x)e(z2).

Pieradisim, ka &1 funkcija ir Kost uzdevuma

Y —y=0, y(0)=0 (2.7)
atrisinajums. TieSam,

2(x) =€ (x +32) — € (x)e(x2) = e(x + x2) — e(x)e(x2),

t.i., 2/ — 2z = 0, pie tam 2(0) = e(z2) — e(x2) = 0, tapec z(0) = 0. Tatad z(z) ir nulles funkcija,
t.d., z(x) = 0 jebkuram = € R, t.i., e(x + x2) — e(x)e(x2) = 0 jebkuram z € R. Pedeja vienadiba
nemot xz = xy, iegusim (2.6).<4

2.5. Jebkuram x € R ir speka

1
—x) = . 2.8
(=) = 7 (28)
» Formula (2.6) nemot z1 = x, x9 = —z un izmantojot vienadibu e(0) = 1, ieglisim

1=¢€(0)=e(z—z) =e(z+ (—2)) = e(z)e(—x),
no kurienes seko (2.8).«

2.6.
lim e(z) =+o0, lim e(z)=0. (2.9)
x——+00 T——00
» Ta ka
lim (1+x) = +o0,
T——+00
tad, nemot vera (2.5), iegusim
lim e(z) = +o0.

Tr—-+00

Nemot vera $o robezu un formulu (2.8), atrodam

:pgr—noo 6(1’) - tlg—noo 6(—t) - tl}ﬂ-noo @

p— 07
kur x = —t. <«

2.7. Funkcijas e(x) vertibu kopa ir intervals (0; +00).

» Ta ka funkcija e(z) ir nepartraukta intervala (—oo; +-00), tad no teoremas® seko, ka funkci-
jas e(x) vertibu kopa ir intervals. Nemot vera formulas (2.9) un 2.1. pieradito, ka funkcija e(x)
pienem tikai pozitivas vertibas, secinam, ka funkcijas e(x) vertibu kopa ir intervals (0; +00).«

3 Teorema. Ja funkcija f(x) ir nepartraukta intervala Z, tad &1 intervala attels f (Z) arf ir intervals. [4) 30.
Ipp.]



2.8. Intervala (—oo; 4+00) funkciju e(x) var attistit Teilora-Maklorena rinda

T £L'2 n

x
e(x):1+ﬂ+§+...+m+.... (2.10)

» Ieprieks tika atziméts, ka e(0) = 1 un ™ (0) = 1 (n € N). Tapec funkcijas e(z) Teilora-
Maklorena rindai ir veids
x 2 "
14+ =+ e,
! n!
Viegli redzet, ka & pakapju rinda konverge uz visas skaitlu taisnes R. Jebkuram z € R un
patvaligam n € N ir speka funkcijas e(x) Teilora formula

x  z? ™
€($):1+ﬂ+§+“'+m+Rn(l’)

ar atlikuma locekli Lagranza forma

(n)
R, (z) = c n(!xo)x” = e(:f!o)m” (xg =0z, 0 <0 <1).

Vienadiba (2.10) izpildas jebkuram z € R tad un tikai tad, kad jebkuram z € R ir speka

lim R,(z)=0. (2.11)

n—-+00

Izvelesimies patvaligu € R un pieradisim, ka izpildas (2.11). Ta ka funkcija e(x) ir stingri
augosa, tad no nevienadibas zy < |z| seko nevienadiba e (zo) < e(|z|), tapec

Ru(@)] < L g

Viegli pieradit, izmantojot, piemeram, Dalambera pazimi, ka rinda

> l)

n=1

konverge jebkuram x € R. Tapec no rindas konvergences nepiecieSamas pazimes seko, ka

e(|z
lim (=) |z|" =0
n—+oo !
jeb
lim R,(z)=0.
n—-4o00
Tatad (2.10) izpildas jebkuram = € R.«
2.9. Ja x = 1, tad no (2.10) seko, ka
1 1 1
(1) =14 b gt b
Skaitli e(1) ir piegemts apzimet ar e. Tatad
1 1 1
e=ldqtog ot (2.12)
Pieradisim, ka
1 n
e= lim <1 + ) . (2.13)
n—-+00 n
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» No (2.12) seko, ka

n—+o0 n!

1 1
e= lim (2 + = o1 +--+ > . (2.14)

Ja n > 1, tad saskana ar Nutona binoma formulu atrodam

1
<2 + + 3‘ +oF o
Tatad X . . )
1+ — <2+ + 44— (2.15)
n 3! n!
No otras puses, nemot vera nevienadibas
1 2 -1
l-=>1-=>..>1-"
n n n

un Bernulli nevienadibas

(1+h)">14nh (h>-1, neN),

ieglisim
T R o R ! 2) 4
n) 2! n 3! n n
1 1 2 -1
4—(1—)(1— <1—” >>
n! n n n
1\ 1 A 1 n—1\""
2 1-— —(1—— e+ —(1- >
srag (1-n) g (1-2) vy (1-750) 2
1 1 1 2 1 (n—1)?
>24 - (1-=)+=(1-= +—(1- =
() () )
P 1 1/1 22 (n—1)2
=24 gttt gttt
Tatad . ) ( 2
1 1 1 1 1/1 2 n—1
14— 2 —— s+t =+F+—. 2.16
(+n) T +3‘+ +n! n<2!+3!+ * n! > (2.16)
No (2.15) un (2.16) seko, ka
Sh \"
ap——<[14+—-) <o, (neN) (2.17)
n n
kur ) ( 2
1 1 1 1 2 n—1



Izmantojot Dalambera pazimi, ir viegli pieradit rindas

. (n—1)2
Z(n!)

n=1
konvergenci. Tapec eksiste galiga robeza
lim S,,
n—-—+00
no kurienes savukart izriet, ka
lim & = 0.

n—+oo N

Nemot veéra so robezu, vienadibu (2.14), nevienadibu (2.17) un pazistamo matematiskas analizes
teorému par robezpareju nevienadibas [3, 55. lpp.], iegusim (2.13).«

2.10. No nevienadibas (2.6), funkcijas e(x) nepartrauktibas un ipasibas 2.7, izriet, ka funkcija
e(x) ir nepartraukts grupas R™ homomorfisms (pat izomorfisms) par grupu R®, t.i.,

e(r) : RT — R®,

kur R* ir visu realo skaitlu aditiva grupa, bet R® ir visu pozitivo realo skaitlu multiplikativa
grupa. Savukart no teoremam [2, 99. lpp.] par eksponentfunkcijas eksistenci un vienigumu seko,
ka funkcija e(x) ir eksponentfunkcija ar bazi e. <

2.11. Pienemsim, ka a ir pozitivs skaitlis. No 1pasibam 2.7./ un 2.2. seko, ka eksiste vienigs
skaitlis © = x(a), ka e* = a. So skaitli ir pienemts saukt par skaitla a¢ naturallogaritmu un
apzimet ar Ina, t.i.,

Naturallogaritma jedziens ar vienadibas
a® = erlne (2.18)

palidzibu lauj definét eksponentfunkciju ar patvaligu pozitivu bazi. Ta ka e(0) = 1 = €Y, tad
In1 = 0. Tapec
1% :e:clnl :eo =1
t.i.,
1”=1 (z € R). (2.19)
Taka e =¢, tad Ine = 1, t.i., ja a = ¢, tad a® = €® = ¢(z) jebkuram z € R.

No (2.19) seko, ka interesi izraisa tikai eksponentfunkcija a® ar bazi a > 0, a # 1. No
(2.3) seko, ka Ina > 0, ja a > 1, savukart no (2.4) seko, ka Ina < 0, ja 0 < a < 1. Sis
nevienadibas un formula (2.18) lauj iegtt visas eksponentfunkcijas a” ipasibas, izejot no ieprieks
apskatitajam funkcijas e(x) 1pasibam. lesakam lasitajam patstavigi veikt attiecigos spriedumus
(skat. 1. uzdevumu).

2.12. Eksponentfunkcija a® ar bazi a > 0, a # 1, var tikt definéta arT ka Kost uzdevuma
y —by=0, y(0)=1 (2.20)

atrisinajums, kur e® = a, t.i., b = Ina (skat. 2. uzdevumu). No [I.1. teorémas seko, ka Kot
uzdevumam (2.20) eksisté vienigs atrisinajums, kurs ir definéts un diferencejams (tatad ar1 ne-
partraukts) uz visas skaitlu taisnes R. Apzimeésim $o atrisinajumu ar a(z). Tad a/(z)—ba(z) =0



jebkuram x € R un a(0) = 1. Tatad /() = ba(x) jebkuram x € R, no kurienes izriet, ka a(z)
ir bezgaligi diferencejama funkcija uz visas skaitlu taisnes R, pie tam

a™(z) = b"a(z) (z € R), a™(0)=b".

Apskatisim funkcijas a(x) citas 1pasibas. Ta ka 3o 1pasibu pieradijumi ir analogiski attiecigo
funkcijas e(z) 1pasibu pieradijumiem, tad funkcijas a(x) ipasibas tiks sniegtas bez pieradijumiem,
vai arl to pieradijumi bus konspektivi.

1) Jebkuram x € R ir speka a(x) > 0.
» Pieradijums ir analogisks 1pasibas [2.1.] pieradijumam. <
2) Funkcija a(x) ir stingri augosa, ja a > 1 un stingri dilstosa, ja 0 < a < 1.

» Pieradijums seko no nevienadibas Ina > 0, jaa > 1, un nevienadibasIna < 0,ja0 < a < 1,
vienadibas da/(z) = Ina - a(z), Tpasibas 1) un diferencéjamas funkcijas stingras monotonitates
pietiekama nosacijuma.<

3) Funkcija a(x) ir izliekta.

» Pieradijums seko no vienadibas a”(x) = In?(a) - a(x), Ipasibas 1) un divreiz diferencéjamas
funkcijas izliektibas pietiekama nosacijuma.<

4) Jebkuriem x1,x9 € R ir speka
a(z1+x2) =a(z1)a(z). (2.21)
» Pieradijums ir analogisks pieradijumam funkcijas e(z) gadijuma.«

5) Jebkuram x € R ir speka

6) Jaa>1, tad

1151_1 a(z) = +oo, lim a(z)=0;

ja 0 <a<l, tad
lim a(x) =0, lim a(z)=+oo.
T——+00 T——00
» Ja a > 1, tad jebkuram x > 0 saskana ar Lagranza teorému par galigiem pieaugumiem
ieglisim
a(z) — a(0) = d'(zg)x, 0<xzo <z,
no kurienes seko, ka
a(z) = a(0) + ' (zo)x = 1 + ba(zo)x.
Ta ka a > 1, tad a(zg) > 1 un b > 0. Tapeéc a(x) > 1+ bx. Nemot vera, ka funkcija a(z) ir
augosa, iegiisim
lim a(x) = 4o0.
T—+00
Spriezot lidzigi ka [2.6., var pieradit, ka no pedejas sakaribas, nemot vera 5) 1pasibu, izriet

lim a(x)=0.
T——00



Analogiski pierada, jaxz <0un 0 < a < 1, tad

oo ) =0,

no kurienes, nemot vera 5) ipasibu, izriet

lim a(x) =4o00. «

r——00
7) Funkcijas a(x) vertibu kopa ir vienada intervalu (0;+00).

8) Jebkuram x € R ir speka
a(z) = e(bz) = €. (2.22)

» Apskatisim funkciju g(z) = a(z) — e(bx). Tad
d (z) = (a(x) — e(bx)) = ba(zx) — be(bx) = b(a(z) — e(bx)) = bg(z).

Tatad
g'(z) — bg(z) =0, g(0) = a(0) — e(0) = 0,

t.i., funkcija g(x) ir Kost uzdevuma
y —by(z) =0, y(0) =0

atrisinajums. Ta ka nulles funkcija z(z) = 0 arT ir §1 Kol uzdevuma atrisinajums, tad no
1.1. teoremas seko, ka g(z) = 0 jebkuram z € R, t.i., vienadiba (2.22) ir speka jebkuram
x € R.«

9) Ir speka vienadibas
a(l) = e(b) = e’ = a. (2.23)

» Vienadiba (2.22) nemot nemot = = 1, iegusim (2.23).«

10) Spriezot Iidzigi ka 2.10., no funkcijas a(z) nepartrauktibas, vienadibam (2.21) un (2.23)
seko, ka a(x) ir eksponentfunkcija ar bazi a, t.i., a(x) = a® jebkuram x € R [2, 99. lpp.].

2.2. piezime. Vienadiba (2.22) sniedz pamatojumu funkcijas a(x) definesanai ar vienadibas
(2.18) palidzibu, jo, ka jau tika atzimeéts 2.11., tad skaitli b ir pienemts apzimét ar Ina.



3. Hiperboliskas funkcijas

Apskatisim divus Ko81 uzdevumus:

y' —y=0, y(0)=0, y'(0)=1 (3.1)

un

y' —y=0, y(0)=1, y'(0)=0. (3:2)

Saskana ar [1.1.] teoremu Siem Kog1 uzdevumiem eksisté vienigie atrisinajumi, kuri ir define-
ti un divreiz diferencéjami (tatad ari nepartraukti) uz visas skaitlu taisnes R. Apzimesim Sos
atrisinajumus attiecigi ar s(x) un c(z). Tatad

§"(z) — s(z) =0 (z € R), s(0)=0, s(0)=1; (3.3)

() —c(x) =0 (z €R), ¢(0)=1, (0)=0. (3.4)
No (3.3) un (3.4) seko, ka jebkuram z € R ir speka
s(z) = 5"(z) = (s'(x))’,
c(z) ="(z) = (c'(;v))/.
Tatad funkcijas s(x) un c(x) ir bezgaligi diferencejamas uz visas skaitju taisnes R.
Funkciju s(x) un c(z) 1pasibas iegust, izmantojot [1.1.] teoremu un sakaribas (3.3) un (3.4).

3.1. Jebkuram x € R ir speka
s'(z) = e(x), d(x) = s(x). (3.5)

» Saskana ar (3.3) un (3.4) ir speka vienadibas
s(z) = s"(2), c(x) = (2),

no kuram seko, ka
s'(z) = (s’(m))”, d(z) = (c’(m))”.

Tatad funkcijas ¢'(x) un ¢/(z) apmierina vienadojumu y” — y = 0. Bez tam no (3.3) un (3.4)
izriet, ka

s'(0) =1 = ¢(0), s"(0) = s(0) = 0 = /(0). (3.6)
Tatad funkcijas s'(z) un ¢(z) ir KosT uzdevuma (3.2) atrisinajumi. No [1.1. teorémas izriet, ka
funkcijas s'(x) un ¢(x) ir vienadas, t.i., s'(x) = ¢(z) jebkuram z € R.

Analogiski, ta ka

(0) =1=s(0), ¢"(0) = ¢(0) = 0 = 5'(0),
tad funkcijas ¢/(z) un s(z) ir KosT uzdevuma (3.1) atrisinajumi, tapec no [1.1.] teorémas izriet,
ka funkcijas /() un s(z) ir vienadas, t.i., ¢'(z) = s(x) jebkuram z € R.«

3.1. piezime. No3.1./seko, ka funkcija s'(z) —c(x) (attiecigi ¢/(z) — s(z)) ir identiski vienada
ar nulli. So faktu var pieradit arT savadak. Ta ka funkcijas s(x) un c(z) (attiecigi ¢/ (z) un
s(x)) apmierina vienadojumu y” —y = 0 un nosacijumus (3.6), tad funkcija s'(z) — ¢(z)
(attiecigi ¢/(x) — s(z)) ir KosT uzdevuma

y'—y=0,y(0)=0, y(0) =0 (3.7)
atrisinajums. Saskana ar[1.1.teoremu funkcija s'(z) —c(z) (attiecigi ¢ (z) —s(x)) ir vienada
ar nulles funkciju, t.i., s'(z) = ¢(z) (attiecigi ¢/(z) = s(x)) jebkuram z € R. No ieprieks
teikta seko, ka, lai pieraditu divu funkciju vienadibu, ir pietiekami pieradit, ka So funkciju
starpiba ir Kost uzdevuma (3.7) atrisinajums.
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3.2. s(z) - nepara funkcija, bet c(x) - para funkcija.
» Saskana ar para un nepara funkcijas definiciju, ir pietiekami pieradit, ka jebkuram x € R
ir speka
s(—z) = —s(x), c(—x) = c(x).

Apskatisim funkcijas u(x) = s(—z) + s(x) un v(x) = ¢(—x) — ¢(x) un parliecinasimies, ka tas
apmierina Kost uzdevumu (3.7). Izmantojot vienadibas (3.5) un (3.6), atrodam

u(z) —ul) = [s(—2) +s(x)]" — [s(-2) + s(x)] =

Nemot vera 3.1. piezime teikto, secinam, ka s(—z) = —s(x) jebkuram = € R. Veicot analogiskus
spriedumus attieciba pret funkciju v(z), iegusim, ka ¢(—=z) = ¢(z) jebkuram z € R.«

3.3. Jebkuriem x1,x9 € R ir spéka

c(xr+x) = c(x)c(w)+s(x1)s(z2), (3.8)

s(x1 + x2)

s(xy)c(xz2) + (1) s(x2). 3.9)
» Fikseésim brivi izraudzitu realu skaitli xo. Apskatisim paligfunkciju z(z) = c(z + x2) —
c(x)e(xg)—s(x)s(xz). Pieradisim, ka &1 funkcija ir Kost uzdevuma (3.7) atrisinajums. Izmantojot

(3.5) un (3.6), atrodam

Z(x) = s(x+x2)—s(x)c(w) — c(x)s(xs),
z”(x) = c(z+ z2) — c(z)c(x2) — s(z)s(z2),

no kurienes seko, ka

pie tam

= c(xg) —c(xe) =
= 0

Z(0) = s(xz2) —s(0)c(z2) — c(0)s(x2) =
= s(x2) —0-c(xg) —1-s(x2) =
= 5(x2) — s(w2) =
= 0.

Nemot vera 3.1. piezime teikto, secinam, ka z(z) = 0 jebkuram z € R, t.i.,
c(x+ 1) = c(x)c(z2) + s(x) s (x2)

jebkuram z € R. Ja z = z1, tad no pedejas vienadibas seko (3.8). Vienadibu (3.9) pierada
analogiski. lesakam lasitajam patstavigi veikt So pieradijumu.«
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Sekas. Jebkuriem x1,xs € R ir speka

c(xy —x2) = c(z1)c(z2) —s(x1)s(z2), (3.10)

s(x1—x2) = s(x1)c(x2) —c(x1)s(z2). (3.11)
» Pieradijums seko no 1pasibas 3.2. un vienadibam (3.8), (3.9).«
3.4. Jebkuram x € R ir speka
A(x) — s*(x) = 1. (3.12)
» Vienadiba (3.10) nemot x1 = x9 = x un ieverojot, ka ¢(0) = 1, iegusim (3.12).«

3.2. piezime. Citu vienadibas (3.12) pieradijumu, kur$ nebalstas uz vienadibam (3.8)-(3.11),
var veikt pec sadas shemas. Apskata funkciju

tad
f(x) = 2¢(x)s(x) — 2s(x)c(x) = 0,

t.d., f(x) = const jebkuram x € R, no kurienes, nemot vera, ka
F(0) = ¢(0) = s*(0) = 1,
seko, ka f(x) =1 jebkuram z € R, t.i., izpildas (3.12).
3.5. c(x) > 1 jebkuram x € R, bet
>0, ja z € (0;+400),
s(x)¢ =0, ja =0,
<0, ja z€ (—00;0).

» Vispirms pieradisim, ka c¢(x) > 1 jebkuram x € R. Atrodam

cw=c(3+3)=c(3)e(G)+:(5)(5) =2 (G) +(5) =0
c(x) >0 (z €R). (3.13)

No (3.12) seko, ka c?(z) = 1 + s?(x) > 1 jebkuram x € R, t.i., |¢(x)| > 1 jebkuram z € R, no
kurienes, nemot vera (3.13), izriet

Tatad

c(x) >1(x eR). (3.14)

Nevienadibu s(z) > 0, ja z € (0;+00), pierada, izmantojot vienadibu (3.5) un nevienadibu
(3.14):
s'(z) =c(x) >1>0 (z € R),
no kurienes seko, ka funkcija s(z) ir augosa intervala [0; +00), tacu, ta ka s(0) = 0, tad s(z) > 0,
ja x > 0. Saskana ar 2.2. funkcija s(z) ir nepara, tapec s(z) < 0, ja z < 0.4

3.6. Funkcija s(x) ir stingri augoSa intervala (—oo;+00), savukart funkcija c(x) ir stingri
augosa intervala [0, +00) un stingri dilstosa intervala (—oo;0].
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» No 1pasibam [3.5. un 3.1 seko, ka s'(z) = ¢(z) > 1 jebkuram x € R, tapec funkcija s(x)
ir stingri augosa intervala (—oo;400). Savukart, ta ka funkcija ¢(z) ir nepartraukta, pie tam
d(z) = s(x) >0 (d(x) < 0) intervala [0; +00) (attiecigi intervala (—oo;0]), tad funkcija ¢(z) ir
stingri augoSa (attiecigi stingri dilstosa) intervala [0; +o00) (attiecigi intervala (—oo;0]). <

3.7. Funkcijai c(x) eksiste vienigais lokalais ekstrems punkta x = 0, pie tam
c(0) =1 = cmin(0).

» Ipasibas patiesums izriet no funkcijas c(z) stingras augsanas intervala [0; +oc), stingras
dilsanas intervala (—oo; 0] un nepartrauktibas punkta x = 0.«

3.8. s(x) =0 tad un un tikai tad, kad x = 0.

» Ipasibas patiesums seko no funkcijas s(z) stingras augsanas (skat. [3.6. Ipasibu) un
vienadibas s(0) = 0.«

3.9.
xgrfoos(ac) = 400, (3.15)
IEIPOOS(IL‘) = —00, (3.16)
zkr_{loo c(x) = +oo, (3.17)
lim ¢(x) =400 (3.18)

» Pieradisim (3.15). Ja x > 0, tad no Lagranza teoremas par galigiem pieaugumiem un
nevienadibas (3.14) izriet, ka

s(x) — s(0) = §'(z0)r = c(x0)x > =,
no kurienes, nemot vera vienadibu s(0) = 0 un to, ka s(z) ir stingri augosa funkcija intervala

(0; +00), seko (3.15). Sakariba (3.16) seko no (3.15) un ta, ka s(x) ir nepara funkcija. Sakaribas
(3.17) un (3.18) pierada, izmantojot sakaribas (3.15) un (3.16), nevienadibu (3.14) un vienadibu

(3.12)), saskana ar kuru
c(z) =+/1+5%(z) (r €R). «
3.10. Funkcijas s(x) vertibu kopa ir intervals (—oo; +00), bet funkcijas c(z) - intervals [1; +00).

» Pieradijums seko no sakaribam (3.15)-(3.18)), ipasibas[3.7., nevienadibas (3.14) un funkciju
s(z) un ¢(x) nepartrauktibas uz visas taisnes R.«

3.11. Jebkuram x € R ir spéeka

@) = & —26(—x) e —26717 (3.19)
() = e(x) +2e(—a:) _ e +2e*9”' (3.20)
» Pieradisim (3.19). Apskatisim paligfunkciju
flz)=s(z) — e(x)_;(_x) (x € R).
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Nemot vera funkciju s(z) un e(x) diferencejamibu, ka ari vienadibas ¢(0) = 1, s(0) = 0 un
e(0) = 1, iegusim

() = efa) - D),
) = s(a) - DA,

no kurienes seko, ka f”(z) — f(x) = 0 jebkuram x € R, pie tam

f0) = s0) - DA g 171,
F0) = e - OEAD _y 1L,

Tatad funkcija f(z) ir Kosl uzdevuma (3.7) atrisinajums. Tapec funkcija f(x) ir identiski
vienada ar nulli, t.i., izpildas (3.19). Vienadibu (3.20) pierada analogiski.«
Funkciju
e +e’ "
2
apzime ar ch x un sauc par hiperbolisko kosinusu, savukart funkciju

apzime ar shx un sauc par hiperbolisko sinusu [I, 23. Ipp.]. Tadejadi no vienadibam (3.19)
un (3.20) izriet, ka funkcijas s(z) un c¢(x), kuras tika definétas ka Kost uzdevumu attiecigi (3.1)
un (3.2) atrisinajumi, ir vienadas ar attiecigi hiperbolisko sinusu shz un hiperbolisko kosinusu
chz.
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4.

Trigonometriskas funkcijas
Apskatisim divus Kos1 uzdevumus:

Yy +y=0, y(0)

un

(4.1)

y'+y=0, y0)=1, ¥'(0)=0.

(4.2)
Saskana ar [1.1.] teoremu Siem Ko81 uzdevumiem eksisté vienigie atrisinajumi, kuri ir define-

ti un divreiz diferencéjami (tatad art nepartraukti) uz visas skaitlu taisnes R. Apzimesim Sos
atrisinajumus attiecigi ar ¢(z) un ¢ (x). Tatad

¢"(z) + o(x)
V(@) + Y(x)

0 (xeR), p(0)=0
0

© (4.3)
( €R), $(0)=1, ¥/(0)=0. (4.4
No (4.3) un (4.4) seko, ka jebkuram z € R ir speka

p(z) = —¢"(x) = — (V(2)),
U(z) = —¢"(z) = — (V'(2))".

Tatad funkcijas p(x) un (z) ir bezgaligi diferencéjamas uz visas skaitju taisnes R.

Funkciju ¢(x) un ¢ (x) Ipasibas iegust, izmantojot (4.3) un (4.4).
4.1. Jebkuram x € R ir speka

no kuram seko, ka

Tatad funkcijas ¢'(z) un ¢/(z) apmierina vienadojumu y” +y = 0. Bez tam no (4.3) un (4.4)
izriet, ka

¢'(0) = 1=1(0), ¥"(0) = —(0) = 0 =¢'(0). (4.6)

Tatad funkcijas ¢'(z) un ¢(x) ir Kost uzdevuma (4.2)) atrisinajumi. No [1.1. teorémas izriet, ka

funkcijas ¢'(x) un ¢(x) ir vienadas, t.i., ¢'(x) = ¥ (z) jebkuram = € R.
Analogiski, ta ka

¥(0) =1 =0(0) = —=¢'(0), ¥"(0) =—¥(0) = —1=—¢(0),
tad funkcijas 1/ (x) un —¢(x) ir Kost uzdevuma (4.1

) atrisinajumi, tapec no 1.1./ teoremas izriet,
ka funkcijas ¢'(x) un —p(x) ir vienadas, t.i., ¢'(x) = —p(z) jebkuram z € R.«
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4.1. piezime. No 4.1.1pasibas seko, ka funkcija ¢'(x) — ¢ (z) (attiecigi ¢'(x) + ¢(z)) ir iden-
tiski vienada ar nulli. So faktu var pieradit ari savadak. Ta ka funkcijas ¢'(z) un ¢ (z)
(attiecigi ¢/ (z) un —¢(z)) apmierina vienadojumu y” + y = 0 un nosacfjumus (4.6), tad
funkcija ¢'(x) — ¢(z) (attiecigi ¥'(z) + ¢(z)) ir Kosl uzdevuma

y'+y=0,y0)=0, y'(0)=0 (4.7)
atrisinajums. Saskana ar [1.1. teoremu funkcija ¢'(x) — ¢(z) (attiecigi ¢'(z) + p(z)) ir
vienada ar nulles funkciju, t.i., ¢/(x) = ¥(z) (attiecigi ¢¥'(z) = —p(z)) jebkuram x € R.
No ieprieks teikta seko, ka, lai pieraditu divu funkciju vienadibu, ir pietiekami pieradit, ka
o funkciju starpiba ir Kost uzdevuma (4.7) atrisinajums.

4.2. Funkcija p(zx) ir nepara funkcija, bet 1p(x) - para funkcija.
» Saskana ar para un nepara funkcijas definiciju, ir pietiekami pieradit, ka jebkuram x € R

ir speka

Apskatisim funkcijas

u(@) = p(—x) + ¢(x) wn v(z) = (=) —P(z)

un parliecinasimies, ka tas apmierina Kosl uzdevumu (4.7). Izmantojot vienadibas (4.5) un
(4.6)), atrodam

o' () +u(z) =

I
/-\/,:A
5
|
&

_|_

5
8

= —(p(=2) + o)) + (p(=2) + ¢(z)) = 0;
uw(0) = @©(=0)+¢(0)=0+0=0;
W(0) = —ih(=0)+(0)=—1+1=0.
Nemot vera/4.1. piezime teikto, secinam, ka o(—x) = —p(z) jebkuram x € R. Veicot analogiskus

spriedumus attieciba pret funkciju v(z), iegusim, ka ¢(—z) = ¢(x) jebkuram x € R. <
4.3. Jebkuriem x1,x2 € R ir speka

@ (1 +x2) = @ (21) Y (22) + 0 (22) Y (21) (4.8)
V(21 +22) = (21) ¢ (22) — @ (21) P (22) - (4.9)

» Fiksesim brivi izraudzitu realu skaitli zs. Apskatisim paligfunkciju

z2(x) = oz + x9) — ()Y (22) — P(2) P (22).

Pieradisim, ka 81 funkcija ir Kost uzdevuma (4.7) atrisinajums. Izmantojot (4.5) un (4.6), atro-
dam, ka jebkuram x € R ir speka

d(z) = ¢z + z2) — ¥(@)¢h(22) + (22) (),
2(x) = —p(x + 32) + p(2)¢(22) + p(22)¢(2),

no kurienes seko, ka



pie tam

2(0) = (z2) — p(0)Y(22) — p(x2)9(0) =
= @(z2) = 0-P(x2) —p(x2) - 1 =
= ¢(z2) — p(z2) = 0;

2'(0) = t(x2) — Y(0)h(xa) + @(x2)p(0) =
= P(z2) —1-9P(x2) + p(22) - 0=
= P(z2) —Y(x2) =0

Nemot vera 4.1. piezime teikto, secinam, ka z(z) = 0 jebkuram x € R, t.i.,

(T +x2) = @ ()Y (22) + ¢ (72) Y ()

jebkuram z € R. Ja z = z1, tad no pedejas vienadibas seko (4.8). Vienadibu (4.9) pierada
analogiski. lesakam lasitajam patstavigi veikt So pieradijumu.»

Sekas. Jebkuriem x1,x2 € R ir spéka

@ (z1 — x2) = @ (x1) ¥ (22) — 0 (22) Y (1), (4.10)
Y (1 — x2) = ¥ (21) P (72) + ¢ (21) ¢ (72) - (4.11)

» Pieradijums seko no 1pasibas 4.2 un vienadibam (4.8) un (4.9).«

4.4. Jebkuram x € R ir speka
O (z) + ¢ (z) = 1. (4.12)

» Vienadiba (4.11) nemot z1 = x2 = x un ieverojot, ka 1(0) = 1, iegusim (4.12)).«

4.2. piezime. Citu vienadibas (4.12) pieradijumu, kur§ nebalstas uz vienadibam (4.8)-(4.11),
var veikt péc Sadas shémas. Apskata funkciju

f(@) = @*(x) + ¥*(x),

tad
f'(@) = 2p(x)¢' (z) + 2¢(2)Y (x) = 2¢ ()Y (x) — 29 (2)p(z) = 0,

t.i., f(x) = const jebkuram x € R, no kurienes, nemot vera, ka
F(0)=¢*(0) +v*(0)=0+1=1,
seko, ka f(x) =1 jebkuram z € R, t.i., izpildas (4.12).

4.3. piezime. Vienadibas (4.8)-(4.11) sauc par funkciju ¢(z) un ¢ (z) saskaitisanas teo-

remam. Formulas (4.8) un (4.9) nemot x; = x9 = =z, iegusim divkarSota argumenta
funkciju ¢(x) un ¢¥(x) vertibas:
p(22) = p(r +2) = p(2)(2) + p(2)¥(z) = 2p(x)Y(z), (4.13)
Y(2x) = Y(z +2) = Y(x)P(e) — p(2)p(z) = ¥ (z) — ¥*(2). (4.14)
No (4.12)-(4.14) atrodam:
W) = 1 15(233)7 (4.15)
() = = 15(293) (4.16)
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4.5. Funkcijas p(x) un ¢ (x) ir ierobezotas, pie tam

()] <1, [P(z)| < 1 (z € R). (4.17)

» No (4.12) seko, ka p?(x) = 1 — 9?(x) < 1 jebkuram x € R. Tatad |o(z)| < 1 jebkuram
z € R. Funkcijas ¢(x) gadijumu apskata analogiski.«

4.6. Funkcijai(x) eksisté vismazaka pozitiva nulle, t.i., eksiste tads skaitlis xo, ka ¢ (xg) = 0,
bet Y(x) # 0 jebkuram z, ka 0 < x < zp.

» Saskana Lagranza teoremas par galigiem pieaugumiem atrodam:

©(2) = (0) = ¢'(c)(2-0) (0<c<2),

no kurienes seko, ka ¢(2) = 2¢(c). Nemot vera (4.17), iegusim

9(e)] = 3le)] <

N~

Izmantojot (4.15)), atrodam

$(26) = 26%(c) — 1 < 2 (;)2 _1<o0.

Tatad 1(0) =1 > 0 un 9(2¢) < 0. Ta ka funkcija ¢(z) ir nepartraukta, tad no Bolcano-Kost
teorémas seko, ka eksisté tads pozitivs skaitlis £, kas atrodas starp 0 un 2¢, ka ¢(§) = 0. Tatad
funkcijai ¢ (z) eksisté pozitiva nulle.

Piegemsim, ka F ir funkcijas ¢(z) visu pozitivo nullu kopa. No ieprieks pieradita seko, ka
E # (. Pienemsim, ka g = inf E. Ta ka E # (), tad 0 < xg < +oo. Punkts zg, budams kopas
E infims, ir kopas E kontaktpunkts [3, 30. lpp.]. Tapéc eksiste tada kopas E punktu virkne
(zn), ka

lim x, = xg.
n—-—400

Ta ka funkcija 1 (x) ir nepartraukta, bet ¢ (z,,) = 0 jebkuram z € N, tad

viw)= B diea) = Bm 0=0
Tatad zg € E. Atzimesim, ka zg > 0. TieSam, no vienas puses, iepriek§ tika pieradits, ka
xo > 0, no otras puses, xg # 0, jo ¥ (xg) = 0, bet ¥(0) = 1. Tatad xo > 0. Ta ka x¢ ir funkcijas
Y (z) visu pozitivo nullu kopas F infims, pie tam x¢ > 0, tad z¢ ir funkcijas ¢ (z) vismazaka
pozitiva nulle.«

4.7. Funkcijas 1 (z) vismazako pozitivo nulli, kura eksisté saskana ar iepriekseja ipasiba pieradito,
apzimesim ar w, t.i., ¥(w) = 0, bet 1(z) # 0 jebkuram z € [0;w). Ta ka ¥(0) =1 > 0, tad in-
tervala z € [0;w) funkcija ¢ (z) pienem tikai pozitivas vertibas. Nemot vera, ka ¢'(z) = ¢ (z) > 0
jebkuram x € [0;w), var secinat, ka funkcija ¢(z) ir stingri augoSa intervala z € [0;w]. Ta ka
©(0) =0, tad ¢(z) > 0 jebkuram x € (0;w]. No (4.12) seko, ka

pw) = V1-9*(w) = 1.

No ieprieks teikta, nemot vera funkcijas ¢(z) nepartrauktibu, izriet, ka gp([();w]) = [0;1], pie
tam
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e intervala [0;w] funkcija p(x) stingri aug no 0 lidz 1
Ta ka ¢'(x) = —¢(x) < 0 jebkuram z € (0;w], tad
e intervala [0;w] funkcija ¥ (x) stingri dilst no 1 lidz 0,

pie tam, nemot vera funkcijas 1 (x) nepartrauktibu, ir speka vienadiba w([O; w]) = [0;1].

4.8. Izpetisim funkciju ¢ un ¢ uzvedibu intervalos |w; 2w], [2w; 3w], [3w;4w].

Izmantojot vienadibas vienadibas (4.8) un (4.9), atrodam, ka jebkuram z € R ir speka
p(r+w) = pe)dw) +eW)p(z) = p(z) - 0+ 1-9p(x) = P(z), (4.18)
Pz +w) = P@)Y(W) — p(@)p(w) = P(x) -0 —p(r) - 1= —p(2). (4.19)
Vienadibas (4.18) un (4.19) gemot = = w, iegusim
p(2w) = p(w) =0, P(2w) = —p(w) = —1.
Jaz € [w;2w], tad © =t + w, kur ¢ € [0;w|. Tapec
plr) =p(t+w) =9() >0 (2 € w;2]),
() =Pt +w) = —p(t) <0 (2 € [w;2w)),
no kurienes, nemot vera (4.5), secinam, ka
e intervala [w;2w] funkcija ¢(x) stingri dilst no 1 lidz 0,
e intervala [w;2w| funkcija (x) stingri dilst no 0 lidz —1,

pie tam
¢ ([ws 2w]) = 05 1], 4 ([w; 2w]) = [-1;0].
Divreiz pielietojot vienadibas (4.18)) un (4.19), iegusim

p(r +2w) = p((z +2w) + w) = P(z +w) = —p(z), (4.20)
Pz +2w) =YP((z+ 2w) +w) = —p(z +w) = —(z). (4.21)
No formulam (4.20), (4.21) un ieprieks teikta seko, ka
o intervala [2w;3w] funkcija o(x) stingri dilst no 0 lidz —1,
e intervala [2w; 3w] funkcija (x) stingri aug no —1 lidz 0,
e intervala [3w;4w] funkcija ¢(x) stingri aug no —1 lidz 0,
e intervala [3w;4w] funkcija (x) stingri aug no 0 lidz 1,

pie tam
Y(Bw) = -1, P(Bw) =0, p(dw) =0, Y(4w) = 1.

Visbeidzot, divreiz pielietojot vienadibas (4.20) un (4.21), iegusim

o(r +4dw) = o((x + 2w) + 2w) = —p(z + 2w) = p(x), (4.22)
Yz +4w) = P((z + 2w) + 2w) = —Y(z + 2w) = Y(x). (4.23)

No formulam (4.22) un (4.23) un seko, ka funkcijas ¢(z) un ¥ (z) ir periodiskas funkcijas ar
periodu 4w.
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4.9. Funkciju o(x) un ¥ (x) vismazakais pozitivais periods ir 4w.

» Pieradisim, ka 4w ir funkcijas ¢(x) vismazakais pozitivais periods. Pienemsim pretéjo, ka
eksiste tads T € (0; 4w), ka jebkuram z € R ir speka

pa+1T) = o). (4.24)

Vienadiba (4.24) gemot x = 0, iegusim ¢(0+T") = ¢(0) jeb p(T') = p(0) = 0. Taka T € (0;4w),
tad no punktos 4.7 un 4.8/ teikta izriet, ka 7" = 2w. No vienas puses, vienadiba (4.24) nemot
z = w, atrodam p(w+T1") = p(w) jeb ¢(3w) = p(w) = 1. No otras puses, p(3w) = —1. Pretruna.
Tatad 4w ir funkcijas ¢(x) vismazakais pozitivais periods.

Pieradisim, ka 4w ir funkcijas ¢(x) vismazakais pozitivais periods. Pienemsim pretéjo, ka
eksiste tads T € (0;4w), ka jebkuram = € R ir speka

W(a+T) = p(z). (4.25)

Vienadiba (4.25) nemot = = 0, iegusim (0 +T") = ¥(0) jeb ¥(T) = ¥ (0) = 1. Tac¢u no punktos
4.7.) un 4.8 teikta izriet, ka (1) # 1 jebkuram T € (0;4w). Pretruna. Tatad 4w ir funkcijas
Y(z) vismazakais pozitivais periods. <

4.10. o(x) = 0 tad un tikai tad, kad v = 2kw (k € Z), savukart ¢(x) = 0 tad un tikai tad,
kad x = w+2kw (k € Z).

» Vispirms pieradisim, ka skaitli 2kw (k € Z) ir funkcijas ¢(z) nulles. Ja k = 0, tad, gemot
vera (4.3), atrodam ¢(2kw) = ¢(0) = 0. Ja k € N, tad vienadibu ¢(2kw) = 0 pierada ar
matematiskas indukcijas principa palidzibu, izmantojot saskaitisanas teoremu (4.8). Ja k € Z,
k < 0, tad vienadibu p(2kw) = 0 pierada, izmantojot faktu, ka ¢(z) ir nepara funkcija.

Tagad pieradisim, ka funkcijai o(z) nav citu nullu, iznemot 2kw (k € Z). Sim nolikam
pienemsim, ka ¢(t) = 0, t € R, un pieradisim, ka eksiste tads kg € Z, ka t = 2kow. Pienemsim
pretéjo, ka tads ko € Z neeksiste, t.i., t # 2kw jebkuram k € Z. No vienas puses, eksisté vienigs
m € 7, ka

2mw <t <2(m+ 1w
jeb
0<t—2mw < 2w,
no kurienes, nemot vera punktos 4.7. un [4.8. teikto, izriet, ka ¢(t — 2mw) > 0. No otras puses,
nemot vera (4.10) un ieprieks pieradito, atrodam

o (t — 2muw) = () (2mw) — (2mw)p(t) = 0 - Y(2mw) — 0 - (t) = 0.

Pretruna. Tatad funkcijai ¢(z) nav citu nullu, iznemot 2kw (k € Z).
No skaitla w definicijas (skat. [4.7)), (4.9) un ieprieks pieradita seko, ka

P(w + 2kw) = P(w)Y(2kw) — p(w)p(2kw) = 0 Y (2kw) — p(w) - 0 =0,
t.i., skaitli w + 2kw (k € Z) ir funkcijas 1 () nulles. Spriezot Iidzigi ka funkcijas ¢(z) gadijuma

pierada, ka funkcijai ¥ (x) nav citu nullu, iznemot w + 2kw (k € Z). 4

4.11. Izmantojot 4.6., 4.7., 4.8., 14.9.] un 14.10.] teikto, viegli pieradit, ka

o punkti xy = w+4kw (k € Z) ir funkcijas ¢(z) lokala maksimuma punkti, pie tam p(zx) = 1
jebkuram k € Z;
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e punkti x5 = 3w+ 4sw (s € Z) ir funkcijas ¢(z) lokala minimuma punkti, pie tam ¢(xs) =
—1 jebkuram s € Z;

e uz nogriezniem [4kw; (4k + 2)w] (k € Z) funkcija ¢(x) ir ieliekta;
e uz nogriezyiem [(4k — 2)w; 4kw] (k € Z) funkcija ¢(x) ir izliekta;

e punkti x; = 2lw (I € Z) ir funkcijas p(x) parliekuma punkti, pie tam ¢(x;) = 0 jebkuram
leZ;

o punkti x = 4kw (k € Z) ir funkcijas ¢ (x) lokala maksimuma punkti, pie tam ¢ (z) = 1
jebkuram k € Z;

e punkti zs = 2w + 4sw (s € Z) ir funkcijas ¥ (z) lokala minimuma punkti, pie tam ¥ (xs) =
—1 jebkuram s € Z;

e uz nogriezniem [—w + 4kw;w + 4kw| (k € Z) funkcija ¢ (x) ir ieliekta;
e uz nogriezniem [w + 4kw; 2w + 4kw| (k € Z) funkcija ¢ (z) ir izliekta;

e punkti ; = w + 2lw (I € Z) ir funkcijas ¢ (z) parliekuma punkti, pie tam ¢ (z;) = 0
jebkuram [ € Z;

4.12. No/4.8)) seko, ka formulas (4.18)-(4.23) ir speka jebkuram x € R. Sis formulas ir pienemts
saukt par redukcijas formulam. Iesakam lasttajam patstavigi pieradit vel divas redukcijas
formulas:

Y(z + 3w) = —Y(z), (4.26)
p(x + 3w) = ¢(), (4.27)
kuras ir speka jebkuram x € R.
4.13. Parametrizeta cela
x = 1(t),
4.28
{ y = (), (4.28)

kur t € [0;4w], vienigais paskrustosanas punkts ir (1;0) = (¥(0); ¢(0)) = (¥(4w); p(4w)).

> Ja 0 <t <ty < 4w, tad, izmantojot (4.10), (4.11) un (4.12), atrodam
[¥ (t) =¥ (2)]" + [p (1) = 0 (82)]” = 2= 2[00 (1) ¥ (82) + ¢ (1) o (t2)] =
=2—2(t; —t2) =2[1 — ¢ (t1 — t2)].

Taka 0 <ty —1t < 4w, tad ¥ (tl — tg) 75 1,ti, 1 -9 (tl — tg) # 0. Tapec

(¥(t1); p(t2)) # (V(t1); (t2)),

no kurienes art seko, ka parametrizetajam celam (4.28) nav paskrustosanas punktu, iznemot
punktu (1;0).«

4.14. Punkts (z;y) € R? pieder parametrizetajam celam (4.28), t.i., eksiste t € [0;4w], ka
x=1(t) un y = p(t), tad un tikai tad, kad punkts (x;y) pieder rinka linijai

2 +y* =1 (4.29)
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» No (4.12) seko, ka visi parametrizeta cela (4.28) punkti pieder rigka Iinijai (4.29).
Pieradisim, ka jebkurs rinka Iijas (4.29) punkts pieder parametrizetajam celam (4.28). No
punktos [4.7./ un [4.8. teikta seko, ka

(1;0) = (£(0);0(0)), (0;1) = (¥ (w); p(w)),
Y(2w); p(2w)),  (0;—1) = (Y (3w); p(3w)).

—~
\
—_
(=)
~—
I
—~

Apskatisim kopu
M = {(u;v) eR*:u>0,v>0}.

Pienemsim, ka (x;y) ir patvaligs rinka lmijas (4.29) punkts, kurs ir atskirigs no (1;0), (0;1),
(—=1;0) un (0;—1), ti., 0 <]z <1un 0 < |y| < 1.

e Jaz>0uny >0, ti, (r;y) € M, tad no vienadibas ¥ ((0;w)) = (0;1) seko, ka eksiste
vienigs t € (0;w), ka z =(t). Taka y > 0 un ¢(t) > 0, tad

y=V1-a = I 920 = (1),

e Jax <Ouny >0, tad (y; —x) € M. Tapec no ieprieks pieradita seko, ka eksisté vienigs
t € (O;w), kay =1(t) un —x = p(t). No formulam (4.18) un (4.19) izriet, ka v = Y (t +w)
un y = ¢(t +w), pie tam ¢t + w € (w;2w).

e Jazx <0uny <0, tad (—z;—y) € M. Tapec eksisté vienigs t € (0;w), ka —x = 1(t)
un —y = @(t). Nemot vera vienadibas (4.22) un (4.23), iegusim, ka x = ¥ (¢t + 2w) un
x = (t + 2w), pie tam t + 2w € (2w; 3w).

e Jax >0uny <0, tad (—y;z) € M. Tapec eksiste vienigs t € (0;w), ka —y = ()
un z = @(t). Nemot vera vienadibas (4.26) un (4.27), ieglsim, ka z = (¢t + 3w) un
x = @(t+ 3w), pie tam t + 3w € (3w;4dw). <

4.4. piezime. Tatad (4.28) ir rigka linijas (4.29) parametriskie vienadojumi. Ta ka funkcijas
¥ (t) un p(t) ir nepartraukti diferencejamas, tad jebkurs parametrizeta cela (4.28) loks

x = (1),
4.30

{ y = o(n), (4.30)
kur 7 € [0;t], bet t € [0;4w], ir rektificejams [5, 101. lpp.], pie tam §1 loka garums

t

&=!%wwﬁ+wwﬁm=/%Mﬂ+wmm=!m=t

0

Ja t = 4w, tad l4, = 4w, t.i., 4w ir rigka Imijas (4.29) garums, no kurienes seko, ka skaitlis
w, kurs tika definets ka funkcijas 1(z) vismazaka pozitiva nulle, sakrit ar skaitli 7, kurs

tiek apskatits geometrijas kursa.

4.5. piezime. Atzimeésim, ka ¢ ir vienads ne tikai ar vienibas rinka linijas (4.29) loka (4.30)
garumu, bet arT ar §is rinka Iinijas sektora, kurs balstas uz So loku, divkarSotu laukumu
(skat. 5. uzdevumu). Tapec skaitlis 4w ir vienads ar vienibas rinka divkarsotu laukumu,
bet skaitlis 2w ir vienads ar vienibas rinka laukumu, t.i., 2w = 7.
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4.15. Apskatisim funkciju
f(x) = ¢(x) +ip(x) (z € R).
No (4.12)) seko, ka
()] = T 2@ =1 (z€R).

Jebkuriem x1,x2 € R, nemot vera (48) un (4.9), ir speka

(¥(z1) +ip(x1)) (P(22) + ip(22)) =

(P(x1)(z2) — (m1)p(22)) +i((21)Y(22) + P(22) P (21)) =
= YP(x1 + x2) +ip(z + 22)

= f(z1+22).

f(z1) f(z2)

Funkcijas ¢ (z) un () ir nepartrauktas, tapec no ieprieks teikta seko, ka f(z) ir nepartraukts
grupas R™ homomorfisms grupa S, t.i.,

f:RT — S,

kur RT ir visu realo skaitlu aditiva grupa, bet S ir visu komplekso skaitlu, kuru modulis ir
vienads ar 1, multiplikativa grupa. Ta ka

flw) =v(w)+ipw)=0+1i-1=1,
tad no teorémam par eksponentes eksistenci un vienigumu [2, 99. Ipp.] seko, ka f(z) ir ekspo-

nente ar bazi 4w, bet funkcijas f(z) reala sastavdala ¢ (z) = Re f(z) un imaginara sastavdala
o(x) =Im f(x) ir attiecigi skaitliska argumenta kosinuss un sinuss ar bazi 4w, t.i.,

Y(z) = cosyw(x), p(x) = cosy,(z)

jeb, nemot vera 4.4. piezime teikto,

P(x) = cosor(x) = cos(x), ¢(x) = coser(x) = cos(x).
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5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5. Uzdevumi

uzdevums. Fiksesim skaitlia (a > 0, a # 1). Apskatisim funkciju f(z) = e*™¢. Pieradit,
ka f(z) = a” jebkuram x € R, t.i., f(x) ir eksponentfunkcija ar bazi a.

uzdevums. Fiksesim skaitli b (b # 0). Pieradit, ka Kost uzdevuma

y —by=0, y(0) =1

atrisinajums ir funkcija f(z) = a®, kur a ir tads pozitivs reals skaitlis, ka Ina = b, t.i.,
b

e’ = a.
Noradijums. Vispirms izpetit funkcijas f(x) ipasibas.
uzdevums. Pieradit, ka rinka linijas loka

{ x = (),

y = (1),

kur 7 € [0;¢], bet ¢t € [0;4w], parametrs ¢ ir vienads ar rinka sektora, kurs balstas uz $o
loku, divkarsotu laukumu (skat. [4.5.] piezimi).

uzdevums. Pienemsim, ka funkcija ¢(z) ir Kost uzdevuma

atrisinajums. Pieradit, ka
1. ¢(x) ir para funkcija;

. . o e’ +e "

2. jebkuram z € R ir z € R ir speka c(x) = —

uzdevums. Apskatisim parametrizetu celu

{ x = c(t),
y = s(t),
kur funkcijas s(t) un ¢(t) ir Kost uzdevumu attiecigi (3.1) un (3.2)) atrisinajumi. Pieradit,
ka
1. visi & parametrizeta cela punkti pieder hiperbolai 2% — 3% = 1;
2. jebkurs hiperbolas 22 — y? = 1 punkts ir & parametrizeta cela punkts;
3. ja hiperbolas 22 — y? = 1 loka parametriskie vienadojumi ir
{ z = (),
y = s(1),
kur 7 € [0;¢] un ¢t > 0, tad parametrs ¢ ir vienads ar hiperboliska sektora, kurs balstas

uz So loku, divkarSotu laukumu.

uzdevums. Pienemsim, ka funkcijas ¢(x) un ¥ (x) ir Kost uzdevumu attiecigi (4.1) un
(4.2) atrisinajumi. Neizmantojot 1pasibu [4.6., pieradit, ka

1. funkcijai ¢(z) eksisté vismaz viena pozitiva nulle;

2. funkcijai @(x) eksisté vismazaka pozitiva nulle, t.i., eksiste ¢ > 0, ka ¢(¢) = 0,
bety(z) # 0 jebkuram x € (0;4);
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funkcija p(z) ir pozitiva intervala (0;¢) un negativa intervala (—¢;0);

funkcija ¢ (x) ir stingri dilstosa intervala [0; ¢] un stingri augosa intervala [—¢;0];
¢(z) = 0 tad un tikai tad, kad =z = kl (k € Z);

U(5) =0, 0(3) =1,9(=3) =0, p(—3) = 1;

E) un negativa intervala (%; 6];

funkcija ¢ (z) ir pozitiva intervala [0;

funkcija () ir stingri augosa intervala [O; %] un stingri dilstoSa intervala [%; E];
funkcijas p(z) un ¢(x) ir periodiskas ar vismazako pozitivo periodu 2/;
10. ¢(z) = 0 tad un tikai tad, kad = = L + kl (k € 2);

11. jebkuram z € R ir speka funkciju ¢(z) un ¢ (z

© e N o gt W

redukcijas formulas:

<
N N ~—

p(E—2) = Px), Loz) = o),
ol +a) = ), bk +2) = —p),
pl—z) = ), Yl-z) = —¢(),
pl+z) = —pl@), Yl+az) = —P(2),
p(d—2) = =), V-2 = —p),
p(Btz) = —v@), vE+2) = @),
@l —1) = —p@), PEI-z) = ¥

12. funkcijas ¢(x) vismazaka pozitiva nulle ir vienada ar 7.
5.7. uzdevums. Pieradit, ka Kost uzdevumu

y' + 0%y =0, y(0)=0, y(0)=1
Y+ =0, y(0)=1, ¥'(0)=0,
kur b it fiksets reals skaitlis, atrisinajumi ir attiecigi funkcijas sin, z un cos, x, kur a = 27”.
Noradyjums. Vispirms izpetit So funkciju 1pasibas pec 4. paragrafa shemas.
5.8. uzdevums. Pieradit, ka Kost uzdevuma
y'=0, y(0)=0, ¥ =a
atrisinajums ir funkcija y = azx.
5.9. uzdevums. Pienemsim, ka a,b € R. Pieradit, ka Kos1 uzdevuma
y'=0,y0)=0b,1y =a
atrisinajums ir funkcija y = ax + b.
5.10. uzdevums. Piepemsim, ka a € R. Pieradit, ka Kost uzdevuma
Yr—y=0,y(1)=a
atrisinajums ir funkcija y = ax.
5.11. uzdevums. Pienemsim, ka a € R. Pieradit, ka apgabala
G:0<x <400, 0 <y < +00

Ko81T uzdevuma
a

yr—ay=0, y(2) =2

atrisinajums ir funkcija y = x®.
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5.12. uzdevums. Pienemsim, ka a > 0, a # 1. Pieradit, ka apgabala
G:0<z <400, —0 <y <400

Kost uzdevuma

atrisinajums ir funkcija y = log, z.
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