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ANOTACIJA

Macibu Iidzeklt ir izklastita elementaro pamatfunkciju aksiomatiska teorija, kura ele-
mentaras pamatfunkcijas - lineara funkcija, eksponentfunkcija, logaritmiska un pakapes
funkcija, kosinusa un sinusa trigonometriskas funkcijas - tiek definetas aksiomatiski ka
skaitlisku grupu nepartraukti homomorfismi.

Autori ir apkopojusi lekciju un seminaru materialus, ka ar1 gtito pieredzi, vadot izveles
kursu “Matematiskas analizes zinatniskie pamati” studentiem un magistrantiem. Macibu
lidzeklis var buit noderigs ne tikai studentiem, magistrantiem un macibspekiem, bet ar1
matematikas profilkursa skolotajiem.



IEVADS

Matematikas skolotaju profesionalaja sagatavotiba ipasa loma ir kursiem, kuri ir orien-
teti uz matematikas visparigo tendenéu un ideju lomas izpratni skolas matematika. Sim
noliikam kalpo gan obligatie kursi, gan izveles kursi, pieméram, obligatie kursi, kuri ietilpst
cikla “Matematiska analize”, un izveles kurss “Matematiskas analizes zinatniskie pa-
mati”. Ja matematiskas analizes kursa merkis ir tuvinat nakamo skolotaju miisdienu
matematikai, paaugstinat vina matematisko kultiru un nodrosinat skolas matematis-
kas analizes elementu pamatjedzienu un zinatnisko ideju pamatojumu, tad matematiskas
analizes zinatnisko pamatu merkis, pec autora domam, ir apspriest dazadus matematiskas
analizes virzienus un idejas, ka ari tas atseviskas nodalas, kuram ir tiesa saistiba ar skolas
matematiskas analizes elementu saturu un pasniegSsanu gan pamatkursa, gan profilkursa.
Atzimesim tadas matematiskas analizes kursa idejas, ka “atbilstiba starp kopam” (at-
seviska gadijuma “funkcionala atbilstiba”), “apkartne”, “lokala linearizacija”, “mers”,
“telpa” u.c., kuras ir radusas savu vietu skolas matematiskas analizes elementos.

Matematiskajai analizei ir veltits samera daudz literaturas, savukart, matematis-
kas analizes zinatniskajiem pamatiem veltitas literatiiras klasts ir diezgan ierobezots,
atzimesim, piemeram, macibu lidzeklus [3] un [4], kuros ir apspriestas dazas ieprieks
minetas matematiskas analizes idejas. Autoriem nav zinama literatura latviesu valoda,
kura buitu veltita matematiskas analizes zinatniskajiem pamatiem. Dotais macibu lidzeklis,
cerams, aizpildis So robu.

leprieks mineta “funkcionalas atbilstibas” ideja cita starpa ietver sevi nepieciesamibu
apskatit skaitliska argumenta skaitliskas funkcijas, starp kuram nozimigu vietu ienem
elementaras pamatfunkcijas: lineara funkcija, eksponentfunkcija, logaritmiska un pakapes
funkcija, sinusa un kosinusa trigonometriskas funkcijas, arksinusa un arkkosinusa inversas
trigonometriskas funkcijas.

Elementaras funkcijas tiek iegutas, pielietojot galiga skaita reizu pamatoperacijas (t.i.,
saskaitisanu, reizinasanu un kompoziciju) elementarajam pamatfunkcijam. Katru no ele-
mentarajam pamatfunkcijam var definet dazadi. Piemeram, logaritmisko funkciju In x var

x

definet ka eksponentfunkcijas e” inverso funkciju, vai art ka funkeiju [ dTm, x > 0. Savukart
1

[e.e]
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eksponentfunkciju e” var definet ka rindas ) 7 summu, vai ka diferencialvienadojuma

n=0
Yy —y = 0 ar sakumnosactjumu y(0) = 1 atrisinajumu, vai ka eksponentfunkcijas a”
atsevisku gadijumu, kad a = e = lim (1 + %)n, vai arl ka robezu lim (1 + %)n Tada



pasa, ja ne vel lielaka, dazadiba ir verojama, apskatot citu elementaro pamatfunkciju,
1pasi trigonometrisko un inverso trigonometrisko funkciju, definesanas veidus.

Tapec ir dabiski meginat definet elementaras pamatfunkcijas, izmantojot kadu vienotu
pieeju, kura lautu noskaidrot So funkciju butibu un atbildet uz virkni jautajumu, piemeram,
kapec §1s funkcijas parasti tiek aplukotas kopa, kas tam ir kopigs un kapec tam ir tik
ieverojama loma matematika un tas pielietojumos?

Sada vienota pieeja ir iespéjama, izmantojot aksiomatisko metodi, ja ieverot, ka lineara
funkcija, eksponentfunkcija, logaritmiska un pakapes funkcija ir tikai divu skaitlisku grupu
R®* un R* nepartraukti homomorfismi, kur Rt ir realo skaitlu aditiva grupa, bet R® -
pozitivo realo skaitlu multiplikativa grupa. Dota macibu Iidzekla [l nodalas 2.1 2.2 23]
un 2.4] paragrafa tiek pieradits, ka nav citu nepartrauktu homomorfismu starp grupam
no kopas {R";R*}, ka tikai ieprieks atzimetie - lineara funkcija, eksponentfunkcija, log-
aritmiska un pakapes funkcija. Citiem vardiem sakot, nevar atklat jaunas elementaras
pamatfunkcijas - nepartrauktus homomorfismus), ja neizmantot atskirigas no R® un R*
grupas.

Saskana ar ieprieks teikto sinuss un kosinuss nesakrit ne ar vienu no nepartrauktajiem
homomorfismiem starp grupam no kopas {R*;R*}. Parasti §is funkcijas tiek aplukotas
kopa, tapec ir dabiski tas uzlukot ka vienas funkcijas f(x) = (cosz;sinz) : R — C “divas
pusttes”, kur R un C ir attiecigi visu realo skaitlu kopa un visu komplekso skaitlu kopa.
Identitate cos?x + sin?z = 1 lauj “precizét” $o funkciju, uzskatot, ka f : R — S, kur
S ir vienibas rinka linija kompleksaja plakne C. Kopa S ir apveltita ar dabisku grupas
operaciju - kopas S punktu, kuri tiek uzlukoti ka kompleksi skaitli, reizinasanu. Tas lauj
S traktet ka multiplikativu grupu. Tapec sinusa un kosinusa trigonometriskas funkcijas
var tikt definetas ka nepartraukta grupas R™ homomorfisma grupa R® “divas pusites”.
Sada aksiomatiska pieeja, lai definétu sinusa un kosinusa trigonometriskas funkcijas, ir
realizéta dota macibu Iidzekla [Il nodalas 2Z.5] un [Z6] paragrafa.

Ja [l nodalas 2.5] un 2.6] paragrafa tiek aplukotas skaitliska argumenta trigonomet-
riskas funkcijas, tad $is pasas nodalas 2.7] paragrafa tiek aplukotas lenkiska argumenta
trigonometriskas funkcijas. Turpat tiek aplukoti tadi jedzieni ka “lenkis”, “lenka mers”
u.c., kuri tiek izmantoti lenkiska argumenta trigonometrisko funkciju teorija.

M1 nodalas 28] paragrafa tiek pieradits, ka jebkurs nepartraukts homomorfisms starp
grupam no kopas {R";R®; S} ir vai nu elementara pamatfunkcija, vai arT funkcija, kuru
iegust no elementarajam pamatfunkcijam, pielietojot pamatoperacijas (- saskaitisanu,
reizinasanu un kompoziciju) galigu skaitu reizu, citiem vardiem sakot, elementara fun-
kcija.

Homomorfismus starp grupam no kopas {R*; R*} raksturo sadi Kost funkcionalviena-
dojumi:

fle+y) = f@)+ f(y),

flx+y) = f(x) fly),
flx-y) = f(z)+ fy),
fl@-y) = f(z)- fy).

Tapec elementaras pamatfunkcijas - lineara funkcija, eksponentfunkcija, logaritmiska un
pakapes funkcija - var tikt definetas ka attiecigo funkcionalvienadojumu nepartraukti
atrisinajumi. Sinusa un kosinusa trigonometriskas funkcijas var definet vienlaicigi ka
divu funkcionalvienadojumu sistemas ar diviem nezinamajiem nepartrauktu atrisinajumu
(skat. [ nodalas 2.9 paragrafa B0 uzdevumu). Ir iespejams definet §is funkcijas art



atseviski, t.i., katru no §im funkcijam definet ka viena funkcionalvienadojuma ar vienu
mainigo nepartrauktu atrisinajumu (skat., piemeram, [l nodalas Z9] paragrafa 281 un
uzdevumu, ka art [5, 64.-66. lpp.]).

Saja macibu lidzeklT izmantota pieeja elementaro pamatfunkciju definésanai, t.i., kad
elementaras pamatfunkcijas tiek definetas ka nepartraukti homomorfismi starp grupam
no kopas {R*;R*;S}, lauj izklastit elementaro pamatfunkciju teoriju péc $adas shémas:
vispirms tiek sniegta attiecigas elementaras pamatfunkcijas aksiomatiska definicija, tad,
izejot no aksiomam, tiek iegtitas pamatipasibas, un, visbeidzot, tiek pieradita teorema
par funkcijas eksistenci un vienigumu.

Autori ir vairakkart lasijusi lekcijas un vadijusi seminarus par elementaro pamat-
funkeciju aksiomatisko teoriju. Sis nodarbibas vienmeér ir izraisijusas interesi klausitajos,
tapec dotais macibu lidzeklis ir veltits, galvenokart, studentiem, kuri apgtst matematikas
bakalaura akademisko studiju programmu un matematikas skolotaja profesionalo studiju
programmu, ka arl magistrantiem, kuri stude matematiku. Dazi macibu lidzeklt aplikotie
jautajumi bus noderigi armt matematikas skolotajiem, it 1pasi tiem, kuri pasniedz pro-
filkursu.

Dota macibu lidzeklallnodala ir apkopotas tas zinas no algebras un analizes, kuras tiek
izmantotas [Il nodala, kura ir veltita elementaro pamatfunkciju aksiomatiskajai teorijai.
Ar D(f) un R(f) tiek apzimeti attiecigi funkcijas f definicijas un vertibu kopa, bet ar »
un <« - kada apgalvojuma pieradijuma attiecigi sakums un beigas.

Autori sirsnigi pateicas visiem tiem DU Matematiskas analizes katedras kolegiem, kuri
piedalijas kursa “Matematiskas analizes sakumi un algebras zinatniskie pamati” koncep-
cijas un ideju apspriesana.






I nodala

NEPIECIESAMAS ZINAS NO
ALGEBRAS UN ANALIZES

1.1. Grupas un to homomorfismi

Apskatisim kadu kopu X. Attelojumu w : X? — X sauc par operaciju (vai iekSeju
operaciju) kopa X.

Pienemsim, ka w un ¢ ir attiecigi operacijas kopas X un Y. Saka, ka attelojums
f: X — Y ir saskanots ar operacijam w un ¢ (vai attélojums f saglaba operacijas
w un ¢), ja jebkuriem zq,xo € X ir speka f(w(z1;22)) = 0(f(21); f(x2)).

Pienemsim, ka w ir operacija kopa X.

Operaciju w sauc par asociativu, ja jebkuriem z,y,2z € X ir speka w(w(x;y);2) =
w(z;w(y; 2)).

Elementu e € X sauc par kreiso (labo) neitralo elementu attieciba pret
operaciju w, ja jebkuram x € X ir speka w(e;z) = x (attiecigi w(z;e) = x).

Elementu e € X sauc par neitralo elementu attieciba pret operaciju w, ja e ir
vienlaicigi labais un kreisais neitralais elements attieciba pret operaciju w.

Ja ey ir labais, bet e; - kreisais neitralais elements attieciba pret operaciju w, tad
e1 = w(eg;e2) = eg. Acimredzot, ja eksisté neitralais elements attieciba pret operaciju w,
tad tas ir vienigs.

Elementu y € X sauc par elementa x € X kreiso (labo) inverso elementu, ja
w(y; z) = e (attiecigi w(x;y) = e), kur e - neitralais elements attieciba pret operaciju w.

Elementu y € X sauc par elementa x € X inverso elementu, ja y ir vienlaicigi
elementa r € X labais un kreisais inversais elements.

Ja operacija w ir asociativa, bet y; un g, ir attiecigi elementa x € X kreisais un labais
inversais elements, tad

Y1 = w(y;e) = wyw(T;y2) = w(w(y; 2); y2) = wle; yz2) = vo.

Acimredzot, ja dotajam elementam eksiste inversais elements, tad tas ir vienigs.
Sakartotu pari (X;w), kur X - kopa, bet w - operacija kopa X, sauc par grupu, ja
operacija w ir asociativa, kopa X eksiste neitralais elements attieciba pret operaciju w un
jebkuram kopas X elementam eksiste inversais elements. Grupas operaciju w atkariba no
tiem vai citiem apsverumiem biezi vien sauc par saskaitiSanu vai reizinasanu. Pirmaja
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8 I nodala. NEPIECIESAMAS ZINAS NO ALGEBRAS UN ANALIZES

gadijuma grupu sauc par aditivu grupu, bet otraja - multiplikativu grupu. Ja (X;w)
ir aditiva grupa, tad kopas X elementu w(z;y), kur 2,y € X, sauc par elementu x un
y summu un apzime ar = + y; ja (X;w) ir multiplikativa grupa, tad kopas X elementu
w(z;y), kur z,y € X, sauc par elementu x un y reizinajumu un apzime ar y.

Aditivas grupas neitralo elementu apzime ar O un sauc par nulli; multiplikativas
grupas neitralo elementu apzime ar 1 un sauc par vieninieku.

Ja (X;w) ir aditiva grupa, tad kopas X elementa x € X inverso elementu apzimé ar
—z un sauc par elementa = € X pretéjo elementu; summu y + (—x) apzimeé ar y — z
un sauc par elementu y un x starpibu.

Ja (X;w) ir multiplikativa grupa, tad kopas X elementa x € X inverso elementu
apzime ar x 1 (vai %) un sauc par elementa r € X apgriezto elementu; reizinajumu
yx~! apzime ar 4 un sauc par elementu y un x dalijumu.

Pienemsim, ka (X;w) ir grupa, bet X, ir kada kopas X apakskopa. Apskatisim
attelojuma w : X? — X saSaurinajumu kopa X2 = X, x X, t.i., attelojumu wy = w‘xg’
ka jebkuriem z,y € Xy ir speka wo(x;y) = w(z;y). Ja (Xo;wp) ir grupa, tad (Xo; wp) sauc
par grupas (X;w) apaksgrupu. Saja gadijuma vienkarsibas labad pasu kopu X, sauc
par grupas X apaksgrupu.

Kopa Xj ir aditivas grupas X apaksgrupa tad un tikai tad, kad a) Xo C X;b) z+y €
Xy jebkuriem x,y € Xy; ¢) O € Xy; d) —x € X jebkuram x € X,.

Kopa X, ir multiplikativas grupas X apaksgrupa tad un tikai tad, kad a) X, C X
b) zy € Xy jebkuriem z,y € Xo; ¢) 1 € Xo; d) 27! € Xj jebkuram z € X,.

Pienemsim, ka X un Y ir grupas. Ja attelojums f : X — Y ir saskanots ar o grupu
operacijam, tad f sauc par grupas X homomorfismu grupa Y. Bijektivu attelojumu
f: X =Y, kurs ir saskanots ar So grupu operacijam, sauc par grupas X izomorfismu
par grupu Y. Ja f: X — Y ir grupas X izomorfisms par grupu Y, tad attelojuma f
inversais attelojums f~!:Y — X ir grupas Y izomorfisms par grupu X. Divas grupas
X un Y sauc par izomorfam grupam, ja eksiste vismaz viens vienas no §im grupam
izomorfisms par otru grupu.

Ja f: X — Y ir grupas X izomorfisms par grupu Y, tad grupas X apaksgrupas
Xy attels f(Xy) saja attelojuma ir grupas Y apaksgrupa, bet grupas Y apaksgrupas Y
pirmtels f~1(Yy) 8aja attelojuma ir grupas X apaksgrupa. Ja Y ir multiplikativa grupa,
bet 1 ir §is grupas vieninieks, tad, acimredzot, {1} ir grupas Y apaksgrupa, bet f~!({1})
ir grupas X apaksgrupa. So grupas X apaksgrupu sauc par homomorfisma f kodolu.

Atzimesim dazas homomorfisma f : X — Y vienkarsakas 1pasibas. Noteiktibas labad
pienemsim, ka X ir aditiva grupa, bet Y - multiplikativa grupa (turpmak tiesi sadus
homomorfismus apskatisim visbiezak).

a) f(Q) =1, kur O - grupas X neitralais elements, bet 1 - grupas Y neitralais elements.

b) f(—z) = [f(z)]"! jebkuram z € X.

c) f(xy —z2) = f(z1) - [f(x2)] ! jebkuriem 1,25 € X.

» Taka f: X — Y ir homomorfisms, tad f(Q) = f(O + Q) = f(O) - f(O), no
kurienes seko, ka f(0Q) = 1. Tatad 1 = f(0) = f(z + (—z)) = f(z) - f(—=x), no kurienes
izriet, ka f(—x) = [f(x)]7}, t.i., f(—z) ir elementa f(z) apgrieztais elements grupa Y.
Tadejadi f(z1 — 22) = f(z1 + (—22)) = f(21) - f(—32) = f(21) - [f(22)] " 4

Grupu (X;w) sauc par komutativu grupu (vai Abela grupu), ja operacija w ir
komutativa, t.i., w(x;y) = w(y;z) jebkuriem z,y € X. Turpmak apskatisim tikai komu-
tativas grupas.

Pienemsim, ka X* = (X;+) - aditiva grupa, bet X° = (X \ {O};-) - multip-
likativa grupa (O - grupas X neitralais elements). Trijnieku (X;+;-) sauc par lauku, ja
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saskaitiSanas un reizinasanas operacijas saista distributivitates likums, t.i., (r+y)z =
rz + yz jebkuriem z,y,z € X. Grupas XT un X° sauc par lauka (X;+;:) pa-
matgrupam. Par lauka (X;+;-) apakSgrupu sauc patvaligu §1 lauka pamatgrupas
apaksgrupu.

Turpmakaja kursa izklasta sastapsimies galvenokart ar visu realo skaitlu lauku R un
visu komplekso skaitlu lauku C. Siem laukiem ir nozimiga loma elementaraja matematika
un tas pielietojumos. Visu realo skaitlu lauka R apaksgrupas ir aditivas grupas R un
multiplikativas grupas R° apaksgrupas, bet visu komplekso skaitlu lauka C apaksgrupas
ir aditivas grupas C* un multiplikativas grupas C° apaksgrupas. Ta, piemeéram, aditivas
grupas RT apaksgrupas ir Q* = (Q;+), G = {0} - triviala grupa, (A\Z)* = (\Z;+), kur
M = {Am|m € Z}, X - fiksets pozitivs skaitlis; multiplikativas grupas R° apaksgrupas ir
Q* = (QN(0;+00);-), R* = (RN (0;+00);-), H = {1} - triviala grupa (ar Q un Z tika
apzimeta attiecigi visu racionalo skaitlu kopa un visu veselo skaitlu kopa).

Turpmak biezi vien tiks izmantotas kopu R un C, ka art to attelojumu, topologiskas
1pasibas, uzskatot, ka §is kopas ir apveltitas ar attiecigajam topologijam: kopa R tiks
aplukota standarta intervalu topologija (31s topologijas fundamentalo apkartnu sistemu
veido visi iespejamie ierobezotie valgjie intervali), bet kopa C - Dekarta reizinajuma
R? = R x R topologija, kura ir ekvivalenta sferiskajai topologijai (51s topologijas fun-
damentalo apkartyu sistemu veido visi iespejamie plaknes valgjie rinki). Tas lauj lauku R
un C apaksgrupas traktet ka topologiskas grupas, jo So lauku pamatgrupu operacijas ir
nepartrauktas (attieciba pret kopas R vai C topologiju).

Elementaro pamatfunkciju konstrukcija nozimiga loma ir lauku R un C apaksgrupam,
kuram piemit kadas papildipasibas, piemeram, sakarigums vai kompaktums attieciba pret
kopas R vai C topologiju. Turpmak tiks pieradits, ka trivialas grupas G un H (kuras,
acimredzot, ir gan sakarigas, gan kompaktas) noved pie konstantam funkcijam. leprieks
minétas grupas RT un R® ir vienigas lauka R sakarigas apaksgrupas. Starp lauka C
apaksgrupam atzimesim grupas Ct = (C; +) apaksgrupu R™, ka arT grupas C° apaksgrupu
S, kura sastav no visiem tiem un tikai tiem z € C°, ka |z| = 1. Grupa S ir vieniga lauka
C netriviala apaksgrupa, kura ir slegta un ierobezota, t.i., kompakta. Ieprieks teiktais
paskaidro grupu R*, R® un S nozimi elementaro pamatfunkciju teorija.

1.2. Dazas skaitlisku grupu 1pasibas

Nakamais apgalvojums sniedz izsmelosu grupas Rt apaksgrupu klasifikaciju.

1.1. teorema. Ja G ir grupas R* apaksgrupa, tad vai nu G = {0}, vai nu G =
{am|m € Z}, kur a > 0, vai art kopa G ir visur bliva kopas R apakskopa.

» Piegemsim, ka Gt = G N (0; +00).

Ja GT =0, tad G = {0}. Tiesam, ta ka G ir grupas Rt apaksgrupa, tad 0 € G,
savukart, ja pienemt, ka z # 0 un z € G, tad art —z € G ta pasa iemesla del, no kurienes
seko, ka |z| € GT, kas ir pretruna ar to, ka GT = ().

Apskatisim gadijumu, kad G* # (). Apzimesim inf Gt = p. Tad, acimredzot, p > 0.
Pienemsim, ka p > 0. Vispirms pieradisim, ka p € G*. Tiesam, ja pienemt pretejo, ka
p & GT, tad jebkuram ¢ > 0 eksiste tads u € G1, ka p < u < p + ¢, analogiski, eksiste
tadsv e GM,kap<v<u<p+e Takawuve G, tad art u — v € G, pie tam
u—uv <e. Tatad p < u— v < ¢, no kurienes, nemot vera, ka ¢ ir patvaligs, secinam, ka
p = 0. Pretruna. Tadgjadi, ja p > 0, tad p € G*. Pienemsim, ka z € G un m = [ﬂ €7,
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ti,m<2 <m+1ljeb0<z—mp<p Takape G ,p=infG", z€ G tadz—mp e G

un z —mp = 0, t.i., 2 = mp. Tatad eksiste pozitivs skaitlis a = p, ka G = {am|m € Z}.
Tagad pienemsim, ka p = 0. Apskatisim patvaligus x € Run e > 0. Ta ka inf Gt = 0,

tad eksiste tads z € GT, ka 0 < z < 2¢. Pienemsim, ka m = [5”7“] €, ti, m< “"37“ <

m + 1. Tatad
Tr—¢€ A T +¢€
< —1<m< )

z z z
no kurienes seko, ka mz € (v —e;x +¢|. Taka z € GT, tad mz € G. Tadejadi
GN(x—egx+e¢e| # 0 jebkuram x € R un patvaligam ¢ > 0, t.i., kopa G ir visur bliva
kopas R apakskopa.«

Sekas. Ja G ir grupas Rt slégta apaksgrupa, tad vai nu G = R, vai nu G = {0}, vai art
G = {am|m € Z}, kur a > 0.

Pienemsim, ka X ir grupas R™ apaksgrupa, pie tam X ir kopas R visur bliva apakskopa,

bet Y = C°.

1.2. teorema. Ja f : X — Y ir grupas X homomorfisms grupa Y (t.i., f(x +y) =
f(z) - fy) jebkuriem x,y € X ), pie tam f ir nepartraukta funkcija punkta 0, tad
eksiste vieniga nepartraukta funkcija F': R — C, ka F ir funkcijas f turpinajums
(t.i., F(x) = f(x) jebkuram x € X ) un F ir grupas RT™ homomorfisms grupa Y .

» Ta ka funkcija f ir nepartraukta punkta 0, tad eksisté §1 punkta apkartne U; =
U(0;71) un skaitlis K > 0, ka jebkuram x € X N U; ir speka nevienadiba

[f(2)] < K. (1.1)

Apskatisim patvaligu x € R. Pienemsim, ka V; ir punkta x apkartne ar radiusu %7’1. Ta
ka X ir kopas R visur bliva apakskopa, tad eksiste to € X N'Vj. Apzimesim |f(t9)| = M.
Tad jebkuram ¢t € X N V; iegtsim:

[F@O = [t =to+to)| = [F(t = o) - f(to)| = [f(t = to)[ - [f(to)| < K M. (1.2)

(atzimesim, ka | f(t — t9)| < K saskana ar nevienadibu (LII), jo t —ty € X N Uy).

Apskatisim patvaligu € > 0. Pienemsim, ka ¢ = s La ka funkcija f ir
nepartraukta punkta 0, tad eksiste tada punkta 0 apkartne Us = U(0;4), ka jebkuram
t € X NUs ir speka nevienadiba

[f() = FOf = [f(t) =1 <& (1.3)

(turpmak uzskatisim, ka Us C Uy, t.i., § < rp).
Apskatisim punkta x apkartni

1 1 1
Acimredzot, Vs C V4.

Pienemsim, ka ¢,¢' € X N Vs. No nevienadibas (L2) seko, ka
F(E)] < KMy,
Ta ka t —t' € X NUs, tad saskana ar nevienadibu (L3]) atrodam:
[f(t—t) -1 <&
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Jebkuriem ¢, ¢ € X N Vj, nemot vera pedéjas divas nevienadibas, iegusim:
€
(@) = FO) = 1F =) =1 - [f ()] < 5.

Pienemsim, ka f(t) = ¢(t) + ip(t), kur ¢(t) = Re f(t), ¥(t) = Im f(¢). Ta ka

lo(t) — ()| < |f(t) — f(t')], tad no nevienadibas (L4]) seko, ka jebkuriem t,t' € V N Vj
ir speka nevienadiba

(1.4)

£
folt) — o(t)] < <. (15
No (IH]) seko, ka eksiste galiga robeza Xli{n ©(t). Pienemsim, ka
ot—x
O(z) = lim o(t). (1.6)

Ieverosim, ja x € X un nevienadiba (L) nemt ¢ = x, tad jebkuram t € X NV;
izpildisies nevienadiba |p(t) — ¢(z)| < £, no kurienes seko, ka
li t) = : 1.
Jm o (t) = ¢ (@) (1.7)
Tatad funkcija ®(z), kuru define formula (LG), ir funkcijas ¢(x) turpinajums kopa R.
No (L7) seko, ka funkcija ¢(t) ir nepartraukta punkta x € X. Ta ka x ir patvaligs
skaitlis, tad funkcija p(t) ir nepartraukta kopa X (attieciba pret kopu X).
Parejot nevienadiba ([LH]) pie robezas, kad ¢’ — = € R, ¢’ € X, iegusim, ka jebkuram
t € X NVj ir speka nevienadiba

|p(t) = ®(2)] < (1.8)

Wl M

Pienemsim, ka 2’ € Run |2/ —z| < %5, bet V; =V (ZL'I; %5) Tad VzNVj ir intervals, kas
satur punktus x un 2’. Spriezot Iidzigi ka ieprieks, iegusim, ka jebkuram ¢t € X NV N V(;/
ir speka

o (t) — @ (2")] <

No nevienadibam (L) un (L9) seko, ka jebkuriem z, 2’ € R, ka |z — 2/| < 14, izpildas
nevienadiba

. (1.9)

Wl ™

® (2) — ® ()] < §g<g. (1.10)

Tapec eksiste galiga robeza lim ®(2') = ®(x). Tas nozime, ka funkcija ®(z), kuru define

formula (L6]), ir nepartraukta jebkura punkta = € R, t.i., funkcija ®(x) ir nepartraukta.
Veicot analogiskus spriedumus attieciba pret funkciju v (t), t € X, konstruesim fun-
kciju ¥(z) = Xli{n (), kura ir nepartraukts funkcijas ¢(t) turpinajums kopa R.
St—x

Pienemsim, ka F(x) = ®(z) + iV (z). Acimredzot, funkcija F(z) ir nepartraukts
funkcijas f(¢) turpinajums kopa R. Funkcijas F'(x) vienigums seko no ta, ka X ir kopas
R visur bliva apakskopa, bet funkcija F'(z) ir nepartraukta. So pasu iemeslu dé] no ta,
ka f(x +vy) = f(z)- f(y) jebkuriem x,y € X, seko, ka F(x +y) = F(z) - F(y) jebkuriem
z,y € R. Atzimesim, ka F'(x) # 0 jebkuram = € R. Tiesam, ja pienemt pretejo, ka eksiste
tads zg € R, ka F'(xg) =0, tad F(z) = F(x0)- F(x—1x0) = 0 jebkuram = € R, no kurienes
seko, ka f(x) = F(z) = 0 jebkuram x € X, kas ir pretruna ar teorémas nosacijumu,
ka f(z) € Y, kur Y ir visu no nulles atskirigo komplekso skaitlu multiplikativa grupa.
Tadejadi F - nepartraukts grupas RT homomorfisms grupa Y.«
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1.1. piezime. Ta ka homomorfisma F' vertibu apgabals ieklaujas homomorfisma f
vertibu apgabala sleguma, tad gadijuma, kad f ir grupas X homomorfisms gru-
pas Y slegta (attieciba pret Y topologiju) apaksgrupa Y, attelojums F' bus grupas
R* homomorfisms grupa Y. Piemeram, ja homomorfisms f piegem tikai realas
vertibas, tad F' bus grupas RT homomorfisms grupa ¥ = R\ {0} = R°; ja pie tam
visas homomorfisma f vertibas ir pozitivas, tad F' - grupas R homomorfisms grupa
R*®; ja visas homomorfisma f vertibas pec modula ir vienadas ar 1, tad F' - grupas
R* homomorfisms grupa S.

1.3. Intervalu invariance attieciba pret nepartrauktam funkcijam
g:R—R

1.3. teorema. Pienemsim, ka g : R — R ir nepartraukta funkcija. Tad ir speka sadi
apgalvojumsi:

1. ja J - intervals, J C D (g), tad g (J) art ir intervals, pie tam, ja J - nogrieznis,
tad g (J) ari ir nogrieznis;

2. ja g - injektiva funkcija intervala J, tad g - stingri monotona funkcija intervala
J, pie tam funkcija g intervala J ieksejos punktus attelo par intervala g (J)
reksejiem punktiem.

» Teoremas pieradijumu skat. [7, 30.-31., 41.-42. lpp.].«

1.4. Rinka linijas un skaitlu taisnes homeomorfisms

1.4. teorema. Rinka linija, no kuras ir izmests kads viens punkts, ir homeomorfa
skaitju taisner.

» Pieradisim, ka ta saucama stereografiska projekcija (precizak, tas plakanais variants)
ir meklejamais homeomorfisms.

Plakne apskatisim rinka Iiniju S ar centru punkta O. Pienemsim, ka B ir fiksets rinka
Iinijas S punkts, bet t - taisne, kura iet caur centru O un ir perpendikulara taisnei OB.
Attelojumu, kas katram rinka linijas S punktam C, C' # B, piekarto taisnu ¢t un BC
krustpunktu D, sauc par stereografisko projekciju ar centru punkta B. Punktu D
sauc par punkta C stereografisko projekciju no centra B.

Atradisim §is stereografiskas projekcijas analitiskas formulas.

Pienemsim, ka plakneé ir dota Dekarta taisnlenka koordinatu sistema Oxy. Nezaudejot
izklasta visparigumu, var uzskatit, ka S ir vienibas rinka linija ar centru punkta O(0;0),
bet punkta B koordinatas ir (—1;0). Tad taisne ¢ sakritis ar asi Oy (skat. 7?7 zim.).

Stereografisko projekciju ar centru punkta B apzimésim ar f. Tad D = f(C) jebkuram
rinka liijas S punktam C, C' # B, t.i., t = f(z;y), kur ¢ - punkta D koordinata uz taisnes

Oy. Pienemsim, ka CE||OD. Acimredzot, trijsturi BEC un BOD ir lidzigi. Tapec % =

%. Taka |[OB| =1, |[EB| =14z un |[EC| = |y, tad |OD| = 1'% Tatad attelojums
f tiek uzdots ar formulu t = f(z;y) = 7. Ta ka z # —1, tad funkeija f(z;y) =
ir divu argumentu x un y nepartraukta funkcija. Attelojums f ir injektivs, jo jebkura

taisne, kura iet caur punktu B, krusto rinka liniju S tikai viena punkta. Attelojums f ir
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yh

C(z;y)

D/

\ 4

1.1. zim&jums

sirjektivs, jo jebkuram taisnes Oy punktam D eksiste vismaz viens pirmtels (Sis pirmtels,
protams, pieder kopai S\ {B}). Tatad attelojums f : S\ {B} — R ir bijektivs un
nepartraukts.

Atliek pieradit, ka attelojuma f : S\ {B} — R inversais attelojums a: R — S\ {B}
art ir nepartraukts. Pienemsim, ka a(t) = f1(t), a(t) = (z(t);y(t)) = (z;y), kur t € R.
Acimredzot, ka taisnes, kas iet caur punktiem B(—1;0) un D(0;t), vienadojums ir y =
xt+t. Taka punkts C(x;y) ir taisnes y = ot +¢ un rinka linijas 22 + y? = 1 krustpunkts,
tad

=2 +t*(1+2)
jeb
1+ + 222+t —1=0,

no kurienes seko, ka

—t2 L=t —1) 2+

2T 1+ 12 R
Ta ka x # —1, tad z = }jr—f; (ja pienemt, ka x = ’1:532, tad pie t = 0 iegusim x = —1),
bet y = 1_2:,52. Tatad

_ 42
{ T = } :27
_ i
Y= 112
kur £ € R. No pedejam formulam seko, ka attelojuma f inversais attelojums o : R —

S\ {B} a1 ir nepartraukts. Tadejadi stereografiska projekcija f : S\ {B} — R ir
homeomorfisms. «

[1.2. piezime. 1.4|teoremas pieradijuma gaita tika noskaidrots, ka attelojums o : R —
S\ {B} tiek uzdots ar formulu

oz(t):<1_t2 2t ) teR.

1+2' 1+
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So attelojumu sauc par rinka linijas vienkarsa loka S\ {B} racionalo pa-
rametrizaciju (atgadinasim, ka So loku iegust no vienibas rinka linijas ar centru
koordinatu sakumpunkta, izmetot punktu B(—1;0).

1.3. piezime. Visparigaja gadijuma, kad no rigka Iijas S tiek izmests punkts B’ kurs
nesakrit ar punktu B(—1;0), apskata attelojuma t = f(x;y) (skat. pedejas teoremas
pieradijumu) un rotacijas ar centru punkta O par lenki, kurs ir vienads ar legki starp
stariem OB un OB’, kompoziciju. Pienemsim, ka B’(a;b). Apskatisim attelojumu
g : R? — R2, kuru uzdod formulas

u = —ax + by,
{ v = —bxr — ay. (1.11)

Nav gruti parliecinaties, ka saja attélojuma jebkurs punkts (z;y) € S attelojas par s
pasas rigka linijas S punktu, bet punkts B(—1;0) - par punktu B’(a;b). Attéelojums
g, kuru uzdod ar formulam (LITJ), ir rotacija ar centru punkta O par lenki, kurs ir
vienads ar leyki starp stariem OB un OB’. Tapeéc attelojums v = goa : R — S\{B'}
ir skaitlu taisnes R homeomorfisms par rinka liniju, no kuras ir izmests punkts B’.
Tatad funkcija

_(—a(l1—t)+20t —b(1—1?) —2at
o) = (FHUE AL U D) (112)

kur ¢ € R, ir vienkarsa loka S\ { B’} racionala parametrizacija.

Nakama teorema parada, ka skaitlu taisni R nevar bijektivi un nepartraukti attelot
par visu rinka liiju.

1.5. teorema. Ja h: R — S ir nepartraukts un sirjektivs skaitju taisnes R attelojums
par vientbas rinka liniju S, tad eksisté dazadi punkti x1 un xs, ka h(zy) = h(zs).

» Pienemsim pretejo, ka funkcija h ir injektiva, t.i., dazadam argumenta vertibam x €
R atbilst dazadas funkcijas vertibas h(z) € S. Pienemsim, ka B = h(0) € S. Apskatisim
stereografisko projekciju ar centru punkta B, t.i., attelojumu t = f(z;y) : S\ {B} — R,
un kompoziciju g = f oh. No dotas teoremas nosacijumiem un stereografiskas projekcijas
1pasibam (skat. [[4] teoremu) seko, ka funkcija g injektivi un nepartraukti attelo kopu
R\ {0} par kopu R. Apskatisim kopas A; = ¢((0; +00)) # 0 un Ay = g((—00;0)) # 0. Tad
A; un A ir valgji intervali (skat. [[3] teoremas otro apgalvojumu), pie tam A; U As = R
un A;NAy; = (. Tacu tas ir pretruna ar to, ka skaitlu taisne R ir sakariga kopa, t.i., skaitlu
taisni nevar izteikt ka divu netuksu savstarpeji neskelosos valgju intervalu apvienojumu. <

[1.4. piezime. 1.4 teoremas pieradijuma gaita konstruetajam homeomorfismam ¢ =
f(z;y) : S\ {B} — R piemit $adas ipasibas.

1. Ja A ir kopas S\ { B} slegta apakskopa, tad f(A) ir slegta un ierobezota skaitlu
taisnes R apakskopa.

2. Ja Air kopas S\ { B} sakariga apakskopa, tad f(A) ir skaitlu taisnes R intervals.

3. Ja A ir kopas S\ { B} slegta un sakariga apakskopa, tad f(A) ir skaitlu taisnes
R nogrieznis.

4 F((130)) = 0, £((0;1)) = 1, F((0;—1)) = —1.
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Pirma 1pasiba seko no kopas A kompaktuma un funkcijas ¢t = f(x; y) nepartrauktibas,
otra Ipasiba - no kopas A sakariguma un funkcijas ¢ = f(z;y) nepartrauktibas,
tresa ipasiba - no pirmajam divam ipasibam, savukart ceturtas ipasibas patiesumu
parbauda ar tieSiem izskaitlojumiem, izmantojot formulu ¢t = f(z;y) = 7% (skat.

+x
[8, 47.-48. 1pp.], [0, 11.-16. Ipp.]).

1.5. Bernulli nevienadibas

a) Ja « ir reals skaitlis, « > —1, tad jebkuram naturalam skaitlim n ir speka
nevienadiba (1 + )™ > 1+ na.

» Pieradijumu veic, izmantojot matematiskas indukcijas principu. <

b) Ja X\ ir reals nenegativs skaitlis, tad jebkuram naturalam skaitlim n ir speka
nevienadiba

A
14+AN)"5<1+m—-1)2.
n
» No a) seko, ka jebkuram e, 0 < e < 1, un patvaligam naturalam skaitlim n ir speka
nevienadiba:
(1—¢)">1—ne.
leglsim:

- Lo A
Nemot Saja nevienadiba € = "D

no kurienes seko, ka

" A
1+ (1-——— ) <1+N[1-——
1+ )( >\+1) <+ )( n()\+1))
jeb
A A
L+ 7T <1+A-2=1+(n-1)". <
n n
¢) Ja « ir reals nenegativs skaitlis, tad jebkuram racionalam skaitlim p, 0 < p <1, ir
speka nevienadiba
(1+a)” <1+ pa.

Citiem vardiem sakot, ir japierada, ka jebkuram realam nenegativam skaitlim o un
patvaligam naturalam skaitlim n ir speka

m m
(14+a)% <14+ —a (m=0,1,2,...,n). (1.13)
n

» Fiksesim realu nenegativu skaitli a. Izmantosim matematiskas indukcijas principu
pec naturala parametra n.

Indukcijas baze. Ja n =1, tad nevienadiba (LI3]), acimredzot, izpildas.

Induktiva pareja. Pienemsim, ka nevienadiba (LI3) izpildas parametram n = p, t.i.,
m m
P <14+—a (m=0,1,2,...,p)

(1+a) "
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(- induktivais piepémums). Pieradisim, ka nevienadiba (I.13) izpildas parametram n =
p + 1. Tiesam, b) punkta nevienadiba nemot A = (1 + «)» — 1 un izmantojot induktivo
pienemumu, iegusim

m 17# m
:[(1+a);] ”“gl+p—i1 (1+a)?—1]§

p
} 1

(14 a)7 = [(1+a)7

D m m
<l4+4—|1+4—a-1|=14——a (m=0,1,2,...,p+1).
- p+1{ p } p+1 ( 1)

Indukcijas secinajums. Tatad nevienadiba ([LI3]) izpildas jebkuram naturalam para-
metram n.<



II nodala

PAMATELEMENTARO
FUNKCIJU AKSIOMATISKA
TEORIJA

2.1. Lineara funkcija ka nepartraukts grupas R™ homomorfisms
sevl

2.1.1. Linearas funkcijas definicija

2.1. definicija. Par linearo funkciju sauc jebkuru nepartrauktu grupas Rt homo-
morfismu sevi, t.i., jebkuru funkciju f: R — R, ka
1° f(x +y) = f(x) + f(y) jebkuriem x,yeR;
2° f ir nepartraukta funkcija.

2.2. definicija. Par linearo funkciju ar koeficientu a, kur a € R, sauc patvaligu
linearo funkciju, kurai piemit papildipasiba:
3° f(1)=a.

Linearo funkciju ar koeficientu a apzime ar ¢,(x).

Linearas funkcijas ar koeficientu a eksistence ir viegli pieradama. Tiesam, ja a € R ir
fiksets skaitlis, tad funkcija f : R — R, ka f(z) = ax jebkuram x € R, apmierina visus
2.T] un 2] definicijas nosactjumus, t.i., f - lineara funkcija ar koeficientu a.

2.1.2. Linearas funkcijas 1pasibas

Turpmak ar f apzimesim patvaligu linearo funkciju. Ipagibu numeracija turpinas 2.1]
un [2.2] definicijas nosacijumu numeraciju.

4° £(0) = 0.

» Saskana ar [19 atrodam: f(0) = f(0 +0) = f(0) + f(0), no kurienes seko, ka
f(0)=10.4

5° f(—z) = —f(x) jebkuram x € R.

17
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» Ta ka z + (—2) = 0, tad, nemot vera [19 un B9 1pasibu, atrodam: f(z) + f(—z) =
f(z 4+ (—x)) = f(0) = 0, no kurienes seko, ka f(—z) = —f(x).«

Nakama 1pasiba ir interesanta ar to, ka ta ir saistita ar reizinasanu (lauka R), kura
netiek izmantota 2.1]un 2.2] definicija.

6° f(\x) = \f(x) jebkuriem N,z € R.

» Fiksesim z € R.

a) Ja A = n € N, tad vienadibu f(Ax) = Af(x) pierada ar matematiskas indukcijas
principa palidzibu.

Indukcijas baze. Ja n =1, tad vienadiba ir patiesa, jo f(1-x) = f(z) =1 f(x).

Induktiva pareja. Pienemsim, ka vienadiba ir patiesa parametram n = p € N, t.i.,
f(pz) = pf(x) (- induktivais piepémums). Pieradisim, ka vienadiba ir patiesa parametram
n =p+ 1. Tiesam, ta ka (p + 1)z = px + z, tad, nemot vera 1Y pagibu, atrodam:

fp+1)x) = f(pr + ) = f(px) + f(x) = pf(2) + f(x) = (p+ 1) f(2).

Indukcijas secinajums. Tatad vienadiba ir patiesa jebkuram n € N.
b) Ja A = —n, kur n € N, tad, nemot vera [ Tpasibu un [67 1pagibas a) punktu,
atrodam:

fx) = f(—nz) = = f(nx) = —nf(x) = Af(x).

¢) Ja A =m € Z, tad vienadibas patiesums seko no 49 ipagibas (ja A = 0), [6¥ ipasibas
a) punkta (ja A € N) un 67 tpagibas b) punkta (ja A = —n, kur n € N).

d) Apskatisim gadijumu, kad A = r € Q. Pienemsim, ka r = kur m € Zunn € N.

Atzimesim, ka, ja m = 1, tad, nemot vera [6 ipasibas a) punktu, iegiisim, ka jebkuram

n € N ir speka
fa) =1 (n %x) —nf (%x) jeb f (%x) = f(x).

Tapec, nemot vera [6Y tpasibas ¢) punktu, iegusim:

f(Til?)Zf(%r):f(m(%x)) :mf(%x) :m%f(:p):rf(x), m € Z.

e) Apskatisim gadijumu, kad A € I = R\ Q. Piegemsim, ka (r,) ir racionalu skaitlu
virkne, kas konverge uz skaitli A\. Atrodam:

fQx)=f ((nlglgo rn> x) =f ( lim rnx> = lim f(r,o) =

= lim rof(x) = (ll_)m Tn) flz) = Af(x).

Tatad vienadiba f(Az) = Af(z) ir speka jebkuriem A,z € R.«

2.1. piezime. Ievérosim, ka [67 ipagibas pieradijuma funkcijas f nepartrauktiba tika
izmantota tikai vienadibu kedites (skat. $is[ipaSibag e) punktu) tresaja vienadiba,
tapec 1pasiba:

60 f(\x) = Af(x) jebkuriem \ € Q un z € R,
ir 2T definicijas [1% nosacijuma sekas.
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2.1.3. Teorema par linearas funkcijas eksistenci un vienigumu

2.1. teorema. Piepemsim, ka a € R ir fikséls skaitlis. Tad eksisté vieniga lineara
funkcija £, () ar koeficientu a, pie tam l,(x) = ax jebkuram x € R.

» Lineara funkcija ar koeficientu a eksisté, jo, ka jau ieprieks tika atzimeéts, tad f(z) =
ar (x € R) ir lineara funkcija ar koeficientu a.

Pienemsim, ka g(x) ir vel kada lineara funkcija ar koeficientu a, t.i., funkcija g(z)
apmierina 2.1] un 2:2] definicijas nosacjumus [19, 29 un BY. Tad, izmantojot [6% 1pasibu,
atrodam: g(z) = g(z-1) = 2g(1) = za = az (67 pasiba tiek izmantota vienadibu kedites
otraja vienadiba). Tatad g(z) = f(x) jebkuram x € R, t.i.,, g = f. Linearas funkcijas ar
koeficientu a vienigums ir pieradits.

No ieprieks teikta seko, ja f,(x) ir lineara funkcija ar koeficientu a, tad ¢,(z) = az
jebkuram x € R.«

2.1.4. Linearas funkcijas papildipasibas
7% Lineara funkcija f ir grupas RY izomorfisms sevi tad un tikai tad, kad f(1) # 0.

» Nepieciesamiba. Ja lineara funkcija f ir grupas R izomorfisms sevi, tad f(1) =
a#0,jo,ja f(1) =a=0,tad f(x) = lo(x) = 0-x = 0 jebkuram = € R, tapec attelojums
f : R — R nav bijektivs, un lidz ar to attélojums f (- grupas RT homomorfisms sevi) nav
izomorfisms.

Pietiekamiba. Ja f ir lineara funkcija, t.i. f(x) = ax jebkuram z € Run f(1) = a # 0,
tad attelojums f : R — R ir bijektivs un homomorfizms, t.i., f ir grupas R™ izomorfisms
sevl. «

8% Ja f : R — R ir grupas RT homomorfisms sevi, pie tam f ir nepartraukts kada punkta
xo € R, tad f ir nepartraukts jebkura punkta x € R, t.a., f - nepartraukts grupas
Rt homomorfisms seuvi.

» Apskatisim patvaligu yo € R, yo # x¢. Pienemsim, ka (y,,) ir patvaliga realu skaitlu
virkne, kas konverge uz punktu yo. Acimredzot, virkne (x,), kur x, = xo — yo + Yn
jebkuram n € N, konverge uz punktu zy. Ta ka f ir nepartraukts attelojums punkta xg,
tad f(z,) — f(zo). Tapec f(x, —xo) = f(x,) — f(z0) — 0. Taka f(y, — ) =
f(xn — o), tad f(yn) — f(¥0) = f(yn — o) = f(xn — o) —— 0, no kurienes seko, ka
f(yn) — f(vo), t.i., attelojums f ir nepartraukts punktényoi):

2.2. piezime. No [RY ipagibas seko, ka, ja 1] definicija RY nosactjumu nomainit ar
nosacijumu:
20 f - nepartraukts attelojums kada punkta z, € R,
tad iegusim ekvivalentu definiciju. Par zq ir izdevigi nemt grupas R™ neitralo ele-
mentu, t.i., skaitli g = 0.

9% Ja f: R — R ir grupas Rt homomorfisms sevi, kurs ir ierobezots kada punkta xy = 0
apkartne U, tad f : R — R ir nepartraukts grupas R™ homomorfisms sevi.

» Ta ka attelojums f : R — R ir ierobezots punkta xy = 0 apkartne U, tad eksiste
tads M > 0, ka jebkuram x € U ir speka |f(z)| < M. Saskana ar ) ipagibu ir pietiekami
parliecinaties, ka attelojums f : R — R ir nepartraukts punkta zy = 0. Atgadinasim, ka
1pasibas
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49 £(0) =0,

60 f(A\r) = Af(x) jebkuriem \ € Q un x € R,
tika pieraditas, izmantojot tikai 2.1] definicijas [1% nosactijumu. Tapec dotais attelojums
f apmierina §is 1pasibas.

Pienemsim, ka (z,) ir patvaliga no nulles atskirigu realu skaitlu virkne, kas konverge
uz punktu xy = 0, bet ()\,) - patvaliga pozitivu racionalu skaitlu virkne, ka lim A, = +o0

n—~oo

un lim \,z, = 0. Uzskatisim, ka A\,x,, € U jebkuram n € N. Atzimesim, ka sada virkne

n—o0

(\,) eksiste, piemeram, ja

1 2
— <\, < —,
V || V |xn|

tad iegusim virkni (A,), kura apmierina iepriek$ minétos nosacijumus. Ta ka

ol = |7 (55wt ) | = 3 17 Gl <

tad lim f(z,) =0 = f(0), t.i., f - nepartraukts attelojums punkta xy = 0.«

n—oo

2.3. piezime. No [97 1pagibas seko, ka, ja 1] definicija RY nosactjumu nomainit ar
nosacijumu:
270 f _ jerobezots attélojums kada punkta zo = 0 apkartne,
tad iegusim ekvivalentu definiciju (punkta xy = 0 vieta var nemt jebkuru citu punktu
z € R).

10° Ja f : R — R ir monotons grupas R™ homomorfisms sevi, tad f : R — R -
nepartraukts grupas R homomorfisms seut.

» Pienemsim, ka f : R — R ir monotons grupas Rt homomorfisms sevi. Tad
attelojums f apmierina Tpasibu

60 f(\x) = \f(x) jebkuriem A € Q un x € R,
jo §s Ipasibas pieradijuma tika izmantots tikai Z1] definicijas [19 nosacijums. Tapéc
f(£2-1) = +1f(1) jebkuram n € N. Tatad, ja —1 < 2 < 1, tad, nemot vera funkcijas
f monotonitati, iegusim |f (z)| < L|f(1)], t.i., funkcija f ir ierobezota punkta zo = 0
apkartne U = (—l' l). No [99 1pasibas seko, ka f : R — R - nepartraukts grupas Rt

n’n

homomorfisms sevi. <«

2.4. piezime. No [107 1pasibas seko, ka, ja 1] definicija R nosacijumu nomainit ar
nosacijumu:
2”0 f - monotons attelojums,
tad iegusim ekvivalentu definiciju.

2.1.5. Afinas funkcijas jedziens

Skolas matematika ar linearu funkciju saprot funkciju g(x) = ax + b. Acimredzot,
ja b # 0, tad st funkcija neapmierina [2.1] definiciju. Lai arT uz funkciju g(x) = ax + b,
b # 0, varetu attiecinat terminu “lineara funkcija”, tad ir dabiski So funkciju nosaukt
par linearu nehomogenu funkciju, bet funkciju, kas apmierina 2.1] definiciju, - par
linearu homogénu funkciju. Tomer biezak funkciju g(x) = ax + b sauc par afino
funkciju vai afini-linearu funkciju.
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Izliektu nediferencejamu funkciju teorija nozimigu vietu ienem Jensena nevienadiba:

2 2
kura ir speka jebkuriem x un y no intervala, kura funkcija f ir izliekta.
Afmai funkcijai g(z) = ax + b ir speka Jensena vienadiba:
r+y glz)+ gy
o(TY) =, (2.2)

jo

; <x+y) Y ar+bt+ay+b _ g(x)+9(y)
2 2 2 2
jebkuriem z,y € R.

Pieradisim, ka ir speka ari apgrieztais apgalvojums: ja g : R — R, D(g) = R, r
nepartraukta funkcija, kura apmierina Jensena vienadibu, tad g(x) - afina funkcija, t.i.,
g(x) = ax + b jebkuram x € R, kur a,b € R.

» Pienemsim, ka ¢ : R — R, D(g) = R, ir nepartraukta funkcija, kura apmierina
Jensena vienadibu (2.2)) jebkuriem x,y € R. Apzimesim ¢(0) = b un apskatisim funkciju
f(x) = g(z) — b. Acimredzot, funkcija f(x) ir nepartraukta. No vienas puses, jebkuram
x € R ir speka

f<§>:f(x+0) :g(x+0>_bzw_b:g(xé—b:f(x)

2 2 2 2

no kurienes seko, ka jebkuriem z,y € R izpildas

f<x+2ry> _ f(zv;y)' (2.3)

No otras puses, jebkuriem z,y € R ir speka

T +y Tty 9(z) + g(y) glx) —b+gly) —b  f(@)+ fy)
f(2>:g(2)_b: ;U= 2 - 2

no kurienes seko, ka jebkuriem z,y € R izpildas

f(x+y) _ @)+ fly) (2.4)

2 2

No ([Z3) un (24) seko, ka f(z +y) = f(z) + f(y) jebkuriem z,y € R. Tatad f : R —
R - nepartraukts grupas RT homomorfisms sevi. No [ZT] teorémas izriet, ka f(z) = ax

jebkuram = € R, kur a = f(1). Tadejadi g(x) = ax + b jebkuram x € R, kur b = ¢(0),
a=g(l)—b=g(1) — g(0), t.i., g(x) - afina funkcija.«

2.2. Eksponentfunkcija ka nepartraukts grupas R™ homomor-
fisms grupa R°®
2.2.1. Eksponentfunkcijas definicija

2.3. definicija. Par eksponentfunkciju sauc jebkuru nepartrauktu grupas R* homo-
morfismu grupa R®, t.i., jebkuru funkciju f : R — R, ka
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1) flx+y) = f(x)- f(y) jebkuriem z,y € R;
2) f - nepartraukta funkcija.

2.4. definicija. Par eksponentfunkciju ar bazi a, kur a > 0, sauc patvaligu ekspo-
nentfunkciju, kurai piemit papildipasiba:
3) f(1) = a.

Eksponentfunkciju ar bazi a apzime ar a”.

Eksponentfunkcija ar bazi a ir defineta visiem x€R, tas vertibas pieder pozitivo realo
skaitlu kopai. Eksponentfunkciju ar bazi a < 0 neaplukosim, jo, pieméram, (—2)* nav

pozitivs skaitlis, bet (—2)2 nav pat reals skaitlis.

2.2.2. Eksponentfunkcijas eksistence un vienigums

Atskiriba no linearas funkcijas, nav acimredzams, vai eksisté kaut viena eksponent-
funkcija a®, bet, ja eksiste, vai ta ir vieniga. Lai rastu atbildes uz Siem jautajumiem,
atcereésimies labi zinamas pozitiva skaitla a racionalas pakapes ipasibas:

1) a" > 0, kur reQ;

2) a2 = a"a™, kur i,y € Q,
no kuram seko, ka funkcija f(r) = a”, r€Q, ir grupas R* apaksgrupas Q™ homomorfisms
grupa R*®. Nakamaja teorema tiek pieradits, ka sada veida funkcijas apraksta visus grupas
Q" homomorfismus grupa R®.

2.2. teorema. Pienemsim, ka kopa Q definetai funkcijai fo piemit sada ipasiba:
1) fo(ry +r2) = fo(r1) - fo(ra) jebkuriem ri,r€Q.
Ja vismaz vienam ro€Q ir speka fo(ro) # 0, tad fo(r) = a” jebkuram reQ, kur
a = fo(l) > 0.

» No vienas puses, saskana ar atrodam, ka jebkuram r€Q@Q ir speka

=5 (D) =) 5 (D) =n () 20

tapec fo(rg) > 0. No otras puses, ta ka fo(ro) = fo(r) - fo(ro — r) jebkuram r€Q, tad
fo(r) # 0 jebkuram reQ. Tatad fo(r) > 0 jebkuram r€@Q. Nemot vera, ka funkcijai fy
izpildas , secinam, ka fy ir grupas Q" homomorfisms grupa R®.

Saskana ar homomorfismu visparigam ipasibam (skat. [l nodalas [LT] apaksparagrafu)
iegustam:

fo(0) =1, (2.5)
=) = L™ = 7 (7€ Q). 2.6)
Atzimesim, ka jebkuriem r€Q un meZ ir speka
folmr) = (o)™ 2.1
Tiesam, ja m=neN, tad vienadibu
folnr) = (fo(r))" 2.5)

nav gruti pieradit ar matematiskas indukcijas principu, izmantojot nosacijumu [1'); ja
m = 0, tad saskana ar (2.5]) atrodam

Jo(0-7) = fo(0) =1= (fo("’))o;
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jameZ un m < 0, tad m = —n, kur n€N, un, nemot vera (2.0) un (2.8)), iegusim

1 1 o S
folmr) = fo(=nr) = gy = e = (™ = )™

Vienadiba (27)) ir pieradita.
Ja neN; tad, nemot vera ([2.7)), iegusim:

(D)= (0 (2))

fo(5) = o). (2.9)

Piepemsim, ka r€Q; r = =; m,n€Z; n#0. Nemot vera (2.7) un (Z9), atrodam:

Taka fo (£) > 0, tad

3=

wo=n(2)=a(3)] = [BoF] = weF -hor, e
no kurienes seko, ka fo(r) = a”, kur a = fo(1) > 0.4

2.5. piezime. No (2.I0)) seko sads apgalvojums: ja fo(1) = 1, tad fo(r) = 1 jebkuram
reQ.

2.6. piezime. Apskatisim paligfunkciju g(r) = <=, kur » € QN (0; +o0), bet a ir

fiksets skaitlis, pie tam a > 1. Pieradisim, ka g(r) ir augosa funkcija.

» Jar,tcQnN(0;400), r<t, p=71%, tad

a”—1 (at)p—l_[1+(at—1)]p—1<1+p(at—1)—1_at—1

glr)=——="—"" r r t

=g(t)

(izmantojam [l nodalas [L5] paragrafa apskatito Bernulli nevienadibu: (1 + «a)? <
l+af, kura>0,€Q,0<3<1).«

2.7. piezime. Nemot vera robezu teorijas ipasibu (skat. [6, 78. lpp.]), atrodam:

li t) = inf t).
t—»O,tegr?(O;-‘roo)g( ) Qﬂ(lg;l-i-oo)g( )

Apzimesim $o robezu ar ¢,. Tad eksisté tads § > 0, ka jebkuram r € Q N (0;9)
izpildas nevienadiba

0</ly<g(r)<la+1
jeb

ler <a"—1< (l,+ 1)r
jeb

gar < fO(T) -1 < (ga + 1)’/’7

no kurienes seko, ka

lim r)=1= fu(0).
r—0,r€QN(0;+00) f0< ) fO( )
Tatad, ja funkcija fy(r) apmierina 2.2] teoremas nosactjumus un a > 1, tad ta ir
nepartraukta punkta ry = 0. Pedejais apgalvojums ir speka ari tad, ja funkcija
1

fo(r) apmierina 2.2] teorémas nosacijumus un 0 < a < 1. Tiesam, ja b = - > 1,

tad funkcija fo(r) = 0", kur r € Q, ir nepartraukta punkta rq = 0, tapec funkcija
fo(r) = a” = 3= arl ir nepartraukta punkta ro = 0.
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Tagad pieradisim teoremu par eksponentfunkcijas eksistenci un vienigumu.

2.3. teorema. Jebkuram a > 0 eksiste vieniga eksponentfunkcija ar bazi a, t.i., funkcija

f R =R, kura apmierina [2.3] un [2.7] definicijas nosacijumus un 3)]

» Fiksesim a > 0. Apskatisim funkciju fo(r) = o, r€Q, kura apmierina 2.2] teoremas
nosacijumus. Tad ST funkcija ir grupas Q1 homomorfisms grupa R®, un ta ir nepartraukta
punkta 7o = 0. Saskana ar [l nodalas [L.2] teoremu un tai sekojoso [L.T] piezimi eksiste
vieniga nepartraukta funkcija f : R — R, kura ir funkcijas fy paplasinajums un kura
ir nepartraukts grupas R™ homomorfisms grupa R®, pie tam f(1) = fo(1) = a, citiem
vardiem sakot, eksiste vieniga eksponentfunkcija ar bazi a.«

2.2.3. Eksponentfunkcijas ipasibas

Pirmas tris Ipasibas tiesi seko no 2.3] un 2.4] definicijas, izmantojot ieprieks ievesto
apzimejumu a”, kur @ > 0, bet ceturta un piekta - no visparigajam homomorfismu
1pasibam (skat. a) un b) 1pasibu Bl lpp.).

1° @Y = a® a¥ jebkuriem x,y€R.
20 a® - nepartraukta funkcija.
3% a! =a.
49 ¢ =1.
50 a7 % = (a*) ' = L jebkuram z€R.
6° (ab)* = a®b" jebkuram x€R, kur a >0, b > 0.

» Apskatisim funkciju f(z) = a*b*, z€R. Ta ka

fla+y) =a"p" = a"b"a’t’ = (a"b")(a"0") = f(x)f(y)

jebkuriem z,y€R, tad f(z) - nepartraukts grupas Rt homomorfisms grupa R®, pie tam
f(1) = a'b' = ab (3eit izmantojam BY Tpasibu). No feoremas par eksponentfunkcijas
cksistenci un vienigumu seko, ka f(z) ir eksponentfunkcija ar bazi ab, t.i., f(x) = (ab)®.
Tapec (ab)* = a®b® jebkuram z€R. <

70 (ab)® = a® jebkuriem b, x€R.

» Piepemsim, ka h(x) = a®, g(z) = bz, f(x) = a®. Funkcija f(z) ir nepartraukts
grupas R™ homomorfisms grupa R*®. Ja b ir fiksets, tad funkcija g(x) - nepartraukts
grupas R™ homomorfisms sevi. Ta ka h = f o g, tad h(x) - nepartraukts grupas R
homomorfisms grupa R*®, pie tam

h(1) = (fog)(1) = f(g(1)) = f(b) = a”.
No [eoremas par eksponentfunkcijas eksistenci un vienigumu seko, ka h(x) ir eksponent-
funkcija ar bazi a®, t.i., h(z) = (ab)m. Ta ka beR ir patvaligs, tad (ab)m = a" jebkuriem
x,beER. 4

8% Ja f ir patvaliga eksponentfunkcija un f(1) =1, tad f(z) = 1 jebkuram x€R, citiem
vardiem sakot, 1° =1 jebkuram xeR.
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» [2.5] piezime pec [2.2] teoremas tika atzimets: ja fo(1) = 1, tad fo(r) = 1 jebkuram
reQ. Ta ka eksponentfunkcija f ir funkcijas fo(r) turpinajums no kopas Q uz kopu R
(skat. 23] teoremas pieradijumu), tad jebkuram z€R un patvaligai virknei (r,) C Q, ka
lim r, = x, ieglisim:

f(z) = lim f(r,) = lim 1 =1. «

n—oo n—oo

2.8. piezime. Tatad eksponentfunkcija f ar bazi a = 1 ir identiski vienada ar 1, tapec
homomorfisms f : R — R® nav izomorfisms.

12.9. piezime. 8" Ipasibu var izmantot identitasu pieradisana. Pieradisim, pieméram,
69 tpastbu. Pienemsim, ka fi(z) = (ab)®, fo(z) = a®b”, g(z) = 2. Viegli pieradt,

fa(z)
ka g(x) - nepartraukts grupas R™ homomorfisms grupa R®, pie tam
fl(]-) ab
o) =4 =2 =1
fg(l) ab

Tapec g(x) = 1 jebkuram z€R, t.i., fi(x) = fo(x) jebkuram z€R. Lidzigi var
pieradtt art [79 Ipasibu.

9% Eksponentfunkcija a® ir stingri augosa, ja a > 1, un stingri dilstosa, ja 0 < a < 1.

» Pienemsim, ka a > 1. Pieradisim, ka a® > 1, ja x > 0.
Vispirms atzimesim, ka a” > 1, jar € QN (0;+00). Tiesam, ja r = %, neN; tad
an > 1, jo preteja gadijuma, t.i., ja an < 1, tad
1\" 11 1
a= (an) =anran---an <1,
—_——

n

kas ir pretruna ar to, ka a > 1; tapec, ja r € QN (0;+00), tad 7 = =, kur m,n€N, un
a"=an = (a%> > 1.

Pienemsim tagad, ka z € R N (0;4+00), bet (r,) ir tada pozitivu racionalu skaitlu
virkne, ka lim r, = z. No ieprieks pieradita seko, ka " > 1. Tapec a* = lim a™ > 1.

Pieradisim, ka a” # 1 jebkuram x € RN (0; 400). Pienemsim pretgjo, ka eksiste tads
o € RN (0;+00), ka a™ = 1. Tad jebkuram reQ ir speka

aT:Eo — (CLZQ)"' — 17" =1.

Ta ka kopa {rzg|r € Q} ir visur bliva kopas R apakskopa, bet funkcija a” ir nepartraukta,
tad a® = 1 jebkuram z€R. Tacu a' > 1, jo ' = a un a > 1. Pretruna.

Tatad a* > 1, jax >0 un a > 1.

Pienemsim, ka =1 < x5. Tad

a¥? = gF2T I — (T2 4T am’

jo x9 — x1 > 0 un tapec saskana ar ieprieks pieradito a™>~*' > 1. Tatad, ja a > 1, tad
funkcija a” ir stingri augosa.

Pienemsim, ka 0 < a < 1. Tad b = i > 1. Nemot vera ieprieks pieradito, ja x; < xa,
tad b™ < b™, ti., =4+ < =5 jeb a™ > a™. Tatad, ja 0 < a < 1, tad funkcija a” ir stingri
dilstosa. <
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10° Eksponentfunkcija ar bazi a # 1 ir grupas RT izomorfisms par grupu R®.

» Ta ka eksponentfunkcija ar bazi a # 1 ir stingri monotona funkcija (skat. [
1pasibu), tad ta ir injektiva funkcija. Tapec ir pietiekami pieradit, ka eksponentfunkcija
ar bazi a # 1 ir sirjektiva funkcija, t.i., jebkuram yo > 0 eksiste tads z¢ € R, ka a™ = yq.

Pienemsim, ka a > 1. Eksiste tadi naturali skaitli ng un mg, ka a™ > yo un a™° >
?%, t.i., a7 < yo. Ta ka eksponentfunkcija ar bazi a > 1 ir stingri augosa funkcija,
tad a7 < yo < a™. Ta ka eksponentfunkcija ir nepartraukta funkcija, tad saskana
ar Bolcano teoremu par starpvertibam eksponentfunkcija pienem jebkuru vertibu, kas
atrodas starp patvaligam divam tas vertibam. Tapéec no a™™° < yp < a™ seko, ka eksiste
tads x¢ (kurs atrodas starp —mg un ng), ka a® = yj.

Pienemsim, ka 0 < a < 1. Tad b = % > 1. Apskatisim patvaligu yo > 0. No ieprieks
pieradita seko, ka eksiste tads zg, ka 6™ = yj, t.i., aéo = 1o jeb a7 = y,. 4

2.10. piezime. Eksponentfunkcijas a® (a # 1) sirjektivitate seko arl no ta fakta, ka
eksponentfunkcijas a® (a # 1) vertibu kopa R (a”) ir vienada ar valgju intervalu
(0; +00).
» Ta ka eksponentfunkcijas definicijas kopa D (a*) = R - intervals, bet ekspo-
nentfunkcija ir nepartraukta funkcija (skat. R ipasibu), tad tas vertibu kopa R (a®)
arl ir intervals.

Eksponentfunkcija ir grupas R™ homomorfisms grupa R®, tapec tas vertibu kopa
R (a®) ir grupas R® apaksgrupa. Tapec, tad a™' = 1 € R (a”), jo a € R(a") (skat.
B9 tpagibu).

Pienemsim, ka ¢ = max {a; %} Tad t > 1. Nemot vera Bernulli nevienadibas
(skat. [l nodalas [[5] paragrafu), jebkuram neN iegiisim:

(1+t—1)"=t">1+n(t—-1).

Ta ka t" € R(a”), neN | tad no pedejam nevienadibam seko, ka inf R (a*) = 0
un sup R (a*) = 4+o00. Nemot vera, ka R (a®) ir intervals, secinam, ka R (a”) =
(0; 4+00).«

)

Nakamo Tpasibu iegiist, apvienojot 8 un [10Y tpasibu.
11° Eksponentfunkcija ar bazi a ir grupas RT izomorfisms par grupu R® tad un tikai tad,
kad a # 1.

2.11. piezime. Eksisté panémieni, ar kuru palidzibu var konstruet grupas R izomor-
fismu par grupu R® (skat. [evadul). Vismaz viena $ada izomorfisma eksistence lauj
viegli iegtt citu 23] teoremas pieradijumu.

» Tiesam, ja g : RT™ — R® ir kads nepartraukts grupas R* izomorfisms par grupu
R® un ¢(1) = a, tad eksponentfunkcijas ar bazi a eksistence ir pieradita.

Apskatisim gadijumu, kad ¢g(1) # a. Pienemsim, ka f = goh, kur A ir lineara fun-
kcija ar koeficientu g~*(a) (ta ka g ir bijekcija , tad g7'(a) ir noteikts viennozimigi).
Atzimesim, ka f - nepartraukta funkcija, pie tam

F(1)=(goh)(1) =g(h(1)) =g (9" (a)) =a

un jebkuriem z, y€R ir speka

f(x+y) =g(h(z +y)) = g(h(z) + h(y)) = g(h(x))g(h(y)) = f(z)f(y).
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Tatad f - eksponentfunkcija ar bazi a. Eksponentfunkcijas ar bazi a eksistence ir
pieradita ar1 gadijuma, kad g(1) # a.

Ja p(z) ir kada eksponentfunkcija ar bazi a, tad F'(z) = % arl ir eksponentfun-
keija ar bazi F (1) = % = 2 = 1, no kurienes, nemot vera R tpagibu, secinam, ka

F(z) = 1 jebkuram z€R, t.i., f(z) = p(z) jebkuram z€R. Eksponentfunkcijas ar
bazi a vienigums ir pieradits. <«

2.12. piezime. Spriezot lidzigi ka linearas funkcijas gadijuma (skat. linearas funkcijas
9% un 107 tpasibu), var pieradit, ka nepartrauktibas nosactjums 23] definicija var
tikt aizvietots ar citu ekvivalentu nosacijumu, piemeram, ar monotonitates vai iero-
bezotibas kada punkta 0 labaja pusapkartné nosacijumu. lesakam lasitajam par to
parliecinaties patstavigi (skat. 2.9] paragrafa 4l uzdevumu).

2.3. Logaritmiska funkcija ka nepartraukts grupas R* homomor-
fisms grupa R

2.3.1. Logaritmiskas funkcijas definicija

2.5. definicija. Par logaritmisko funkciju sauc jebkuru nepartrauktu grupas R® ho-
momorfismu grupa RT, t.i., jebkuru funkciju f : Ry — R, kurai piemit sadas
1pasibas:

1) f(zy) = f(z) + f(y) jebkuriem z, yER~;
2) f - nepartraukta funkcija,
kur R - visu pozitivo realo skaitlu kopa.

Sadas funkcijas trivials piemers ir funkcija, kura ir identiski vienada ar nulli.

2.6. definicija. Par logaritmisko funkciju ar bazi a, kur a > 0, sauc patvaligu
logaritmisko funkciju, kurai piemit papildipasiba:
3) fla) = 1.

Logaritmisko funkciju ar bazi a apzime ar log, z.

Ta ka f ir homomorfs attelojums (skat. [1)]ipasibu), tad f(z) = f(1-2) = f(1)+ f(z),
no kurienes seko, ka

4) f(1)=0.

Jaa=1, tad |3)|un Ipaéiba ir pretruna viena otrai, tapec logaritmiska funkcija ar bazi
a = 1 neeksiste. Tas paskaidro, kapéc biezi vien [2.6] definicija nosacijumu a > 0 papildina
ar nosacyjumu a # 1.

Tapat ka ieprieksejos divos paragrafos rodas jautajums: vai eksiste vismaz viena loga-
ritmiska funkcija, un, ja ta eksiste, vai ta ir vieniga? Ka jau tika pieradits 2.2] paragrafa,
tad eksponentfunkcija g(x) = a* ar bazi a > 0, a#1, ir grupas RT izomorfisms par grupu
R*, tapec eksponentfunkcija ¢ ir apversama, bet tas apversta funkcija f = ¢! ir grupas
R* izomorfisms par grupu RT, t.i., funkcijai f izpildas 251 definicijas [1)] ipasiba. Velak
tiks pieradita §1 grupas R® homomorfisma grupa R* sakritiba ar logaritmisko funkeciju.
Lai to izdarttu, vispirms apskatisim logaritmiskas funkcijas ar bazi a 1pasibas, uzskatot,
ka §1 funkcija eksiste.
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2.3.2. Logaritmiskas funkcijas 1pasSibas

Pirmas cetras logaritmiskas funkcijas 1pasibas tiesi seko no 2.5] un 2.6] definicijas, iz-
mantojot ieprieks ievesto logaritmiskas funkcijas apziméejumu f(z) = log, x (a > 0, a#1).

19 log,(zy) = log, = + log, y jebkuriem x,y € Ryy.
1° log, (z125 . .. 1) = log, (x1) +log, (x2) 4 - - - +1og, (x1) jebkuriem x1, 1y, ..., x5 € Ry,
» Pierada ar matematiskas indukcijas principa palidzibu, izmantojot 1° Tpasibu.«

2° Logaritmiska funkcija log, x ir nepartraukta funkcija.

3% log,a=1.
4° log, 1= 0.
5% log, x~! =log, + = —log, = jebkuram x € Rs,.

> Taka0=f(1)=f(22) = f(z)+ f (%), tad f () = —f (2).«
6° log, % = log, x — log, y jebkuriem x,y € Ry.
» Tiesam,
g, (2) =1 (3) = 16+ 1 (5 ) = 70 = £0) =108, 2~ 0,1, 4

7° log, (a®) = = jebkuram x € R.

» So Ipasibu pieradisim, sekojot linearas funkcijas6% pasibas pieradijuma shemai, t.i.,
pieradisim So 1pasibu, kad x ir naturals, vesels, racionals un, visbeidzot, reals skaitlis.
a) Ja x = n € N, tad, izmantojot 19 un BY tpasibu, ieglisim:

log, (a™) =log,(aa---a) =log,a +log,+---+log,a=1+14+---+1=n

n

(lai sniegtu stingru §is 1pasibas pieradijumu, ir jaizmanto matematiskas indukcijas prin-
cips).

b) Apskatisim gadijumu, kad x = m € Z.

Jam > 0, tad 1pasiba ir pieradita a) gadijuma.

Ja m = 0, tad, nemot vera vienadibu a° = 1 un [49 ipagibu, iegisim:

log,, (ao) =log,1=0.
Jam <0, ti,m=—n, kurn €N, tad
~1

log, (a™) =log, (a™") =log, (") = —log, (a") = —nlog,a = —n = m.
c)Jax = %, kur n€N; tad, izmantojot b) gadijuma pieradito, iegusim:
nlog, (a%) = log, (a%) =log,a =1,

: 1
no kurienes seko, ka log, (an> =1
n
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d) Pienemsim, ka z = r, kur r € Q. Tad r = 2. kar m € Z un n € N. Atrodam:

m 1\ ™M 1 1
log, (07) = 1o, (a¥) = og, ()" = mlog, (a¥) = mtoga = T =

e) Pienemsim, ka x€R. Apskatisim patvaligu virkni (r,) C Q, ka lim r, = x. Nemot
n—oo

vera vienadibu log, a' = r,, r,€Q, ka ar1 eksponentfunkcijas un logaritmiskas funkcijas
nepartrauktibu, iegtisim:

r = lim r, = lim log, a™ = log, anti ™ = log, a”. <
Pieradito 1pasibu var parformulet sadi: eksponentfunkcijas a® un logaritmiskas funkci-
jas log, x kompozicija ir vienada ar identisko funkciju kopa R, t.i., ar funkciju Ig : R — R,
ka Ig(z) = x jebkuram x € R. Citiem vardiem sakot, ir speka $ada ipasiba.

70 (log, x) o a® = Ir(x) jebkuram z € R.
8% Punkcija log, v kopu R~ bijektivi attelo par kopu R.

» Logaritmiskas funkcijas sirjektivitate seko no [[%ipasibas. Tiesam, jebkuram z, € R
eksiste yp = a™, ka log, yo = log, a™ = xy.

Pieradisim, ka logaritmiska funkcija ir injektiva. Apskatisim patvaligus yi,y2 € R,
ka 11 # 12. No eksponentfunkcijas ar bazi a # 1 [107 pasibas seko, ka eksisté vienigie
realie skaitli 1 un x5, ka @™ = y; un @™ = yy, pie tam z; # x (jo preteja gadijuma,
t.i., ja 1 = z9, tad, acimredzot, y; = ¥, kas ir pretruna ar doto). Atliek ieverot, ka
z; = log, ¥, un x5 = log, y» saskana ar [[ Tpasibu. Tatad funkcija log, z ir bijektiva. <

90 gloga® = 1 jebkuram x € Ryy.
» Saskana ar [79 tpasibu atrodam:

log, (aloga’”) = log, z = log, (z),

no kurienes, nemot vera logaritmiskas funkcijas injektivitati (skat. ieprieksejo[ipasibu)),
seko, ka a'%8® = 1.4

Pieradito 1pasibu var parformulet sadi: logaritmiskas funkcijas log, z un eksponent-
funkcijas a® kompozicija ir vienada ar identisko funkciju kopa R.g, t.i., ar funkciju
In., : Rog — Ry, ka Ir ,(z) = x jebkuram = € R.o. Citiem vardiem sakot, ir speka
sada 1pasiba.

9° (a®) o (log, ¥) = Ir_, () jebkuram x € Rs.

No[79, 8% un [9% ipasibas seko, ka funkcijas a® un log, x ir savstarpéji inversas bijektivas
funkcijas, citiem vardiem sakot, ir speka sada 1pasiba.

10° Logaritmiska funkcija log, x ar bazi a # 1 un eksponentfunkcija a® ar bazi a # 1 ir
savstarpeji inversas bijektivas funkcijas.

11° Logaritmiska funkcija log, x ar bazi a # 1 ir nepartraukts grupas R® izomorfisms par
grupu RT.
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» Ta ka logaritmiska funkcija log, x ir eksponentfunkcijas a” ar bazi a # 1 inversa fun-
kcija (skat. [10%Tpasibu), bet eksponentfunkcija a® ar bazi a # 1 ir grupas Rt izomorfisms
par grupu R®, tad logaritmiska funkcija log, x ir nepartraukts grupas R® izomorfisms par
grupu R* (logaritmiska funkcija ir nepartraukta saskana ar 29 ipasibu).«

129 Logaritmiska funkcija log, x ir stingri augosa, ja a > 1, un stingri dilstosa, ja 0 <
a<1.

» Ipasibas patiesums seko no ta, ka logaritmiska funkcija log, z ir eksponentfunkcijas
a® ar bazi a # 1 inversa funkcija (skat. [10% ipasibu), bet eksponentfunkcija a® ir stingri
augosa, ja a > 1, un stingri dilstosa, ja 0 < a < 1 (skat. eksponentfunkcijas @Tpaéibu)A

T

13° log, (:vb) = blog, x jebkuriem b € R un x € Rog (a > 0, a # 1).

» No vienas puses, saskana ar [97 Tpagibu iegiisim:

b
alogaa: — l’b.
No otras puses, izmantojot eksponentfunkeijas [79 Ipasibu un logaritmiskas funkcijas Q7
1pasibu, atrodam:
b
ablogam — (alogax) — Ib.

No iegutajam vienadibam, nemot vera eksponentfunkcijas ar bazi a # 1 injektivitati (kura
seko no eksponentfunkcijas [99 ipasibas), secinam, ka log, (xb) = blog, = jebkuriem b € R
un r € Ryp. <«

14° log, x = log, c - log, = jebkuriem c,x € Ry, c#1 (a >0, a # 1).

» No vienas puses, saskana ar [99 Tpasibu iegiisim:

aloga T _ T.

No otras puses, nemot vera eksponentfunkeijas [79 Ipasibu un logaritmiskas funkcijas Q9
1pasibu, atrodam:
. log, x
alogaclogcx — (aloga c) ot clogcm —

Spriezot Iidzigi ka ieprieksejas 1pasibas pieradijuma, iegtisim vajadzigo. <

2.3.3. Teorema par logaritmiskas funkcijas eksistenci un vienigumu

2.4. teorema. Katram a > 0, a#l, eksiste vieniga logaritmiska funkcija ar bazi a
t.i., funkcija f : Reg — R, kura apmierina [2.5] un [Z.6] definicijas nosacijumus
un [3).

» Ta ka a > 0, a#1, tad eksponentfunkcija a* ir grupas R izomorfisms par grupu
R*. Tapec eksponentfunkcijas a® inversais attelojums ir grupas R® izomorfisms par grupu
R*. Sis izomorfisms apmierina 5] un 2.6] definicijas nosacijumus , un , tatad
Sis izomorfisms ir logaritmiska funkcija ar bazi a. Logaritmiskas funkcijas eksistence ir
pieradita.

Ja eksiste divas funkcijas, kuras apmierina 2.5] un 2.6] definicijas nosacijumus ,
un , tad katra no §tm funkcijam ir eksponentfunkcijas ar bazi a inversa funkcija. Tapec
s1s funkcijas ir vienadas (skat. [7, 39. Ipp.]). <
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2.13. piezime. Spriezot lidzigi ka linearas funkcijas un eksponentfunkcijas gadijuma,
var pieradit, ka nepartrauktibas nosactjums 2.5] definicija var tikt nomainits ar citu
ekvivalentu nosacijumu, piemeram, ar stingro monotonitati. Tiesam, monotona
funkcija ir nepartraukta, ja tas vertibu kopai nav caurumu (skat. [6, 39. lpp.]).
Ta ka logaritmiskas funkcijas definicijas kopa D (log, z) = R, tad tas vertibu
kopa R (log, ) ir nesanumuréjama grupas Rt apaksgrupa. Tapéc R (log, ) ir visur
bliva kopas R apakskopa saskana ar [l nodalas [LT] teoremu, un Iidz ar to kopai
R (log, ) nav caurumu. Tatad stingri monotona funkcija, kura apmierina 2.5]
un [2.6] definicijas nosacijumus un , ir nepartraukta (skat. [2Z0] paragrafa
Bl uzdevumu). Ieprieks teikto ilustrésim ar piemeru, tacu vispirms pieradisim dazus
paligapgalvojumus.

2.14. piezime. Jebkuram a > 0 eksisté galiga robeza hH(l) %

» 1) Piegemsim, ka a > 1. Ka jau tika pieradits [Z.6] piezime, tad funkcija
g(r) =< (0; +00), tapec eksiste galiga robeza

T

lim r) =14,
7"—>O,T€Qﬁ(0;+oo)g( )

Ta ka funkcija f(z) = , x > 0, ir nepartraukta, tad jebkuram z € (0; +o00) ir
speka
f(x) = lim g(r).

r—z,reQ

Tagad pieradisim, ka funkcija f ( ) arl ir augosa kopa (0; +00). Pienemsim, ka
0 <2’ < a” Tad Jebkurlem e € QN (O +o0), ka o' < 7, <7, < 2’ un

n''n

lim v/ = 2/, lim 7" = 2", no nevienadibas g(r,,) < g(r,) seko, ka

n—oo n—oo

f(@") = lim g(r ) < lim g(r ) f(x"),

n—oo n—oo

kas arT pierada, ka funkcija f(x) ar ir augosa kopa (0; 400).
Ta ka f(z) > 0, ja a > 1, tad eksiste galiga robeza lir(r]1+f(:£), savukart, ta ka
lim g(r) ={,, tad lir(r]1+f($) =/,

r—0,7€QN(0;4+00)

Pienemsim, ka z € (—o0;0). Ta ka “=1 = ax(a:;—1) un lim a® = 1, tad

x—0

T —1 -1
lim & = lim ama =4,
z—0— T z—0— —x
Tatad
r—1
lim a4 =/{,>0
z—0 T
2) Pienemsim, ka 0 < a < 1. Tad b = 1 > 1 un no vienadibas - = —t—1

saskana ar ieprieks pieradito ieglisim, ka art Saja gadijuma eksiste galiga robeza
hmalf1 =/, <0.<4

z—0
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2.15. piezime. Atzimesim, ja a = 1, tad, acimredzot, ¢, = 0. Savukart, [, # 0, ja
a# 1.
» Pieradisim, ka ¢, # 0, ja a # 1. Pienemsim pretejo, ka eksiste tads a # 1, ka
¢, = 0.
Noteiktibas labad pienemsim, ka a > 1. Tad jebkuram e > 0 eksiste tads n € N,

ka skaitlim r = % ir speka nevienadiba 0 < # < ¢. Pienemsim, ka k =1,2,...,n.
Tad

n

0<a—1:Z(akT—a(k_1)T) <n(%5 = ae,
k=1

no kurienes seko, ka a = 1, kas ir pretruna ar to, ka a > 1.
Spriezot I1dzigi, iegusim pretrunu ari gadijuma, kad 0 < a < 1.4
2.16. piezime. Tagad 2.13] piezime teikto ilustresim ar piemeru, pieradot, ka eksistée
tads e > 1, ka

oat—1
f, = lim
x—0 x

= log, a.

» Apskatisim funkciju h : a — [,, kur a € (0; +00). Pieradisim, ka §i funkcija ir
monotons grupas R®* homomorfisms par grupu R*. Pienemsim, ka a un b ir patvaligi
pozitivi skaitli.

Ta ka
(ab)* —=1=0b"(a"— 1)+ (b" — 1),
tad b)* — 1 v -1 b — 1
h(ab) = lim (@) =1 @ = 2L h(a) + h(b),
z—0 X z—0 X z—0 X

t.i., h ir grupas R® homomorfisms par grupu R™.

No otras puses, ja 0 < a < b, tad g > 1. Tapec {» > 0, no kurienes seko, ka
h(b) — h(a) = h (%) > 0. Tatad h ir stingri augosa funkacija.

Nemot vera 2.13] piezimé teikto, secinam, ka eksisté vienigs skaitlis e, e > 1, ka
h(a) =log, a.«

2.17. piezime. Skaitla x € (0;400) logaritmu ar 8o bazi e sauc par skaitla x natural-
logaritmu un apzime ar Inx, bet skaitli e sauc par naturallogaritma bazi. Tatad

a®—1
lim =Ina.
x—0 €x
Atseviska gadijuma, ja a = e, iegusim:
e —1
lim =Ine=1.
x—0 €x

Pedeja formula lauj aksiomatiski definet skaitli e ka tadu skaitli a > 1, ka

Tadejadi 2.16.] piezimes piemera ir pieradita skaitla e, kas apmierina $o aksiomatisko
definiciju, eksistence un vienigums.
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2.18. piezime. Ta ka cksisté galiga robeza lir% @=L (skat. 2I4] piezimi), tad ekspo-
nentfunkcija a” ir diferencejama punkta x = 0. Vel jo vairak, ta ka “HZ_“I =a” “yy_l,
tad eksponentfunkcija a® ir diferencejama jebkura punkta z € R, pie tam (a®)" =
a”Ina.

2.4. Pakapes funkcija ka nepartraukts grupas R* homomorfisms
sevil

2.4.1. Pakapes funkcijas definicija

2.7. definicija. Par pakapes funkciju sauc jebkuru nepartrauktu grupas R® homo-
morfismu sevi, t.i., jebkuru funkciju f : Ry — Ryg, ka

1) fzy) = f(x) - f(y) jebkuriem z, y€Ro;
2) f - nepartraukta funkcija.

2.8. definicija. Par pakapes funkciju ar kapinataju a, kur a € R, sauc patvaligu
pakapes funkciju, kurai piemit papildipasiba:
3) f(2) =2

Pakapes funkciju ar bazi a apzime ar z°.

[2.19. piezime. 2.8| definicijas nosacijums ir jasaprot sadi: pakapes funkcijas ar
kapinataju a vertiba punkta x = 2 ir vienada ar eksponentfunkcijas ar bazi 2 vertibu
punkta x = a. Skaitlim 2 Saja nosacijuma nav nekadas specialas lomas, tikpat labi
Saja nosacijuma skaitla 2 vieta vareja nemt jebkuru pozitivu skaitli, kurs nav vienads
ar 1, piemeram, varéja pieprasit, lai f(101) = 101 vai f (%) = (%)a [znemums ir
skaitlis 1, jo tam nosacijums ir nosacijuma sekas. Tiesam, Saja gadijuma
nosacijumam ir veids: f(1) = 1* = 1. Tacu tiesi tada pasa vienadiba izriet no
1)| nosactjuma: f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1), no kurienes seko, ka f(1) = 1, jo
f(1) # 0 (attelojums f ir definets kopa R~ un pienem vertibas Saja pasa kopa!).

™

12.20. piezime. 3)/nosacijuma 2* (101%, (g)a) apzime eksponentfunkcijas ar bazi 2 (101,
%) vertibu punkta x = a. Tapec pakapes funkciju z var definet ar ka funkciju, kas
jebkuram pozitivam skaitlim = piekarto eksponentfunkcijas ar bazi x vertibu punkta

a.

2.21. piezime. Dazam a vertibam pakapes funkciju ir iespejams turpinat kopa, kura
satur Ry ka 1stu apakskopu. Apskatisim piemerus.

Jaa=mn,n €N, tad pakapes funkciju 2% var turpinat kopa R = RoU {0} UR~q

(R - visu negativo realo skaitlu kopa), ja uzskatit, ka 0" = 0 un jebkuram x € R_q

ir speka
o (—x)™, ja n - para skaitlis,
| —=(=x)", ja n - nepara skaitlis.
Spriezot Iidzigi, ja a = —n, n € N, tad pakapes funkciju z® var turpinat kopa

R \ {0} == R<0 U R>0.

Jaa = %, n € N, un n ir nepara skaitlis, tad pakapes funkciju z* var turpinat kopa
R. Savukart, ja n - para skaitlis, tad pakapes funkciju x® nevar turpinat kopa R,

tacu var turpinat kopa {0} UR~ ar vienadibu 0 = 0, ja nemt vera, ka lir(r)l x® =0.
z—0+
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n
Ta ka eksponentfunkcijai ar bazi x > 0 ir speka vienadiba (x%> = z (skat.
eksponentfunkcijas [70 Tpasibu), tad funkcija zw var tikt uzlikota ka funkcijas "
inversa funkcija (funkcijas ™ maksimalaja injektivitates intervala). Piemeram, fun-
keija 217 ir definéta visu realo skaitlu kopa R, bet funkcija z3 - tikai kopa {0}UR,.
Tapec, lai nevajadzetu nemt vera pakapes funkcijas kapinataja a specifiku, pakapes
funkcija tiks aplukota kopa R..

2.4.2. Teorema par pakapes funkcijas eksistenci un vienigumu

2.5. teorema. Jebkuram a > 0 eksisté vieniga pakapes funkcija ar kapinataju a, t.1.,
funkcija f: Rsg — Ry, kura apmierina [2.7] un[2.8] definicijas nosacijumus
un [3).

» Apskatisim nepartrauktus homomorfismus f : R®* — R*, f(2) =1, un g : RT — R®,
g(1) = 2% kuri eksiste saskana ar attiecigi [[L4] un [[.3] teoremu. Pienemsim, ka h = go f.
Actmredzot, h : R®* — R® - nepartraukts homomorfisms, pie tam

h(2) = (go f)(2) = g(f(2)) = g(1) = 2%
Tatad h ir pakapes funkcija ar kapinataju a. Pakapes funkcijas ar kapinataju a eksistence
ir pieradita.
Pienemsim, ka funkcijas h; un hy apmierina 2.7] un 2.8] definicijas nosacijumus |1)]

un B)} bet f(z) = log,(x). Apskatisim funkcijas g1 = hyo f~' un go = hpo f71.
Actmredzot, f~! ir nepartraukts grupas RT homomorfisms par grupu R®, bet ¢; un gs -
nepartraukti grupas R™ homomorfismi grupa R®, pie tam

g1(1) = ha(f7H(1) = ha(2) = 2%, ga(1) = ha(f7H(1)) = 2(2) = 2.

Tatad ¢g; un g, ir eksponentfunkcijas ar bazi 2*. No [[.3] teoremas seko, ka g; = g,
t.i., gi1(z) = go(z) jebkuram z € R. Tagad pieradisim, ka h; = ho, t.i., hi(z) = he(2)
jebkuram x € R.,. Pienemsim pretéjo, ka eksiste tads o € Rsg, ka hi(xg) # ha(xo).
Tad, actmredzot, g1(yo) # g2(v0), kur yo = log, zo, kas ir pretruna ar ieprieks teikto.
Pakapes funkcijas ar kapinataju a vienigums ir pieradits. <

2.22. piezime. No vienadibas h = g o f seko, ka jebkuram x € R ir speka

z0 = (27)0827 (2.11)

2.4.3. Pakapes funkcijas 1pasibas

Pirmas divas 1pasibas tiesi seko no 2.7]definicijas, izmantojot ieprieks ievesto pakapes
funkcijas apzimejumu x%, a € R.

19 (zy)* = 27" jebkuriem x,y € Ry.
20 29 ir nepartraukta funkcija.
Ertibas labad ka nakamo tpasibu formulesim 2.8] definicijas [3)] nosactjumu.

3% Ja f:Rsg — Ryg ir pakapes funkcija ar kapinataju a, tad f(2) = 2%.
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49 19 =1.

» Ja f(z) =2 tad f(z) = f(1-2)= f(1)- f(z). Taka f(x) >0, tad f(1) =1, t.i,,
1=1.4

50 (1) = L jebkuram x € Rs.

» Ja f(z) =2% tad 1 = f(1) = f(z) - f (%), no kurienes seko, ka f (%) = Lo ti,
(1) = ke

6° (z*)" = z® jebkuram x € Reg.
» Ja f(z) = 2% un g(x) = (f(x))°, tad jebkuriem x,y € Ry, ir speka

glay) =[f @' =[f @) FQL =[f @] [f W' =9() 9().

Otra vienadiba ir patiesa saskana ar 2.7] definicijas [1)| nosactjumu, bet tresa - ekspo-
nentfunkcijas [69 tpasibu. Funkcijas g(x) nepartrauktiba seko no pakapes funkcijas f(z)
nepartrauktibas (skat. 2.7]definicijas[2)| nosactjumu). Taka g(2) = (f(2))b = (2%)0 = 290,
tad no ieprieks teikta izriet, ka g(x) - pakapes funkcija ar kapinataju ab, t.i. g(x) = 2.

Tapec (2%)" = 2. <
7% Jebkuram x € Rs ir speka 2° = 1.
» Nemot a = 0 formula (ZI7]), iegusim:
20 — (20)10g2:v — qlogar _q
(pedeja vienadiba ir speka saskana ar (47 tpasibu). «
8% Funkcija x° ir stingri augosa, ja a > 0, un stingri dilstosa, ja a < 0.
» No vienadibas (2.I1]) seko, ka

2t = (20087 = gehons,

Acimredzot, funkcija alog, z ir stingri augosa, ja a > 0, un stingri dilstosa, ja a < 0.
Nemot vera, ka eksponentfunkcija ar bazi 2 ir stingri augosa, secinam, ka funkcija 291082
ir stingri augosa, ja a > 0, un stingri dilstosa, ja a < 0.«

9% Punkcija x® ir grupas R® izomorfisms par sevi tad un tikai tad, kad a # 0.

» Saskana ar formulu (ZIT):
10 = (20)0827

t.i., pakapes funkcija ar kapinataju a ir eksponentfunkcijas ar bazi 2* un logaritmiskas
funkcijas ar bazi 2 kompozicija. Ta ka logaritmiska funkcija ar bazi 2 ir grupas

R* izomorfisms par grupu Rt (skat. logaritmiskas funkcijas [119 ipasibu), bet ekspo-
nentfunkcija ar bazi 2% ir grupas R* izomorfisms par grupu R*® tad un tikai tad, kad 2% # 1,
t.i., a # 0 (skat. eksponentfunkcijas 119 1pasibu), tad pakapes funkcija ar kapinataju a ir
grupas R® izomorfisms par sevi tad un tikai tad, kad a # 0, jo izomorfismu kompozicija
ar1 ir izomorfisms. <
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2.23. piezime. Ka jau ieprieks tika atzimets (skat. 2.I12] un 2.I3] piezimi), tad ne-
partrauktibas nosacijumu eksponentfunkcijas un logaritmiskas funkcijas definicija
var nomainit ar citiem ekvivalentiem nosacijumiem, pieméram, ar monotonitates
nosacijumu. No formulas (2I1) seko, ka tas ir speka arl pakapes funkcijai, t.i.,
pakapes funkciju var definét ka monotonu grupas R® homomorfismu sevi (skat.
[2.9] paragrafa [l uzdevumu).

2.5. Eksponenciala funkcija ka nepartraukts grupas R™ homo-
morfisms grupa S

Lai ar1 kads no daudzajiem sinusa un kosinusa trigonometrisko funkciju definesanas
panemieniem netiktu apskatits, bus lidzigas gan attiecigas definicijas un ipasibas, gan to
izmantosana uzdevumu risinasana.

Sinusa un kosinusa trigonometriskas funkcijas ir viena otru “pavadosas” funkcijas,
tapec ir dabiski tas aplukot vienlaicigi, t.i., ka nepartrauktu funkciju f : R — C, ka
f(z) = (cosx;sinx) jebkuram = € R (komplekso skaitlu kopa C tiek interpreteta ka realo
skaitlu sakartotu paru kopa ar attiecigajam saskaitisanas un reizinasanas ipasibam). Ta ka
sinusa un kosinusa trigonometriskajam funkcijam ir jaapmierina identitate cos? z+sin? z =
1, x € R, tad var secinat, ka ir jaapluko nepartrauktu funkciju f : R — S, kur S
ir visu komplekso skaitlu, kuru modulis ir vienads ar 1, kopa, citiem vardiem sakot, S
ir vienibas rinka Imija kompleksaja plakne C. Kopa S ir apveltita ar dabisku grupas
operaciju - kopas S elementu reizinasanu. Tas lauj S traktet ka multiplikativu grupu.
Lai st funkcija f butu Iidziga ieprieks aplikotajam linearai funkcijai, eksponentfunkcijai,
logaritmiskai un pakapes funkcijai, tad funkcijai f ir jabut ne vienkarsi nepartrauktam
kopas R attelojumam kopa S, bet gan nepartrauktam grupas R™ homomorfismam grupa S.
Sadus nepartrauktus homomorfismus sauc par eksponencialajam funkcijam jeb vienkarsi
par eksponentem.

Nepartrauktam kopas R attelojumam kopa S var sniegt sadu mehanisku interpretaciju:
kopu R uzliko ka bezgaligu diegu, kuru “uztin” uz rinka linijas. Vards “uztin” Saja
gadijuma nav 1pasi veiksmigs, jo diegs var parklat tikai rinka linijas dalu, bet var parklat
arl visu rinka Iniju, pie tam tas patvaliga vieta un veida var mainit uztiSanas vir-
zienu. Tacu, ja attelojums f ir arT homomorfisms (attieciba pret saskaitisanu kopa R un
reizinasanu kopa S), tad vards “uztin” sameéra precizi raksturo attélojumu f, jo patvaligu
eksponenti var intuitivi aprakstit sadi: punkti ... — 2a, —a, 0, a, 2a, ..., kur a ir kads
pozitivs skaitlis, attelojas par punktu 1 € S, pie tam katrs no nogriezniem

. [=2a; —a], [-a;0], [0;al, [a;24a], ...

vienmerigi, periodiski un konstanta virziena parklaj visu rinka Imiju S. Attelojuma f
periodiskums ir nepartrauktibas un homomorfisma sekas.

2.5.1. Eksponentes definicija

2.9. definicija. Par eksponencialo funkciju (vai vienkarsi par eksponenti) sauc
jebkuru nepartrauktu grupas Rt homomorfismu grupa S, t.i., jebkuru funkciju f :
R—S, ka
19 f(z+y) = f(2) - f(y) jebkuriem z, yeR;

20 f - nepartraukta funkcija.
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Neskatoties uz to, ka eksponentes definicija (skat. 2.91] definiciju) ir loti lidziga ek-
sponentfunkcijas definicijai (skat. [Z3] definiciju), tajas iet runa par principiali dazadam
funkcijam:

1) kaut arl eksponentei un eksponentfunkcijai ir viena un ta pasa definicijas kopa R,
tomer tam ir dazadas vertibu kopas, jo eksponentfunkcijas vertibu kopa ir vienada ar visu
pozitivo realo skaitlu kopu, bet eksponentei - ar visu komplekso skaitlu, kuru modulis ir
vienads ar 1, kopu; So vertibu kopu vienigais kopigais elements ir skaitlis 1, kurs ir grupu
R® un S neitralais elements;

2) eksponentfunkcijas gadijuma f(x) - f(y) apzime pozitivu realu skaitlu reizinajumu,
bet eksponentes gadijuma - kompleksu skaitlu, kuru modulis ir vienads ar 1, reizinajumu.

2.5.2. Eksponentes 1pasibas
3% F(0)=1.

> Taka f() = f(z+0) = f(2)f(0) un f(z) #0 (o |f(2)] = 1), tad f(0) = L.«

4° f(—z) = f(z) = ﬁ, kur f(x) ir skaitja f(x) kompleksi saistitais skaitlis.
» Ta ka
1= f(0) = f(z —z) = flz + (=2)) = f(2) f(—x),
" F@)T@)
1 x)f(x —
=50 = 5w Y

(izmanto faktu, ka |f(z)]* = f(z)f(z) =1).4

No pedejas [ipasibag seko, ka kopa f(R) ir simetriska attieciba pret realo asi, citiem
vardiem sakot, kopa f(R) ir simetriska attieciba pret vienibas rinka linijas horizontalo
diametru.

50 f(x —vy) = f(x)f(y) jebkuriem x,yER.

> [ —y) = [+ (=) = F@)f(~y) = [(2) [ (1)<
6% Eksponentes f kodols f~1(1) ir grupas R* slegta apaksgrupa.

» Pienemsim, ka H = ker f = f~1(1) = {t € R|f(t) = 1} - eksponentes f kodols. Ja
ti,ty € H,tad f(ti+1ta) = f(t1) f(t2) =1, ti, ty +tx € Hyjat € H, tad f(—t) = f(t) =
1=1,ti., —t € H; no[3pasibas scko, ka f(0) = 1, t.i., 0 € H. Tatad H ir grupas R*
apaksgrupa.

Apskatisim patvaligu apaksgrupas H skaitlu virkni (¢,), kura konverge uz ty. Saskana
ar 29 tpasibu attelojums f ir nepartraukts, tapec f(t,) —— f(to). Ta ka f(t,) = 1

jebkuram n € N, tad ar1 f(to) = 1, t.i., to € H. Tatad H ir grupas R* slégta apaksgrupa. <

7° Ja H = ker f ir eksponentes kodols, tad vai nu H = R, vai nu H = {0}, vai art
H = {ma|lm € Z}, kur a > 0.

» Ipasiba seko no 67 ipasibas un [LT] teorémas lsekaml (skat. [l nodalu). <

8% Divu eksponensu attieciba ir eksponente.
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» Ta ka eksponente pienem tikai nenulles vertibas, tad divu eksponensu f un g at-
tieciba h = g ir defineta jebkuram x € R. Funkcija h ir nepartraukta ka divu nepartrauktu
funkciju dalijums, pie tam jebkuram z € R ir speka

@1,

g1

()]

un jebkuriem z,y€R izpildas

ba-+y) = Ly LI TS o),

Tatad h - eksponente. <
9° Ja f:RT — S - eksponente, tad f(R) - kopas S slegta apakskopa.

» Pienemsim, ka z; € S ir patvaligs kopas f(R) kontaktpunkts. Pieradisim, ka z, €
f(®).

Ja 2y = 1, tad no 3 1pagibas scko, ka 1 = f(0) € f(R).

Apskatisim gadijumu, kad zg # 1. Tad skaitla zy reala dala xg = Rez, apmierina
nevienadibas —1 < x5 < 1. Saskana ar 47 ipasibu kopa f(R) ir simetriska attieciba pret
realo asi, tapec ir pietiekami apskatit gadijumu, kad 3o = Im 2y > 0.

Ta ka 290 = 2o +iyo, —1 < 29 < 1,90 >0, yo = /1 — 23, tad 220 < 1+ 25 un
xo < “‘2& < 1, no kurienes seko, ka

1 1
+ZEO< + X9

<1 2.12
5 5 (2.12)

Ty <

Ja wg = ug+ivg € S ir tads, ka ug = Rewy = \/1*%, vy > 0, tad vg = Imwy = 1‘%,

bet wy = \/H;O + i\/lg‘ro, no kurienes seko, ka w3 = xo +i\/1 — 23 = x5 + iy = 2.
Atliek ieverot, ja eksiste tads ¢t € R, ka f(t) = wy, tad f(2t) = f(t)f(t) = wi = 2, un
tapec zp € f(R).

Pieradisim, ka cksiste tads ¢ € R, ka f(t) = wy. Sim noliikkam apskatisim paligfunkciju
g=Pof:R—R kur P, : S — R - funkcija, ka Pi(z) = Rezy jebkuram z € S.
Acimredzot, funkcija ¢ ir nepartraukta, pie tam ¢g(0) = (Pyof)(0) = Pi(f(0)) = P (1) = 1.
Ta ka zq ir kopas f(R) kontaktpunkts, tad eksiste kopas f(R) punktu virkne (z,), kura
konverge kopa S uz punktu zy. Pienemsim, ka z, = z,, + iy,. Ta ka z, € f(R) jebkuram
n € N, tad eksiste realu skaitlu virkne (¢,), ka f(t,) = z,. Atrodam: z, = Rez, =
Pi(z,) = (P o f)(t,) = g(t,). Ta ka z, —— 2z, tad z, —— xo. Tapec, nemot vera

n—oo

([212), scko, ka eksiste tads zy, ka zg < zy < /2 < 1. Taka g(0) = 1un g(ty) = zy,

tad

1 + xo
2

Funkcija ¢ ir intervala R nepartraukta funkcija, tapec saskana ar Bolcano teoremu par
starpvertibam ta pienem jebkuru vertibu starp g(ty) un g(0) = 1, t.i., eksisté tads ¢,

g(tn) < < 9(0). (2.13)

tn <t <0, kag(t)= /2. Tatad f(t) = /2 + iy /152 = wp, no kurienes, nemot

vera ieprieks teikto, seko, ka zg € f(R). Tadejadi f(R) - kopas S slegta apakskopa.«
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2.5.3. Eksponentes periodiskums

2.6. teorema. Pienemsim, ka f : R™ — S ir patvaliga eksponente, kura ir atskiriga no
konstantes. Tad eksiste tads pozitivs reals skaitlis a, ka f(t +a) = f(t) jebkuram
t € R, pie tam funkcija f intervalu [0;a) bijektivi attelo par visu rigka liniju S.

» Ja H = ker f - eksponentes f kodols, tad saskana ar [79 ipasibu vai nu H = R, vai
nu H = {0}, vai ar1 H = {ma|m € Z}, kur a > 0.

Gadijums, kad H = R, nav iespejams, jo Saja gadijuma f(t) = 1 jebkuram t € R, tacu
tas ir pretruna ar to, ka f nav konstante.

Pienemsim, ka H = {0}. Tad f - injekcija. Tiesam, ja f(t;) = f(t2), tad saskana ar
BY 1pasibu atrodam: f(t; — t5) = f(t1)f(t2) = 1-1 = 1, no kurienes seko, ka t; — t, € H,
t.i., t; —to =0, t.1., t; = t5. No[LG] teoremas (skat. [ nodalu) seko, ka attélojums f nav
sirjektivs. Pienemsim, ka zg € S\ f(R), bet A : S\ {20} — R - stereografiska projekcija ar
centru punkta zg. Tatad h ir rinka Iijas S, no kuras ir izmests punkts zy, homeomorfisms
par kopu R. Tad g = ho f : R — R ir nepartraukta injektiva funkcija. No [[.3] teorémas
(skat. [l nodalu) seko, ka funkcija g ir stingri monotona. Pie tam kopa g(R) ir

1) slegta, jo g(R) = h(f(R)), f(R) ir slegta kopa saskana ar [99 1pasibu, bet attélojums
h ir homeomorfisms;

2) ierobezota, jo f(R) C S\ {z0} (skat. [ nodalu, [4] piezimi péc [[5] teoremas);

3) intervals, jo g(R) ir intervala nepartraukts attels (skat. [ nodalas [[3] teoremu).
No ieprieks teikta seko, ka g(R) ir nogrieznis. Tatad stingri monotona funkcija g attelo
kopu R par nogriezni g(R). Tad inversa funkcija ¢~!, kura, protams, art ir stingri mo-
notona, nogriezni g(R) attelos par neierobezotu kopu R. Pretruna. Tatad gadijums, kad
H = {0}, arT nav iespéjams.

Tagad apskatisim gadijjumu, kad H = {ma|lm € Z}, kur a > 0. Tad a € H, t.i.,
f(a) = 1. Atrodam:

ft+a) = f(t)f(a) = fF(H)1 = (D),

ft—a) = f(t)f(—a) = f(t)f(a) = fF(t)1 = f(t).

Tatad f ir periodiska funkcija ar periodu a.

Pieradisim, ka a ir funkcijas f galvenais periods. Pienemsim, ka eksiste tads skaitlis
b, ka 0 < b < a, un b ir funkcijas f periods, t.i., jebkuram ¢ € R ir speka f(t +b) = f(¢).
Ta ka f(t+b) = f(t)f(b), tad f(t)f(b) = f(t), no kurienes, nemot vera, ka f(t) # 0,
atrodam, ka f(b) = 1, t.i., b € H. Ta¢u b # ma jebkuram m € Z. Pretruna. Tatad a ir
funkcijas f galvenais periods.

Tagad pieradisim, ka funkcija f intervalu [0;a) bijektivi attélo par visu rinka liniju
S. Vispirms pieradisim, ka attelojums f ir injektivs kopa [0;a). Pienemsim pretéjo, ka
0<t; <ty <aun f(tl) = f(tg) Tad f(tl — t2) = 1, tl7 t1 —to € H. Tacu t; — ta ¢ H,
jo 0 < ty — t; < a. leguta pretruna pierada, ka attélojums f - injektivs kopa [0; a).

Pieradisim, ka attelojums f nogriezni [0' 9] sirjektivi attelo par vienu no rinka Imijas

g
ceturtdalam. Ta ka 1 = f(a) = f (4%) = (f (%))4, tad skaitlis f (%) ir vienadojuma
2z* —1 = 0 sakne. Pedéjam vienadojumam ir ¢etras saknes: 1, —1,4, —i. Taka 0 < 1 <a,
tad f (%) # 1. Pieradisim, ka f( ) 7& —1. Tieéém ja pienemt pretejo, ka f (9) = —1,

tadf(“)—f(%+) (()) = (—1)? = 1, kas ir pretruna ar to, ka 0 < § < a.

Atliek divas iespejas: f( ) 1 va f( ) —i. Pienemsim, ka f( ) = 4. Apskatisim
funkciju P, : S — R, ka P;(2) = Rez jebkuram z € S, un funkciju P, : S — R, ka

Py(z) = Imz Jebkuram z € S. Tad funkcijas gy = P; o f un go = P, o f, acimredzot,
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ir nepartrauktas. Aplukosim &is funkcijas nogrieznt [O; %] un parliecinasimies, ka tas ir
nenegativas Saja nogriezni. Vispirms atzimeésim, ka

91(0) = (Pro f) (0) = P (f(0)) = P1(1) = 1,

0 (2)=5(s(2)) = =0

Ja pienemt pretcjo, ka eksiste tads ¢, 0 < ¢ < ¢, ka g,(t) < 0, tad saskana ar Bolcano

teoremu par starpvertibam eksiste tads to, 0 < to < t, ka g1(to) = 0. Tapec f(to) = *i.
Tacu, no vienas puses, f(ty) # i, jo funkcija f ir injektiva intervala [0;a), bet 0 < t5 <
¢ <aun f(%) =1 no otras puses, f(to) # —i, jo funkcija f ir injektiva intervala [0;a),

bet 0 < ¢ <3 <a—ty<aun f(a—ty) = f(a)f(to) = 1i = i. Ieguta pretruna pierada,
ka funkcija g; ir nenegativa nogriezni [0; ‘Z‘] Spriezot I1dzigi, pierada, ka art funkcija g, ir

nenegativa nogriezni [O' “] (atzimesim tikai, ka go(0) = 0 un go (%) = 1). Ta ka nogriezna

14
nepartraukts attéls ir nogrieznis (skat. [l nodalas [L3] teoremu), tad ¢ ([0; %D =[0;1] un
9o ([O; ﬂ) = [0;1]. Tatad kopa f ([O; %D sakrit ar rinka Imijas pirmo ceturtdalu.

a

Tagad aplukosim funkciju f nogriezni [%; %} Funkcija u = t — ¢ nogriezni [%;%

attelo par nogriezni [0;%], pie tam jebkuram u € [0;¢] ir speka f (t) = f(u+2) =
f () f(%) =if(u). Saskana ar ieprieks pieradito kopa f ([0;2]) sakiTt ar rinka Imijas
pirmo ceturtdalu, bet reizinasana ar komplekso skaitli ¢ ir kopas S punktu rotacija ar

centru punkta O(0;0) par lenki 7, tapec kopa f ([%; %D sakrit ar rinka linijas otro
ceturtdalu, t.i., attelojums f nogriezni [2'9} sirjektivi attelo par rinka Imijas otro

4072
o . . _ _ . .o .3 3a.
ceturtdalu. Analogiski pierada, ka attelojums f nogrieznus [9 —“} un [Z“,

5 a] sirjekt1vi
attelo attiecigi par rinka Iiijas treso un ceturto ceturtdalu. Tadejadi attelojums f in-
tervalu [0; a) sirjektivi attelo par visu rinka Iiju S, t.i., f([0;a)) = S. Nemot vera, ka
attelojums f ir injektivs intervala [0; a), secinam, ka attelojums f intervalu [0; a) bijektivi
attelo par rinka liniju S.

Ja f (%) = —i, tad var pieradit, ka attelojums f nogriezni [O; %] attelo par rinka Iijas
ceturto ceturtdalu, nogriezni [%; %] - treso ceturtdalu, nogriezni [%, ?jf} - otro ceturtdalu,

nogriezni [‘%; a] - pirmo ceturtdalu. Tatad ar1 saja gadijuma attelojums f intervalu [0;a)

bijektivi attelo par rinka liniju S.<«

2.24. piezime. No[2.6]teoremas pieradijuma seko, ka, gadijuma, kad f (%) = 1, ekspo-
nente f : RT™ — S katru no intervaliem [ma; (m + 1) a), m € Z, bijektivi attelo par
rinka liniju S “pozitivaja virziena” (preteji pulkstena raditaju kustibas virzienam),
ar to saprotot, ka nogriezni [ma; ma + ﬂ, [ma + §;ma + %], [ma + §;ma + %‘1],
[ma + %; (m+1) &] attelojas attiecigi par rinka linijas pirmo, otro, treSo un ce-
turto ceturtdalu. Savukart, ja f (%) = —i, tad eksponente f : RT — S katru no
intervaliem [ma; (m + 1) a), m € Z, bijektivi attelo par rinka liniju S “negativaja
virziena” (pulkstena raditaju kustibas virziena). Lai paskaidrotu frazi “attelo ...
pozitivaja virziena” (attiecigi “attélo ... negativaja virziena”’) ne tik formali, tad
ir jaizmanto tadi jedzieni ka vektoru lauks, pieskarvektoru lauks u.c., kuri Saja
macibu lidzeklt netiek aplukoti (lasitajs ar Siem jedzieniem var iepazities, aplukojot,
piemeéram, [3, 41.-42. lpp.]).

2.25. piezime. No[2.6.]teorémas pieradijuma un iepriekséjas piezimes seko, ka, gadijuma,
kad f (%) = 14, funkcija ¢1(t) = (P o f) (t) = Re f(t) nogriezni [O; %] bijektivi un
nepartraukti attelo par nogriezni [—1; 1], pie tam &1 funkcija stingri dilst no +1 lidz
—1 (skat. [ nodalas 3] teoremu). Analogiski funkcija go(t) = (Py o f) (t) = Im f(t)
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ik
funkcija stingri aug no —1 Iidz +1. Spriezot lidzigi, pamato, ka nogriezni [%;a}
a. 3a

funkcija g1 (t) stingri aug no —1 lidz +1, bet nogrieznt [Z’ I} funkcija go(t) stingri
dilst no +1 Iidz —1.

nogriezni [ ] bijektivi un nepartraukti attelo par nogriezni [—1; 1], pie tam &1

[2.26. piezime. 2.6.|teoremas pieradijuma tika ieguts, ka jebkuram t € [%; %] ir speka
f(t) = if(u), kur u € [0;%]; jebkuram t € [4;3¢] ir speka f(t) = i*f(u) = —f(u),

27 4

kur u € [0; %]; jebkuram ¢ € [%‘l;a] ir speka f(t) = —if(u), kur u € [0; %] Tas
lauj eksponentes 1pasibas, kuras ir speka nogriezni [0; %], ar tiem vai citiem pre-

cizejumiem “parnest” uz intervalu [0;a).

2.6] teorema sniedz pamatojumu sadai definicijai.

2.10. definicija. Par eksponencialo funkciju ar bazi a (vai vienkarsi par ekspo-
nenti ar bazi a), kur a > 0, sauc jebkuru eksponenti, kuras galvenais periods ir a
un kura ir attelojums “pozitivaja virziena”, t.i., jebkuru funkciju f : R—S, ka
10 f(w+y) = f(z) - f(y) jebkuriem x, yeR;

20 f - nepartraukta funkcija;
3'0 f - periodiska funkcija ar galveno periodu a;
07 (3) =i

Eksponenti ar bazi a apzime ar e,(x).

2.27. piezime. Saskana ar [2.6] teoremu skaitla a > 0, kurs ir eksponentes galvenais
periods, eksistence seko no eksponentes [1% un 29 ipasibas pie nosacijuma, ka ekspo-
nente nav konstanta funkcija. 2I0J definicijas nosacijuma [BY kads skaitlis a > 0
tiek fiksets par eksponentes galveno periodu. 4" nosacijuma biitiba ir paskaidrota
piezimeé pec [2.6)] teoremas. Tadejadi, ja f : R—S ir patvaliga eksponente, tad
vai nu f(x) =1, vai ar1 f(x) = e,(z) kadam a > 0.

2.5.4. Eksponentes eksistence un vienigums

2.7. teorema. [Eksponentes eksistence| Nepartraukts grupas R™ homomorfisms gru-
pa S eksiste.

o0
» Labi zinams, ka pakapju rinda Zo% absoluti konverge jebkuram x € R, bet
n=

pakapju rinda ‘% absoluti konverge jebkuram z € C. Ja g(z) ir pedéjas rindas summa,
n=0

tad g(z) - nepartraukta funkcija, g(0) = 1 un ¢ (z) = g(z), jo z® = (2)". Ta ka absoluti
konvergentas rindas drikst reizinat, tad

[e’s) k 0 s o) n k n—k [e’s) 1 . [e%s) + n
(£5)(E5)-SEie-Sh fan g

no kurienes seko, ka g(z+w) = g(z) - g(w) jebkuriem z,w € C. Tatad funkcija g : C — C
apmierina 2.9] definicijas [19 un 29 nosacijumu. Pienemsim, ka z = iz, € R un f(z) =
g(iz). Tad f - nepartraukta funkcija; jebkuriem x,y € R ir speka

flx+y) = gliz +y)) = glir)g(iy) = f(x)f(y);
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jebkuram x € R izpildas

|f ()" = |g (ix)* = g (ix) g (iz) = g (ix — iz) = g (0) = 1,
t.i., |f (x)] = 1. Tatad f - nepartraukts grupas Rt homomorfisms grupa S.«

2.28. piezime. Funkcija f : RT — S, kura tika konstrueta 2.7] teoremas pieradijuma
gaita, nav konstanta, tapec saskana ar [2.6.]teoremu funkcija f ir nepartraukts grupas
R* homomorfisms grupa S, t.i., f - eksponente ar kadu galveno periodu a, a > 0.
So skaitli @ apzimésim ar 2. Tatad

S\ o0 2n 1 )n+1

P =) =3 0 =S T S SR ey

ir eksponente ar bazi a = 27. Taka f(0) =1un 1 = f(0) = f(0+271) = f(Q%
tad 27 ir vismazakais pozitivais skaitlis z, ka f(z) = 1. No R.I0] definicijas
nosacijuma seko, ka f (g) =f (%’r) = 1, no kurienes seko, ka f (7) = f (% + g) =
(f (g))2 = —1. Vienadiba f(m) = —1 sniedz jaunu iespeju, ka definet skaitli 7: par
skaitli 7 sauc vismazako pozitivo skaitli a, ka f(a) = —1.

» Pienemsim, ka f(z) = u(z) +iv(z), kur u(z) = Re f(z) un v(x) = Imf(z). Ta
ka f(0) =1, tad w(0) = 1. No (2I4) seko, ka v'(x) = u(z), tapec v'(0) = 1. Tatad
funkcija v(z) ir stingri augosa funkcija punkta 0. Tapec eksiste h > 0, ka v(z) > 0
jebkuram = € (0; h).

Piepemsim, ka A = {z > 0|f(x) = —1}. Tad inf A > h > 0 (atzimesim, ka
kopa A ir netuksa kopa, vel jo vairak, saskana ar 2.6] teoremu kopa A ir bezgaliga
kopa). Apzimesim inf A = 7. Ta ka 7 ir kopas A kontaktpunkts, tad eksiste kopas

A punktu virkne (z,,), kura konverge uz skaitli 7. No funkcijas f nepartrauktibas
seko, ka f(m) = lim f(x,) = —1. Tatad f(m) = —1, bet jebkuram z € [0;7) ir

speka f(z) # —1.4

Atzimesim, ka f(27) = f(r +7) = f(7)f(7) = (—-1)* = 1.

2.8. teorema. [Eksponentes ar bazi a eksistence] Jebkuram skaitlim a > 0 eksiste
eksponente ar bazi a.

» Piepemsim, ka ¢ : R* — RT ir lineara funkcija ar bazi 2%, t.i., £ ir nepartraukts
grupas RT homomorfisms sevi, pie tam ¢(z) = %’rx jebkuram z € R ; f eksponente, kura
tika konstrueta 2.7] teoremas pieradijuma gaita. Pieradisim, ka F' = f o £ ir eksponente
ar bazi a.

1° Jebkuriem x,y € R atrodam:

Fle+y) = (fol)(z+y) = flllz+y)) = f(l(zx) + {(z) =
= J(l(x)) - f(l(z)) = (f o O) () - (f 0 ) (y) = F(x) - F(y).

20 Funkcija F ir nepartraukta ka nepartrauktu funkciju f un ¢ kompozicija.
3% Jebkuriem z € R atrodam:

Fz+a) = F(x)F(a) = F(z)(f o £)(a) = F(x)f({(a)) = F(x)f(2r) = F(z);
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Tatad a ir funkcijas F' periods. Pieradisim, ka a ir funkcijas F' galvenais periods.
Piepemsim pretéjo, ka 0 < b < a un jebkuriem x € R ir speka F(x+b) = F(z). No vienas
puses, ja x = 0, tad

F(b) = F(0) = (f 0 £)(0) = £(0) = 1.

No otras puses,
P = (£o00) = 0) = £ (2T) 1.

jo 0 < %’rb < 2m. leguta pretruna pierada, ka a funkcijas F' galvenais periods.

40
a a a 2T ™ ,
F(3)=en(q)=r((3) :f(Z) =1(3) =+
Saskana ar [ZT0] definiciju funkcija F' ir eksponente ar bazi a, t.i., F(z) = e, (x)
jebkuram r € R.«

Sekas. No pedejas feoremas pieradijuma seko, ka

cale) = Fla) = (f o )x) = 502 = £ (2}
Ja a=1, tad e;(x) = f(27mz), bet e; (%) =f (27“33) Tatad
eq(r) = e (g) , ear(x) =e (%) . (2.15)

2.9. teorema. [Eksponentes ar bazi a vienigums] Ja f un g ir divas eksponentes
ar bazi a, a > 0, tad f(x) = g(z) jebkuram x € R.

» Saskana ar piezimi pec 2.Glteoremas ir pietiekami pieradit, ka funkcijas f un
g ir vienadas nogriezni [0; %] No eksponentes 87 tpasibas seko, ka funkcija h = % ir
eksponente. Pieradisim, ka h(x) = 1 jebkuram x € R. Pienemsim pretejo, ka eksiste
tads * € R, ka h(x) # 1. Tad eksponente h nav konstanta funkcija. Tapec saskana ar

2.6] teoremu eksiste skaitlis b, b > 0, kurs ir funkcijas h galvenais periods. Ta ka

tad skaitlis § ir funkcijas h periods (tapec eksiste tads k € N, ka kb = §). No [2.6] teore-
mas seko, ka h ([0;0)) = S. Lidz ar to arT h ([0;%]) = S. Tacu saskana ar 2ZGJ teoremas
pieradijuma teikto funkcijas f un ¢ nogriezni [O; %] attelo par rinka liijas S pirmo
ceturtdalu, tapec kompleksiem skaitliem f(z) un g(x), kur « € (O; %), ir pozitiva reala un
imaginara dala. Seko, ka kompleksa skaitla h(z) reala dala ir pozitiva. Tatad h ([O; %D
var aizpildit tikai rinka Inijas S pirmo un ceturto ceturtdalu. Ieguvam pretrunu ar to,
ka h ([0; ‘i]) = S, t.i., funkcija h nogriezni [O; %] attelo par visu rinka liniju S. Tatad
h(z) =1 jebkuram z € R, t.i., f(x) = g(z) jebkuram z € R.«

Pieradita teorema lauj precizet 2.8] teoremu.

2.10. teorema. Jebkuram a > 0 eksiste vieniga eksponente ar bazi a.
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2.5.5. Skaitla 27 aksiomatiska definicija

Vesturiski skaitli 27 (attiecigi w) defingja ka vienibas rinka linijas garumu (attiecigi
vienibas rinka laukumu). Tacu sada pieeja pieprasa vispirms definét rinka linijas garumu
(attiecigi rinka laukumu).

Skaitli 27 var definet aksiomatiski: par skaitli 27 sauc tadu pozitivu skaitli a, ka

a —1 .
lim @ =1 (2.16)

x—0 €

Rodas jautajums: vai skaitlis 27 eksiste, un, ja eksiste, vai tas ir vienigs, ja skaitli 27
definet ar formulu ([2.16)7 Ta ka

eq(r) — 1 _ eq(z) — e, (0)
z z—0 ’

tad, acimredzot, robezas (2.10]) eksistences pieradijumam ir jabalstas uz eksponentes di-
ferencialajam 1pasibam.

2.11. teoréma. FEksponente e,(z) ar bazi a, a > 0, ir diferencéjama funkcija, pie tam
e, (7) = eq(x)e,(0). (2.17)

» Ta ka e,(0) = 1 un e,(z) ir nepartraukta funkcija, tad patvaligam ¢, 0 < ¢ < 1,
eksiste 0, 6 > 0, ka jebkuram ¢, |t — 0] < ¢, izpildas nevienadiba

3

Jx)—1] <
ealw) — 1] < £

(2.18)

Apskatisim tadu ¢ € R, ka 0 < ¢ < §. Tad jebkuram ¢ € [0; ¢] izpildas nevienadiba

(2.I8)). Atrodam:

C Cc c C

1 1 1 1 el €
C/ea(t)dt C/ea(t)dt C/dt C/[ea(t) | dt <g =5 <¢
0 0 0 0
Taka0<e<1,tad
1
O<1—e<—/ea(t)dt<1+€. (2.19)
c
0

No nevienadibas ([219) scko, ka 1 [ e, () dt # 0.
0
Apskatisim funkciju

o(z) = /ea (z + 1) dt.

No eksponentes 7 ipasibas seko, ka eq (2 4 t) = e,(x)eq(t), tapec

4(z) = ea(z) / ea(t)dt
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jeb
e (1) = g () / ea(t)dt] (2.20)
No (220)) seko, ka, lai pieraditu funkcijas e,(x) diferencejamibu, ir pietiekami pieradit

funkcijas g(x) diferencejamibu.
Veicot mainiga t aizvietoSanu ar mainigo u pec formulas u = x + ¢, iegtsim:

g(x) = /Cea(x +t)dt = 7cea(u)du.

No pedejas formulas, izmantojot nepartrauktas funkcijas integrala ar mainigam integresanas
robezam pasibas, seko, ka funkcija g(z), un lidz ar to ar1 funkcija e, (), ir diferencéjama,
pie tam

g'(z) = ea(x + ) — eu(x) = ea(z)[ea(c) — 1],
no kurienes, nemot vera (2.20), atrodam:

c -1

el (x) = eq(x)]eq(c) — 1] /ea(t)dt . (2.21)
0
Formula (2.2])) nemot = = 0, iegusim:

c -1

¢'(0) = e4(0)[eq(c) — 1] /ea(t)dt : (2.22)

0
No ([221)) un [2:22) seko 2.1I7), jo e,(0) = 1.«

Sekas Jebkuram a > 0 eksiste « = a(a) > 0, ka
e, (0) = ai. (2.23)
» Fiksesim a > 0. Apskatisim eksponenti e,(z) ar bazi a. Kopa C ir definéts
komplekso skaitlu z un w Eiklida skalarais reizinajums (z;w) = Rez - Rew + Im z -
Imw. Ta ka |e, (x)] = 1 jebkuram z € R, tad (e, (x);e, (z)) = 1 jebkuram z € R.
Diferencejot So vienadibu, iegusim:

(euf@)ical)) + (ea@):ey(x)) =0,

no kurienes, nemot vera skalara reizinajuma simetriskumu, atrodam:

/

(ca@)ea@)) = (eala):ea(a)) =0.

Tatad (e,(0);e,(0)) = 0 jeb (1;€,(0)) =0 jeb e,(0) = ai, kur a € R.

Tagad pieradisim, ka o > 0. Ka jau tika atzimets piezime pec 2.6] teoremas,
tad funkcija g»(z) = Ime,(z) ir stingri augosa nogriezni [—%;%]. Saskana ar
2.9 teoremu funkcija gy(z) ir diferencéjama. Tapec g,(z) > 0 jebkuram z € [—%; 9] :
Tatad g,(0) > 0. Ta ka e,(0) = ai, o € R, tad o > 0. Ja pienemt, ka o = 0, t.i.,
e, (0) = 0, tad no formulas (ZI7) sekotu, ka e, (z) = 0 jebkuram x € R, tacu tas
ir pretruna ar to, ka eksponente ar bazi a > 0 nav konstanta funkcija. Tadejadi

a> 0.4
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2 ITkeorema un tas sekas lauj pieradit skaitla a > 0, kuram izpildas ([2.16]), eksis-
tenci un vienigumu.
2.12. teorema. Fksiste vienigs skaitlis a > 0, kuram izpildas (2.10).
» Takaa=1>0, tad no (ZI7) un (2.23)) seko, ka
er(x) = ex(w)ey(0) = ex(x)eni,
kur oy > 0. Analogiski, ta ka a; > 0, tad no (2.I7) un (2.23), nemot vera (2.15), iegusim:

aq

, L 1 1
ey, (7) = <€1 (i)) =e (i) — = <£> ai— = e (i) i (2.25)
a1 a1 /) oq (65} (071 651
Salidzinot (Z24) un (Z.25), iegtsim, ka e, (0) = i. Atrodam:
Cay (.’L’) — €y (O) _

en, (1) = ea, (), (0) = € (i> e, (0), (2.24)

lim
x—0 X
jeb
o —1
lim S T 2 (z) =1.
r—0 x

Tatad eksiste a = oy > 0, kuram izpildas (2.16]).
Pieradisim sada skaitla @ > 0 vienigumu. Apskatisim patvaligu a > 0, kuram
izpildas (ZI6). Tad no (2.I0) seko, ka e, (0) = i. Tapec saskana ar (Z17) iegusim:
e, (z) = eq()i. (2.26)
Spriezot Iidzigi ka formulas (2.25) izveduma, atrodam:

i =a 2).

e,(r) = e, (g) % =€ (g) 61(0)% =€ (g) ozlz% = ea(ac)%i. (2.27)

No (226) un ([227) seko, ka a = «y. Tatad skaitlis a > 0, kuram izpildas 2.10), ir

noteikts viennozimigi. <

2.29. piezime. Ka jau tika atzimets 2.5.5] apaksparagrafa, tad skaitli a > 0, kuram
izpildas (2.16]), t.i., lin(l) e‘l(zﬁ = i, apzime ar 27. Saskana ar pieradito eksiste vienigs
€Tr—

skaitlis 27. Par dazam citam skaitla 7 definicijam skat. [10].
Eksponentei ar bazi a = 27 ir speka liII(l) 82”2& =i jeb e, (0) = i. No (ZIH) un
(2.17) seko sadas eksponentes ar bazi a = 27 Tpasibas:

e, (2) = iess(2), T € R; (2.28a)

eor(T) = €1 <2£> , T € R; (2.28b)
7r

eor(T) = €4 Qix> ,a>0, zeR; (2.28¢)
7r

12 2
=€ (——Wx) = e9r (—Wx) ,a>0, zeR,; (2.28d)
a

2)

a

x a 1 b

E)Zel —r— | =ey|—2)],a>0,0>0 xR (2.28¢)
a



2.6. Skaitliska argumenta sinuss un kosinuss 47

2.30. piezime. Nosleguma atzimesim zinamu analogiju starp skaitla 27 aksiomatisko
definiciju (par skaitli 27 sauc tadu skaitli a > 0, kuram izpildas vienadiba (216,

t.i., lin% # = i) un skaitla e aksiomatisko definiciju (par skaitli e sauc tadu
xr—

skaitli a > 1, kuram izpildas lim “— = 1; skat. 2ZI7] piezimi). Izradas, ka skaitla e

z—0
eksistenci un vienigumu (kas jau tika pieradits 2161 piezime) var pieradit lidzigi ka
skaitla 27 gadijuma.

» Nav griti pieradit, ka eksponentfunkcijai f,(z) = a* : RT — R® ir speka
21T teoremas analogs: eksponentfunkcija a® ir diferencejama, pie tam jebkuram
x € Rir speka f,(x) = fu(z)f.(0). Apzimesim: f,(0) = ¢(a), kur ¢(a) ir skaitlis,
kurs ir atkarigs no a, pie tam ¢(a) # 0, ja a # 1. Pienemsim, ka b # a un b # 1.
Tad, no vienas puses, (b”")/ = b%p(b). No otras puses, ta ka b* = a®!°8® tad
(b%) = a®19%bp(a) log, b. Tatad o(b) = p(a)log, b. Ta ka

p(b) =1 p(a)log,b=1< = log, b b=ar,

1
v (a)

tad eksiste vienigs skaitlis b, ka ¢(b) = 1. Apzimesim e = b. Tad,

r—1 ,
hII(l)a =1 f0)=1<¢pla=1<a=ce,
T— x
t.1., eksiste vienigais skaitlis a = e, ka liII(l) % =1«

2.6. Skaitliska argumenta sinuss un kosinuss

2.6.1. Skaitliska argumenta sinusa un kosinusa definicija

Apskatisim funkcijas P, P, : C — R, ka Pi(z) = Rez, Py(z) = Im 2z jebkuram z € C.

2.11. definicija. Par skaitliska argumenta kosinusu un sinusu sauc eksponentes
ar bazi 27 attiecigi realo un imaginaro sastavdalu, t.i., funkcijas fi, fo : R — R, ka
jebkuram x € R ir speka

fi(x) = (Proey)(x) = Pr(ear(2)), fa(z) = (Paoea) (x) = P (ear(2)) .

Skaitliska argumenta kosinusu un sinusu apzime attiecigi ar cos x un sin z.

2111 definicija tiek izmantota konkréta eksponente es.(x), t.i., konkréts skaitlis 27
starp visiem citiem pozitiviem skaitliem a. Eksponentes e, (x) izdalisanai ir vesturiski
iemesli, jo §is eksponentes baze 27 ir “galvenais trigonometriskais periods”. Tacu ele-
mentaraja matematika, ka ari citas matematikas nozares, klasisko funkciju cosz un sin z
vieta tikpat labi var apliukot arl sinusu un kosinusu ar patvaligu pozitivu bazi.

2.12. definicija. Par skaitliska argumenta kosinusu un sinusu ar bazi a, kur
a > 0, sauc eksponentes ar bazi a attiecigi realo un imaginaro sastavdalu, t.i.,
funkcijas f1, fo : R — R, ka jebkuram z € R ir speka

fi(x) = (Proea)(x) = Pilea(x)), fa(x) = (Proea)(x) = Palea(x)).

Skaitliska argumenta kosinusu un sinusu ar bazi a apzime attiecigi ar cos, x un sin, x.
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Acimredzot, cos x = oSy, T un sinx = sing, .

No 2.12] definicijas un 2.10] teorémas seko sadi apgalvojumi.

2.13. teorema. Jebkuram a > 0 eksiste vienigs skaitliska argumenta kosinuss un sinuss
ar bazi a.

2.14. teorema. FEksiste vienigs skaitliska argumenta kosinuss un sinuss.

2.6.2. Skaitliska argumenta sinusa un kosinusa ipasibas

Skaitliska argumenta kosinusa un sinusa ipasibas seko no eksponentes ey, (z) ar bazi
27 1pasibam, ka art komplekso skaitlu lauka C 1pasibam.

1° cos®z +sin®z = 1 jebkuram z € R.

» Apskatisim patvaligu x € R. Ta ka eksponentes es,(x) vertibas pieder vienibas
rinka linijai S, tad

1 = |egs(7)| = | cosx +isinz| = V' cos?x + sin® z,

2

no kurienes seko, ka cos?z + sin’z = 1.4

2.31. piezime. Pedeja 1pasiba sniedz pamatojumu tam, ka skaitliska argumenta kosi-
nusu un sinusu biezi vien sauc par attiecigi rinka kosinusu un sinusu.

20 Jebkuriem x,y € R ir speka formulas:

cos(z +y) = cosxcosy —sinzsiny, sin(x + y) = sinx cosy + coszsiny.

» Apskatisim patvaligu = € R. No eksponentes RY 1pasibas seko, ka

e2r (T +y) = e2r()ear(y)-
Ta ka
eor(x +y) = cos(z + y) + isin(x + y),
ear()ear(y) = (cosx +isinz)(cosy +isiny) =
= (cosz cosy — sinxsiny) + i(sinz cos y + cos T siny),
tad, nemot vera divu kompleksu skaitlu vienadibas definiciju, iegisim:
cos(x +y) = coszcosy —sinxsiny, sin(z+y) =sinzcosy + cosrsiny. <

3% Jebkuram x € R ir speka formulas:

T ) ) s
coS (x + 5) = —sinz, sin (x + 5) = cos x,

™ . . ™
COSs I’—§ = Ssinx, Sin x—E = —COs .
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» Apskatisim patvaligu x € R. No eksponentes 20 1pasibas seko, ka
T T
€on (.CL’ + 5) = €2ﬂ($>€27r (§> .
Ta ka
(24 5) =cos (w4 5) +isin (4 3)

Cor (T T 7| = T+ - tsin x4+ — |,

2 2 2 2
T

eor(T)eor <§> = (cosy +isiny)i = —sinz +icosz,

tad, nemot vera divu kompleksu skaitlu vienadibas definiciju, iegusim: cos (x + %) =
—sinx, sin (m + g) = cos x. Lidzigi pierada abas paréjas vienadibas. <«

4° cosx - para funkcija, bet sinx - nepara funkcija.

» Apskatisim patvaligu x € R. Ta ka

eor(—1) = eg(x) = cosx —isinx, ey (—x) = cos(—x) + isin(—x),

tad, nemot vera divu kompleksu skaitlu vienadibas definiciju, iegusim: cos(—z) = cosz,
sin(—z) = — cosz. Tatad cosx - para funkcija, bet sinz - nepara funkcija. <«

5% cosx un sinx - nepartrauktas funkcijas.

» Funkcijas Pi(z) = Rez un Py(z) = Im z, acimredzot, ir nepartrauktas. Saskana ar
definiciju eksponente ar1 ir nepartraukta funkcija. Tatad art funkcijas (Pjoey,)(z) = cosz,
(P 0 e9,)(x) = sinz ir nepartrauktas. <

6% cos0 =1, sin0 = 0.

» Ta ka es,:(0) = 1, tad Re(ez,(0)) = cos0 =1 un Im(eg;(0)) = sin0 = 0.«

s 3

lesakam lasitajam patstavigi atrast funkciju cosx un sinz vertibas punktos 3, m, <
un 2m.

7% Funkcijas cos x un sinz ir periodiskas funkcijas, pie tam 2m ir to galvenais periods.

» Apskatisim patvaligu z € R. No vienas puses, ta ka eksponente ir periodiska funkcija
ar periodu 27, tad

eor(x £ 27) = e9p(x) = cosz + isinx.

No otras puses,
ear(z £ 27m) = cos(x £ 2m) + isin(x £ 27).

Nemot vera divu kompleksu skaitlu vienadibas definiciju, iegusim: cos(z £ 27) = cos«,
sin(z £ 2m) = sinz. Tatad cosz un sinz ir periodiskas funkcijas ar periodu 2.

Skaitlis 27 ir funkciju cosx un sinx galvenais periods. Tiesam, ja pienemt pretejo,
ka T, 0 < T < 2m, ir funkciju cosx un sinx periods, tad T" bus arT eksponentes periods,
kas ir pretruna ar to, ka 27 ir eksponentes galvenais periods (atzimeésim, ka vienadibas
cos(x+T) = cosz un sin(x +£7') = sinx jebkuram x € R var izpildities tikai vienlaicigi). <
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8% Funkciju cos, x un sing, x monotonitate, ka ari to zimes patstaviguma intervali, tika
apspriestal2.8] teoremas pieradijuma gaita, ka art piezimeé péc $is teoremas. lesakam
lasitajam parformulét $is ipasibas funkcijam cosx un sinx, ka art pieradit redukcijas
formulas argumentiem x un x £ 7, x un r + 37” (skat. [ nodajas [Z9] paragrafa
I8 uzdevumu,).

9% Jebkuram x € R ir speka

Cosz — P1(€2ﬂ_a(x))7 Slnz - P2<€27ra($))7
a a

kur a > 0.

» So formulu patiesums seko no formulas eara(T) = €2-(%), kura ir speka jebkuram
r € R. Savukart pedeja formula ir patiesa saskana ar (2.28d)), ja apskatit bazi 27a.

Ta ka funkcijas earq(z) galvenais periods ir 2ma, tad 27a ir art funkciju cos £ un sin Z
galvenais periods. Tapec funkciju cos £ un sin 7, kur a > 0, galveno periodu iegust, ja

sareizina funkciju cosz un sin x galveno periodu ar skaitli a.«

Ja funkcijas ey, (x) vieta apskatit funkciju e, (), kur a > 0, tad nav gruti iegut funkciju
cos, = un sin, r 1pasibas (skat., piemeram, nakamo 1pasibu).

10° Jebkuram x € R ir speka

2m . .21
COSq T = COS —, Sin, T = sin —x,
a a
kur a > 0.
> So formulu patiesums seko no formulam
.. 2w 2w . 27
eq(x) = cosy x +ising x, e4,(x) =eor | —x | = cos—z +isin —ux,

a a a

kuras ir speka jebkuram z € R.«

2.7. Lenkiska argumenta sinuss un kosinuss

Lidztekus skaitliska argumenta trigonometriskajam funkcijam tiek aplukotas ar1 len-
kiska argumenta trigonometriskas funkcijas. Tradicionali lenka « sinuss un kosinuss tiek
definets ka sim lepkim viennozimigi atbilstosa vienibas rinka linijas S punkta attiecigi
abscisa un ordinata. Tapec, lai definetu lepkiska argumenta trigonometriskas funkcijas,
ir nepieciesams a) definét lenka jeédzienu, b) nodibinat atbilstibu starp lenkiem un kom-
pleksiem skaitliem 2z € S, t.i., kompleksiem skaitliem, kuru modulis ir vienads ar 1.

Traktejot plaknes vienibas rinka Imiju ka grupu S, vares nodibinat atbilstibu starp

lenkiem un realiem skaitliem, kuri ir So lenku “meérs”, Iidz ar to tiks nodibinata atbilstiba
starp skaitliska un lenkiska argumenta trigonometriskajam funkcijam.
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2.7.1. Lenkis aritmetiskaja plakne R?

Lenka jedziens nevar tikt apliikots neatkarigi no plaknes jedziena. Matematika tiek
aplukoti vairaki neekvivalenti plaknes jedzieni, kuri lielaka vai mazaka mera atbilst in-
tuitivajam prieksstatam par plakni.

Aplikosim lenpka jedzienu ta saucamaja aritmetiskaja plakne R? = R x R, kas sastav
no visiem iespejamiem sakartotiem realu skaitlu pariem. Formulas

T4y = (v1;22) + (Y1592) = (21 + T2591 + ¥2),
zy = (21;22) - (Y1;92) = (T1y1 — T2Y2; T1Y2 + T2y1),
Az =(N0) - (z1;22) = (A\x1; Axa),

(r;9) = ((1522); (Y15 92)) = T1y1 + Ta2Yo,

kur x = (71;22) € R% y = (y1;y2) € R* un A € R, define aritmeétiskas plaknes R? elementu
attiecigi saskaitiSanu, reizinasanu, reizinasanu ar realiem skaitliem (skaitlis A € R tiek
identificets ar aritmetiskas plaknes R? elementu (); 0)) un Eiklida skalaro reizinasanu. Sis
operacijas lauj aritmetisko plakni R? identificet ar visu komplekso skaitlu kopu C. Tapec
var definet kompleksa skaitla z reizinajumu ar elementu (a;b) € R?:

z-(a;b) = (Rez;Imz) - (a;0) = (aRez —blmz;alm z + bRe 2).

Pienemsim, ka @ un z ir dazadi aritmétiskas plaknes R? punkti. Par staru ar
sakumpunktu a, kas iet caur punktu z, z#a, sauc aritmetiskas plaknes R? apakskopu
{Ma —a)| A >0}, kur z — a = x + (—a). Par lenki sauc patvaligu sakartotu pari (u;7),
kurs sastav no diviem stariem g un 7 ar vienu un to pasu sakumpunktu a. So kopigo
sakumpunktu a sauc par lepka (u;n) virsotni, bet starus p un 7 - attiecigi par lepka
(u;m) sakummalu un beigumalu. Divus lenkus sauc par vienadiem lepkiem, ja
izpildas vismaz viens no sadiem nosacijumiem:

1. lenki ir vienadi ka sakartoti pari, t.i., to sakummalas un beigumalas attiecigi ir
vienadas ka kopas R? apakskopas;

2. ja lenkiem ir dazadi sakumpunkti, tad eksiste plaknes R? paralela parnesel, kas
viena lenka sakummalu un beigumalu attelo par attiecigi otra lenka sakummalu un
beigumalu (no ieprieks teikta seko, ka ir pietiekami apskatit lenkus ar sakumpunktu
O = (0;0) ; turpmak lenka sakumpunktu nenoradisim, jo apskatisim tikai lenkus ar
sakumpunktu O);

3. ja lenkiem ir viens un tas pats sakumpunkts, tad eksiste plaknes R? rotacijd ar

! Attelojumu f : R? — R? sauc par paralélo parnesi, ja f((z;y)) = (z + a;y + b) jebkuram (z;y) € R?, kur
a un b ir fikseti reali skaitli.
2Attelojumu f : R? — R? sauc par rotaciju ar centru punkta O, ja eksisté tada ortogonala matrica
a b

M = c 4 kuras determinants ir vienads ar 1, ka f((x;y)) = (az + by; cx + dy) jebkuram (2;y) € R
Matricu M = 2 cll7 sauc par ortogonalu matricu, ja a® +¢® =1, b2 + d?> = 1, ab + cd = 0. Ortogonalas

matricas determinants ir vienads ar 1, vai nu —1. Divu ortogonalu matricu reizinajums ir ortogonala matrica. Ja

divu ortogonalu matricu determinants ir vienads ar 1 (vai arT —1), tad to reizinajuma determinants arl ir vienads

ar 1; savukart, ja vienas ortogonalas matricas determinants ir vienads ar 1, bet otras - ir vienads ar —1, tad to

reizinajuma determinants ir vienads ar —1 (80 apgalvojumu viegli pieradit, ja atceréties, ka divu vienada tipa

kvadratisku matricu reizinajuma determinants ir vienads ar $o matricu determinantu reizinajumu). Ortogonalas
a

. b . _ . 1. _ . _ .
matricas M = d inversa matrica M ! ir vienada ar ta saucamo matricas M transponéto matricu,
c

- . . i Lo _ . _ a c
kuru iegfist no matricas M, mainot taja vietam rindinas ar attiecigajam kolonnam, t.i., M ™' = b d
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centru punkta O, kas viena lenka sakummalu un beigumalu attelo par attiecigi otra
lenka sakummalu un beigumalu.

Viegli pieradit, ka visu lenku ar sakumpunktu O kopa defineta attieksme “but par
vienadiem lenkiem” ir ekvivalence.

Atgadinasim dazus geometriskus faktus, kurus izmantosim ieprieks minetas ekvivalen-
ces petisana.

a c
b d

ir komutativa grupa attieciba pret matricu reizinasanu. So grupu apzime ar SOs.
(1) 10 Elementa M € SO,
simetriskais elements ir matricas M inversa matrica M !, t.i., tada matrica M !,
ka M - M~' = E. Jebkurai matricai M € SOy eksisté vienigs skaitlis ¢ € [0;2m),
ka M = Z?S; ;OS;I;t > Grupa SOs ir izomorfa multiplikativajai grupai S, kura,
atgadinasim, sastav no visiem tiem un tikai tiem kompleksiem skaitliem, kuru mo-

dulis ir vienads ar 1. Tiesam, viegli parliecinaties, ka attelojums f : SO, — S, ka
f <( cost  —smt )) = cost + isint jebkurai matricai ( cost  —smt > € S0,

e Visu ortogonalo matricu M = ( ), kuru determinants ir vienads ar 1, kopa

Grupas SO, neitralais elements ir matrica £ =

sint cost sint cost
t € [0;27), ir grupas SO, izomorfisms par grupu S.

e Ja f : R?> — R? ir rotacija ar centru punkta O, tad punkta a € R? attels saja
attelojuma ir vienads ar punktu z - a, kur z € S, t.i., z ir komplekss skaitlis, kura
modulis ir vienads ar 1. Tiesam, no ieprieks teikta seko, ka eksiste vienigs skaitlis
t € [0;27), ka

fla) = f((z;y)) = (xcost — ysint;xsint + ycost)
jebkuram a = (z;y) € R?. Apskatisim kompleksu skaitli z = (cost;sint) € S. Tad
z-a = (cost;sint) - (z;y) = (rcost — ysint; xsint + y cost).
Tatad f(a) = z - a jebkuram a € R?, kur z € S.

Ieprieks teiktais lauj definet lenka jedzienu, izmantojot rotacijas interpretaciju ka plak-
nes R? punktu reizinasanu ar kadu kompleksu skaitli z € S.

Pienemsim, ka X ir visu plaknes R? staru ar sakumpunktu O kopa. Kopa X? definesim
atticksmi ~ pec sada likuma: (a;b) ~ (c;d) tad un tikai tad, kad eksiste tads z € S, ka
c=z-aund=z-b kur (a;b) € X? un (¢;d) € X?, za = {z-(z,y) : (z,y) € a} C R?,
2b = {z-(z,y) : (x,y) € b} C R% Nav gruti pieradit, ka atticksme ~ ir ekvivalences
atticksme. Tapéc kopu X2 var izteikt ka savstarpeji neskelosos netuksu ekvivalences klasu

apvienojumu. To vienigo ekvivalences klasi, kura satur elementu (a;b) € X?, apzimesim
ar [(a;b)]. Tatad (a;b) ~ (¢;d) tad un tikai tad, kad [(a;b)] = [(¢; d)].

2.13. definicija. Par plaknes R? lenki sauc patvaligu ekvivalences klasi attieciba pret
ieprieks aplitkoto ekvivalences attieksmi kopa X?2.

Visu plaknes R? lenku kopu, t.i., kopas X? faktorkopu attieciba pret taja definéto
ekvivalences attieksmi ~, apzime ar An (angle latigu valoda nozime “lenkis”).
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Ja a = [(a;b)] € An ir patvaligs lenkis, tad eksiste vienigs parstavis (w;k.) € a, kur
w={(z;0) € R* z >0}, k., = {Xz € R?| A > 0}, z € C°. So parstavi (w;k,) sauc
par lenka a kanonisko parstavi. Atzimesim, ka k, = w jebkuram z = (z;0) € C°, ka

x> 0.

Apskatisim attelojumu A : An — S, kur§ jebkuram lenkim a € An piekarto §t
lenka kanoniska parstavja (w;k,) beigumalas k, un vienibas rinka Iinijas S krustpunktu.
Atgadinasim, ka vienibas rinka Iiija S tiek uzliikota ka topologiskas telpas R? apakstelpa
(t.i., kopa E C S tiek uzlukota par valeju kopu topologiska telpa S tad un tikai tad, kad
E = GNS, kur G ir kada valgja kopa topologiska telpa R?). Kopa An definésim topologiju,
uzskatot, ka kopa U C An ir valgja tad un tikai tad, kad kopas U attels attelojuma A, t.i.,
kopa A(U), ir valgja kopa topologiska telpa S (iesakam lasitajam parliecinaties, ka sada
veida defineto kopas An valgjo apakskopu saime ir topologija kopa An). Viegli pieradit,
ka attelojums A : An — S ir topologisko telpu An un S homeomorfisms.

Definésim lepku saskaitisanu. Apskatisim patvaligus lenkus [(a;b)] un [(c; d)]. Stars ¢
ar sakumpunktu O krusto vienibas rinka Iiiju S vieniga punkta z., bet stars b - punkta
zp. Viegli redzet, ka ? € S. Tapeéc staru paris <j—ic; ;—id) ir ekvivalents staru parim (¢; d),

t.di., [(2—1’0; j—id)] = [(¢;d)], pie tam Zc = b.

2.14. definicija. Par lenku [(¢;0)] un [(¢;d)] summu sauc lenki [(a; j—’;dﬂ, t.i.,
(@) + ()] = | (a: 2a)].

Lenku saskaitiSsanas geometriska interpretacija ir Sada: otra lenka malas ir japagriez
ta, lai ta sakummala sakristu ar pirma lenka beigumalu, tad paris, kas sastaves no pirma
lenka sakummalas un jaunieguta lenka beigumalas, bus doto lenku summa. Atzimesim,
ka eksiste art citi ekvivalenti panemieni, lai definetu divu legpku summu (skat. [l nodalas
2.9] paragrafa 221 uzdevumu).

lesakam lasitajam parliecinaties, ka kopa An ar taja defineto lenku saskaitiSanas
operaciju ir aditiva komutativa grupa, kuras neitralais elements ir legkis 6 = [(a;a)],
bet elementa [(a;b)] € An simetriskais elements ir lenkis [(b; a)]. Lenki 6 sauc par nulles

lenki.

2.15. teorema. a) Funkcija A : An — S ir grupas An izomorfisms par grupu S.
b) Funkcija f : C° — An, ka f(z) = [(w;k.)] jebkuram z € C°, ir grupas C°
nepartraukts homomorfisms grupa An.

» a) leprieks jau tika atzimets, ka attelojums A : An — S ir bijektivs. Pieradisim, ka
jebkuriem «, § € An ir speka

Ala+ B) = A(a) - A(B). (2.29)
Tiesam, nemot vera [2.14] definiciju, iegusim:
a+ 8= [(wikaw)] + [Wikae)] = [(ka@) ka@rap)] = [(@ika@)ae)] -

No attelojuma A : An — S definicijas seko, ka jebkuriem «, € An ir speka (2.29)).

b) Taka A : An — S ir grupas An izomorfisms par grupu S, tad attelojuma A inversais
attelojums A~! : S — An ir grupas S izomorfisms par grupu An, pie tam attelojums A1
ir nepartraukts, jo ieprieks tika atzimets, ka attelojums A ir homeomorfisms.
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Apskatisim attelojumu g : C° — S, ka g(z) = & - z jebkuram z € C°. Acimredzot,

|2
funkcija ¢ ir nepartraukta, pie tam jebkuriem z,w € C° ir speka

2w z w

g(zw) = w = m : W = g(2)g(w),

t.i., g - grupas C° homomorfisms grupa S. Ta ka f = Ao g, tad f ir grupas C°
nepartraukts homomorfisms grupa An ka divu nepartrauktu homomorfismu kompozici-
ja. <

2.7.2. Lenkiska argumenta kosinusa un sinusa definicija un 1pasibas
Apskatisim funkcijas Py, P, : C — R, ka Pi(z) = Rez, Py(z) = Im 2z jebkuram z € C.

2.15. definicija. Par lenkiska argumenta kosinusu un sinusu sauc funkcijas cos
un sin, kuras ir attiecigi funkcijas A : An — S reala un imaginara sastavdala, t.i.,

cosa = (PyoA)(a) = Pi(A(a)), sina=(ProA)(a) = P(A(x))
jebkuram « € An.

Tatad saskana ar definiciju jebkuram o € A ir speka A(a) = cosa + isin a.

Lenkiska argumenta sinusa un kosinusa Ipasibas seko no ieprieks apskatito funkciju A
un A~! pasibam.

1% cosf =1, sinf = 0.

» Ta ka A : An — S ir grupas An izomorfisms par grupu S, tad, protams, A ir
So grupu homomorfisms. Tapec grupas An neitrala elementa 6 = [(a;a)], kur a ir kads
stars ar sakumpunktu O, attels attelojuma A ir grupas S neitralais elements, t.i., skaitlis
1 =(1;0) € S. Nemot vera [ZT5] definiciju, secinam, ka cos =1 un sinf = 0.«

Lenki d € An sauc par taisnu lenki, ja d = A7'(7).
20 cosd =0, sind = 1.

» Ta ka A(d) =i = (0;1) € S, tad nemot vera 2.I5] definiciju, secinam, ka cosd = 0
un sind = 1.«

3% cos2d = —1, sin2d = 0 (kur 2d = d + d, bet + apzime lenku saskaitiSanas operaciju
grupa An).

» Nemot vera, ka A= :' S — An ir grupas S izomorfisms par grupu An, atrodam:
20 = d+d=A"i) + ANi) = A7 (i i) = A7 ().

Taka A(2d) = —1 = (—1;0) € S, tad nemot vera[ZT5]definiciju, secinam, ka cos 2d = —1
un sin 2d = 0.«

4% Jebkuram o € An ir speka

cos(—a) = cosa, sin(—a) = —sina.
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» Taka A: An — S ir grupas An izomorfisms par grupu S, pie tam A(6) = 1 (skat.
[1% 1pasibas pieradijumu), tad

1= A(f) = Ala + (—a)) = Ala) - A(~a),

no kurienes seko, ka A(—«a) = ﬁ = [A(a)]" t.i., skaitlis [A(a)]”" ir skaitla A(—a)

inversais elements grupa S. Tacu, ja z € S, tad 27! = Z, t.i., elementa z € S inversais
elements z=! grupa S ir vienads ar kompleksa skaitla z kompleksi saistito skaitli. Nemot
vera, ka lenkiska argumenta sinuss un kosinuss ir attiecigi attelojuma A reala un imaginara
sastavdala, secinam, ka cos(—a) = cosa un sin(—a«) = — sin . <

50 Jebkuriem o, € An ir spéeka

cos(a + aip) = €os vy Cos ay — sin oy sin g,

sin(a + ap) = sin oy cos ay + cos o sin .
» Tiesam, ta ka
Alon + az) = A(ar) - A(ae) = (cosayg +isinag) - (cosag +isinag) =
= (cos a cos aip — sin oy sin ag) + i(sin ay cos ag + cos ag sin ay),
tad

cos(a + o) =P1(A(a + ) = cos a cos ag — sin oy sin g,

sin(ag + ag) =Pa(A(ag + ag)) = sinay cosag + cosag sinas « .
6° Jebkuram o € An ir speka cos® oo + sin® o = 1.
» Ta ka A(a) € S jebkuram « € An, t.i., |A(a)| =1 jebkuram a € An, tad
1=|A(0)]? = A(a) - A(a) = (cosa +isina) - (cosa —isina) = cos® a + sin’ a. <

79 Pienemsim, ka u,v € R?\ {O}, kur O = (0;0). Tad

(u; 0) = [ull [[v] cos [(ku; k)], (2.30)
kur ||u|| = u? +u3 - vektora u = (uy;uz) € R? garums (citiem vardiem sakot,
lul| = |u| - kompleksa skaitja v = uy + iuy € C modulis).

» Ta ka ﬁ € S, tad art % € S, pie tam I_ZI . ‘—u| =1 € S. Nemot vera, ka kopas

R? elementu reizinasana ar kompleksu skaitli, kas pieder S, saglaba skalaro reizinajumu,
atrodam:

(i) = (v ) =2 o) = [k -
= Cos [(lfﬁ; kﬁ)] = cos [(ku; k)],

no kurienes seko (Z.30).«

Sekas. Jebkuriem u,v € R? ir speka Ko3i-Bunakovska nevienadiba (u;v)? < |lul|?||u]|?.
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8% Jebkuriem trim punktiem A, B,C € R2, ka lenkis ABC' ir taisns, ir speka Pitagora
teorema

Al e - e

» Apzimesim: BA = u, BC = wv. Tad 14—C>' = v — u. Izmantojot skalara reizinajuma
Ipasibas un vienadibu cos [(ky; k,)] = 0, ieglisim

lo —ull® = (v — w0 —u) = (v;0) =2 (viw) + (wu) =

2 2 2 2
= [lo 1" + [lull™ = 2 [ull l[o]] cos [(ku; k)] = [l [ + [lu]”. <

2.7.3. Lenku mers

Saistiba starp lenkiska un skaitliska argumenta trigonometriskajam funkcijam var
tikt nodibinata, pateicoties tam, ka lenki tiek meériti ar skaitliem. Pie tam eksiste
dazadi lenku merisanas ar skaitliem panemieni, piemeram, lenku merisana ar gradiem vai
daudzvertigam funkcijam. Piemeram, ar taisno lenki d var asociet ne tikai skaitli 90, bet
ar1 skaitlus 450, 810, 90, 270 u.t.t. No ta izvairas, uzskatot, ka Sie skaitli atbilst dazadiem
lenkiem. Sim nolikam izmanto tadus jedzienus ka “lenkis pulkstena raditaju kustibas
virziena”, “lenkis preteji pulkstena raditaju kustibas virzienam”, “lenkis ar vairakiem
pilniem apgriezieniem” u.c.

No daudzvertiguma var izvairities arl tadejadi, ka piekartot nevis lenkiem skaitlus,
bet skaitliem lenkus. Piemeram, ieprieks minetaja piemera skaitliem 450, 810, —90, 270
(visparigi runajot, skaitliem 90 4+ 360m (me€Z) viennozimigi var tikt piekartots taisns
lenkis d, pie tam, sekojot Sis nodalas idejam, izmantojot nevis patvaligus attelojumus
f iR — An, bet gan tikai tos no Siem attelojumiem, kuri ir nepartraukti homomorfismi
(kopas R un An tiek uzlukotas ka aditivas grupas). Nepartrauktu homomorfismu f : R —
An izveli motive sadas velamas 1pasibas:

1. mazam lenku skaitliska mera izmainam ir jaatbilst mazas attiecigo lenku lenkiska
mera izmainas;

2. neatkarigi no ta, kads lenku skaitliska mera definesanas panemiens tiek izmantots,
skaitlim nulle tiek piekartots nulles lenkis, bet pretejiem skaitliem x un —z tiek
piekartoti preteji lenki o un —av.

2.16. definicija. Par lenku meéru sauc jebkuru nepartrauktu grupas R™ homomor-
fismu grupa An, t.i., jebkuru funkciju f: R — An, ka
1) flx+y) = f(z)+ f(y) jebkuriem z, yeR;
2) f ir nepartraukta funkcija.

2.16. teorema. Patvaligam lenku meram [ : Rt — An ir viens un tikai viens no
sadiem veidiem:
1) f(z) =0 jebkuram x € R,
2) f(x) = (A7  oe,)(x) jebkuram x € R,
3) f(x) = (A7  oey)(x) jebkuram x € R,
kur A : An — S ir grupas An izomorfisms par grupu S, e,(x) ir eksponente ar bazi
a (a>0), G(x) = eq4(x) - eksponentes e,(x) kompleksi saistita funkcija.
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» Attelojumu f : RT™ — An un A : An — S kompozicija Ao f : Rt — S ir
eksponente. leprieks tika pieradits (skat. piezimi), ka Saja gadijjuma vai nu Ao f ir
identiski vienads ar 1 € S, vai ar1 Ao f ir eksponente ar bazi a (a > 0). Pirmaja gadijjuma
f(x) = A7Y(1) = 0 jebkuram z € R. Otraja gadijuma ir iespejami divi apaksgadijumi.

e Ja(Aof) (%) =14, tad no29]definicijas un 2101 teoremas seko, ka (Ao f)(z) = e,(z)
jebkuram x € R, t.i., f(z) = (A"  oe,)(x) jebkuram x € R.

e Ja(Aof)(4) = —i,tad (Ao f) (2) =i, kur (Ao f) (z) = A(f (z)) jebkuram = € R.
Ta ka funkcija A o f apmierina 2.9] definicijas nosacijumus, tad no 2.I10J teorémas
seko, ka jebkuram x € R ir speka (Ao f) (z) = e4(z) jeb (Ao f) (z) = &,(x). Tatad
flxz) = (A"t oe,) (z) jebkuram z € R.«

2.32. piezime. No[2ZIGlteoremas pieradijuma seko, ka a) gadijuma, kad (Ao f) (%) =1,
eksponentes e,(z) (a > 0) iedarbiba skaitlu taisne R tiek “uztita” uz rinka linijas
S pozitivaja virziena (t.i., preteji pulkstena raditaju kustibas virzienam). Savukart,
ta ka punkti e,(x) un €,(x) ir simetriski attieciba pret asi OX (rinka lijas S
horizontalo diametru), tad b) gadijuma, kad (A o f) (%) = —i, eksponentes €,(z)
(a > 0) iedarbiba skaitlu taisne R tiek “uztita” uz rinka linijas S negativaja virziena
(t.i., pulkstena raditaju kustibas virziena).

2.33. piezime. Ta ka e,(x) = cos,x + isingx = cos %7”:1: + ¢sin 27“95, tad €,(z) =
cos 2y — isin 2y = cos Zx + isin 2z, Tapec gadijumam, kad f = A7! o e,,
a a —a —a

atbilst skaitlis a, bet gadijumam f = A~! oe, - skaitlis —a. Ja nulles attelojumam
f piekartot skaitli 0, tad jebkuram lenku meram f : RT — An atbildis vienigs para-
metrs a € R, kuru sauc par lenku mera f bazi. Pasu lenku meéru apzime ar f,(z) vai
M, (z). Tapat ka eksponentes gadijuma aplukosim tikai lenku meérus ar bazi a > 0,
jo gadijuma, kad a = 0, lenku mers ir trivials, bet gadijums, kad a < 0, reduceéjas
uz gadijjumu, kad @ > 0. Turpmak uzskatisim, ka (A o f) (%) =i, kur a (a > 0)
ir funkcijas (Ao f)(z) = e,(z) galvenais periods. Ta ka f (%) = A7'(i) = d, tad
nosacijums (A o f) (%) = ¢ ir ekvivalents nosacijumam f (%) =d.

Ieprieks teiktais lauj aksiomatiski definét lenku meru ar bazi a (a > 0).

2.17. definicija. Par lenyku meéru ar bazi a (a > 0) sauc patvaligu lenku meru f,
kuram piemit Sadas papildipasibas:
3) a - funkcijas f galvenais periods;

4) f (%) =d, kur d - taisnais lenkis.

No[2.I0]teoremas, kura tika pieradita eksponentes eksistence un vienigums, un 2,16 teo-
remas seko Sada teoréma.

2.17. teorema. Jebkuram a > 0 eksiste vienigais lenku mers M,(x) ar bazi a.

2.18. definicija. Saka, ka
a) lenka o meérs pie bazes a (a > 0) ir vienads ar z, ja M,(z) = «;
b) lenka o galvenais mers pie bazes a (a > 0) ir vienads ar z, ja M,(z) = «
un z € [0;a); lenka « galveno meru pie bazes a (a > 0) apzimeé ar mg(z).

Lenka galvenais mers m,(z) kopu [0; a) bijektivi attelo par kopu An. Tapec funkcijai
mqa(x) eksiste inversa funkcija m;'(a) : An — [0;a), kuru arT dazkart sauc par lepku
galveno meru pie bazes a (a > 0). Parasti apskata lenku meru ar bazi 2w, 360 vai 400.
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2.19. definicija. Saka, ka
a) lenka o gradu meérs ir vienads ar z, ja Msg(z) = «;
b) lepka o radianu mers ir vienads ar z, ja M, (x) = «;
c) lenka o decimalais gradu mers ir vienads ar x, ja Mygo(z) = a.

Nomainot Sajas definicijas lenku meru ar galveno lenku meru, iegtsim lenku galvena
gradu mera, galvena radianu mera un galvena decimalo gradu mera definiciju. Piemeram,
ja lenka « galvenais radianu mers ir vienads ar z, ja Ms,(x) = a un z € [0;27), t.i., ja
Moy (x) = a.

2.20. definicija.

1) Par radianu sauc lenki, kura galvenais radianu mers ir vienads ar 1, t.i.,
1
1 radians = mgﬂ(l) = (Ail e} 62ﬂ.) (1) = (Ail o) 61) <2_) :

™

2) par gradu sauc lenki, kura galvenais gradu mers ir vienads ar 1, t.i.,

1
1° =1 grads = maeo(1) = (A7 o ez60) (1) = (A7 0en) (%) ;

3) par decimalo gradu sauc leyki, kura galvenais decimalais gradu mers ir vienads
ar 1, t.1.,

1
19 = 1 decimalais grads = myg(1) = (A oean) (1) = (A7 oen) (@) ;

4) par gradu pie bazes a (a > 0) sauc lenki, kura galvenais gradu mers pie bazes
a ir vienads ar 1, t.i.,

1, =mu(1) = (A" oe,) (1) = (A" o ey) (1) .

[lustresim ieprieks teikto ar piemeriem.

2.1. piemers. Apskatisim lenki @« = —d. Tad lenka —d mers pie bazes a (a > 0) ir
vienads ar jebkuru kopas

p={ ecedele
4 474" 4
elementiem. Tiesam, jebkuram x € F ir speka e,(r) = —i. Ta ka A™(—i) = —d,

tad jebkuram = € E ir speka —d = (A~ oe,) () = M,(z). Skaitlis 32 ir vienigais

starp kopas E elementiem, kurs pieder [0;a). Tapéc skaitlis %‘l ir lenka a = —d
galvenais mers pie bazes a (a > 0). Ja a = 27, tad %“ = 37“ ir lenka o = —d
galvenais radianu mers. Ja a = 360, tad %“ = 270 ir lenka o = —d galvenais gradu

mers.

2.2. piemérs. Pienemsim, ka o = 2d = d+d. Taka A7(i) = d, tad A7 (i) + A7'(z) =
2d. Tacu A7'(i) + A71(i) = A7' (%) = A~(—1). Tapec A~!(—1) = 2d. Atradisim
lenka a = 2d galveno radianu meru. Saja gadijuma a = 27. Ta ka ey, (z) = —1,
t.i., cosz +isinz = —1, tad x = 7 € [0;27). Tatad 7 ir lenka o = 2d galvenais
radianu mers.
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2.3. piemers. Ja x ir lenka o mers pie bazes 2w, tad cosz = cosa un sinz = sina.

TieSam,
a=My(z) & a=(A"o0ey) (z) & Ala) = ex(z) &
< (P (A(a)) = P (ear(x)) un Py (A(a)) = Py (e9:())) &
cosa un sinz = sina) .

s
~ o~
Q
@)
n
&
|

No pedeja piemeéra izriet, ka skaitliska argumenta sinusu un kosinusu var definet, iz-
mantojot lenkiska argumenta sinusu un kosinusu, pie tam, protams, bazes 27 vieta var

nemt jebkuru pozitivu skaitli a.

2.21. definicija. Par skaitla x kosinusu un sinusu pie bazes a (a > 0) sauc lenka
a, kura mers pie bazes a ir vienads ar z, attiecigi kosinusu un sinusu.

Tatad
COS, T = cosa, sin,r =sina < a = M,(z).

2.4. piemers. Pieradisim, ka

a _ . (a
COSp T = COS, (—x) , sin,z = sin, <—x> :
b b
» Tiesam, izmantojot formulas (Z29) un (2.28d), iegtsim

0= My(w) = (A 0a) () = A7 (e (@) = A" (e (2)) =

(
— a7 (e () = (a7 o) () = Mo (%),

COSp T = cosq, Sinyx = sina

tad un tikai tad, kad
a ) ) a
COSp T = COS, (Ex> , sin, x = sin, (Ea?> . 4

Pieradisim, ka 2.12] definicija ir ekvivalenta [2.21] definicijai.
» Tiesam, saskana ar [2.12] definiciju cos, z = (P o e,) (), saskana ar 2.2T] definiciju
cos ¥ = cosa, kur a = M,(x) = (A 1 oe,) (x). Savukart no EI5Mefinicijas seko, ka

cosa = (P o A) («). Tapec

cosaz =cosa = (PyoA)(a)=(PioA)((A " oe,) (2))
= P (A (A7 (eq(2)))) = Pi(ea(z)) = (P o €,) ().

Lidzigi apskata sinusa gadijumu. <«
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2.8. Nosleguma piezimes par elementaro pamatfunkciju aksio-
matisko teoriju

Ieprieks tika pieradits, ka elementaras pamatfunkcijas (lineara funkcija, eksponentfun-
kcija, logaritmiska funkcija, pakapes funkcija) var tikt definetas ka skaitlisku grupu R*
un R*® nepartraukti homomorfismi, bet sinusa un kosinusa trigonometriskas funkcijas - ka
grupu R* un S nepartraukta homomorfisma attiecigi reala un imaginara sastavdala. Ro-
das jautajums, vai eksiste citi skaitlisku grupu R™, R® un S nepartraukti homomorfismi,
kuri lautu definet atskirigas no ieprieks minetajam elementaras pamatfunkcijas? Turpmak
tiks pieradits, ka atbilde uz So jautajumu ir negativa, jo parejie iespejamie nepartrauktie
homomorfismi f: R* — S, f:S - R*, f:S > R* f:S — S var tikt izteikti ar Z.T]
221 231 4] P51 un 2.6 paragrafa apskatitajiem nepartrauktajiem homomorfismiem.

e Apskatisim nepartrauktu homomorfismu f : R®* — S un patvaligu nepartrauktu
homomorfismu g : RT — R® (skat. [[3]teoremu). Tad h = fog: Rt — S - nepartraukts
homomorfisms. No [Z7] teoremas seko, ka h(z) = e,(z) vai h(z) = 1. Ja h(z) = 1, tad
g(x) =1, ti., f(x) = 1. Ja h(z) = e,(z), tad g : RT — R*® - nepartraukts izomorfisms.
Pienemsim, ka g~! : R® — R* ir ta inversais izomorfisms. Tad (fog)og™! =e, 0971,
no kurienes seko, ka f(z) = (e, 0 g7!) (z) = cos, g~ (z) + isin, g~ () jebkuram z € R.
Tatad nepartraukta homomorfisma f : R® — S reala sastavdala cos, ¢~ !(z) un imaginara
sastavdala sin, g7'(z) ir elementaras funkcijas (atzimesim, ja g(z) = 0%, tad g~ (z) =
log, x, tapec f(x) = (e, 0log,) (x),jab# 1, un f(x) =1, jab=1).

e Apskatisim identiski nenulles nepartrauktu homomorfismu f : S — R* un
patvaligu nepartrauktu homomorfismu g : R™ — S. No 271 teoremas seko, ka g(z) =
eq.(x) kadam a > 0, pie tam g (R) = S. Acimredzot, h = f o g : Rt — R" - nepartraukts
homomorfisms. No [[T] teorémas seko, ka h(x) = bz, kur b # 0, b € R. Tatad
f (ea(x)) = bx jebkuram z € R (a > 0, b # 0, b € R). Vienkarsibas labad piegemsim, ka
a = 2m. Tad jebkuram ¢ € R ir speka f (e,(t)) = bt jeb f(cost + isint) = bt, kur b # 0,
beR.

Ja z =cost+isint € Sy (S; - augseja pusrinka linija), tad eksiste tads = € [—1; 1],
ka
z = cos(arccos z) + isin(arccos ) = x + 1V 1 — 22,

Tapec
glx)=f(z)=f <x+i\/1 — x2> = barccosz, x € [—1;1].

Ja z =cost+isint € S; (S; - laba pusrinka lmija), tad eksiste tads y € [—1;1], ka

z = cos(arcsiny) + i sin(arcsiny) = /1 — y? + iy.
Tapec
gly)=fz)=f (\/1 —y? + zy) = barcsiny, y € [—1;1].

Lidzigi apskata gadijumus, kad z = cost +isin t € S_ (S_ - apakseja pusrinka liija)
un z = cost+isint € Sy (Si - kreisa pusrinka linija). Tatad visi iespéjamie nepartrauktie
homomorfismi f : S — R™ reducéjas uz elementarajam funkcijam barccos z un b arcsin y.

Pargjie nepartrauktie homomorfismi f : S — R® un f : S — S tiek aplukoti lidzigi
(skat. 26 un 27 uzdevumu).

Visu paragrafa sakuma mineto nepartraukto homomorfismu raksturojums ir sniegts
tabula, nemot vera ar1 ieprieks minetos uzdevumus.
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|

[ R

| R

[s

R+

Ve eR: f(z) =ax, kura € R

Vz € R: f(z) = a", kur a > 0,
vaiari Ve € R: f(z) =1

Vz € R: f(z) = eqa(x), kur a > 0,
vaiartVz € R: f(z) =1

a>0,b#0,b¢€R, vai arT
VxeR: f(z)=0

a>0,a#1,b#0,beR, vai
ariVz € R: f(ear(z)) =1

R® || Vo € Ryo : f(z) = log,(x), kur | Vo € Rso : f(z) = 2%, kur a € | Vo € Rso : f(z) = (eq o log,) (),
a>0,a# 1, vaiartiVx € Rso: | R kura > 0, b >0, b # 1, vai arT
f(z)=0 Vz € Rso: f(z) =1

S Vz € R : f(ea(z)) = bz, kur | Vz € R : f(ear(z)) = a®, kur | V& € R : f(ear(x)) = ear(bz),

kur b € R

Autori uzskata, ka, elementaro pamatfunkciju aksiomatiskas teorijas izklasts nevar
but pilnigs, ja netiek apskatiti dazadi konkreti elementaro pamatfunkciju definesanas
panémieni (t.i., konkreti grupu RT, R®* un S nepartrauktu homomorfismu definésanas
panemieni). Autoriem nav zinama matematiska literatura, kura vispusigi tiktu aplukoti
dazadi elementaro pamatfunkciju defineésanas panemieni, iznemot, varbtit, macibu lidzekli
[5], kura tiek apskatiti dazi no tiem.

Autori ir iecerejusi dota macibu lidzekla turpinajumu “Elementaro pamatfunkciju
definesanas panemieni”, kura tiks aplikotas sekojosas temas:

e clementaras pamatfunkcijas ka integrali ar mainigu augsejo robezu, vai art to ap-
grieztie lielumi;

e clementaras pamatfunkcijas ka diferencialvienadojumu atrisinajumi;
e clementaras pamatfunkcijas ka funkcionalu virknu robezas;

e clementaras pamatfunkcijas ka pakapju rindu summas.

2.9. Uzdevumi

1. Piepemsim, ka f : R — R ir grupas R izomorfisms sevi. Atrast funkcijas f inversas
funkcijas veidu un pieradit, ka ta ir lineara funkcija.

2. Pieradit, neizmantojot linearas funkcijas [9% ipasibu, ka monotona funkcija f : R —
R, ka jebkuriem z,y € R ir speka f(z +y) = f(z) + f(y), ir lineara funkcija.

3. Pienemsim, ka R"™ ir n-dimensiju aritmetiska Eiklida telpa. Funkciju ¢ : R* — R
sauc par linearu funkciju, ja izpildas sadi nosacijumi:
aditivitate: jebkuriem hy, ho € R™ ir speka £(hy + hg) = £(hy) + £(hs);
homogenitate: jebkuram h € R™ un patvaligam A € R ir speka ¢(Ah) = Al(h).

(a)

Pieradit, ka homogenitates 1pasiba racionaliem skaitliem A izriet no aditivitates
1pasibas.

Pieradit, ka nepartraukta funkcija ¢ : R®™ — R, kurai piemit aditivitates 1pasiba,
ir lineara funkcija.

Pieradit, ka ¢ : R® — R ir lineara funkcija, ja ta ir nepartraukta vismaz viena
punkta un tai piemit aditivitates 1pasiba.

Pieradit, ka ¢ : R™ — R ir lineara funkcija, ja ta ir ierobezota funkcija kada
punkta 0 € R™ apkartné un tai piemit aditivitates 1pasiba.

Pieradit, ka jebkurai linearai funkcijai £ : R™ — R eksiste tads a € R", ka

Vh € R": L(h) = (a; h),
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10.

11.

kur (x;y) ir skalarais reizinajums Eiklida telpa R™, t.i.,
def &
(z;y) = szyz
i=1

jebkuriem = = (x1;29;...;2,) € R" un y = (y1; 925 .- - ; yn) € R™.

. Pieradit, ka eksponentfunkcijas definicija (skat. 23] definiciju) lofrd nosacijumu: f -

nepartraukta funkcija, nomainot ar jebkuru no trim nosacijumiem:

1) f - monotona funkcija,

2) f - ierobezota funkcija kada punkta xy = 0 apkartne;

3) f - nepartraukta funkcija kada punkta zo = 0 (vai kada cita punkta ),
iegtisim ekvivalentu definiciju.

. Pieradit, ka logaritmiskas funkcijas definicija (skat. .51 definiciju) lofra nosactjumu:

f - nepartraukta funkcija, nomainot ar jebkuru no trim nosacijumiem:

1) f - monotona funkcija,

2) f - ierobezota funkcija kada punkta xy = 1 (vai arT kada cita punkta zo > 0)
apkartne;

3) f - nepartraukta funkcija kada punkta o = 1 (vai ar1 kada cita punkta zy > 0),
iegtisim ekvivalentu definiciju.

. Pieradit, ka pakapes funkcijas definicija (skat. 2.7] definiciju) ofrd nosacijumu: f -

nepartraukta funkcija, nomainot ar nosacijumu: f - monotona funkcija, iegiisim
ekvivalentu definiciju.

. Pieradit, ka partraukta funkcija

1, ja x>0,
f(z) =sign() = { 0, ja =0,
-1, ja =<0,

apmierina vienadojumu f(xy) = f(x)f(y).

. Atrisinat funkcionalvienadojumu f(z) = f(2x) nepartraukto funkciju klase. Pieradit,

ka visur partraukta Dirihle funkcija

fo={y BaeR

, ja x el

apmierina So funkcionalvienadojumu.

. Atrast nepartrauktu funkciju f(x), kura nav identiski vienada ar nulli un kura ap-

mierina funkcionalvienadojumu f(z —y) = f(x)f(y) jebkuriem z,y € R.

Atrast visas funkcijas f(z), kuras apmierina funkcionalvienadojumu x f (y)+y f(x) =
(x +y)f(z)f(y) jebkuriem z,y € R. Pieradit, ka tikai divas no sim funkcijam ir
nepartrauktas.

Pienemsim, ka nepartraukta funkcija f : R — R vienlaicigi apmierina funkcional-
vienadojumus f(z +y) = f(z) 4+ f(y) un f(xy) = f(x)f(y) jebkuriem x,y € R.
Pieradit, ka vai nu f(z) =0, vai ar1 f(z) = x.



2.9. Uzdevumi 63

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Pie kadam parametra o vertibam eksiste vismaz viena funkcija f : R — R, kura
nav konstanta funkcija un kura apmierina funkcionalvienadojumu f(a(z + y)) =

f(z) + f(y) jebkuriem z,y € R?

Pienemsim, ka a un b ir atskirigi no skaitla 1 dazadi pozitivi skaitli. Atrast visas
funkcijas f : R — R, ka f(x +y) = a¥f(z) + b* f(y) jebkuriem z,y € R.

Pienemsim, ka a ir fiksets reals skaitlis. Atrast visas nepartrauktas funkcijas f :
R - R, ka f(1) =aun f(x+y) = f(x)+ f(y) + zy jebkuriem x,y € R.

Atrast visas nepartrauktas punkta z = 0 funkcijas f : R — R, ka f(zx +y) =
f(x) + f(y) + zy jebkuriem z,y € R.

Pienemsim, ka a ir fiksets reals skaitlis. Atrast visas diferencejamas funkcijas f :
R — R, ka f(1)=aun f(x+y) = f(x) + f(y) + zy jebkuriem z,y € R.

Pieradit, ka eksponente f : RT — S, kurai ir speka f (%) = i (a - eksponentes
} bijektivi attelo par nogriezni [%; a].

a. 3a

galvenais periods), nogriezni [2, 1

Pieradit, ka funkcija cos, z ir stingri dilstosa nogriezni [0; ], ieprieks pieradot sadu

)
formulu:
X1+ T2 T — X1

COS,
2 2

Formulet funkcijas arccos, z ka funkcijas cos,x, © € [O; %}, inversas funkcijas
definiciju. Kadu lomu saja definicija spele nogrieznis [0; %] 7 Atrast funkcijas sin,
stingras monotonitates intervalus. Formulet funkcijas arcsin, z, ka funkcijas sin,
sasaurinajuma kada no Siem intervaliem inversas funkcijas, definiciju. Pieradit re-

dukcijas formulas argumentiem x un x + 7, z un x + 37”

COS, ] — COS, X9 = —258in,

Pieradit, ka vienadojumam 2" = 2y = cosx + isinx ir tiesi n saknes, kuras pieder
vienibas rinka lnijai un kuras iegust, formula

x4+ 2kr . x4+ 2kw
— +S8In ——

Z = Cos
n n
parametram k pieskirot vertibas k =0,1,2,...,n — 1.
Pienemsim, ka d ir taisns lenkis. Atrast lenku d,2d,3d,...,nd dazadus merus.
Pieradit, ka ¢ = A™! (‘/75 :I:z?) un ¢ = A7 (‘/75 —Hé), ja lenkus ¢ un ¢ define

attiecigi vienadojumi 2z = d un 3z = d. Atrast lenku ig, j:%l, j:%d dazadus merus.

Pieradit, ka attelojums f: SOy — S, ka

cost —sint .
f (( sint  cost >) = cost +isint,

ir grupu SO, un S izomorfisms.

Parformulet lenku saskaitisanas definiciju (skat. [Z14] definiciju), uzskatot, ka

i) + )] = | Zai ).
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Pieradit, ka

(-29]-[(z04]

Noskaidrot sadas lepku saskaitisanas definicijas geometrisko jegu (z. un z; ir 2I4] de-
finicija aplukotie kompleksie skaitli).

Pieradit, ka visu plaknes lenku kopa An attieciba pret saskaitisanas operaciju (skat.
2.14] definiciju) ir komutativa grupa, kuras neitralais elements ir legkis [(a; a)], bet
lenka [(a;b)] simetriskais elements ir lenkis [(b; a)].

Formulet lenku saskaitiSanas definiciju, plaknes R? elementu reizinasanas ar kom-
pleksiem skaitliem z € S vieta izmantojot plaknes R? rotacijas (t.i., matricas no
grupas SOy).

Pieradit formulu (u;v) = ||[u|| ||v|| cos [(ky; k)] (skat. EZ7.2] apaképaragrafa [7 ipasi-
bu), plaknes R? elementu reizinasanas ar kompleksiem skaitliem z € S vieta izman-
tojot plaknes R? rotacijas (t.i., matricas no grupas SOs).

Pieradit, ka nepartraukts homomorfisms f : S — R® apmierina vienadibu f(cost +
isint) = a® jebkuram ¢ € R un reducéjas uz elementarajam funkcijam a®®<*® un

ab@esine ur q,b - fikseti reali skaitli, ka a > 0, @ # 1 un b # 0.

Pieradit, ka nepartraukts homomorfisms f : S — S apmierina vienadibu f(cost +
isint) = cosbt + isinbt jebkuram t € R un reducejas uz elementarajam funkcijam
cos(barccos ), sin(barccos z), cos(barcsinx) un sin(barcsinx), kur b - fiksets reals
skaitlis.

Atrast visas nepartrauktas funkcijas f : R — R, kuras ir atskirigas no konstantam
funkcijam un kuras apmierina vienadibu f(x+y)+ f(x —y) = 2f(z) f(y) jebkuriem
z,y € R.

Atrast visas nepartrauktas funkcijas f : R — R, kuras ir atskirigas no nullfunkcijas
un kuras apmierina vienadibu f?(z) — f*(y) = f(z +y)f(x — y) jebkuriem z,y € R.

Atrast visas nepartrauktas funkcijas f : R — R un g : R — R, kuras apmierina

vienadibas f(z +y) = f(2)f(y) — 9(x)g(y) un g(z +y) = f(x)g9(y) + f(y)g(x)
jebkuriem z,y € R, pie tam f(0) =1 un ¢g(0) = 0.



LITERATURA

[1] H. Bypbaku. @yHKIUI JeHCTBUTEILHOIO IIEPEMEHHOTO (371eMeHTapHast Teopust). - M.:
Hayxka, 1996. - 424 c.

[2] H. Bypbaku. O6masi tonosorusi (Tomosorndeckne rpymmbl. Hucta u cBsi3aHHbIE ¢
HUME TPYIIB 1 npoctpancTia). - M.: Hayka, 1969. - 392 c.

[3] B.A. Jlwo6Genkuii. OCHOBHbBIE TIOHSTHS MIKOJIBHON MaTemMaTuku. - M.: TIpocserenue,
1987. - 400 c.

[4] CoBpemenubie ocHOBBI TKOJILHOTO Kypca Matemarnku (A.¢. Burenkun, K.U. Tynn-
veB, JI.A. Kanyxuun, A.A. Croasgp). - M.: [Ipocsemenne, 1980. - 240 c.

[5] Daemenrapusie dynknun (B.M. Apxunos, A.A. Mazanuk, ["H. ITerposckuit,
M.U. Ypbanosu4). - Munck: Beimsiinas mkosra, 1991. - 140 c.

[6] B.A. Crapues. Beenenune B maremarnueckuii anaius 1. Teopus npezesnos. - Daugav-
pils: DPU izd. "Saule", 1996. - 139 lpp.

[7] B.A. Crapues. Beegenue B maremarudeckuii anaau3 11. HenpepoiBabie dbynkmun u
orobpazkenus. - Daugavpils: DPU izd. "Saule", 1996. - 84 lpp.

[8] B.A. Crapries. OCHOBHBIE CTPYKTYPbl MATEMATHYECKOTO AHAIN3A (METPUIECKHe
npocTpancTea). - R.: LVU, 1988. - 80 lpp.

[9] B.A. Crapues. OcHOBHBIE CTPYKTYPHI MaTeMaTHYeCKOrO aHagn3a (HempepbIBHbIE
orobpaxkenus). - R.: LVU, 1988. - 84 lpp.

[10] B.A. Crapues. O nekoropsix crocobax omnpesaesenus duciaa 7./ / Akademiskas izgli-
tibas problemas universitate. Daugavpils Pedagogiskas universitates pasniedzeju un
5. (39.) studentu zinatniski metodiskas konferences materiali (matematiskas analizes
sekcija, algebras un geometrijas sekcija). DPU zinatniskie raksti A5. - Daugavpils:
DU izdevnieciba ”Saule”, 1997. - 5.-12. Ipp.

65



66

LITERATURA




IEVADS

SATURS

I NEPIECIESAMAS ZINAS NO ALGEBRAS UN ANALIZES|

[1.1. Grupas un to homomorfismi| . . . . . . . ... ... ... ... ... ....

[1.2. Dazas skaitlisku grupu mpasibas| . . . . . . .. ... .. ... ... ... ..

[1.3. Intervalu invariance attieciba pret nepartrauktam funkcijam ¢ : R — R} . .

[1.4. Rinka linijas un skaitlu taisnes homeomorfisms|. . . . . . . . . .. .. ...

[1.5. Bernulli nevienadibasl . . . . . . . . . . . ...

I PAMATELEMENTARO FUNKCIJU AKSIOMATISKA TEORIJA|

[2.1. Lineara funkcija ka nepartraukts grupas R™ homomorfisms sevi| . . . . . .

[2.1.1. Linearas funkcijas definicija} . . . . . . . .. ... ... ... .. ..
[2.1.2. Linearas funkcijas ipasibas| . . . . . . . . .. .. oL
[2.1.3. Teorema par linearas tunkcijas eksistenci un vienigumul . . . . . . .
[2.1.4. Linearas funkcijas papildipasibas . . . . . . ... .. ... ... ..
[2.1.5. Afinas funkcijas jedziens| . . . . .. ..o o 0oL

[2.2. Eksponentfunkcija ka nepartraukts grupas R™ homomorfisms grupa R® . .
[2.2.1. Eksponentfunkcijas definicijal. . . . . . . .. .. ...
[2.2.2.  Eksponentfunkcijas eksistence un vienigums| . . . . . . . .. . . ..
[2.2.3.  Eksponentfunkcijas ipasibas| . . . . ... ..o 00000

[2.3. Logaritmiska funkcija ka nepartraukts grupas R® homomorfisms grupa R
[2.3.1. Logaritmiskas tunkcijas definicijal . . . . . . .. ... ... ... ..
[2.3.2. Logaritmiskas tunkcijas ipasibas| . . . . . . . ... ...
[2.3.3. Teorema par logaritmiskas funkcijas eksistenci un vienigumu| . . . .

[2.4. Pakapes funkcija ka nepartraukts grupas R®* homomorfisms sevi| . . . . . .
[2.4.1. Pakapes funkcijas definicija| . . . . .. ... ..o
[2.4.2. "Teorema par pakapes funkcijas eksistenci un vienigumul . . . . . . .
[2.4.3. Pakapes funkcijas ipasibas| . . . . . ..o o000 0000

[2.5. Eksponenciala funkcija ka nepartraukts grupas R™ homomorfisms grupa S

Eksponentes definicijal . . . . ... 000000

Eksponentes 1pasibas| . . . . . ...

Eksponentes periodiskums| . . . .. ..o 00000

Eksponentes eksistence un vienigums| . . . . . ... ... L.

P51
R.5.2.
R.5.3.
R.54.
R.5.5.

Skaitla 27 aksiomatiska definicijal . . . . ..o

67



68 SATURS

[2.6. Skaitliska argumenta sinuss un kosinuss| . . . . . ... ... 47
[2.6.1.  Skaitliska argumenta sinusa un kosinusa definicijal . . . . . . . . .. 47
[2.6.2.  Skaitliska argumenta sinusa un kosinusa 1pasibas|. . . . . . . . . .. 48

[2.7.  Lenkiska argumenta sinuss un kosinuss| . . . . . . . . ... ... ... ... 50
[2.7.1. Lenkis aritmetiskaja plakne R4 . . . . . . . . ... ... .. ... . 51
[2.7.2.  Lenkiska argumenta kosinusa un sinusa definicija un 1pasibas| . . . . 54
2.73. Lenkumers . ... ... . 56

[2.8. Nosleguma piezimes par elementaro pamatfunkciju aksiomatisko teorijul . . 60

2.9, Uzdevumil . . . . . . . . . e 61

ILITERATURA| 65



	IEVADS
	NEPIECIEŠAMAS ZINAS NO ALGEBRAS UN ANALIZES
	Grupas un to homomorfismi
	Dazas skaitlisku grupu ipašibas
	Intervalu invariance attieciba pret nepartrauktam funkcijam g:RR
	Rinka linijas un skaitlu taisnes homeomorfisms
	Bernulli nevienadibas

	PAMATELEMENTARO FUNKCIJU AKSIOMATISKA TEORIJA
	Lineara funkcija ka nepartraukts grupas R+ homomorfisms sevi
	Linearas funkcijas definicija
	Linearas funkcijas ipašibas
	Teorema par linearas funkcijas eksistenci un vienigumu
	Linearas funkcijas papildipašibas
	Afinas funkcijas jedziens

	Eksponentfunkcija ka nepartraukts grupas R+ homomorfisms grupa R
	Eksponentfunkcijas definicija
	Eksponentfunkcijas eksistence un vienigums
	Eksponentfunkcijas ipašibas

	Logaritmiska funkcija ka nepartraukts grupas R homomorfisms grupa R+
	Logaritmiskas funkcijas definicija
	Logaritmiskas funkcijas ipašibas
	Teorema par logaritmiskas funkcijas eksistenci un vienigumu

	Pakapes funkcija ka nepartraukts grupas R homomorfisms sevi
	Pakapes funkcijas definicija
	Teorema par pakapes funkcijas eksistenci un vienigumu
	Pakapes funkcijas ipašibas

	Eksponenciala funkcija ka nepartraukts grupas R+ homomorfisms grupa S
	Eksponentes definicija
	Eksponentes ipašibas
	Eksponentes periodiskums
	Eksponentes eksistence un vienigums
	Skaitla 2 aksiomatiska definicija

	Skaitliska argumenta sinuss un kosinuss
	Skaitliska argumenta sinusa un kosinusa definicija
	Skaitliska argumenta sinusa un kosinusa ipašibas

	Lenkiska argumenta sinuss un kosinuss
	Lenkis aritmetiskaja plakne R2
	Lenkiska argumenta kosinusa un sinusa definicija un ipašibas
	Lenku mers

	Nosleguma piezimes par elementaro pamatfunkciju aksiomatisko teoriju
	Uzdevumi

	LITERATURA

