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ANOTACIJA

Macibu lidzeklt ir apskatiti linearu (homogénu vai nehomogenu) rekurentu vienadojumu
risinasanas panémieni, lietojot vienadojuma spektru un veidotajfunkciju metodi. Macibu
lidzekli ir domats studentiem un magistrantiem, apgustot diskrétas matematikas kursu.
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1. Fibonaci uzdevums par trusiem

Viduslaiku italu matematikis Fibonaé¢i sava darba “Abaka gramata” (1202.g.) for-
mul€ja un atrisinaja sadu uzdevumu:

“Cik trusu paru piedzims gada laika no viena pieauguSa trusu para (trusu paris klust
pieaudzis vienu menesi pec dzimsanas), ja katram pieaugusam trusu parim ik pec menesa
rodas pécnaceji (matite un tevins) un neviens trusu paris neiet boja.”

1.1. zim. Pizas Leonards (Leonardo Pisano, 1180-1240)

Viduslaiku italu matematikis, kurs ir pazistams arT ka Fibonaci (Fibonacci latipu valoda
nozime “Bonaci dels”). Fibonaci nozimigakais darbs ir 1202. gada iznakusais darbs “Abaka
gramata” (“Liber Abaci”), kura tika apkopotas un sistematizetas un talak attistitas taja
laika Vidusjuras krastos dzivojoso tautu matematiskas zinasanas un kurai bija liela nozime
pozicionalas decimalas skaitisanas sistémas un indiesu ciparu ievieSana Eiropa. Vairak neka
200 gadu §1 gramata kalpoja eiropieSiem par matematikas rokasgramatu un liela mera
sagatavoja augsni matematikas atdzimsSanai Renesanses laikmeta. Citi nozimigakie Fi-
bonac¢i darbi: “Geometrijas praktika” (“Practica Geometriae”, 1220), kura ir apkopotas
dazadas geometrijas teorémas ar pieradijumiem, un “Kvadratu gramata” (“Liber Quadra-

torum”,1225), kuru uzskata par vienigo vertigo pétijumu skaitlu teorija viduslaiku Eiropa.

Fibonaci uzdevuma par trusiem atrisinajums. Ar u, (n =0,1,2,...) apzimésim trusu
paru skaitu ik pec menesa, sakot ar kadu sakummomentu. Pienemsim, ka sakummomenta
nav neviena trusu para, t.i., ugp = 0, bet pec menesa piedzimst trusu paris, t.i., u; = 1.
Paejot vel vienam menesim, trusu paru skaits paliks tas pats, jo, kaut art trusu paris ir
kluvis pieaudzis, tomer tam pecnaceji bus tikai peéc menesa. Vel pec ménesa trusu parim
piedzims pécnaceji, un tapec kopejais trusu skaits buis vienads ar 2, t.i., ug = 2. Paejot
vel vienam menesim, pirmajam trusu parim piedzims pécnaceji, bet otrais trusu paris
klus pieaudzis, un pecnaceji tam radisies tikai pec menesa. Tatad kopejais trusu paru
skaits ¢etrus menesus kops sakummomenta bis vienads ar 3, t.i., uy = 3. Spriezot lidzigi,
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=2

1.2. zim.

legusim, ka us = 5,ug = 8,u; = 13 utt. To var uzskatami attelot ar zimejumu (skat.
[[2]zim.), kura balts aplitis apzime jaundzimusu pari, bet melns aplitis — pieaugusu pari.

Nav gruti ieverot likumsakaribu, ka trusu paru skaitu u,, s (n > 0), paejot diviem
un vairak menesiem kops sakummomenta, var aprekinat, saskaitot trusu paru skaitu ie-

prieksejos divos meénesos, t.i.,
Upto = Upy1 +u, (n=0,1,2,...).

Tatad
UOZO,
Ulzl,
U2:U1—|—U0:1—|—0:1,
U3:U2+U1:1+1:2,
U4IU3+U2:2+1:3,
U5:U4+U3:3+2:5,
U6:U5+U4=5+3:8,
U7:U6+U5:8+5:13,
ug = Uy + ug = 13 + 8 = 21,
UQ:u8+U7221+13:34,
U10:U9+U8:34+21:55,
U11:U10+U9:55+34:89,
U2 :u11+u10 :89+55: ]_44,



U3 = U + U = 89 + 144 = 233,
U14:U13+U12 :233+144:377, e

Pec gada, kops pirmais trusu paris kluva pieaudzis, trusu paru skaits biis vienads ar trusu
paru skaitu pec cetrpadsmit menesiem kops sakummomenta, t.i, ar u14 = 377. Fibonaci
uzdevums par trusiem ir atrisinats.

Skaitlu virkni
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 144, 233,377,610, ... (1.2)

sauc par Fibonaci virkni, bet §is virknes loceklus — Fibona¢i skaitliem. Fibonaci
skaitlus izmanto matematika, programmesana, spelu teorija, skaitlosanas tehnika utt.

Pieversisim uzmanibu sakaribai (IL1I), saskana ar kuru jebkurs Fibonaéi virknes lo-
ceklis, sakot ar wug, var tikt aprekinats pec viena un ta pasa likuma (— formulas (L)),
izmantojot divus ieprieksejos virknes loceklus. Virkni, kuras loceklus, sakot ar kadu, var
aprekinat pec viena un ta pasa likuma, izmantojot iepriekséjos locekjus, sauc par rekurentu
virkni. Saja darba tiks apskatita rekurentu virknu apaksklase, kas sastav no ta sauca-
majam linearam rekurentam virknem ar konstantiem koeficientiem.

Pirms pariet pie rekurentu virknu teorijas izklasta, 1si atskatisimies uz rekurentu
virknu vesturi. Rekurentu virknu teorijas pamatus izveidoja A. Muavrs un D. Bernulli
18. gadsimta, tacu vislielako ieguldijumu rekurentu virknu teorija deva vinu laikabiedrs,
izcilakais 18. gadsimta matematikis L. Eilers, kur§ rekurentam virkném un rindam veltija
sava fundamentala darba “levads bezgaligi mazo analize” (“Introductio in analysin in
finitorum”, 1748. g.) trispadsmito nodalu. Nozimigi darbi rekurento virknu teorija un
pielietojumos pieder krievu matematikiem P. Cebisovam, A. Markovam un A. Gelfondam.



2. Lineari rekurenti vienadojumi ar konstantiem
koeficientiem

Par k-tas kartas linearu rekurentu vienadojumu ar konstantiem koeficien-
tiem sauc sakaribu

Upik = Q1 Unsk—1 + QoUnyk—2 + +* + Ay + fo, (2.1)

kur aj,as, ... ,a; € Cir vienadojuma (1)) koeficienti, a; # 0, k ir fiksets naturals
skaitlis, kuru sauc par vienadojuma (21]) kartu, n ir vesels nenegativs skaitlis, bet (f,,)
ir kada dota komplekso skaitlu virkne, kuru sauc par vienadojuma (2.]) brivi locekli.

Kompleksu skaitlu virkni
Ug, Uty Uy « vy Upy -ee

kuru saisinati apzimesim ar (u,), sauc par vienadojuma (Z)) partikularo atrisina-
jumu (vai vienadojuma (2.1)) atrisinajumu), ja virknes (u,) loceklus, sakot ar k-to,
saista sakariba (2.1]).

Jebkuri £ patvaligi kompleksi skaitli
Ug, Ur, U2y « .. ,UE—1, (22)

lauj konstruet vienadojuma (1)) atrisinajumu (u,) sadi: virknes (u,,) pirmie k locekli ir
[22), bet sis virknes loceklus, sakot ar k-to, aprekina pec formulas (2]). Skaitlus (22))
sauc par sakumnosacijumiem, bet konstruéeto virkni (u,) sauc par vienadojuma (2.1))
partikularo atrisinajumu, kas atbilst sakumnosacijumiem (2.2)).

Atrisinat vienadojumu (2.J)) ar sakumnosacijumiem (2.2) nozime atrast viena-
dojuma (2] partikularo atrisinajumu, kas atbilst sakumnosacijumiem (2.2)).

Ja (f,) ir nenulles virkne, t.i., f,, # 0 vismaz vienam n € Ny, tad (2]) sauc par k-tas
kartas linearu nehomogéenu rekurentu vienadojumu ar konstantiem koeficien-
tiem.

Preteja gadijjuma, ja f, = 0 visiem n € Ny, tad (2.1) sauc par k-tas kartas linearu
homogéenu rekurentu vienadojumu ar konstantiem koeficientiem. Tatad k-tas
kartas linearam homogénam rekurentam vienadojumam ar konstantiem koeficientiem ir
veids

Uy = O Upipp—1 + AalUpifh_o + **+ + Aply,. (2.3)



3.

Linearu rekurentu vienadojumu ar konstantiem
koeficientiem piemeri

3.1. Fibonaci virkne. No pirmaja paragrafa teikta seko, ka Fibonaci virkne
ug=0,u1 = Lus =1l,us =2,u4 = 3,us =5, u6 = 8, ... (T2)
apmierina otras kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu
Upt2 = Upt1 + Up LI
ar sakumnosacijumiem: uy = 0,u; = 1.
3.2. Geometriska progresija. Apskatisim geometrisko progresiju:
Uy = a,u; = aq,us = aq>, ... ,u, = aq", ... (3.1)

ar sakumlocekli a un kvocientu ¢ (kurs saskana ar geometriskas progresijas definiciju
ir atskirigs no nulles). No (B.1)) seko, ka

Unt1 = ag"™ = q(ag™) = qu,.

Tatad geometriska progresija (B3.I]) apmierina pirmas kartas linearu homogenu re-
kurentu vienadojumu
Upi1 = QUy (3.2)

ar sakumnosacijumu uy = a, pie kam sakumnosacijums uy = a — geometriskas
progresijas (B.0]) sakumloceklis, bet koeficients a; = ¢ — geometriskas progresijas

1) kvocients.
3.3. Aritmetiska progresija. Apskatisim aritmetisko progresiju:
u =a,uy =a+dus=a+2d, ... ,u, =a+nd, ... (3.3)
ar sakumlocekli a un diferenci d. No ([B.3) seko, ka
Upy1 =a+ (n+1)d = (a+nd) +d = u, +d.
Atrodam:

Upy2 = Upy1 +d,
Upt1 = Uy + d.

No pirmas vienadibas atnemot otro, iegtisim
Upio = 2Upi1 — Up. (3.4)

Redzam, ka aritmetiska progresija (B.3]) apmierina otras kartas linearu homogenu
rekurentu vienadojumu (3.4)) ar sakumnosacijumiem: u, = a,u; = a + d.



3.4. Veselo nenegativo skaitlu virkne. Veselo nenegativo skaitlu virkni
UOIO,Ulzl,UQ:2,...,Un:n,... (35)

var uzlukot ka aritmetisko progresiju ar sakumlocekli 0 un diferenci 1. Tatad no
iepriekseja punkta teikta seko, ka virkne (B.5) apmierina otras kartas linearu ho-
mogenu rekurentu vienadojumu

Upyo = 2Upyq — Uy (3.6)
ar sakumnosacijumiem: uy = 0,u; = 1.

3.5. Veselo nenegativo skaitlu kvadratu virkne. Apskatisim veselo nenega-
tivo skaitlu kvadratu virkni:

U0:02,U1:12,UQ:22,... ,un:nZ, (37)
Atrodam:
U1 =N+ 1) =n*+2n+1=u, +2n+1
jeb
Upp1 = Uy + 20 + 1, (3.8)
Upio =M +2?=n*+dn+4=n"+2n+1+2n+3 =y +2n+3
jeb
Upyo = Upi1 + 20+ 3. (3.9)
No vienadibas (8.9) atnemot vienadibu (B.8]), iegusim
Upto — Upi1 = Upr1 +2n+3 —u, —2n — 1
jeb
Upso = 2Upiq — Up + 2. (3.10)

No (810) atrodam

Up+3 = 2un+2 — Up+1 + 2. (311)
No vienadibas ([B.I1]) atpemot vienadibu (B.10), iegusim
Up+43 — Upy2 = 2un+2 — Upt1 + 2 — 2un—i—l + Uup — 2
jeb
Un+3 = 3Un+2 - 3un+1 + Up,.- (312)

Tatad virkne (B.7]) apmierina tresas kartas linearu homogénu rekurentu vienadojumu
(BI2) ar sakumnosactjumiem: ug = 0,u; = 1,uy = 4.

3.6. Veselo nenegatiwvo skaitlu kubu virkne. Apskatisim veselo nenegativo
skaitlu kubu virkni:

up=0%u =13 u, =23, ... Ju, =n3, ..., (3.13)

Spriezot idzigi ka iepriekseja punkta, iegusim, ka virkne (BI3) apmierina ceturtas
kartas linearu homogenu rekurentu venadojumu

Upia = piz — OUpio + dUpyy — Uy (3.14)

ar sakumnosacijumiem: uy = 0,u; = 1, uy = 8, uz = 27.



3.7. Virknes, kas apmierina linearu homogénu rekurentu vienadoju-
mu, pirmo loceklu summu virkne. Pienemsim, ka virkne (u,) apmierina k-tas
kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu

Uptk = Q1 Uptk—1 T QUptk—2 T+ + Ap—1Upy1 + QpU,. (2

Apskatisim virkni (S,), kur S, =wug+u; +---+u, (n=0,1,2,...). Tatad

So = U,
Sl = Ug + Uy,
Sp=uo+ur +ug+ -+ up,
no kurienes atrodam:
uy = So,
u =951 — So,

Up+1 = Sn+1 - Sna
ceey

levietojot vienadibas (3.16) formula (21)), ieglsim
Sn+k+1 - Sn+k - al(sn—l-k - Sn-l—k—l) + a2(5n+k—1 - Sn+k—2) + -t
+ akfl(SnJrQ - SnJrl) + ak(SnJrl - Sn)
jeb
Sntkt1 = (L +a1)Snik + (a2 —ay)Spip—1 + -+
+ (CLk - ak—l)Sn+l — akSn. (317)

Tatad virkne (.S,) apmierina (k + 1)-mas kartas linearu homogenu rekurentu vie-
nadojumu (3.I7).

Atzimesim Sadus specialgadijumus:

1. ja (u,) apmierina pirmas kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu
Upt1 = AU, (3.18)

tad (S5,) apmierina otras kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu
Sp2 = (14 a1)Sns1 — a1; (3.19)

2. ja (u,) apmierina otras kartas linearu homogeénu rekurentu vienadojumu

Upyo = A1Upi1 + A2Uy, (3.20)

tad (5,) apmierina tresas kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu

Sn+s = (1 + a1)Spy2 + (a2 — a1)Snq1 — a2Sy; (3.21)
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3. ja (u,) apmierina tresas kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu
Upi3 = A1lUpio + Alp 1 + A3y, (3.22)
tad (S,) apmierina ceturtas kartas linearu homogéenu rekurentu vienadojumu
Spia = (14 a1)Sps3+ (ag — a1)Spi2 + (a3 — az)Spi1 — a3Sy; (3.23)
4. ja (u,) apmierina ceturtas kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu
Upsa = A1Upi3 + A2lUpio + A3UpL1 + A4l (3.24)
tad (S,) apmierina piektas kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu
Spis = (14 a1)Spia+ (ag — a1)Snis + (a3 — a2)S, 0+
+ (ag — a3)Spy1 — as S, (3.25)
Pielietosim iegtitos rezultatus ieprieksejos punktos apskatitajam virknem:
3.7.1. ja (u,) — Fibonadi virkne, tad attieciga virkne (S,,) apmierina vienadojumu
Snts = 25,12 — Sy (3.26)
(vienadojuma (L)) koeficientus a; = 1, a9 = 1 ievietojam vienadojuma (B.21));

3.7.2. ja (u,) — geometriska progresija (3.I]), tad attieciga virkne (S,) apmierina
vienadojumu

(vienadojuma (3.2) koeficientu a; = ¢ ievietojam vienadojuma (3.19));

3.7.3. ja (u,) — aritmetiska progresija ([B.3]), tad attieciga virkne (.S,) apmierina
vienadojumu

Sn+3 = 3Sn+2 - 35n+1 + Sn (328)

(vienadojuma (3.4)) koeficientus a; = 2, as = —1 ievietojam vienadojuma (3.21)));

3.7.4. ja (u,) — veselo nenegativo skaitlu virkne (B.1), tad attieciga virkne (S,,) ap-
mierina to pasu vienadojumu (3.28));

3.7.5. ja (u,) — veselo nenegativo skaitlu kvadratu virkne, tad attieciga virkne (.5,,)
apmierina vienadojumu

Sn+4 == 4Sn+3 - 6Sn+2 + 4Sn+1 - Sn (329)

(vienadojuma (BI2]) koeficientus a3 = 3,as = —3,a3 = 1 ievietojam vienadojuma

3.23));

3.7.6. ja (u,) — veselo nenegativo skaitlu kubu virkne (B.I3]), tad attieciga virkne
(S,) apmierina vienadojumu

Sn+5 - 5Sn+4 - 1OSn+3 + 1OSn+2 - 5Sn+1 + Sn (330)
(vienadojuma (BI4]) koeficientus a; = 4,a9 = —6,a3 = 4,a4 = —1 ievietojam

vienadojuma (3.23])).
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4. Linearu homogenu rekurentu vienadojumu ar
konstantiem koeficientiem risinasana, lietojot
visparigo atrisinajumu
Apskatisim k-tas kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu ar konstantiem koe-
ficientiem
Uptk = Q1Uptk—1 F Q2Uptk—2 + =+ + Qply,. (m)

Polinomu

r(z) = 2" —a 2" — a2 — L — a1z — ay,

sauc par vienadojuma (23] raksturpolinomu (vai harakteristisko polinomu), bet
k-tas pakapes algebrisku vienadojumu

k—2

T('Z) =0 jeb 2F — alzk_l — oz T — ... —ap12—ar =0 (4,1)

sauc par vienadojuma (Z3) raksturvienadojumu (vai harakteristisko vienadoju-
mu).

Raksturvienadojumam (1)) eksiste & kompleksas saknes, ja katru sakni skaitit tik
reizes, kada ir Sis saknes karta, pie tam visas §1 vienadojuma saknes ir atskirigas no 0,
jo ar # 0. Pienemsim, ka raksturvienadojuma (£I]) saknes ir A\, Ao, ... , As ar attiecigi
kartam mq,mo, ... ,ms, t.i.,

r(z) =(z—=A)"™(z = XA)"™ ... (2 = A)™,
kur A, A, ..., As (s > 1) ir savstarpeji dazadi nenulles kompleksi skaitli, bet mq, ma, ... ,m;
ir pozitivi veseli skaitli, m; +ms+ ... +ms = k.

Visu raksturvienadojuma (1)) saknu, nemot véra to kartas, sistému sauc par viena-
dojuma (2.3) spektru un apzime ar

) R VAR
( b ° ) . (4.2)
ml m2 ... ms
Vienadojuma (2.3) spektru sauc par vienkarsu, ja visas raksturvienadojuma (4.1)
saknes ir vienkarsas, t.i., s=kunm; =my=... =my = 1.

Ja rekurenta vienadojuma (2.3) spektrs ir (42)), tad rekurenta vienadojuma (2.3])
visparigais atrisinéjumsm ir

Uy, = Z (Cj,O + ciamn + oo+ Cj,mjflnmj_l) )\;L (77, = 0, 17 2, .. .), (43)
j=1
kur ¢o,¢j1, - 5 Cimy—1 (j = 1,2,...,5) ir patvaligas kompleksas konstantes.

1Tas, ka [@3) ir vienadojuma [Z3) visparigais atrisinajums, nozime sekojoso:

1. jakonstantem c;o,cj1, --. ,Cim,—1 (j = 1,2,...,s) pieskirt brivi izraudzitas kompleksas vertibas,
tad (£3) ir vienadojuma (23] atrisinajums;

2. jebkuram vienadojuma (Z3]) atrisinajumam (u,) eksisté tadas kompleksas konstantes
Cj.05Ci1s oo 5 Cim;—1 (7 =1,2,...,8), ka ir speka ([@3).
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4.1. piezime. Ja vienadojuma (2.3)) spektrs ir vienkarss, t.i., s = k un m; = my =
-+ =my = 1, tad vienadojuma (2.3]) visparigajam atrisinajumam ir veids

Up = A + Ay + -+ Ay (n=0,1,2...),
kur ¢y, ¢, ..., ¢ ir patvaligas kompleksas konstantes.

4.2. piezime. Ja vienadojuma (23] spektrs sastav tikai no vienas saknes A ar kartu k&,
tad vienadojuma (23] visparigajam atrisinajumam ir veids
U, = (co+cin+con® + -+ n HA" (n=10,1,2...),

kur cg, ¢y, ..., cp_1 ir patvaligas kompleksas konstantes.

Lai atrisinatu linearu homogenu rekurentu vienadojumu (2.3]) ar sakumnosacijumiem
[22), lietojot visparigo atrisinajumu, rikojas sadi.

1. Atrod vienadojuma (23]) spektru (£.2).
2. Sastada vienadojuma (2.3]) visparigo atrisinajumu (4.3]).

3. Lietojot sakumnosacijumus (22), atrod konstantes cjo,cj1, ... ,Cjm—1 (J =
1,2,...,s).

4. Tevieto atrastas konstantes visparigaja atrisinajuma (£3) un iegtst vienadojuma
23) atrisinajumu (u,,), kas apmierina sakumnosacijumus (2.2)).
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4.1. piemers.

Atrisinasim tresas kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu

Unys = 2Upyo + DUpy1 — OBuy, (4.4)
ar sakumnosacijumiem:
ug = —1,uy = 2,uy = —7, (4.5)
lietojot visparigo atrisinajumu.
Vienadojuma (£.4) raksturvienadojumam
22 =222 —524+6=0
ir tris vienkarsas saknes: A\; = 1, Ay = —2, A3 = 3. Tatad vienadojuma (£4) vispa-
rigajam atrisinajumam ir veids:
Up = AT + Ay + 3Ny (n=0,1,2,...)
jeb
Up =c¢1 + co(—2)" + 33" (n=0,1,2,...). (4.6)

Formula (Z.0]) indeksam n pieskirot vertibas 0, 1,2 un izmantojot dotos sakumnosa-

cijjumus, iegisim linearu vienadojumu sistemu

6110+ CQ(—2)O+ 6330 = —1, c1+ Co+ C3 = —1,
'+ eo(=2)'+ 33t = 2 jeb ci— 20+ 3c3= 2,
0112+ CQ(—2)2+ 0332 = -7 c1+ 4CQ+ 963 = —7,
no kuras atrodam:
1 6 3
01—5, C2——g, C3——1—O-

levietojot §1s konstantes formula (4.0), iegusim vienadojuma (£.4]) partikulara atrisi-
najuma u = (u,), kas atbilst sakumnosacijumiem (4.5), vispariga locekla izteiksmi:

6 3
— = (=2)" — =3" =0,1,2,...).
( ) 103 (n 07 )= )
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4.2. piemers.

Atrisinasim tresas kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu
Unys = Upy1 — 2Uy, (4.7)
ar sakumnosacijumiem:
up = —1,uy = 2,up = —3. (4.8)
lietojot visparigo atrisinajumu.
Vienadojuma (1) raksturvienadojumam
2 —=3224+2=0

saknes ir Sadas: A = 1 ar kartu k; = 2, Ay = —2 ar kartu ks = 1. Tatad
vienadojuma (47) visparigajam atrisinajumam ir veids:

Up = (1 + o)A + 30y (n=0,1,2,...)
jeb
Up = (1 + con)1" +¢c3(=2)" (n=0,1,2,...). (4.9)

Formula (€.9]) indeksam n pieskirot vertibas 0, 1, 2 un izmantojot sakumnosactjumus
(48), iegusim tr1s linearu vienadojumu sistému

at 0+ e3(—2)°= -1, c1t+ + = -1,
at cl+ (=2 = 2 jeb i+  c— 2c3= 2,
c1+ 622+ 03(—2)2: -3 c1+ 2CQ+ 403: —3,
no kuras atrodam:
1 1 8
Cl——§, 62—5, 03——5.

levietojot &1s konstantes formula (£9), iegusim vienadojuma (7)) partikulara atrisi-
najuma u = (u,), kas atbilst sakumnosactjumiem (4.§), vispariga locekla izteiksmi:
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4.3. piemers.

Atrisinasim tresas kartas linearu homogenu rekurentu vienadojumu
Unt3 = —Upyo + Upi1 — Buy, (4.10)
ar sakumnosacijumiem:
up = Liug = —1,us = 2. (4.11)
lietojot visparigo atrisinajumu.
Vienadojuma (£I0) raksturvienadojumam
P42 —424+6=0

ir tr1s vienkarsas saknes: \; = 1+, Ay = 1 —1i, A3 = —3. Tatad vienadojuma (Z.I0)
visparigajam atrisinajumam ir veids:

Uy = c1(144)" 4+ (1 — )" + e3(=3)" (n=0,1,2,...). (4.12)

Formula ({I2]) indeksam n pieskirot vertibas 0, 1,2 un izmantojot sakumnosaciju-
mus ([4.8]), iegusim tr1s linearu vienadojumu sistemu

cr(1+0)%4 el —i)%+ e3(=3)°= 1,
a(l+i)'+ ol =)'+ c3(=3)' = —1,
Cl(l+l)2+ CQ(l—i)2+ 63(—3)2: 2

jeb
c1+ Co+ C3 = 1,
(]. + i)01+ (]_ - i)CQ— 363 = —]_,
2@61— 2i02+ 903 = 2,
no kuras atrodam:
11+ 102 11 — 102 6
(G=——, 9= ——, 3= —.
1 34 ) 2 34 ) 3 7
levietojot §is konstantes formula (£I2), iegusim vienadojuma (I0) partikulara
atrisinajuma u = (u,), kas atbilst sakumnosacijumiem (IT]), vispariga locekla
izteiksmi:
14100, ., 11100

(1—d)" + il (=2)" (n=0,1,2,...). (4.13)

1 n
(I+2)"+ T

Un 34

34
Vienadojuma (4.10) koeficienti un sakumnosacijumi (4.I1]) ir reali skaitli, tapec visi
virknes (u,) locekliem art ir reali skaitli. Vai tas nav pretruna ar formulu (4.13),
jo tas laba puse ir kompleksa izteiksme? Nebtit né, jo saja gadijuma var iegut
realu u, (n = 0,1,2,...) izteiksmi. Sim noliikam atrodam kompleksa skaitla A
trigonometrisko formu:

A =2 (cos%+isin§>.
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Tad

Ay = V2 (cos%—isin%).

No ({13)) iegustam:

Lol ;4101 L+iy 4 1 ;4102' e 1_67 3y
_ o ;4102’ [\@ <COSZ + isin %)}n%——n ;41(% [\/5 <cos% — isin %)}n—l—% (=3)" =
= 100 ;4102’ <\/§)n (COS% + 4sin %) + - ;410i (\@)n (COS% — 7 sin %) +
b (-8 =
_ (11 ;—4102' n 11 ;4102') (\/§>RCOS %-H (11 ;—4102' B 11 ;4102') (ﬂ)nsin 7T4_n+
in (-3)" =
= 1—; (\/ﬁ)ncos% — 1—2 (ﬂ)nsin% + % (=3)" (n € Ny).

leguvam vienadojuma (£.I0) partikulara atrisinajuma u = (u,), kas atbilst sakum-
nosacijumiem (A7), vispariga locekla realu izteiksmi:

11 n mn 10 noomn 6 n
wn =1z (V2) cos T = 32 (V2) sin T+ 2 (53" (0 € No).
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5.

Linearu homogenu rekurentu vienadojumu ar
konstantiem koeficientiem risinasana, lietojot
veidotajfunkciju metodi

Lai atrisinatu linearu homogenu rekurentu vienadojumu (2.3]) ar sakumnosactjumiem
([Z2)), lietojot veidotajfunkciju metodi, rikojas sadi.

1.

5.1.

Atrod vienadojuma (23) atrisinajuma (u,,), kas apmierina sakumnosacijumus (2.2)),
veidotajfunkciju, t.i., tadu funkciju u(z), kuras attistijjuma pakapju rinda pec

o
z-pakapem koeficienti biitu vienadi ar virknes (u,,) locekliem: u(z) = > w,2".
n=0

Veidotajfunkciju u(z) attista pakapju rinda pec z pakapem, tadejadi atrodot wu,
(n=0,1,2,...).

piemers.

Atrisinasim linearu homogénu rekurentu vienadojumu
Unt3 = 2Upnt2 + DUyir — Buy, (@.4)
ar sakumnosacijumiem:
UOZ—]_,U1:2,’LL2:—7, (m

lietojot veidotajfunkciju metodi.

a) Atradisim vienadojuma (£4) atrisinajuma (u,), kas apmierina sakumnosaciju-
mus ([d.1]), veidotajfunkeciju u(z).

Virknes (uy,,) locekli apmierina vienadibas:
Uptg = 2Upyo + DUpi1 —6u, (R=0,1,2,...). (5.1)

Attiecigo vienadibu (5.)) abas puses pareizinot ar z"™® un summejot pa n =
0,1,2, ..., iegusim:

[o¢] o0 o0 (o]
Z un+32n+3 —9 Z un+22n+3 +5 Z un+1zn+3 -6 Z unzn+3
n=0 n=0 n=0 n=0
jeb
o0 o0 oo o0
Z Upyg2™ T3 = 22 Z Upyo2" T2 + 522 Z Upi12" T — 623 Z Up2",
n=0 n=0 n=0 n=0

no kurienes izriet, ka

[U(Z) — (up +urz + UQZQ)] = 22[u(z) — (ug + U1Z)]+
+52°[u(z) — ug] — 62°u(z) = 0.

18



Nemot vera sakumnosacijumus (43]), atrodam:
[u(z) = (=1 + 2z — 72%)] = 2z[u(z) — (=1 +22)] 4+ 52*[u(z) + 1] — 62°u(z) = 0,
no kurienes, atrisinot peédéjo vienadojumu attieciba pret u(z), iegusim:

B —1+4z —622
1 —22—5224623"

u(z)

b) Attistisim veidotajfunkeiju u(z) pakapju rinda pec z pakapem.
1. Izteiksim dalveida racionalu funkciju

flz) 1—4z+622
g(z)  —1+2z+522—623

u(z) =

elementardalu summa. Atrodam polinoma g(z) = —1 + 2z + 52% — 62® saknes:

1 1
)\1 ) >\2 27 )\3 3

Sadalam polinomu g(z) linearos reizinatajos:

g(2) = —6( — 1) (w%) (z— %) |

Tagad uzrakstam funkciju u(z) ka elementardalu summu

1—4z + 622 A B C

—6(2—1)(z+%)(z—§)_z—1+z+%+z—%

ar nenoteiktiem koeficientiem A, B un C. Atradisim Sos koeficientus. No
pedejas vienadibas seko, ka

12, 1 1 1
_6+§Z_Z —A<z+2><z 3)+B(z 1)(z 3>—|—

+C(z—1) (z + %) . (5.2)

levietojot z = 1 vienadiba (5.2]), iegusim

1 2 1 1
—— - l-1PP=A(1+=)(1-2
(+3) (13),

no kurienes seko, ka A = —%.

levietojot z = —1 vienadiba (5.2)), ieglisim
1 2 1 1\? 1 11
ot (2 (=2 =B 1) (-2 -2),
6 3 2 2 2 2 3
no kurienes seko, ka B = —%.
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Ievietojot z = £ vienadiba (E.2)), iegisim

1 21 1\? 1 1 1
4.2 (Z) = -1 4z

6733 (3) 0(3 )<3+2>’
1

10
Tatad meklejamais funkcijas u(z) sadalijums elementardalu summa ir sads:

no kurienes seko, ka C' =

1 — 4z + 622 -1 —3 +
= = + + .
—14+22+4522-622 2—-1 2431 z-—3

. Katru no ieguitajam elementardalam attistisim pakapju rinda pec z pakapem,
izmantojot formulu
o a 1

5= pror 670 (53)

un labi pazistamo bezgaligas dilstosas geometriskas progresijas summas for-
mulu

- 1
dot=—r, z<L (5.4)
1—=2
n=0
legtsim:
1 1 00
-5 —5 1 1 1 1
2 2 n
= ——= = — = — , <17
c—1 1 1-2 2 1-2 2§Z d
3 3 )
5 ___—5 _ 6 1 6 (—22)" =
z—(—%) 1-+% 5 1—(-22) ) —
2 n=
6 - 1
= e el < g
n=0
1 1 00
= 5 1 3 1 3
10 10 n
= —= =——" = —— 32" =
1 1 z
z—3 3 1—2 10 1-32 10;%
3 1
- _ 3nn < =
TORENNEES

. Tatad rinkt |z| < % ir speka sads virknes (u,) veidotajfunkcijas attistijums

pakapju rinda pec z pakapem:

() 1— 42+ 622
u(z) = =
—1+4+ 22+ 522 — 623
OOln - 6 n. . n - n. . n
n=0 n= n=0
(1 6, ... 3.\ . 1
=3 (st - H<g



5.1. piezime. Atzimesim, ka veidotajfunkcijas u(z) = % attistijuma pakapju rinda

punkta z = 0 apkartné pirmos loceklus var atrast, ja izpildit polinomu f(z) un g(z)
daliSanu pec augosam pakapéem:

f(z)= 1 —4z 4622 | -1 42z +522 —62° =yg(z)
1 =2z =522 4622 ‘ -1 42z -T2 422 —... =u(2)
—2z +1122 —62°
—2z 4422 41022 —12z4
722 —1623 41227
722 —1423  —35z% 44225
—923 + ...
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5.2. piemers.

Atrisinasim linearu homogenu rekurentu vienadojumu
Un43 = 3un+1 - 2un (M)
ar sakumnosacijumiem:
U0:—17U1:2,U/2:—3. @)

lietojot veidotajfunkciju metodi.

a) Atradisim vienadojuma (A7) atrisinajuma (u,), kas apmierina sakumnosaciju-
mus ([L8), veidotajfunkeiju u(z).

Virknes (u,,) locekli apmierina vienadibas:
Uptg = BUpi1 —2u, (n=0,1,2, ...). (5.5)

Attiecigo vienadibu (5.5) abas puses pareizinot ar z"*3 un summeéjot pa n =
0,1,2, ..., ieglsim:

oo o0 [e.e]
Z U 52 = 3 Z Uy 2P — 2 Z w2+
n=0 n=0 n=0
jeb
o0 o0 o0
Z Upy32" T = 322 Z Upp12" T — 223 Z Up 2™,
n=0 n=0 n=0
no kurienes izriet
[u(2) = (up + w1z + u22?)| = 32°[u(2) — uo] — 22°u(2).
Nemot vera sakumnosactjumus (£.8), atrodam:
[u(z) — (=1 + 22 — 32%)] = 32°[u(z) + 1] — 22%u(z).
no kurienes, atrisinot pédéjo vienadojumu attieciba pret u(z), iegiisim:

-1+ 22

u(z) = 1 — 3224223

b) Attistisim veidotajfunkciju u(z) pakapju rinda pec z pakapem.

1. Izteiksim dalveida racionalu funkciju

f(z) 1—2z
= = 5-6
u(z) g(z)  —1+322-223 (5.6)
elementardalu summa. Atrodam polinoma g(z) = —1 + 322 — 223 saknes:
1
M=d=1 A=-c.



Sadalam polinomu g¢(z) linearos reizinatajos:

g(z) = —2(z — 1)? (z + %) .

Tagad uzrakstam funkciju (5.6]) ka elementardalu summu

1—-22 A B C

+ +
—2(z—=1)2%(z+3) =z-1 (2-12 z+1

ar nenoteiktiem koeficientiem A, B un C. Atradisim Sos koeficientus. No
pedejas vienadibas seko, ka

—l—i—z:A(z—l) (z—l—l) +B<z+1>+0(2—1)2
2 2 2
jeb
1 11 1 ,
——4+z=|—ZA+-B+C )+ —§A—|—B—2C z+ (A+C)z~

Pielidzinot koeficientus pie attiecigajam mainiga z pakapem, iegusim Sadu
linearu vienadojumu sistemu:

—3A +iB +C =-—3,
—%A +B -2C =1,
A +C =0,
no kuras atrodam: 4 1 4
A=—- B=- (C=—=
9’ 3’ 9

—14322-223 2

4
1—2z2 9
-1 (z

. Katru no iegtitajam elementardalam attistisim pakapju rinda pec z pakapem.
Izmantojot formulas (5.3]) un (5.4]), iegusim:

S T N R T
—_ — = = —— = — zZ 9 |Z| < 17
z—1 1 1—% 9 1—-2 9n:o
4 4 s
_4 _4 1 8 1 8
5 _ "o, _ — 0N (m22) =
1 z
. (_%) —3 1— =T 9 1-—(-22) 9;
8 — . .
=3 (=2)"2", ja|—2z| <1, ti., |2| < =.
n=0



Diferencejot vienadibu

leglisim

no kurienes seko, ka

e _:1" 2 = % (-%) 2 (—g) (n+1)2" = %i(w 12", 2] < 1.

3. Tatad rinkt |z| < 3 ir speka sads virknes (u,,) veidotajfunkcijas (E.6)) attistTjums
pakapju rinda:

[e.o]

1—22 4 =1 > 8
= J— n _ 1) 2" —Z (=) —
i Y G EED LS ERD I G (U

n=0
=/ 1 1 8
— - T = _2n n
§:( 93" gl ))Z’
n=0
no kurienes seko, ka
1 1 8
n=—+-n——(=2)" =0,1,2,...). .
u 9+3n 9( ) (n=0 ) (5.7)
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6. Linearu nehomogenu rekurentu vienadojumu ar
konstantiem koeficientiem risinasana, lietojot
visparigo atrisinajumu
Lai atrisinatu linearu nehomogenu rekurentu vienadojumu
Uptk = QUnyk—1 + QQUnyg—2 + ** + AUy + fo. 2.1)

ar sakumnosacijumiem
Uo, U, U2, -+ 5 Uk—1, 22),

lietojot visparigo atrisinajumu, rikojas sadi.
1. Atrod nehomogeénajam vienadojumam (Z1]) atbilstosa homogena vienadojuma

Uptk = Q1 Untk—1 T A2Unyk—2 + - -+ + AUy 2.3)
visparigo atrisinajumu

S

Up = Z (Cj,o +cjan+-+ Cj,mj—lnmj_l) Aj (n=0,1,2,...), B3),

j=1
kur cjo,¢1, - 5 Cim—1 (5 =1,2,...,5) ir patvaligas kompleksas konstantes.
2. Atrod kadu nehomogena vienadojuma (2.1]) partikularo atrisinajumu (u).

3. Sastada nehomogena vienadojuma visparigo atrisinajumu:

S

Uy = Z (cj,O + cjamn + -4 Cj,mj—lnmj_l) )\7 + U,:L (TL = O, ]_, 27 .. ) (6].)
j=1

4. Lietojot sakummosactjumus (2.2)), atrod konstantes cjo,cj1, .. ,Cjm—1 (J =
1,2,...,s).

5. Tevieto atrastas konstantes nehomogena vienadojuma (2.]]) visparigaja atrisinajuma
(61) un iegust nehomogena vienadojuma (2] atrisinajumu (u,), kas apmierina
sakumnosactjumus (2.2]).

Nehomogena vienadojuma (2I]) partikularo atrisinajumu (u’) atrod, lietojot neno-
teikto koeficientu metodi: atkariha no nehomogena vienadojuma (2.1) briva locekla
(fn) veida partikulara atrisinajuma () visparigo locekli mekle noteikta forma ar nenoteik-

tiem koeficientiem.
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6.1. teorema. Piegemsim, ka nehomogena vienadojuma 2.J)) brivajam loceklim (f,)
ir veids:
fo=EFy+Pn+--+P,n™")r" (n=0,1,2,...),

kur r # 0.

1. Jar nav nehomogenajam vienadojumam (2.1)) atbilstosa homogena vienadojuma
23) raksturvienadojuma sakne, tad (u’) mekle forma:

uy, = (Ao + Ain+---+A,n")r" (n=0,1,2,...),

kur Ag, Ay, ..., A,, ir nenoteiktie koeficienti;

2. ja r ir nehomogenajam vienadojumam (1)) atbilstosa homogéna vienadojuma

R3) raksturvienadojuma sakne ar kartu s (s > 1), tad (u}) mekle forma:

uZ:(AO+A1n+...+Amnm)rnns (n:0,1,2,...>,

kur Ag, Ay, ..., A, ir nenoteiktie koeficienti.
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6.1. piemers.

Atrisinasim linearu nehomogeéenu rekurentu vienadojumu
Unt3 = 2Upyo + DUpi1 — Bu, +2 — 1 (6.2)
ar sakumnosacijumiem:

U0:—17U1:2,UQ:—7, (@)
lietojot visparigo atrisinajumu.

KTl piemera tika atrasts nehomogenajam vienadojumam (6.2)) atbilstosa homogena
vienadojuma
Up+3 = 2U’n+2 + 5un+1 — 6u, (M)

visparigais atrisinajums:
Up =1+ c2(—2)" + 33" (n=0,1,2,...). (Z%6)
Ta ka nehomogena vienadojuma (6.2]) brivajam loceklim ir veids
fao=2—-n=(2-n)1",

bet skaitlis 1 ir homogena vienadojuma (4.4]) raksturvienadojuma vienkarsa sakne,
tad nehomogena vienadojuma ([6.2]) partikularo atrisinajumu meklesim forma:

uf = (Ag+ An)n' (n=0,1,2,...)

jeb
ut = Amn+ An* (n=0,1,2,...), (6.3)

kur Ag un A; ir nenoteiktie koeficienti. Atrodam:

Unys = Ao(n +3) + Ai(n +3)* =
= Aon -+ 3A0 —+ A1n2 —+ 6A17”L —+ 9141,
Unyp = Ao(n +2) + Ai(n +2)* =
= A()TL + 2A0 + A1n2 + 414171 + 4A1,
Ungr = Ao(n+1) + Ay(n + 1)* =
= Aon + A() —I— A1n2 + 2A17’L —I— Al,
ut = Agn + An®.

Ta ka (u)) ir nehomogena vienadojuma (6.2)) partikularais atrisinajums, tad ir

jaizpildas vienadibam:

Aon + 3A0 -+ A1n2 -+ 6A1n -+ 9A1 =
= Q(A()TL -+ QAO + A1n2 + 4A17’L + 4A1) + 5<A0’I’L + A() + A1n2 + 2A17’L + Al)—
—6(An+An*H)+2-n (n=0,1,2,...)
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jeb
(—Al + 2A1 + 5A1 — 6A1)’I’L2 + <—A0 — 6141 + 2A0 + 8A1 + 5A0 + 10141 — 6A0 — 1)n—|—
4 (=349 — 9A; +44) + 8A; + 54+ 54, +2) =0 (n=0,1,2,...)

jeb
(124; — Dn+ (64g + 44, +2) =0 (n=0,1,2,...),

no kurienes izriet, ka

124, =1,
640 +44; = -2
Atrisinot o vienadojumu sistemu, iegtisim:
7 1
Ag=—— = —.
CT o1’ T 12

Esam atradusi nehomogena vienadojuma (6.2) partikularo atrisinajumu (u}), kur

Tatad nehomogena vienadojuma ([6.2]) visparigajam atrisinajumam ir veids:

7 1
Up = €1 + Co(—2)" + 33" — 5" + EnQ (n=0,1,2,...). (6.4)

Formula (6.4]) indeksam n pieskirot vertibas 0, 1,2 un izmantojot dotos sakumnosa-
cijumus ([4.5]), iegusim linearu vienadojumu sistemu

c1+ Co+ C3 = —1,
c1— 2c+ 3c3— % + 1—12 = 2,
i+ 4co+ 9c3— 1—78-2—1-%-4: -7
jeb
at+ ot = -l
C1— 202+ 303 = %,
c1+ 402+ 9C3 = —%,
no kuras atrodam:
103 169 9
=577 = 90 GB= -
216 135 40

levietojot &1s konstantes formula (6.4)), iegusim vienadojuma (6.2]) partikulara atrisi-
najuma u = (u,), kas atbilst sakumnosactjumiem (4.0), vispariga locekla izteiksmi:

103 169 9 7 1
n:____Qn__ n__ 2
Un =576 " 135 (72 3 nE
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7. Linearu nehomogenu rekurentu vienadojumu ar
konstantiem koeficientiem risinasana, lietojot
veidotajfunkciju metodi

Lai atrisinatu linearu homogenu rekurentu vienadojumu (2I)) ar sakumnosactjumiem
([Z2)), lietojot veidotajfunkciju metodi, rikojas sadi.

1. Atrod vienadojuma (2]) atrisinajuma (u,,), kas apmierina sakumnosacijumus (2.2)),
veidotajfunkciju, t.i., tadu funkciju u(z), kuras attistijjuma pakapju rinda pec

z-pakapem koeficienti biitu vienadi ar virknes (u,,) locekliem: u(z) = > w,2"

2. Veidotajfunkciju u(z) attista pakapju rinda pec z pakapem, tadejadi atrodot wu,
(n=0,1,2,...).

Pienemsim, ka a # 0. Dazi noderigi attistijumi pakapju rinda:

a"z
1—az

8:M8
3
3

az

Znaz 1—az)2’

Zn2 nn _ az(az + 1)
(1 —a2)’’

az(a®z* + 4daz + 1)

Zn = (1 —az)*

az(a®z® + 11?22 + 1laz + 1)

Zn4 = (1—az)® ’

kuri ir speka rinki |z| < ﬁ
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7.1. piemers.

Atrisinasim linearu nehomogeéenu rekurentu vienadojumu

Upig = 2Upio + DUpy1 — 6U, +2—n ©2)

ar sakumnosacijumiem:

Uoz—l,U1:2,U2:—7, (m)
lietojot veidotajfunkciju metodi.

a) Atradisim vienadojuma (6.2]) atrisinajuma (u,), kas apmierina sakumnosaciju-
mus (L), veidotajfunkeiju u(z).

Virknes (u,,) locekli apmierina vienadibas:
Uptg = 2Upyo + DUpi1 —6u, +2—n (n=0,1,2,...). (7.1)

Attiecigo vienadibu (Z.I) abas puses pareizinot ar z"™® un summejot pa n =
0,1,2, ..., iegusim:

o0 o o0 [ee]
E Upig2" > =2 E Upi22" 2 +5 E Up 12" — 6 E Up 2"
n=0 n=0 n=0 n=0

(o.9] o
+ 2 § Z7L+3 o E nzn+3
n=0 n=0

jeb
Z Up g2 = 22 Z Uppo2" 2 + 522 Z Upp12" T — 623 Z Up2"+
n=0 n=0 n=0 n=0
o0 [ee]
+223 Z 2" — 23 Z nz",
n=0 n=0
no kurienes izriet, ka
[u(2) = (uo + w1z + u22%)] = 22[u(z) — (uo + wi2)]+
9 3 223 24
+52%[u(z) — ug] — 62°u(z) + — = 0.

l—2z (1-2)*

Nemot vera sakumnosacijumus (L5]), atrodam:

[u(z) = (-1 + 22— 72%)] = 2z[u(z) — (-1 +22)]+

+52°[u(z) + 1] — 62°u(z) + 27 — G 0
1—2z (1—24% 7

no kurienes, atrisinot pedejo vienadojumu attieciba pret u(z), iegusim:

—1 46z — 152% + 182% — 924
(1—2)%(1 =22 —522462%)

u(z) =

b) Attistisim veidotajfunkciju u(z) pakapju rinda péc z pakapem.
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1. Izteiksim dalveida racionalu funkciju

f(z)  —1+462z—152%+182% — 92*
u(z) = =
g(z) (1 —2)%2(1 =2z —522+623)

elementardalu summa. Atrodam polinoma g(z) = (1—2)%(—1+2z+52% —62?)

saknes: . .
)\1:)\2:)\3:1, )\4:—§, )\5:§

Sadalam polinomu g¢(z) linearos reizinatajos:

g@)z6@—1f(z+%)(z—%)

g(z) = (1 —2)*(1+22)(1 — 32).

Tagad uzrakstam funkciju u(z) ka elementardalu summu

jeb

—1462— 1522+ 1823 — 924 -
(1—2)3(1+22)(1 —32)

A, B C D B
T l—z (1-22 (1—2)3 1+2z 1-32

ar nenoteiktiem koeficientiem A, B, C, D un E. Atradisim Sos koeficientus.
No pedejas vienadibas seko, ka

—1462—1522 41823 — 9% =

= A(1—2)*(1 +22)(1 —32) + B(1 — 2)(1 +22)(1 — 32)+
+C(1+22)(1=32)+ D(1 —2)*(1 —32) + E(1 — 2)*(1 +22). (7.2)

Ievietojot z = & vienadiba (T2), iegtisim

1+61 151+181 91—E1 131+21
3 9 27 81 '

no kurienes seko, ka

E=—2
40
Ievietojot z = —3 vienadiba (T2)), ieglisim

1 1 1 1 1\° 3
-1—-6-=—-15--=—-18-=—-9.— =D |1+ = 14 2
6-5=15-7-18-2-9-7 (+2)(+2)’

no kurienes seko, ka
169

135

Tevietojot z = 1 vienadiba ([7.2)), ieglisim

—146-154+18—-9=C(1+2)(1-3),
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no kurienes seko, ka

1
C=-.
6

Atvasinasim abas vienadibas (T.2) puses:

6 — 302 + 542* — 362° =
= A2(1 — 2)(—=1)(1 +22)(1 — 32) + A(1 — 2)2[(1 +22)(1 — 32)] '+
+B(—1)(1+22)(1 = 32) + B(1 — 2)[(1 +22)(1 - 32)] '+
+ O[(1422)(1 = 32)]" + D3(1 — 2)2(=1)(1 = 32) + D(1 — 2)*(=3)+
+ E3(1 —2)*(=1)(1422) + E(1 — 2)%2. (7.3)

levietojot z = 1 saja vienadiba, iegiisim
6—-30+54—-36=B(-1)(1+2)(1-3)+C(—12+1),

no kurienes seko, ka
23
B=-22
36
Lai atrastu A, var rikoties sadi: atvasinat vienadibas (.3]) abas puses, ievi-
etot z = 1 un atrast A. Rikosimies vienkarsak: nemot vera vienadibu (7.2)),

pielidzinasim koeficientus pie 2°:

1=A+B+C+D+E

jeb
A_u4+23_1+1w+_9_2%
N 36 6 135 40 216’
Tatad
205
- 216
Tadejadi
—14+6z—1522+182% — 924
u(z) = =
(1—2)3(1422)(1 —3z)
205 1 23 1 1 1
216 1—2z 36 (1—2)2 6 (1—=2)3
169 1 9 1

135 1+2z 40 1-3z
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Nemot vera attistijumus:

2| < 1,

legusim:

216 36 £ 2
169 9 1
135 272 40 ; - =3

jeb

=, /205 1(n+1)(n+2
Z(m—— +1)+—( )( )

n=0

Atzimesim, ka

25 2 AN 1037 1,
216 36 6 2 216 18 12

Tatad
= (103 1, 169 9 1
—n?— — —(=2)"— —3" ) " <=
nz:; <216 B TR" ARy > - =3
no kurienes izriet, ka

103 7 J R 169 9
. —nf— — (=2 - —3" =0,1,2,...).
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