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1. Kopas jedziens

Kopas jédziens ir pamatjédziens, to nevar definet, var tikai pa-
skaidrot: kopa apzimeé kaut ko vienotu, kas sastav no at-
seviSkiem objektiem. Objektus, kas veido kopu, sauc par kopas
kopas elementiem. Ja kads objekts a ir kopas A elements, tad rak-
sta a € A (lasa “a pieder kopai A”) vai a 5 A (lasa “ kopa A satur
a”). Ja objekts a nav kopas A elements, tad raksta a ¢ A (lasa “a
nepieder kopai A”) vai a # A (lasa “kopa A nesatur a”).

Kopu sauc par galigu, ja tas elementu skaits ir galigs. Galigas
kopas elementu skaitu apzime ar |A|. Kopu, kas nav galiga kopa, sauc
par bezgaligu kopu. Kopu, kas nesatur nevienu elementu, apzimé
ar () un sauc par tukSo kopu. Tukso kopu uzskata par galigu kopu,
bet skaitli 0 - par tas elementu skaitu, t.i., |0 &ty Kopu, kas satur
vismaz vienu elementu sauc par netuksu kopu.

Jebkuru galigu kopu (vismaz teorétiski) var uzdot, uzradot visus
tas elementus. Galigas kopas visus elementus pieraksta figtiriekavas:

A = {kopas A elementu saraksts}.
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Pastav sada noruna: katrs objekts, kas ir kadas kopas elements, tiek
uzradits Saja kopa tikai vienu reizi, piemeram, skaitla 2342431 ciparu
kopa ir {2;3;4;1}. Bezgaligam kopam nav iespgjams sastadit pilnigu
elementu sarakstu. Dazkart tomer arl bezgaligas kopas raksturo ar
elementu sarakstu, pieméram, visu naturalo skaitlu kopa

N={1;2;...5n;...}.

Tadu pierakstu drikst izmantot tikai tad, ja uzrakstitie elementi skaidri
norada, ka saraksts ir turpinams.

Kopu (galigu vai bezgaligu) var uzdot, noradot kadu ipasibu, kas
piemit visiem aplikojamas kopas elementiem, un kas nepiemit nevienam
citam objektam. Figiiriekavas vispirms raksta kopas elementa visparigo
apzimejumu, tad liek divpunktu (vai novelk slipu vai taisnu svitrinu)
un aiz tas norada kopas elementu raksturigo ipasibu:

A={a: kopas A elementu raksturigd Ipaiiba}.

Pieméram, ar pierakstu A = {z : z € R, 22 > 10} uzdod visu to
realo skaitlu = kopu, kuru kvadrats ir lielaks par skaitli 10.
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Kopu A sauc par kopas B apakskopu vai dalu, ja katrs kopas
A elements ir arT kopas B elements. Ja kopa A ir kopas B apakskopa,
tad raksta A C B (lasa "kopa A ieklaujas kopa B”) vai B D A (lasa
"kopa B satur kopu A”). Ja kopa A nav kopas B apakskopa, tad
raksta A ¢ B (lasa "kopa A neieklaujas kopa B”) vai B A (lasa
”kopa B nesatur kopu A”). Kopas A visu dalu kopu apzime ar P(A)
un sauc par kopas X buleanu. Tuksa kopa ir jebkuras kopas A
apakskopa, t.i., § C A jebkurai kopai A. Jebkura kopa A satur sevi
ka apakskopu, t.i., A C A jebkurai kopai A. Tatad jebkurai kopai
A vienmer eksiste divas apakskopas: # un A, kuras sauc par kopas
A neistam apakskopam (vai kopas A trivialam apakskopam).
Kopas A apakskopu, kas nav tas neista apakskopa, sauc par kopas
A 1stu apakskopu (vai kopas A netrivialu apakskopu). Kopai
eksiste 1sta apakskopa tad un tikai tad, kad ta satur vismaz divus
dazadus elementus. Tuksajai kopai () un vienelementa kopai {a},
t.1., kopai, kas sastav tikai no viena elementa a, istu apakskopu nav.
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1.1. piemeérs. Ja A = {1;2}, tad P(A) = {0; {1}; {2}; {1;2}}, pie
tam (), {1;2} ir kopas A neistas apakskopas bet {1}, {2} ir
kopas A istas apakskopas. Savukart

P(P(A) = {0:{0%: ({131 {23 ({1 231 {0 {1} ) {0: {2} )5
{0: {152 s {1 2h s {1 {2 s ({2 ki {1 21 1 {0 {1} {2}
{0: {1 {120 {0 {2k {2 s {1k {2 {1 2}
{0: {1} {25 {121} )
Divas kopas A un B sauc par vienadam un raksta A = B, ja tas
sastav no vieniem un tiem paSiem elementiem. Divas kopas, kas nav
vienadas, sauc par dazadam. Kopas A un B ir vienadas tad un tikai

tad, kad A C B un B C A. Tatad divas kopas A un B ir vienadas
tad un tikai tad, kad

1. jebkuram kopas A elementam « ir speka a € B;

2. jebkuram kopas B elementam b ir speka b € A.

Savukart divas kopas A un B ir dazadas tad un tikai tad, kad izpildas
vismaz viens no diviem nosacijumiem:
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1. eksiste a € A, ka a & B;
2. eksiste b € B, ka b ¢ A.

Termina “kopa” sinonimi ir “saime”, “sistema’”, “klase” u.c., tacu
parasti Sos terminus lieto specialaku kopu apzimesanai.
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2. Svarigakas skaitlu kopas
Uzskaitisim svarigakas skaitlu kopas.

Visu naturalo skaitlu kopa

N={1;2;...;n;...}.
Visu nenegativo veselo skaitlu kopa
No={0;1;2;...;n;...}.
Visu veselo skaitlu kopa
No={...;—n;...;=2,-1;0;1;2;...5m;...}.
Visu racionalo skaitlu kopa
Q= {@ :meZ, neN, n nesaisinama dala} =
n m

={z: z ir galigs vai bezgaligs periodisks decimaldalskaitlis}.
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Visu iracionalo skaitlu kopa
I = {x: x ir bezgaligs neperiodisks decimaldalskaitlis}.
Visu realo skaitlu kopa
R = {x: z ir decimaldalskaitlis}.
Visu pozitivo realo skaitlu kopa
Rt ={z: z€R, x> 0}.

Visu negativo realo skaitlu kopa
R™={z: 2z €R, z <0}
Visu nenegativo realo skaitlu kopa
Ry ={z: 2 €R, z>0}.

Visu nepozitivo realo skaitlu kopa
Ry ={z: 2z €R, z <0}
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Pienemsim, ka skaitliem a,b € R un ¢ < b. Kopas R sadas
apakskopas sauc par intervaliem:

1.

ot

(a;0) ={z: z € R, a < x < b} - valgjs intervals ar sakum-
punktu ¢ un beigupunktu b (skat. 1.(a) zim.),

[a;0) = {z : = € R, a < z < b} - slegts intervals (jeb
segments) ar sakumpunktu a un beigupunktu b (skat.
1.(b) zim.),

(a;b] ={z: z € R, a < & < b} - pusvalgjs no kreisas pu-
ses intervals ar sakumpunktu ¢ un beigupunktu b (skat.
1.(c) zim.),

JJasb)y ={z: z € R, a <z < b} - pusvalgjs no labas pu-

ses intervals ar sakumpunktu a un beigupunktu b (skat.
1.(d) zim.),

(—o0;a) = {x: x € R, © < a} - kreisais val€jais stars ar
sakumpunktu a (skat. 1.(e) zim.),

(a;+00) = {z : = € R, x > a} - labais val€jais stars ar
sakumpunktu a (skat. 1.(f) zim.),
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7. (—oosa] = {x : = € R, z < a} - kreisais slégtais stars ar
sakumpunktu a (skat. 1.(g) zim.),

8. [a;+00) = {z : z € R, z > a} - labais slégtais stars ar
sakumpunktu a (skat. 1.(h) zim.),

9. (—o00;+00) = R - skaitlu taisne (skat. 1.(i) zim.).

Intervalus 1)-4) sauc par ierobezotiem intervaliem, bet 5)-9)
- neierobezotiem intervaliem. Intervalus 1)-9) apzimé ar (a;b),
uzskatot, ka a un b ir reali skaitli vai simboli +o00 atkariba no intervala
veida. Ja (a;b) - ierobezots intervals, tad skaitli a sauc par intervala
(a; by sakumpunktu, b - beigupunktu, a un b - galapunktiem,
GT“’ - viduspunktu, b — ¢ - garumu. Ierobezota intervala (a;b)
garumu apzime ar |(a; b, t.i., [{a;b)| =b—a > 0.

Terobezotus intervalus, kuriem a = b, sauc par degeneretiem in-
tervaliem. Degeneréeti intervali ir (a;a) = 0, [a;a) = 0, (a;a] = 0
un [a;a] = {a}, kur a € R. Degenereta intervala (a;b) garums
[{a;b)| = b—a = 0. Savukart ierobezotus intervalus (a; b), kuriem a <
b, un neierobezotus intervalus 5)-9) sauc par nedegeneretiem in-
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tervaliem. Ierobezota nedegeneréta intervala (a;b) garums |{a;b)| =
b—a>0.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



h - ﬁ -
a b a b
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(c) (a;0] (d) [a;b)
ﬁ R ﬁ
(e) (—o0;a) () (a;+00)
] R [ R
(8) (—o0;4] (h) [a; +o00)
R
(1) (—o0;+00)

1. zim. Intervali kopa R
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Apskatisim vel dazas skaitlu kopas.
Visu komplekso skaitlu kopa
C={a+bi: a,b € R, i-imaginara vieniba}

(uzskata, ka ay + iby = ag + iby tad un tikai tad, kad a3 = az un
by = bs).

Ar K apzimesim vienu no kopam Z, Q, R, C; ar K[z] kopu, kas
sastav no visiem polinomiem, kuru koeficienti pieder kopai K, un tikai
tiem; ar K[z],, kur n € Ny, kopu, kas sastav no visiem n-tas kartas
polinomiem, kuru koeficienti pieder kopai K, un tikai tiem; ar K[z]>q
kopu, kas sastav no visiem nenulles polinomiem, kuru koeficienti pie-
der kopai K, un tikai tiem.

Visu algebrisko skaitlu kopa
Q, = {a: a € C un eksiste p(z) € Q>o, ka p(a) = 0}.

Visu transcendento skaitlu kopa

Q={ax:aeC,agQ,}.
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Ir pareizas sadas ieklausanas:
NCNycZcQcRcC, ITcCR,
QCcQ,CcC,QcC R*CRf CcR,R-CR; CR.
Kopas un to savstarpejas attieksmes biezi vien shematiski attelo ar
plaknes punktu kopam, kuras sauc par Eilera-Venna diagrammam.

2. zim. ir attelotas kopu N, Ny, Z, Q, I, R, C, Q, un Q; savstarpejas
attieksmes.
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3. Attelojumi

3.1. Attelojuma jedziens

Pienemsim, ka X un Y ir netuksas kopas.

Par kopas X atte€lojumu f kopa Y sauc likumu, kas jebkuram
kopas X elementam z piekarto noteiktu kopas Y elementu y, kuru
apzimeé ar f(x) un sauc par elementa x attélu attélojuma f.

Kopas X attelojumu kopa Y apzime ar f : X — Y. Kopas X visu
iespejamo attelojumu kopa Y kopu apzimé ar YX. Kopu X apzimé
ar Dy un sauc par attelojuma f izejas kopu vai definicijas kopu,
bet Y - ieejas kopu. Patvaligu attelojuma f definicijas kopas X
elementu x sauc par attéelojuma f argumentu. Elementa x € X
attélu f(z) attelojuma f sauc arl par attélojuma f vertibu pie
argumenta vertibas x. leejas kopas Y apakskopu, kas sastav no
visam iespgjamam attélojuma f vertibam f(z) (x € X) un tikai tam,
sauc par attelojuma f vertibu kopu un apzime ar E;. Tatad

Ef={f(z): z € X}.
Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans
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Attelojumus f : X — Y un g : Z — W sauc par vienadiem
un raksta f = g, ja X = Z, Y = W un jebkuram z € X ir speka
f(x) = g(x).

Termina “attelojums” sinonimi ir “funkcija”, “operators”, “fun-
kcionalis” u.c., tacu parasti Sos terminus lieto specialaku attelojumu
apzimesanai.

Attelojumu f : X — Y sauc par

e kompleksu funkciju, ja Y C C;

e realu funkciju, ja Y C R;

e kompleksa mainiga kompleksu funkciju, ja X C C, Y C C;

e kompleksa mainiga realu funkciju, ja X CC, Y C R;

e reala mainiga kompleksu funkciju, ja X C R, Y C C;

e reala mainiga realu funkciju, ja X CR, Y C R;

e operatoru, ja X un Y ir vektoru telpas par lauku K, kur K = C
vai K = R;
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e kompleksu funkcionali, ja X ir vektoru telpa par lauku C,
bet kopa Y = C tiek uzlukota ka vektoru telpa par lauku C;

e realu funkcionali, ja X ir vektoru telpa par lauku R, bet kopa
Y = R tiek uzlukota ka vektoru telpa par lauku R.
Reala mainiga funkciju ipasibas péta reala mainiga funkciju teorija,
kompleksa mainiga funkciju ipasibas - kompleksa mainiga funkciju
teorija, operatoru un funkcionalu Tpasibas - funkcionalanalize.
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3. zim. Likums ¢ nav kopas X attelojums
kopa Y, jo kopas X elementam b nav piekar-
tots neviens kopas Y elements
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4. zim. Likums I' nav kopas X attelojums
kopa Y, jo kopas X elementam c ir piekartoti
divi kopas Y elementi
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5. zim. Likums f ir kopas X attelojums kopa Y
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3.2. Attels un pirmtels

Par kopas A C X attelu attélojuma f : X — Y sauc ko-
pas Y apakskopu, kas sastav no visiem kopas A elementu attéliem
attelojuma f un tikai tiem. Kopas A C X attelu attelojuma f : X —
Y apzime ar f(A), t.i.,

)< f(z): z € A}
o Attelojuma f : X — Y wvertibu kopa ir §t attélojuma definicijas
kopas attels attelojuma f, t.i., Ey = f(Dy).
e Vienelementa kopas {xo} C X attéls attelojuma f : X — Y
ir vienelementa kopa {f(xo)}, kas sastav no elementa xq attela
Saja attelojuma, t.i., f({:z:o}) = {f(aso)}
Par kopas B C Y pirmtélu (vai originalu) attélojuma f :
X — Y sauc kopas X apakskopu, kas sastav no visiem tiem kopas X

elementiem, kuru attéli att€lojuma f pieder kopai B, un tikai tiem.
Kopas B C Y pirmtelu attelojuma f apzimé ar f~1(B), t.i.,

e {ze€X: f(z) € B}.
Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans
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Ja yp € Y, tad simbolu f~!(yo) lieto divas nozimes:

L. f~Y(yo) = f~*({yo}) - vienelementa kopas {yo} pirmtels atte-
lojuma f;

2. ar f~!(yo) apzime patvaligu kopas f~*({yo}) elementu.
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3.3. Injekcija. Sirjekcija. Bijekcija. Inversais atte-
lojums

Attelojumu f : X — Y sauc par injektivu att€lojumu (vai in-
jekciju), ja jebkuru divu dazadu kopas X elementu atteli attelojuma
f ir dazadi, t.i.,

VCUl,LEQ eX: 1 74— XTo — f(l’l) 7& f(l’g)
o Attelojums f: X — Y ir injekcija tad un tikai tad, kad
Vay,ma € X o f(21) = f(x2) — 71 = 22,
Attelojumu f : X — Y sauc par sirjektivu attélojumu (vai sir-

jekciju), ja katrs kopas Y elements ir vismaz viena kopas X elementa
attels attelojuma F, t.i.,

YyeYIzxeX: f(x)=y.
Sirjekciju f : X — Y sauc arT par kopas X attelojumu par

kopu Y.
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o Attelojums f: X — Y ir sirjekcija tad un tikai tad, kad f(X) =
Y.

e Katrs attelojums f: X — Y nosaka sirjekciju g : X — Y7, kur
Y1 = f(X), péc likuma:

Vee X : g(z) = f(x).

Parasti attelojumam f atbilstoso sirjekciju g apzime ar to pasu
burtu f.

Attelojumu f : X — Y sauc par bijektivu atteélojumu (vai
bijekciju), ja f ir injekcija un sirjekcija vienlaicigi. Ja f : X — Y
ir bijekcija, tad saka, ka starp kopam X un Y var nodibinat
savstarpeji viennozimigu atbilstibu péc likuma f.

Termins “savstarpeji viennozimiga atbilstiba” tiek lietots tadel,
ka bijekcija f : X — Y katrs kopas Y elements y atbilst vienam
un tikai vienam kopas X elementam 1z (elementa z eksistence seko
no attelojuma f sirjektivitates, bet vienigums - no attelojuma f in-
jektivitates). Attelojumu, kas katram y € Y piekarto to vienigo
r € X, kuram f(x) = y, apzimé ar f~! : Y — X un sauc par
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attélojuma f inverso attélojumu (vai apversto atte€lojumu).
Injekcijai f : X — Y atbilstosa sirjekcija f : X — f(X) ir bijekcija
un tapec tai eksisté inversais attelojums f~!: f(X) — X!

o Attelojums f : X — Y ir injekcija tad un tikai tad, kad jebku-
ram y € Y wvienadojumam y = f(x) eksiste ne vairak ka viens
atrisinajums kopa X .

o Attelojums f : X — Y ir sirjekcija tad un tikai tad, kad jebku-
ram y € Y wvienadojumam y = f(x) eksiste atrisinajums kopa
X.

o Attelojums f : X — Y ir bijekcija tad un tikai tad, kad jebkuram
y € Y wvienadojumam y = f(x) eksisté tiesi viens atrisinajums
kopa X.
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6. zim. Attelojums g ir injekcija, bet nav sirjekcija
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7. zim. Attelojums h ir sirjekcija, bet nav injekcija
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8. zim. Attelojums f ir bijekcija
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9. zim. Attelojuma f inversais attelojums f~!
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3.4. Attelojuma turpinajums un sasaurinajums. Iden-

tiskais attelojums

Attelojumu f : X — Y sauc par attelojuma g : A — Y turpi-
najumu kopa X, bet attelojumu g - attélojuma f saSaurinajumu
kopa A, ja A C X un jebkuram x € A ir speka g(z) = f(x).
Attelojuma f sasaurinajumu kopa A apzime ar f|A.

e Katrs attelojums f : X — Y un patvafiga netuksa apakskopa

A C X nosaka divus attelojumus:
1. flA: A=Y - attelojuma [ sasaurinajumu kopa A C X ;
2. sim sasaurinajumam atbilstoso sirjekciju f|A: A — f(A) =
(f1A)(A), kuru sauc par attélojuma f sirjektivo saSau-
rinajumu kopa A C X.

o Jebkuras injekcijas (tai skaita bijekcijas) f : X — Y saSaurina-
jgums kopa A C X, t.i., attélojums f|A: A — Y, ir injekcija,
bet sirjektivais saSaurinajums kopa A C X, t.i., attélojums f|A :
A — f(A), ir bijekcija.

Par identisko attelojumu kopa X sauc attelojumu ix : X —

X, ka jebkuram x € X ir speka ix (z) = z.
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e [dentiskais attelojums kopa X ir bijekcija un ta inversais attelojums

ir pats identiskais attélojums kopa X, t.i., (ix)™ ! =ix.

Identiska attélojuma ix : X — X saSaurinajumu kopa A C X, t.i.,
attelojumu ix|A : A — X, sauc par apakskopas A C X dabisko
iegremdejumu kopa X.

o Ta kaix ir bijekcija, tad ix|A ir injekcija (bet ne sirjekcija, ja

A#£X).
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3.5. Konstants attelojums

Attelojumu f : X — Y sauc par konstantu (vai patstavigu), ja
eksisté b € Y, ka jebkuram x € X ir speka f(z) = b.

Attelojumu f : X — Y sauc par konstantu (vai patstavigu)
kopa A C X, A # 0, ja attélojuma [ saSaurinajums kopa A ir
konstants attelojums, t.i., eksisté b € Y, ka jebkuram x € A ir speka

f(z) =0
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10. ztm. f: X — Y ir konstants attelojums
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11. zim. 7x : X — X ir identiskais attelojums kopa X
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12. zim. ix|A : A — X ir apakskopas A C X
dabiskais iegremdejums kopa X
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3.6. Attelojumu kompozicija

Par attelojumu f: X — Y un h: Y — Z kompoziciju sauc
attélojumu ho f: X — Z, ka
def
Vo e X : (ho f)(z) = h(f(z)).

13. zim. ir attelota attelojumu f: X — Y un h: Y — Z kom-
pozicija ho f : X — Z.

hof

13. zim.
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Attelojuma f: X — X n-to pakapi define induktivi:

P YL PE o,
Tatad
VeeX: fOz) ¥ a,
Voe X fiz) Y
Vo e X : fix) <
Vo e X f3z) Y
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3.7. Orbita. Stabilas un invariantas kopas. Nekustigs
punkts

Par kopas A C X orbitu attieciba pret attelojumu f: X —
X sauc kopu

Orb;(A) def {zreX: z=f"(2), z€ A, ne Ny}

Par elementa zy € X orbitu attieciba pret attélojumu f :
X — X sauc kopu

Orby(zo) € {z € X : 2= f"(z0), 2 € A, n € No}.
Tatad
Orby(zg) = Orbys ({zo}), Orby(A) = U Orby(x).

€A

Saka, ka kopa A C X ir stabila attieciba pret attelojumu
f:X — X,ja f(A) C A. Saka, ka kopa A C X ir invarianta
attieciba pret attélojumu f: X — X ja f(A) = A.
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Elementu zy € X sauc par attelojuma f : X — X nekustigu
punktu, ja ir speka vienadiba f(z¢) = zo.

e Ja kopa A C X ir invarianta attieciba pret attelojumu f: X —
X, tad kopa A ir stabila attieciba pret So attelojumu, bet me
otradi. Tuksa kopa O C X ir invarianta attieciba pret jebkuru
attélojumu f: X — X.

e Ja katrs netuksas kopas A C X elements ir attélojuma f: X —
X nekustigs punkts, tad kopa A ir invarianta kopa attieciba pret
attélojumu f. Savukart, jo netukSa kopas A C X ir invari-
anta attieciba pret attélojumu f : X — X, tad var gadities, ka
neviens kopas A elements nav attelojuma f nekustigs punkts, vel
jo vairak, attelojumam f vispar var nebut nekustigu punktu.

e Kopas A C X orbita attieciba pret attelojumu f : X — X ir
stabila kopa attieciba pret So attélojumu.

e Flements xg € X ir attelojuma f : X — X nekustigs punkts tad
un tikai tad, kad Orbg(zo) = {z0}.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



44
3.8. Darbibas ar kompleksam funkcijam

Par funkciju f: X — C un g : X — C summu sauc funkciju,
kas jebkuram elementam z € X piekarto skaitli f(z) + g(z) € C.
Funkciju f un g summu apzimé ar f + g. Tatad

def
Vo e X (f+9)(z) = flz)+g(2).

Ja g ir konstanta funkeija, t.i., g(z) = X visiem 2 € X, kur A € C ir
fiksets skaitlis, tad funkciju f un g summu apzime ar f + A un sauc
par funkcijas f: X — C un skaitla A € C summu.

Par funkciju f: X — C un g : X — C starpibu sauc funkciju,
kas jebkuram elementam z € X piekarto skaitli f(z) — g(z) € C.
Funkciju f un g starpibu apzime ar f — g. Tatad

VreX: (f—g)(x) ¥ fz) - glx).

Par funkciju f : X — C un g : X — C reizinajumu sauc
funkeiju, kas jebkuram elementam x € X piekarto skaitli f(z)-g(x) €
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C. Funkciju f un g reizinajumu apzime ar fg. Tatad

def
Ve e X: (fg)(x) = f(z)-g(x).
Ja f ir konstanta funkcija, t.i., f(x) = A visiem z € X, kur A € C ir
fiksets skaitlis, tad funkciju f un g reizinajumu apzime ar Ag un sauc
par skaitla A € C un funkcijas g : X — R reizinajumu. Tatad

Ve e X : (Ag)(x) W g(x).
Atzimesim, ka
f=g9=7F+(1)yg.
Pienemsim, ka funkcija g : X — C piegem tikai nenulles vertibas,

t.d., g(x) # 0 jebkuram z € X. Par funkciju f: X > Cung: X —

C dalijumu sauc funkciju, kas jebkuram elementam x € X piekarto

skaitli f (‘” € C. Funkciju f un g dalijjumu apzimeé ar i Tatad

f ) det f()
Vee X: | =] () = —/—=.
(g (=) g(x)
Operacijas, kas jebkuram divam funkcijam f: X - Cung: X —
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C piekarto to summu f + g, starpibu f — g, reizinadjumu f — g un

dalijumu 5, sauc attiecigi par funkciju saskaitisanu, atpemsanu,
reizinaSanu un daliSanu (dalisanas gadijuma tiek pieprasits, lai
g(x) # 0 jebkuram z € X ). Operaciju, kas jebkurai funkcijai f :
X — C un patvaligam skaitlim A € C piekarto funkciju Af, sauc par

funkciju reizinasanu ar skaitli.

Par funkcijas f : X — C moduli sauc funkciju, kas jebkuram
elementam x € X piekarto skaitli | f (x)| € C. Funkcijas f moduli
apzimé ar | f|. Tatad

VeeX: |f|(z)

[/ (@)]-
Kompleksu funkciju saskaitiSsanas un reizinaSanas operacijas var
visparinat galigam skaitam funkciju f, : X - C,...  f, : X — C:
def

Vl‘EX:(f1+"'+fn)()—f1() '+fn(33>3
Ve e X (fi- fu)(@) € fi(2) - ful2).

Gadijuma, ja f; = --- = f,, tad funkciju fi,..., f, reizinajumu
apzimé ar f" un sauc par funkcijas f n-to pakapi.
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Uzmanibu: nejaukt funkcijas f : C — C n-to pakapi reizinasanas
nozime f™ = f---f ar funkcijas f : C — C n-to pakapi kom-
—

n
pozicijas nozimé f™ = fo---o f, jo vispariga gadijuma tas ir
—

n

dazadas funkcijas, piemeram x*z? un (%)%, Iesakam lasitajam

patstavigi atrast tadu funkciju f: C — C, ka ff = fo f.
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3.9. Raksturfunkcija

Pienemsim, ka A C X. Par kopas A raksturfunkciju kopa X
sauc attelojumu
eyt X — {051}, ka
1, ja x €A,

def
Ve e X : 9034((95):{0 o A

Atzimesim, ka
e kopas A = ( raksturfunkcija kopa X ir funkcija gpg( X -
{0;1}, ka
Ve e X : @b (x) = 0;
e kopas A = X raksturfunkcija kopa X ir funkcija ¢¥ : X —
{0;1}, ka
Ve e X ox(x)=1.

Otradi, jebkura funkcija f : X — {0;1} ir kopas A = f~1(1)
raksturfunkcija kopa X, t.i., f = p%.
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14. zZim. Attelojums ¢4 :

X raksturfunkcija kopa X
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3.10. Attelojuma jedziena visparinajumi

1. Paragrafa sakuma formuléeto attelojuma definiciju turpmak sauk-
sim par attélojuma pamatdefiniciju. Attelojuma jedzienu
var visparinat, ja attelojuma pamatdefinicija frazi

“

. sauc likumu, kas jebkuram kopas X elementam
piekarto noteiktu kopas Y elementu ...”

nomainit ar
“.. sauc likumu, kas jebkuram kopas X elementam

2

piekarto ne vairak ka vienu kopas Y elementu ...”.

Saja gadijuma visu to un tikai to izejas kopas X elementu, ku-
riem ir piekartots kads (un lidz ar to pilnigi noteikts) ieejas
kopas Y elements, kopu apzime ar D un sauc par att€lojuma
f definicijas kopu. Tatad definicijas kopa Dy ir izejas kopas
X apakskopa, pie tam vispariga gadijuma tas ir dazadas kopas.
Visu to un tikai to ieejas kopas Y elementu, kuri ir piekartoti
vismaz vienam definicijas kopas Dy elementam, kopu apzime
ar Fy un sauc par attelojuma f vertibu kopu. Vispariga
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gadijuma attelojuma f ieejas kopas Y un &1 attélojuma vertibu
kopa E; (kura ir ieejas kopas Y apakskopa) ir dazadas kopas.
Visbiezak ar sadiem attelojumiem ir jasastopas tad, kad kada
funkcija tiek uzdota ar formulu. Pieméram, pienemsim, ka fun-
kcija f: R — R ir uzdota ar formulu

T+ 3

@)= ey -
Saja gadfjuma ar funkcijas f definicijas kopu D ¢ (kuru sauc ar1
par funkcijas f dabisko definicijas kopu) saprot visu to un
tikai to skaitlu x € R kopu, ka, ievietojot x dotaja formula, var
izpildit attiecigas operacijas un iegiit noteiktu skaitli f(x) € R.
Dotaja pieméra Dy = R\ {1}. Tacu, ja ar doto formulu tiek
uzdota funkcija f : C — C, tad Dy = C\ {—¢;4;1}. Tatad, ja
funkcija tiek uzdota ar formulu, tad obligati ir janorada funkci-
jas izejas un ieejas kopu.

2. Attélojuma jedzienu var visparinat, ja attélojuma pamatdefinicija
frazi

1

. sauc likumu, kas jebkuram kopas X elementam
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piekarto noteitktu kopas Y elementu ...”

nomainit ar

1

. sauc likumu, kas jebkuram kopas X elementam
piekarto zinamus kopas Y elementus ...”.

Tadejadi elementam = € X var but piekartoti viens, divi, tris un
vairak elementi, bet var arT nebtit piekartots neviens elements.
Sadu attelojumu sauc par daudzvertigu attélojumu, ja vis-
magz vienam elementam x € X ir piekartoti divi un vairak ele-
menti. Pretéja gadijuma sadu attelojumu sauc par vienvertigu
attelojumu. Tatad attelojumi 1. punkta apskatitas definicijas
nozime ir vienvertigi attelojumi. Atzimeésim, ka attélojumus Saja
punkta apskatitas definicijas nozime var identificét ar attéloju-
miem f : X — P(Y) pamatdefinicijas nozime! Daudzvertigi
attelojumi tiek apskatiti, pieméram, kompleksa mainiga funkciju
teorija: likums, kas katram kompleksam skaitlim z piekarto visas
ta n-tas pakapes saknes

(49> (¥3),, (V3),_, (n22)
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ir daudzvertigs attelojums. Turpmak, ja nav teikts pretejais,
apskatisim tikai attélojumus pamatdefinicijas nozime.
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15. zim. Likums f : X — y ir attélojums attelojuma pa-
matdefinicijas 1. visparinajuma nozime
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16. zZim. Likums ¢/~ : C — C, kas katram komplek-
sam skaitlim piekarto visas ta tresas pakapes saknes,
ir attélojums atteélojuma pamatdefinicijas 2. vispari-
najuma nozime. Likums /- ir daudzvertigs attelo-

jums
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4. Operacijas ar kopam

Ar kopam var izpildit dazadas operacijas, kuru rezultata iegust
citas kopas.

4.1. Divu kopu apvienojums, skelums, starpiba un
simetriska starpiba

Par kopu A un B apvienojumu sauc kopu, kas sastav no vi-
siem tiem un tikai tiem elementiem, kuri pieder vismaz vienai no §1m
kopam. Kopu A un B apvienojumu apzimé ar AU B. Tatad

AUBdéf{x: x € Aval z € B}.

Par kopu A un B skélumu sauc kopu, kas sastav no visiem tiem
un tikai tiem elementiem, kuri vienlaicigi pieder abam $§im kopam.
Kopu A un B skelumu apzimé ar AN B. Tatad

AﬂBdéf{x: x € Aun z € B}.
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Saka, ka kopas A un B neskelas (jeb kopas A un B ir skirtas),
ja tam nav kopigu elementu.

Par kopu A un B starpibu sauc kopu, kas sastav no visiem tiem
un tikai tiem kopas A elementiem, kuri nepieder kopai B. Kopu A un
B starpibu apzime ar A\ B. Tatad

A\Bdéf{x: x € Aun z ¢ B}.

Par kopu A un B simetrisko starpibu sauc kopu, kas sastav
no visiem tiem un tikai tiem elementiem, kuri pieder vai nu kopai A,
vai arl kopai B. Kopu A un B simetrisko starpibu apzime ar A A B.
Tatad

AABdéf{x: (xeAunz ¢B)vai (x¢ Aunx € B)}.
Operacijas U, N, \ un A sauc attiecigi par kopu apvienoSanu,
skelSanu, atpemsSanu un simetrisko reizinasanu.

Operaciju U, N, \ un A definicijas ir erti pierakstit incidences
tabulu veida, noradot patvaliga elementa z piederibu (vai nepie-
deribu) kopam AU B, AN B, A\ B un A A B atkariba no elementa
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x piederibas (vai nepiederibu) kopam A un B. Elementa piederibu

(nepiederibu) attiecigajai kopai norada ar + (—).

(A[B[AUB[ANB[A\B|AAB ]

[+ + + - —
+ -1 + - + +
-1+ + — - +
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B

17. zim. Kopu A un B apvienojums AU B

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



18. zim. Kopu A un B skélums AN B
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19. zim. Kopas A un B neskelas
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A\ B

20. zim. Kopu A un B starpiba A\ B
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AAB

21. zim. Kopu A un B simetriska starpiba A A B
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4.1. piemers.

Ja 22. zim.
A={1;3;4;5;6} un B = {2;3;4;7;8},
tad
AUB ={1;2;3;4;5;6;7;8}, AN B ={3;4},
A\ B = {1;5;6}, B\ A={27;8},

AN B=/{1;5;6;2;7;8}.
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4.2. Sakartota para jedziens

Apskatisim kopas A un B (iespgjams gadijums, kad A = B).
Sakartota para Kuratovska definicija. Par sakartotu pari (a;b),
kur a € A un b € B, sauc kopu {{a}; {a;b}}, t.i.,

(a;b) € {{a}; {a; b} }, (4.1)

pie tam a sauc par sakartota para (a;b) pirmo kompo-
nenti, bet b - otro komponenti.

4.1. teorema. Apskatisim kopas A un B. Piepemsim, ka ay1,as €
A un by,by € B. Sakartoti pari (ai;b1) un (az;bs) ir vienadi
tad un tikai tad, kad to attiecigas komponentes ir vienadas, t.i.,
a]p = az un b1 = bg.

» Japierada, ka

(a1;01) = (ag;b2) «—— a1 = as un by = bs.
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Nepieciesamiba. Pienemsim, ka (a1;b1) = (ag;be). Saskana ar
definiciju tas nozime, ka

{{al};{al;bl}} = {{ag};{ag;bg}}. (4.2)
Logiski spriezot, pavisam ir iespéjami $adi tris gadijumi: 1. a; # by,
2. as # ba, 3. a1 = by un as = bs.
1. Pienemsim, ka a; # b;.

(a) Ta ka ay # by, tad kopa {a;;b1} sastav no diviem ele-
mentiem. Ta ka &1 kopa pieder vienadibas (4.2) kreisajai
pusei, tad ta pieder vienadibas (4.2) labajai pusei. Tapec
vai nu {a1;b1} = {as}, vai arT {a;;b1} = {az;b2}. Pirmais
gadijums nav iesp&jams, jo kopa {a1;b;} sastav no diviem
elementiem, bet kopa {as} - no viena elementa. Tatad ir
speka otrais gadijums: {a1;01} = {ag;b2}.

(b) Ta ka kopa {a1} pieder vienadibas (4.2) kreisajai pusei,
tad ta pieder vienadibas (4.2) labajai pusei. Tapéc vai nu
{a1} = {az}, vai a1T {a1} = {az2;b2}. Otrais gadijums nav
iespejams, jo kopa {a} sastav no viena elementa, bet kopa
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{az; b2} - no diviem elementiem. Tatad ir speka pirmais
gadfjums: {a;} = {az}, no kurienes izriet, ka a; = as.
Ta ka {al;bl} = {ag;bg} un a; = ag, tad b1 = b2.
2. Gadijumu, kad as # bs, apskata lidzigi.
3. Pienemsim, ka a; = by un as = bs.
(a) Takaay = by, tad {a1;b1} = {a1}. Tapec vienadibas (4.2)
kreisa puse ir vienada ar {{a1}}.
(b) Taka az = bo, tad {ag; b2} = {az}. Tapec vienadibas (4.2)
laba puse ir vienada ar {{as}}.
Tatad {{a1}} = {{a2}}, no kurienes izriet, ka a; = ay. Ta ka
a1 = b1 un ag = bg, tad b1 = b2.
Pietieckamiba. Ja a1 = as un by = bs, tad ir speka vienadiba
(4.2), kura saskana ar sakartota para definiciju nozime, ka (a1;by) =
(ag; bg).<

4.1. piezime. Sakartota para Kuratovska definicijai var sniegt sadu
ekvivalentu definiciju.
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Sakartota para Vinera definicija. Par sakartotu pari (a;b),

kur a € A un b € B, sauc kopu {{(Z); {a}}; {{b}}}, t..,

(a;b) & {{VJ; {a}}; {{b}}}-

4.2. piezime. Nemot vera 4.2. teoremu, sakartotus parus (a;b),
kur a € A un b € B, biezi vien define ka tadus objektus, kuriem
piemit paSiba: jebkuriem a,c € A, b,d € B ir speka (a;b) =
(¢;d) tad un tikai tad, kad a = c un b =d.
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4.3. Divu kopu Dekarta reizinajums

Par kopu A un B Dekarta reizinajumu (vai tieSo reizinajumu)
sauc kopu, kas sastav no visiem tiem un tikai tiem sakartotiem pariem
(a;b), kuru pirma komponente a pieder kopai A, bet otra komponente
pieder kopai B. Kopu A un B Dekarta reizinajumu apzime ar A x B.
Tatad

A><Bd§f{(a;b): a€ Aunbe B}

Operaciju, kas divam kopam piekarto to Dekarta reizinajumu, sauc

par Dekarta reizinasanu (vai tieSo reizinasanu).
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23. zim. Kopu A un B Dekarta reizinajums A x B
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4.4. Attelojuma grafiks

Par attelojuma f: X — Y grafiku sauc kopu X un Y Dekarta
reizinajuma X X Y apakskopu

Ip={(wy): v€X, y=fla)}.
4.2. piemers. Attélojuma f: X — Y grafiks (skat. 5. zim.) ir

Ty = {(a;-3); (6;2); (¢; =3); (& 1)}

Divi attelojumi g : X — Y un f: X — Y ir vienadi tad un tikai
tad, kad to grafiki ir vienadi. Tatad att€lojuma f : X — Y grafiks
pilnigi raksturo doto atteélojumu, jo tas satur visu informaciju par
elementiem = € X un to attéliem y = f(z) € Y.

Kadi ir nepieciesamie un pietiekamie nosacijumi, lai apakskopa
F C X x Y butu kada attelojuma f : X — Y grafiks? Atbilde
uz So jautajumu ir sada: apakskopa F C X X Y ir kada attelojuma
f X — Y grafiks tad un tikai tad, kad jebkuram x € X eksiste
vienigs y € Y, ka (x;y) € F. Saja gadijuma elementa z € X attels
attelojuma f ir vienads ar to vienigo y € Y, ka (z;y) € F.
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4.3. piezime. No ieprieks teikta izriet, ka var sniegt $adu ekvivalentu
att€lojuma definiciju: par kopas X attelojumu f kopa Y sauc
kopas X x Y apakskopu F', ka jebkuram x € X eksisté vienigs y € Y,
ka (z;y) € F. Par elementa © € X attelu attelojuma f sauc to
vienigo y € Y, ka (z;y) € F, un to apzime ar f(z).
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4.5. Kopas papildkopa

Biezi vien nakas sastapties ar situaciju, kad tiek apskatitas tikai
dotas kopas U apakskopas, piemeram, plaknes figiras. Saja gadijuma
U sauc par universalkopu (vai universu). Starpibu U \ A, kur
A C U, sauc par kopas A papildkopu kopa U un apzimeé ar 0y A
(vai vienkarsi ar CA, ja nerodas partratumi). Tatad

CoA U\ A

Operaciju, kas ikkatrai universa U dalai A piekarto tas papildkopu
CA, sauc par papildinasanu universa U. Dazkart kopu CA apzime
art ar A.
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24. zim. Kopas A papildkopa A lidz kopai U
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4.6. Kopu saimes apvienojums un Skélums. Par-
klajums un sadalijums

Kopu, kuras elementi art ir kopas, parasti sauc par kopu saimi,
bet kopu saimes A apakskopas - par kopu saimes A apakSsaimem.

Par kopu saimes 4 apvienojumu sauc kopu, kas sastav no
visiem tiem un tikai tiem elementiem, kuri pieder vismaz vienai kopai
no kopu saimes A. Kopu saimes A apvienojumu apzime ar J.A.
Tatad

JAE {a: 3A€ 4 ac 4},

Par kopu saimes A skelumu sauc kopu, kas sastav no visiem
tiem un tikai tiem elementiem, kuri pieder ikkatrai kopai no kopu
saimes A. Kopu saimes A skelumu apzime ar [).4. Tatad

NAE {a: YAc A ac A},

Kopu saimi A sauc par savstarpéji Skirtu kopu saimi, ja je-
bkuras divas dazadas kopas no kopu saimes A ir Skirtas:

VA, BeA: A#B— ANB=4.
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Par kopas X parklajumu sauc tadu §is kopas apakskopu saimi
A (i, ACP(X)), ka X = A

Par kopas X parklajuma A apaksparklajumu sauc tadu kopu
saimes A apaks$saimi B, kura pati veido kopas X parklajumu, t.i.,
X=UB.

Par kopas X sadalijumu sauc tadu s§is kopas apakskopu saimi
A, ka

1. VAe A: A # (), t.i., kopu saime A sastav no netuksam kopam;

2. A ir savstarpeji skirtu kopu saime;

3. A ir kopas X parklajums.
Kopas X sadalijuma 4 elementus sauc par sadalijjuma klasem.

Kopas parklajuma jedzienu var visparinat $adi. Pienemsim, ka
kopa X ir kada universa U apakskopa.

Par kopas X parklajumu kopa U sauc tadu kopas U apakskopu
saimi A (ti., ACP{U)), ka X C |JA.

Par kopas X parklajuma A kopa U apaksparklajumu sauc
tadu kopu saimes A4 apakssaimi B, kura pati veido kopas X parklajumu,
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ti, X C UB. Atseviska gadijuma, ja U = X, nonaksim pie ie-
prieks apskatitajiem kopas X parklajuma un kopas X parklajuma
apaksparklajuma jedzieniem.
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4.7. Indeksetas un neindeksetas kopu saimes

Biezi vien kopu saimi A (t.i., kopu, kuras elementi arl kopas),
sauc par neindeksetu kopu saimi, lai atskirtu no indeksetas kopu
saimes {A, }aer, kuras elementi ir ieziméti ar indeksiem o« no kopas
T. Atgkiriba starp neindeksetu un indeksétu kopu saimeém ir ta, ka
indekseta kopu saime elementus atskir pec to indeksiem, nevis kopam,
kuras ir iezimetas ar §iem indeksiem: A, un Ag (o, 8 € T') uzskata par
dazadiem indeksetas kopu saimes {A, }aer elementiem tad un tikai
tad, kad « # 3, kaut art var gadities, ka ar Siem indeksiem iezimétas
kopas A, un Ag ir vienadas (t.1., §Is kopas sastav no vieniem un tiem
pasiem elementiem). Savukart neindeksetas kopu saimes A elementus
A un B uzskata par dazadiem tad un tikai tad, kad kopas A un B ir
dazadas.

Atzimesim, ka jebkuru neindeksetu kopu saimi A var indeksét, ja
par indeksu kopu T nemt pasu kopu A un uzskatit, ka indeksam A €
T = A atbilst kopa A. Sadu kopu saimes A indeksacijas panemienu
sauc par kopu saimes 4 dabisko indeksaciju. Tadejadi indeksetas
kopu saimes jedziens ir visparigaks par neindeksetas kopu saimes jé-
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dzienu. No jebkura apgalvojuma par indeksetam kopu saimém var
iegtut attiecigu apgalvojumu par neindeksetam kopu saimem, ja uz-
skatisim, ka pedejas ir dabiski indeksgtas (iesakam lasttajam par to
parliecinaties patstavigi apskatot attiecigas definicijas).

Atzimesim ar7, ka jebkurai indeksétai kopu saimei { A, }aer atbilst
neindekséta kopu saime A, kura ir sastadita no visam kopam A, («a €
T, ignorejot to indeksaciju, un tikai tam. So kopu saimi A sauc par
indeksetai kopu saimei {4, },cr atbilstoSo neindekséto kopu
saimi.

Par kopu saimes {A,}.cr apak$saimi sauc patvaligu kopu
saimi {A4 }aes, kur S C T.

4.4. piezime. Stingri nemot, indekseta kopu saime {A,}aer ir
kada attelojuma
f:T — U, kur U - neindekseta kopu saime, grafiks

Iy={(a;A): a €T, A= f(a)},

ja elementu (a; A) € T'y apzimét ar A, un ar pierakstu x €
A, = (o A) saprast, ka € A. Saja gadijuma:
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e indeksetai kopu saimei I'y = {A,}aer atbilstosa nein-
dekseta kopu saime A = f(T') C U - attelojuma f vertibu
kopa;

e dabiski indekset neindeksetu kopu saimi A nozime pariet
pie indeksetas kopu saimes { A4 } ac 4 - identiska attelojuma
i4: A— A grafika

r,= {(A;A): AEA};

e kopu saimes {A, }aer apakssaime {A, }acs ir attélojuma
f T — U sasaurinajuma kopa S C T, t.i., attelojuma
fIS: S — U, grafiks

Pps={(A): €S, A= f(a)}.
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4.8. Indeksetas kopu saimes apvienojums un Ske-
lums. Parklajums un sadalijjums

Formulesim apvienojuma, skeluma, savstarpeji skirtu kopu saimes,
parklajuma, apaksparklajuma un sadalijuma definicijas indeksetam
kopu saimem (ka jau ieprieks tika minéts, no §im definicijam var iegtt
attiecigas definicijas par neindeksetam kopu saimem, ja uzskatit, ka
pedgjas ir dabiski indeksetas).

Par kopu saimes {A,}.er apvienojumu un skélumu sauc
attiecigi kopas

UAadéf{a: JaeT a€ Ay} un ﬂAadéf{a: VaeT a€ Ay}
acT aeT

Kopu saimes {A4;}iem, kur m = {1;2;...;n}, un {A;};en apzime
attiecigi ar {A;}7, un {A;}$°, un sauc par kopu virkném, bet kopu
virknes elementus - kopu virknes locekliem.

n
Kopu virknes {A4;}?" ; apvienojumu apzime ar |J A; vai A1 UAsU
i=1
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U Ay, ti,

UAi:A1UA2U~-~UAn:{a: Jien ac A},

i=1

n
bet skelumu - ar () 4; vai Ay NAyN---NA,, t.i,
i=1

(NAi=AinAn--NA,={a: Vien ac A}
i=1

[e.e]
Kopu virknes {4;}2, apvienojumu apzime ar |J A; vai 4 UAyU

i=1
e UA, Ut
JAi=A41UA U UA U ={a: I eN acA},
i=1
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o0
bet skelumu - ar (| 4; vai A1 NAsN---NA, N---, ti,
i=1

(NAi=AinAn--NA,n--={a: VieN ac A}
i=1
Kopu saimi {A, }aer sauc par savstarp€ji Skirtu kopu saimi,
ja
Va,B€T: a# 83— A, NAg=0.
Saka, ka kopas X apakskopu saime {A,},cr ir kopas X
parklajums, ja X = |J Aa.
acT
Par kopas X parklajuma {A,}.cr apaksparklajumu sauc
tadu §is kopu saimes apakssaimi {44 }aes (S C T), kura pati veido
kopas X parklajumu, t.i., X = |J Aa.
a€eS
Saka, ka kopas X apakskopu saime {A,},cr ir kopas X
sadalijums, ja

1. Va e T: A, # 0, t.i., §T kopu saime sastav no netuksam kopam;
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2. {Aqn}aer ir savstarpéji skirtu kopu saime;

3. {Au}aer ir kopas X parklajums.
Kopas X sadalifjuma {A, }aer elementus sauc par sadalijuma kla-
sem.

Kopas parklajuma jedzienu var visparinat sadi. Pienemsim, ka
kopa X ir kada universa U apakskopa.

Saka, ka kopas U apakskopu saime {A,}.cr ir kopas X
parklajums kopa U, ja X C J Aa.

acT

Par kopas X parklajuma {A, },cr kopa U apaksparklajumu

sauc tadu kopu saimes A apakssaimi {Ay}aes (S C T), kura pati

veido kopas X parklajumu, t.i., X C | Aa.
a€sS

Atsevigka gadijuma, ja U = X, nonaksim pie ieprieks apskatitajiem
kopas X parklajuma un kopas X parklajuma apaksparklajuma jedzie-
niem.
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4.9. Indeksetas kopu saimes Dekarta reizinajums

Par kopu saimes {A;}!" ; Dekarta reizinajumu (vai tieso
reizinajumu) sauc kopu, kas sastav no visiem n-karsiem korteziem

(ar;a9;...;a,), kur a; € A; (i € M), un tikai tiem (divus n-karsus
kortezus (ay;az;...;a,) un (by;be;...;b,) uzskata par vienadiem
tad un tikai tad, kad a1 = by, as = ba, ... , a, = b,). Kopu

n
saimes {A4;}iex Dekarta reizinajumu apzime ar [] A; vai [[ A; vai
icn i=1

Ay X Ag X -+ X Ay, t.,

HAiZHAi:AIXAZX'“XAn:
ien i=1
:{(al;ag;...;an): Vien aiEAZ-}.

Ja A; = A (i € m), tad Dekarta reizindjumu [[ A; apzimé ar A™

1=1
un sauc par kopas A n-to pakapi, bet kopas A™ elementu - n-karsu
kortezu (ag;ag;...;ay), kur a; € A; (i € W), - par n-karsu virkni
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kopa A. Tatad
A”:AxAx---xA:{(al;ag;...;an): Vien aieA}.
—_—

n
Par galigu virkni kopa A sauc jebkuru n-karsu virkni kopa A.
o0
Tatad |J A; ir visu galigo virkyu kopa A kopal!
i=1
Par kopu saimes {A4;}°; Dekarta reizinajumu (vai tieSo
reizinajumu) sauc kopu, kas sastav no visiem bezgaligiem korteziem
(ar;a2;...5an;...), kur a; € A; (i € N), un tikai tiem (divus bez-
galigus kortezus (a1;ag;...;an;...) un (by;ba;...;by;...) uzskata par
vienadiem tad un tikai tad, kad a3 = b1, ay = b, ... , a, =

by, ...). Kopu saimes {4;}32; Dekarta reizinagjumu apzime ar [] A;
1€EN
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o0
val [] 4; vai A; X Ag X -+ X Ay X -+, A,
i=1

[Ta=][A=A41xAsx- x A, x - =
ieN i=1
:{(al;ag;...;an;...): Vi e N aieAi}.

Ja A; = A (i € N), tad Dekarta reizinajumu [] A; apzime ar A>,

=1
bet kopas A elementu - bezgaligu kortezu (ai;as;...;an,;...), kur
a; € A; (i € N), - par bezgaligu virkni kopa A. Tatad
A = AXAX - X Ax-- = {(al;ag;...;an;...): VieN aq EA}.

Kopu saimes {A, }aer, kur T - patvaliga indeksu kopa, Dekarta
(jeb tieSo) reizinajumu define ka kopu, kas sastav no visiem iespéjamiem
attelojumiem f: T — |J Aa, ka

a€eT

VaeT: f(a)€ Aa,
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un tikai tiem. Kopu saimes {A, }oer Dekarta reizinajumu apzime ar
I] As. Tatad

a€eT
HAadéf{f:Ta U Aa

aeT acT

VaeT f(a)EAa}

Jautajums: vai eksisté vismaz viens Sads attelojums? Atbilde uz So
jautajumu ir pozitiva, jo kopu teorija pienem, ka izpildas
Izveles aksioma: jebkurai kopu saimei {Ay}aer eksisté attélojums

f:T — U Aa, ka jebkuram o € T izpildas f(a) € A,.
aeT

Ja A, = A (o € T), tad kopu saimes { A, } o1 Dekarta reizinajuma
I] A. elementi ir visi iespejamie attélojumi f: T — |J Ap = A un

aeT acT
tikai tie. Tapec [[ Ao = AT, ja A, = A visiem a € T.
a€cT
No pirma acu uzmetiena var likties, ka Dekarta reizinajuma [[ A,

acT

n o0
definicija ir pretruna ar Dekarta reizinajumu [] A; un [] A; definicijam,
i=1 i=1
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n o0
jo kopas [] A, elementi ir attélojumi, bet kopu [] 4; un [ A; ele-
a€T i=1 i=1
menti ir attiecigi n-kari un bezgaligi kortezi. So skietamo pretrunu
novers sadi:
n
1. indeksu kopas T' = 7 gadijuma attelojumu f : 7 — |J A, kur
=1

1=

Viemn: f(i) € A;, identificé ar n-karsu kortezu

(f(1); £(2);--5 f(n);

2. indeksu kopas T' = N gadijuma attéelojumu f: N — J A;, kur
i=1

Vie N: f(i) € A;, identificé ar bezgaligu kortezu
(F; £2); .5 f(n);-. )
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4.10. Kopu virknes augseja un apakseja robeza

Par kopu virknes {A,}52, augSéjo un apaksSéjo robezam
sauc attiecigi kopas

def o~ | def || (~

T e . e

nlirr;OAn = ﬂ U A; un n%An = U ﬂ A;.
n=1n=1 n=1n=1

Ja kopu virknes {4, }72; augsgja un apaksgja robeza ir vienadas, tad

kopu

. def +— .
lim 4, = lim 4, = lim A,
n— o0 n— o0 n—oo

sauc par kopu virknes {A,,}°2 ; robezu, bet {4,,}>° ; - konvergentu
kopu virkni.

Ir speka sadi apgalvojumi.
1°  Kopu virknes {A,}°%, augseja robeza lim A, sastav no visiem

n—oo

tiem un tikai tiem elementiem, kuri pieder bezgaligi daudziem
dotas virknes locekiem.
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Kopu virknes { A}, apakséja robeza lim A,, sastav no visiem
n—oo
tiem un tikai tiem elementiem, kuri pieder visiem dotas virknes

locekliem, izpemot varbut galigu to skaitu.

Kopu virknes { A, }°2, augseja un apakséja robezas lim A, nav
n—oo

atkarigas no ta, vai kopu virknei pievieno vai atmet galigu skaitu

loceklu.

Jebkurai kopu virknei {A,}52 ir speka

ﬂAnC lim A4, C lim A, C UAn.
n=1 n—00 nmee n=1

Ja A; C X (i €N), tad

C(fim A,) = tim G4, € i 4,) = i Ca,.
Pienemsim, ka A; C X (i € N). Kopu virkne {A,}52, konverje
tad un tikai tad, kad konverge kopu virkne {CA,}° ;. Ja A =
lim A, tad CA= lim CA,.

n—oo n—oo
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7°  Jebkura augosa (dilstoSa) kopu virkne A; C X (i € N) ir kon-
vergenta, pie tam
An> |
1

D)

n—oo n—o0

n

lim A, = UAn (hm A, =
n=1
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5. Operaciju ar kopam ipasibas
Uzskaitisim operaciju ar kopam svarigakas 1pasibas.
1° Idempotences likumi:
AUA=A, ANnA=A
2°  Komutativie likumi:
AUB=BUA, AnB=BnNnA, AAB=BAA.

3° Asociativie likumi:

(AUB)UC =AU (BUCQ),

(AnB)NC=An(BNCOC),

(AABYAC=AAN(BAC).

Atzimesim, ka Dekarta reizinaSana nav komutativa un asociativa.
4° Distributivie likumi:

AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
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AN(B\C) =
(ANB)\C
(AUB>\
(BUC)
(AUB)
AX(BOC)
(AN B) x
Ax(B\C)
(A\B)xC =

Saturs Sakums Beigas J

(BUC) =

AU(ﬂBa

a€eT

Am(LJBa
aeT

(ANB)U(ANC),
):(WMUB@,
aeT
) = J@nB.),
acT
(ANB)\ (ANC),
=(A\C)N(B\C),
=(A\C)U(B\C),
(Ax B)U(Ax (),
=(AxC)U(BxC(C),
(AxB)Nn(Ax (),
=(AxC)N(BxC),
(Ax B)\ (AxQ),
(Ax C)\ (B xCQC).
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5° Dualitates likumi:
A\(BUC) = (A\ B)N(4\0),
A\ (BNC)=(A\B)U(A\C),

A\(UBQ) Nas),

acT acT
A\<m3a>:U(A\Ba)'
aeT aeT
6° AN(B\C)=(ANB)\C, AU(B\C)=(AUB)\(C\ A).
70 A\ (B\C)=(A\B)U(ANC).

87 (A\B)\C=(A\C)\B=(A\C)\(B\C)=A4\(BUC) =
(AUC)\ (BUC).

9° A=(A\B)U(ANB);jaBCA,tad A=(A\ B)UB.
10° AUB=(A\B)UB=(B\A)UA.
11° ANnB=A\(A\B)=B\ (B\A4).
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12° A\B=A\(ANB).
13° AAB=(A\B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B).

14° AUD=A, AN0 =0, A\O=A D\A=0, A\A=0, AA) = A,
ANA =0, AxD=0,0x A=0.

15° (A\B=0«— ACB),A\B=A«— AnB=1.

Formulejot nakamos likumus, uzskatisim ka visas kopas ir universa

U dalas.
16° AuCA=U, AnCA=0,0CA=A, C)=U,CU =0.
17° A\ B=C(B\C(A.
18° (Ac B+— (B c(A), (A=B+—(A=C(B).
19° (ANB=0+«— AcC(B),(ANnB =0+« B c(A).
20° Dualitates likumi:
C(AuB)=04nCB, C(AnB)=CAuUCB,
{(U)-none o(n) - U
aeT aeT aeT a€eT
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21° A\ B=AnCB.
22° AAB = (AnCB)U(CANB).
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6. Divu kopu vienadibas pieradiSanas pa-
nemieni
Saja paragrafa apskatisim cetrus divu kopu vienadibas pieradisanas
panémienus.
6.1. piemers. Pieradisim vienadibu
A\ (B\C)=(A\B)U(ANO). (6.3)

1. panemiens (izmantojot operaciju ar kopam definicijas).
Izmantosim divu kopu vienadibas nepiecieSsamo un pietiekamo pazimi:
A = B tad un tikai tad, kad A C Bun B C A.

a) Pienemsim, ka z € Fy = A\ (B\C), un pieradisim, ka z € Fy =
(AA\B)U(ANC). Takaz € Fi,tadz € Aunxz ¢ B\ C.
Nosactjums z € B\ C nozimé, ka x & B vai x € C.

a;) Pienemsim, ka x ¢ B. Taka x € A, tad v € A\ B. Tatad
reF,=(A\B)U(ANC).

as) Piegemsim, kaxz € C. Takaz € A, tad v € ANC. Tatad
x€eF,=(A\B)U(ANCQC).
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Tadejadi abos iespejamos gadijumos ieguvam, ka x € F5.

b) Pienemsim, ka x € Fy, un pieradisim, ka z € Fy. Taka x € Fs,
tadx € A\Bvaiz e ANC.
b;) Pienemsim, ka x € A\ B, t.i,, v € Aunz ¢ B. Taka
x & B, tad x ¢ B\ C. Nemot vera, ka x € A, ieglisim, ka
xe A\ (B\C)=F.
bs) Piepemsim, ka z € ANC, ti, x € Aunz € C. Taka
x € C, tad z ¢ B\ C. Nemot vera, ka x € A, ieglisim, ka
x€ A\ (B\C)=Fy.
Tadejadi abos iespejamos gadijumos ieguvam, ka x € Fj.
Saskana ar divu kopu vienadibas nepiecieSamo un pietieckamo pazimi
kopas F; un F; ir vienadas.

2. panémiens (analitiskais panemiens).

Pienemsim, ka kopas A, B un C ir kada universa U dalas (3ads
universs vienmer eksisté, piemeéram, U = AUBUC). Jebkuru netuksu
kopu M C U, kura ir iegtuta kopu A, B un C apvienoSanas, $kelSanas,
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atnemsSanas, simetriskas atnpemsanas un papildinasanas rezultata, lie-
tojot formulas

A=A, AUB=A4NnB, ANB=AUB, A\B=ANB,
AAB=(ANB)U(ANB), A=(ANnB)U(ANB),

ka ar1 idempotences, komutativos, asociativos un distributivos liku-
mus, vieniga veida var izteikt ka kopu A, B un C elementarske-
lumu

ANnBNC, AnBNnC, AnBnC, ANnBNC,
ANBNC, AnNBNnC, AnBnC, AnBnC

apvienojumu, ja uzskatit, ka elementarskelumu kartiba nav svariga,
un pieprasit, ka $aja apvienojuma neietilpst divi vienadi elementar-
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skelumi.
Fi=A\(B\C)=A\(BNC)=ANBNC =
=AN(BUC)=(ANB)U(ANC) =
=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC) =

=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC).

=(A\B)U(ANC)=(ANB)U(ANC) =
=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO).

Ta ka kopas F; un F5 ir vienu un to pasu elementaskelumu apvieno-
jums, tad kopas F; un F5 ir vienadas. Atzimésim, ka Saja pieméra
secinajumu par kopu Fy un Fy vienadibu vareja izdarit jau pec ta, ka
abas §1s kopas ir vienadas ar kopu (AN B) U (ANC).

3. panemiems (grafiskais panemiems).

Uzzimesim divos eksemplaros kopu A, B un C' Eilera-Venna dia-
grammas “vispariga stavokll”, t.i., ta, lai visi to savstarpejie skelumi
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biitu netuksi. Katra no diagrammam sastaves no 8 elementarapgaba-
liem, kuri atbilst ieprieks minéetajiem elementarskelumiem. Zimejumos
universu U un arejo elementarapgabalu, t.i., elementarapgabalu, kas
atbilst elementarskelumam ANBNC, parasti nenorada. Eilera-Venna
diagrammas jebkura netuksa kopa M C U, kura ir ieglita operaciju
ar kopam A, B un C (iznemot $o kopu Dekarta reizinasanu) rezultata
attelojas ka kads elementarapgabalu apvienojums.
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(N NS

C

25. zim. Kreisaja ziméjuma: zalaja krasa ir apgabala B\ C
kontiirs, bet sarkanaja krasa ir apgabala F; = A\ (B \ C)
konturs. Labaja zim€juma: zalaja krasa ir apgabala AN C
konttrs, dzeltenaja krasa ir apgabala A \ B konturs, bet
sarkanaja krasa ir ir apgabala Fy = (A\ B)U(ANC) kontiirs.

Ta ka kopas F; un F5 ir vienu un to elementarapgabalu apvieno-
jums (skat. 25. zim.), tad kopas F; un Fy ir vienadas.
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4. panemiems (tabularais panemiens).

Sastadisim kopu Fj; un Fy incidences tabulu, noradot patvaliga
elementa z piederibu (vai nepiederibu) kopam F; un Fy atkariba no
elementa x piederibas (vai nepiederibas) kopam A, B un C.

(A B[ CJ B\C [ F=A\B\O) [ A\B [ AnC [ F, =(A\BU(ANO) |
— T =T F = = =
—TF T = T = = = =
— T T F = = = = -
+ - [ = = + + - +
i I = + + T +
+ [+ [ = + — — — —
T+ [+ - - +

+
No incidences tabulas ir redzams, ka x € F; tad un tikai tad, kad
x € Fy. Tatad kopas F; un F5 ir vienadas.
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Attelojumu 1pasibas

Apskatisim kopas X attelojumu f kopa Y.

f@) =0, f71@0)=0, f1(Y) =X.
Ja Ay C Ay C X, tad f(A1) C f(A2).
Ja By C By CY, tad f~Y(B1) C f~1(Bs).
Ja Ay C Ay C X, tad
f(A1UAz) = f(A1) U f(A2), f(A1NA2) C f(A1) N f(A2).
Ja Ay CX (€T), tad

f(U Aa> = U rAa), 1 (ﬂ Aa> C () f(Aq).

acT acT aeT aeT
Ja By C By CY, tad

ST B1UBy) = f71(By) U fH(Ba),
fTHBINBy) = f1(B1) N fH(Ba).
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Ja B, CY (r€85), tad

(42)-u

TES TES
F (ﬂ BT> =
TES TES

Ja A; C Ay C X, tad f(A1\ A2) D f(A1)\ f(A2).

Ja By C By CY, tad f~"(B1\ Ba) = f~'(B1) \ f(B2).

Ja B CY, tad f7'(CyB) = Cxf~'(B), kur CyB = Y \ B,
Cxf~H(B) =X\ f1(B).

Ja ACX, tadACf L(f(A)).

Ja BCY, tad f(f~1(B)) = BN f(X) C B.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



107
13° JoAC X un BCY, tad
(F(4) =0 — A =10),
(F1(B) =0 — BN F(X) = 0),
((fla)~H(B) = AN f71(B)),
(f(ANB=0«— AN f(B)=0).

14°  Attelojums [ ir sirjekcija tad un tikai tad, kad

VBCY: f(f'(B))=B.

15° Sadi apgalvojumi ir ekvivalenti:
1. attelojums f ir injekcija;
2.VACX: f7L1(f(4) = 4;
3. VAl,Ag CcX: f(Al N AQ) = f(Al) N f(AQ),
4. VAl,AQ C X : f(A1 \AQ) = f(Al) \ f(AQ)
16° Attelojumu kompozicija ir asociativa: jebkuriem attelojumiem
f+Z—-Y,9g:Y—>Zunh:Z—W ir speka

(hog)of=ho(gof)
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Jebkuriem attélojumiem f: X —Y ung:Y — Z un patvaligai
kopai C C Z izpildas
(go H™HC)=F""(971(O)).
Jebkuram attelojumam f: X — Y ir speka
foix =ixof=/[.
Ja attelojumiem f: X —Y ung:Y — X izpildas go f = ix,
tad f ir injekcija, bet g ir sirjekcija.
Ja attélojumiem f: X — Y un g:Y — X izpildas fog =iy
un go f = ix, tad f un g ir bijekcijas, pie tam f~! = g un
gt=1
Ja f: X =Y ir bijekcija, tad
foft =iy, flof=ix.
Ja f: X =Y ung:Y — Z ir bijekcijas, tad art go f : X — Z
ir bijekcija, pie tam
(gof)yt=ftog™"
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8. Kopu gredzeni

Pienemsim, ka kopu saime 91 satur vismaz vienu elementu.
Kopu saimi 91 sauc par kopu gredzenu, ja
VA, BeMN: A\BeM, AUBeMN.

Kopu saimes 91 elementu F sauc par kopu saimes 91 vienibas

elementu, ja
YVAeN: ANE = A.

Kopu gredzenu, kura eksiste vienibas elements, sauc par kopu
algebru.

Kopu gredzenu 91 sauc par a-gredzenu7 ja jebkurai kopu virknei
{A4;}52,, ka A; € M (i € N), ir speka U A eM.

o-gredzenu, kura eksiste vienibas elements sauc par o-algebru.

Kopu saimi 91 sauc par kopu pusgredzenu, ja

1. 0 e

2. VA, BeMN: ANBeMN;
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3. jebkurai kopai A € 91 un patvaligai kopas A apakskopai A;

eksiste tadas kopas Asg,..., A, € M, ka {A;}, ir savstarpéji
gkirtu kopu saime, kura veido kopas A parklajumu.

Apskatisim kopu gredzenu Ipasibas.

Ja M ir kopu gredzens, tad () € N.

Pienemsim, ka kopu saime N satur vismaz vienu elementu. Sadi
apgalvojumsi ir ekvivalents.

1. M ir kopu gredzens.

2.VA,BeM: AANBeM, ANBeN

3. VA, BeMN: AABeMN, AUBeMN

4. YA, BeMN: AABeM, A\BeN

Ja M ir kopu gredzens, tad jebkurai kopu virknei {A;}52,, ka

A, eN(ien), irspeka (| A€ NMaun J A; €N
i=1 i=1
Ja N ir o-algebra, tad jebkurai kopu virknei {A;}32,, ka A; € N
(i € N), ir speka (| A; € M.
i=1

7
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Jebkurs kopu gredzens ir kopu pusgredzens, bet ne otradi.

Jebkurs kopu gredzenu (kopu algebru, o-gredzenu, o-algebru) ske-
lums ir kopu gredzens (attiecigi kopu algebra, o-gredzens, o-
algebra).

Piepemsim, ka kopu saime N satur vismaz vienu elementu, bet
X = UM ir kopu saimes M apvienojums. FEksiste vienigs kopu
gredzens (kopu algebra, o-gredzens, o-algebra) R(MN), ka

1. MCRN);

2. ja M ir kopu gredzens (attiecigi kopu algebra, o-gredzens,

o-algebra) un M DO N, tad M D R(N).

Kopu saimi R(MN) sauc par minimalo kopu gredzenu (at-
tiectgi kopu algebru, o-gredzenu, o-algebru) par kopu
satmzi M.
Minimalais kopu gredzens (kopu algebra, o-gredzens, o-algebra)
R(MN) ir visu kopu gredzenu (attiecigi kopu algebra, o-gredzens,
o-algebra) M, ka M C M C P(X), skelums.
Minimalais kopu gredzens par kopu pusgredzenu N sastav no
visam tam un tikai tam kopam A, ka
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1. A= U A;, kur A; €N (Z Eﬁ),‘
i=1

2. {A;}1, ir savstarpeji Skirtu kopu saime.
Apskatisim attelojumu f : X — Y. Piepemsim, ka 0 C P(Y),
bet

') ={AeP(X): A=f"'(B), BeN}.
Ja N ir kopu gredzens (kopu algebra, o-gredzens, o-algebra), tad
F7YN) ari ir kopu gredzens (attiecigi kopu algebra, o-gredzens,
o-algebra,).
Ja R(MN) ir minimalais kopu gredzens (kopu algebra, o-gredzens,
o-algebra) par kopu saimi N, tad
FTERM)) ={AeP(X): A=f!(B), BERM)}

ir minimalais kopu gredzens (attiecigi kopu algebra, o-gredzens,
o-algebra) par kopu saimi f~1(MN).
Pienemsim, ka N ir kopu pusgredzens. Apskatisim kopas

A AL, A, €M,
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ka Ay, ..., A, C A un {A;}, ir savstarpeji Skirtu kopu saime.
Tad eksiste tadas kopas Apy, ..., Ax (k > n), ka {A;}h_, ir
savstarpéeji skirtu kopu saime, kas veido kopas A parklajumu.

Pienemsim, ka N ir kopu pusgredzens. Apskatisim kopas
Ay, . A, €N

Tad eksiste tada savstarpeji Skirtu kopu saime {Bj}?:p B; €
N (j € k), ka jebkurai kopai A; (i € W) var atrast indeksu
apakskopu S; C k, ka A; = |J Bj.

JES:
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