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1. Grafa virsotnes pakapes definicija

Apliikosim grafu G = (VG; EG).

Par grafa G virsotnes u pakapi sauc visu virsotnei u incidento
skautnu skaitu (t.i., visu virsotnes u blakusvirsotpu skaitu) un to
apzimé ar deg, u vai degu. Tatad degu = |N(u)|, kur N(u) - vir-
sotnes u apkartne. Actmredzot, 0 < degu < n — 1, kur n = |G|.

Grafa G virsotypu maksimalo un minimalo pakapi apzime attiecigi
ar simboliem A(G) un §(G):

A(G) = nax, degu, 0(G)= Inin, deg u.

Actmredzot, jebkurai grafa G virsotnei u ir speka nevienadibas

0(G) < degu < A(G).
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Apskatisim grafu G ar n virsotném. Virsotni v € VG sauc par
e izoletu virsotni, ja degu = 0;

e gala virsotni vai nokarenu virsotni, ja degu = 1;

e domingjosSo virsotni, ja degu =n — 1;

Skautni, kas ir incidenta gala virsotnei, sauc par gala skautni.
Par grafa G videjo pakapi sauc

-_— 1
deg(G) = val Z degu.

Var pieradit, ka
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2. Piemeri

1. zZimejuma attelota grafa G; virsotnu pakapes: degl = 0, deg2 =
1, deg3 = 3, deg4d = 2, degb = 2, degb6 = 2. Grafa G, virsotne 1
ir izoleta virsotne, virsotne 2 - gala virsotne. DomingjoSo virsotnu
grafa G nav. 2. zim€juma attelota grafa Go virsotne 5 ir gala vir-
sotne, virsotne 2 - domingjosa, jo deg2 = 4. Grafam G5 nav izoletu
virsotnu.

1 3
1 6 5 5
[ ]
2 3 y . '
G1 GQ
1. zim. 2. ziIm
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3. Lemma par rokasspiedieniem

3.1. teorema.
[Lemma par rokasspiedieniem]
Grafa visu virsotpu pakapju summa ir para
skaitlis, kurs ir vienads ar divkarsotu skaut-
nu skaitu, t.1.,

Z degu = 2|EG].

ueVaG
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So lemmu var interpretet sadi. Ta ka katra rokasspiediena piedalas
divas rokas, tad visos rokasspiedienos kop€jais paspiesto roku skaits ir
para skaitlis, pie tam katra roka tiek uzskaitita tik reizu, cik rokasspie-
dienos ta piedalijas.
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No Lemmas par rokasspiedieniem izriet, ka

t.1., grafa vidéeja pakape ir vienada ar divkarsotu grafa skautnu skaita
un virsotpu skaita attiecibu.
Ja apzimét [3, 5. Ipp]
|EG|
e(G) = —=,
tad -
deg(GQ) = 2¢(G).

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



4. Grafa nepara pakapes virsotnu skaits

4.1. teorema. Jebkura grafa nepara pakapes virsotpu skaits ir para
skaitlis.

» Pienemsim pretejo, ka nepara pakapes virsotnu skaits ir nepara
skaitlis. Ta ka para pakapes virsotnu pakapju summa ir para skaitlis
(neatkarigi no ta, vai para pakapes virsotnu skaits ir para vai nepara
skaitlis), tad visu grafa virsotnpu pakapju summa biis nepara skaitlis,
kas ir pretruna ar lemmu par rokasspiedieniem. Tatad nepara pakapes
virsotnu skaits ir para skaitlis. <

4.1. piemers. Vaill pilsetas var savienot ar celiem ta, lai no katras
pilsétas izietu (uz citu pilsetu) tiesi 5 celi?

» Nemot vera pedejo teoremu, atbilde uz So jautajumu ir no-
liedzosa. <
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5. Teorema par vienadam pakapem

5.1. teorema. Jebkura grafa G, |G| > 2, eksisté divas virsotnes ar
vienadam pakapem.

» Apzimesim grafa G kartu ar n. Tad |G| = n > 2. Ja u ir
patvaliga grafa G virsotne, tad degu € {0;1;2;...;n — 1}.

Ir iespejami divi gadijumi.

1) Grafa G eksisté domingjosa virsotne. Tad grafam G nav izoletu
virsotnu. Saja gadijuma, ja w ir patvaliga grafa G virsotne, tad
degu € {1;2;...;mn — 1}.

2) Grafam G nav domingjoo virsotnu. Saja gadijuma, ja v ir
patvaliga grafa G virsotne, tad degv € {0;1;2;...;n — 2}.

Abos gadijumos sadalisim n virsotnes n — 1 grupas ta, lai viena
grupa atrastos tas un tikai tas virsotnes, kuram ir viena un ta pati
pakape. Izmantojot Dirihle principu, ieglisim, ka vismaz viena no
grupam atradisies vismaz divas virsotnes, jo virsotnu ir vairak neka
grupu. Tatad vismaz divam virsotném ir vienada pakape.<

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



11

5.1. piemers. Klase macas 25 skoleni. Pieradit, ka vismaz diviem
skoléniem ir vienads draugu skaits (uzskata, ja A draudzgjas ar
B, tad B arT draudzgjas ar A, t.i., draudziba ir abpusgja).

» Apskatisim grafu G, kura virsotnes ir skoléni un kura divas
virsotnes ir savienotas ar Skautni tad un tikai tad, ja attiecigie
skoleni draudzejas. No 5.1. teoremas izriet, ka eksiste divas vir-
sotnes ar vienadam pakapem, t.i., eksisté divi skoleni, kuriem ir
vienads draugu skaits. <
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Dirihle princips: ja vairak ka n prieksmetus sadalit
n grupas, tad atradisies vismaz viena grupa, kura sa-
tures vismaz divus priekimetus.
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6. Teorema par grafu, kura tikai divam
virsotnem ir vienadas pakapes

6.1. teorema. Ja grafa G , |G| > 2, tikai divam virsotnem ir vie-
nadas pakapes, tad vai nu Saja grafa eksisté izoleta virsotne, vai
art Saja grafa eksiste dominejosa virsotne.

» a) Apzimésim grafa G kartu ar n. Tad |G| =n > 2. Ja u ir
patvaliga grafa G virsotne, tad degu € {0;1;2;...;n — 1}.

Ja n = 2, tad, acimredzot, vai nu G = Ks, vai art G = O,. Ja
G = K, tad abas grafa G virsotnes ir domingjosas virsotnes. Ja
G = O, tad abas grafa G virsotnes ir izolétas virsotnes. Tatad, ja
n = 2, tad vai nu Saja grafa eksisteé izoleta virsotne, vai arl Saja grafa
eksiste doming€josa virsotne.

Pienemsim, ka n > 3. Saskana ar doto tiesi divam grafa G vir-
sotném ir vienadas pakapes. Tapec grafa virsotnu pakapes pienems
n — 1 savstarpeji dazadas vertibas no n teoretiski iespejamajam verti-
bam 0,1,2,...,n—1. Lidz ar to starp grafa virsotnu pakapem noteikti
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bus 0 vai n — 1. Bez tam starp grafa virsotnu pakapém vienlaicigi
nevar biit 0 un n — 1, jo grafs nevar vienlaicigi saturet izoletu virsotni
un domingjosu virsotni. Tadeéjadi vai nu Saja grafa eksisté virsotne
ar pakapi 0 (izoleta virsotne), vai arT Saja grafa eksiste virsotne ar
pakapi n — 1 (domingjosa virsotne).«

6.1. piezime. Jagrafa G, |G| > 2, tikai divam virsotném ir viena-
das pakapes, tad nevar apgalvot, ka vai nu Saja grafa eksiste
tieSi viena izoleta virsotne, vai arl Saja grafa eksiste tiesi viena
domingjosa virsotne. Pieméram, grafa O, eksisté divas izoletas
virsotnes, bet grafa K, eksistée divas domingjosas virsotnes.

6.2. teorema. Ja grafa G , |G| > 3, tikai divam virsotném ir vie-
nadas pakapes, tad vai nu Saja grafa eksisté tiesi viena izoleta
virsotne, vai art Saja grafa eksiste tiesi viena dominejosa vir-
sotne.

» Apzimeésim grafa G kartu ar n. Tad |G| = n > 3. Ja u
ir patvaliga grafa G virsotne, tad degu € {0;1;2;...;n — 1}. No
6.1. teoremas izriet, ka vai nu Saja grafa eksiste izoleta virsotne, vai
arT Saja grafa eksiste domingjosa virsotne.
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1. Pieradisim, ka, ja grafam G eksisté izoleta virsotne, tad ta ir
tikai viena. Skaidrs, ka 3 un vairak izolétas virsotnes nevar biut,
jo tas ir pretruna ar doto, ka grafam ir tiesi divas virsotnes ar
vienadam pakapem. Pieradisim, ka grafam G nevar but tiesi
divas izoletas virsotnes. Pienemsim pret€jo, ka grafam G ir tiesi
divas izolétas virsotnes. Apskatisim grafa G apaksgrafu H, kuru
ir inducejusi parejo n — 2 virsotnu kopa. Apaksgrafa H visu
virsotnu pakapes ir savstarpeji dazadas.

(a) Ja apaksgrafam H ir tikai viena virsotne, tad grafa G ir
3 virsotnes, un visas tas ir izoletas. leguvam pretrunu ar
pienemumu, ka grafam G ir tiesi divas izoletas virsotnes.

(b) Pienemsim, ka apaksgrafam H ir vismaz divas virsotnes.
Saskana ar 5.1. teoremu apaksgrafa H eksiste vismaz divas
virsotnes ar vienadam pakapem, kas ir pretruna ar to, ka
apaks§grafa H visu virsotnu pakapes ir savstarpeji dazadas.

Abos iespejamos gadijumos ieguvam pretrunu. Tatad piene-
mums nav patiess, un Iidz ar to, ja grafam G eksisté izoléta
virsotne, tad ta ir tikai viena.
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2. Pieradisim, ka, ja grafam G eksiste dominejosa virsotne, tad ta
ir tikai viena. Skaidrs, ka 3 un vairak domin€joSas virsotnes
nevar but, jo tas ir pretruna ar doto, ka grafam ir tiesi di-
vas virsotnes ar vienadam pakapem. Pieradisim, ka grafam G
nevar biit tiesi divas dominéjosas virsotnes. Pienemsim pretejo,
ka grafam G ir tiesi divas domingjoSas virsotnes. Apskatisim
grafa G papildgrafu G. Tad grafa G, |G| > 3, bis tiesi divas
izoletas virsotnes. Saja gadijuma, spriezot lidzigi ka ieprieks
(tikai Soreiz attieciba pret grafu G), nonaksim pie pretrunas.
Tatad, ja grafam G eksiste domingjosa virsotne, tad ta ir tikai
viena.

Tadejadi vai nu grafa G eksisté tiesi viena izoléta virsotne, vai art
grafa G eksiste tiesi viena domingjosa virsotne. <
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6.1. piemeérs. Saha turnirs risinas peéc rinka sistémas, un taja pie-
dalas 11 dalibnieki. Turnira laika noskaidrojas, ka tiesi divi ta
dalibnieki ir izspelejusi vienadu skaitu partiju. Pieradit, ka tada
gadijuma vai nu tiesi viens Sahists nav izspelejis nevienu partiju,
vail arT tiesi viens turnira dalibnieks ir izspeléjis visas partijas.

» Apskatisim grafu G, kura virsotnes ir Sahisti un kura di-
vas virsotnes ir savienotas ar Skautni tad un tikai tad, ja at-
tiecigie Sahisti ir izspelejusi partiju. Ta ka 11 > 3 un saskana
ar doto tiesi divam grafa virsotném ir vienadas pakapes, tad
no 6.2. teorémas izriet, ka vai nu Saja grafa eksiste tiesi viena
izoleta virsotne, vai arl Saja grafa eksiste tiesi viena domingjosa
virsotne, t.i., vai nu tieSi viens Sahists nav izspelejis nevienu
partiju, vai art tiesi viens turnira dalibnieks ir izspelejis visas
partijas. <
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6.2. piezime. Ja G ir (n;m)-grafs ar virsotnu kopu
VG ={ui;ug;...;unt,
tad grafa G skautyu grafs L(G) ir (m; s)-grafs, kur

s = % (Z(degui)2> —m.

i=1
Apskatisim 3.(a) zim. att€loto grafu G. Grafs G ir (n;m) grafs,
kur n = 7, m = 10, bet ta virsotnu pakapes ir 2, 3, 4, 3, 3,
3 un 2. Tapéc ta skautyu grafs L(G) (skat. 3.(b) zim.) ir

(m; s)-grafs, kur m = 10, bet

1
s=5 (22437 +47 437 +3% 437 +27) —10=20.
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(a) G

(b) L(G)

(¢) G un L(G)

3. zim. Grafs G un ta skautyu grafs L(G).
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Zimejumu raditajs

1. zim. Grafs ar izoletu virsotni

2. zim. Grafs ar doming€josu virsotni . . . . . . ... .. ..
3. zim. Grafs G un ta skautyu grafs L(G) . . . ... .. ..
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