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3. Lemma par rokasspiedieniem 6
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nādas pakāpes 13
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1. Grafa virsotnes pakāpes defin̄ıcija

Aplūkosim grafu G = (V G;EG).

Par grafa G virsotnes u pakāpi sauc visu virsotnei u incidento
šķautņu skaitu (t.i., visu virsotnes u blakusvirsotņu skaitu) un to
apz̄ımē ar degG u vai deg u. Tātad deg u = |N(u)|, kur N(u) - vir-
sotnes u apkārtne. Ac̄ımredzot, 0 ≤ deg u ≤ n− 1, kur n = |G|.

Grafa G virsotņu maksimālo un minimālo pakāpi apz̄ımē attiec̄ıgi
ar simboliem ∆(G) un δ(G):

∆(G) = max
u∈V G

deg u, δ(G) = min
u∈V G

deg u.

Ac̄ımredzot, jebkurai grafa G virsotnei u ir spēkā nevienād̄ıbas

δ(G) ≤ deg u ≤ ∆(G).
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Apskat̄ısim grafu G ar n virsotnēm. Virsotni u ∈ V G sauc par

• izolētu virsotni, ja deg u = 0;

• gala virsotni vai nokarenu virsotni, ja deg u = 1;

• dominējošo virsotni, ja deg u = n− 1;

Šķautni, kas ir incidenta gala virsotnei, sauc par gala šķautni.
Par grafa G vidējo pakāpi sauc

deg(G) =
1

|V G|
∑

u∈V G

deg u.

Var pierād̄ıt, ka
δ(G) ≤ deg(G) ≤ ∆(G).
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2. Piemēri

1. z̄ımējumā attēlotā grafaG1 virsotņu pakāpes: deg 1 = 0, deg 2 =
1, deg 3 = 3, deg 4 = 2, deg 5 = 2, deg 6 = 2. Grafā G1 virsotne 1
ir izolēta virsotne, virsotne 2 - gala virsotne. Dominējošo virsotņu
grafā G1 nav. 2. z̄ımējumā attēlotā grafa G2 virsotne 5 ir gala vir-
sotne, virsotne 2 - dominējošā, jo deg 2 = 4. Grafam G2 nav izolētu
virsotņu.

1. z̄ım. 2. z̄ım.
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3. Lemma par rokasspiedieniem

3.1. teorēma.

[Lemma par rokasspiedieniem]

Grafa visu virsotņu pakāpju summa ir pāra
skaitlis, kurš ir vienāds ar divkāršotu šķaut-
ņu skaitu, t.i.,∑

u∈V G

deg u = 2|EG|.
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Šo lemmu var interpretēt šādi. Tā kā katrā rokasspiedienā piedalās
divas rokas, tad visos rokasspiedienos kopējais paspiesto roku skaits ir
pāra skaitlis, pie tam katra roka tiek uzskait̄ıta tik reižu, cik rokasspie-
dienos tā piedal̄ıjās.
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8

No Lemmas par rokasspiedieniem izriet, ka

deg(G) =
1

|V G|
∑

u∈V G

deg u = 2
|EG|
|V G|

,

t.i., grafa vidējā pakāpe ir vienāda ar divkāršotu grafa škautņu skaita
un virsotņu skaita attiec̄ıbu.

Ja apz̄ımēt [3, 5. lpp]

ε(G) =
|EG|
|V G|

,

tad
deg(G) = 2 ε(G).
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4. Grafa nepāra pakāpes virsotņu skaits

4.1. teorēma. Jebkurā grafā nepāra pakāpes virsotņu skaits ir pāra
skaitlis.

I Pieņemsim pretējo, ka nepāra pakāpes virsotņu skaits ir nepāra
skaitlis. Tā kā pāra pakāpes virsotņu pakāpju summa ir pāra skaitlis
(neatkar̄ıgi no tā, vai pāra pakāpes virsotņu skaits ir pāra vai nepāra
skaitlis), tad visu grafa virsotņu pakāpju summa būs nepāra skaitlis,
kas ir pretrunā ar lemmu par rokasspiedieniem. Tātad nepāra pakāpes
virsotņu skaits ir pāra skaitlis.J
4.1. piemērs. Vai 11 pilsētas var savienot ar ceļiem tā, lai no katras

pilsētas izietu (uz citu pilsētu) tieši 5 ceļi?

I Ņemot vērā pēdējo teorēmu, atbilde uz šo jautājumu ir no-
liedzoša.J
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5. Teorēma par vienādām pakāpēm

5.1. teorēma. Jebkurā grafā G, |G| ≥ 2, eksistē divas virsotnes ar
vienādām pakāpēm.

I Apz̄ımēsim grafa G kārtu ar n. Tad |G| = n ≥ 2. Ja u ir
patvaļ̄ıga grafa G virsotne, tad deg u ∈ {0; 1; 2; . . . ;n− 1}.

Ir iespējami divi gad̄ıjumi.

1) Grafā G eksistē dominējošā virsotne. Tad grafam G nav izolētu
virsotņu. Šajā gad̄ıjumā, ja u ir patvaļ̄ıga grafa G virsotne, tad
deg u ∈ {1; 2; . . . ;n− 1}.

2) Grafam G nav dominējošo virsotņu. Šajā gad̄ıjumā, ja v ir
patvaļ̄ıga grafa G virsotne, tad deg v ∈ {0; 1; 2; . . . ;n− 2}.

Abos gad̄ıjumos sadal̄ısim n virsotnes n − 1 grupās tā, lai vienā
grupā atrastos tās un tikai tās virsotnes, kurām ir viena un tā pati
pakāpe. Izmantojot Dirihlē principu, iegūsim, ka vismaz vienā no
grupām atrad̄ısies vismaz divas virsotnes, jo virsotņu ir vairāk nekā
grupu. Tātad vismaz divām virsotnēm ir vienāda pakāpe.J
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5.1. piemērs. Klasē mācās 25 skolēni. Pierād̄ıt, ka vismaz diviem
skolēniem ir vienāds draugu skaits (uzskata, ja A draudzējas ar
B, tad B ar̄ı draudzējas ar A, t.i., draudz̄ıba ir abpusēja).

I Apskat̄ısim grafu G, kura virsotnes ir skolēni un kura divas
virsotnes ir savienotas ar šķautni tad un tikai tad, ja attiec̄ıgie
skolēni draudzējas. No 5.1. teorēmas izriet, ka eksistē divas vir-
sotnes ar vienādām pakāpēm, t.i., eksistē divi skolēni, kuriem ir
vienāds draugu skaits.J
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Dirihlē princips: ja vairāk kā n priekšmetus sadal̄ıt
n grupās, tad atrad̄ısies vismaz viena grupa, kura sa-
turēs vismaz divus priekšmetus.
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6. Teorēma par grafu, kurā tikai divām
virsotnēm ir vienādas pakāpes

6.1. teorēma. Ja grafā G , |G| ≥ 2, tikai divām virsotnēm ir vie-
nādas pakāpes, tad vai nu šajā grafā eksistē izolēta virsotne, vai
ar̄ı šajā grafā eksistē dominējoša virsotne.

I a) Apz̄ımēsim grafa G kārtu ar n. Tad |G| = n ≥ 2. Ja u ir
patvaļ̄ıga grafa G virsotne, tad deg u ∈ {0; 1; 2; . . . ;n− 1}.

Ja n = 2, tad, ac̄ımredzot, vai nu G = K2, vai ar̄ı G = O2. Ja
G = K2, tad abas grafa G virsotnes ir dominējošas virsotnes. Ja
G = O2, tad abas grafa G virsotnes ir izolētas virsotnes. Tātad, ja
n = 2, tad vai nu šajā grafā eksistē izolēta virsotne, vai ar̄ı šajā grafā
eksistē dominējoša virsotne.

Pieņemsim, ka n ≥ 3. Saskaņā ar doto tieši divām grafa G vir-
sotnēm ir vienādas pakāpes. Tāpēc grafa virsotņu pakāpes pieņems
n− 1 savstarpēji dažādas vērt̄ıbas no n teorētiski iespējamajām vērt̄ı-
bām 0, 1, 2, . . . , n−1. L̄ıdz ar to starp grafa virsotņu pakāpēm noteikti
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būs 0 vai n − 1. Bez tam starp grafa virsotņu pakāpēm vienlaic̄ıgi
nevar būt 0 un n− 1, jo grafs nevar vienlaic̄ıgi saturēt izolētu virsotni
un dominējošu virsotni. Tādējādi vai nu šajā grafā eksistē virsotne
ar pakāpi 0 (izolēta virsotne), vai ar̄ı šajā grafā eksistē virsotne ar
pakāpi n− 1 (dominējoša virsotne).J
6.1. piez̄ıme. Ja grafā G , |G| ≥ 2, tikai divām virsotnēm ir vienā-

das pakāpes, tad nevar apgalvot, ka vai nu šajā grafā eksistē
tieši viena izolēta virsotne, vai ar̄ı šajā grafā eksistē tieši viena
dominējoša virsotne. Piemēram, grafā O2 eksistē divas izolētas
virsotnes, bet grafā K2 eksistē divas dominējošas virsotnes.

6.2. teorēma. Ja grafā G , |G| ≥ 3, tikai divām virsotnēm ir vie-
nādas pakāpes, tad vai nu šajā grafā eksistē tieši viena izolēta
virsotne, vai ar̄ı šajā grafā eksistē tieši viena dominējoša vir-
sotne.

I Apz̄ımēsim grafa G kārtu ar n. Tad |G| = n ≥ 3. Ja u
ir patvaļ̄ıga grafa G virsotne, tad deg u ∈ {0; 1; 2; . . . ;n − 1}. No
6.1. teorēmas izriet, ka vai nu šajā grafā eksistē izolēta virsotne, vai
ar̄ı šajā grafā eksistē dominējoša virsotne.
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1. Pierād̄ısim, ka, ja grafam G eksistē izolēta virsotne, tad tā ir
tikai viena. Skaidrs, ka 3 un vairāk izolētas virsotnes nevar būt,
jo tas ir pretrunā ar doto, ka grafam ir tieši divas virsotnes ar
vienādām pakāpēm. Pierād̄ısim, ka grafam G nevar būt tieši
divas izolētas virsotnes. Pieņemsim pretējo, ka grafam G ir tieši
divas izolētas virsotnes. Apskat̄ısim grafa G apakšgrafu H, kuru
ir inducējusi pārējo n − 2 virsotņu kopa. Apakšgrafa H visu
virsotņu pakāpes ir savstarpēji dažādas.

(a) Ja apakšgrafam H ir tikai viena virsotne, tad grafā G ir
3 virsotnes, un visas tās ir izolētas. Ieguvām pretrunu ar
pieņēmumu, ka grafam G ir tieši divas izolētas virsotnes.

(b) Pieņemsim, ka apakšgrafam H ir vismaz divas virsotnes.
Saskaņā ar 5.1. teorēmu apakšgrafā H eksistē vismaz divas
virsotnes ar vienādām pakāpēm, kas ir pretrunā ar to, ka
apakšgrafa H visu virsotņu pakāpes ir savstarpēji dažādas.

Abos iespējamos gad̄ıjumos ieguvām pretrunu. Tātad pieņē-
mums nav patiess, un l̄ıdz ar to, ja grafam G eksistē izolēta
virsotne, tad tā ir tikai viena.
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2. Pierād̄ısim, ka, ja grafam G eksistē dominējoša virsotne, tad tā
ir tikai viena. Skaidrs, ka 3 un vairāk dominējošas virsotnes
nevar būt, jo tas ir pretrunā ar doto, ka grafam ir tieši di-
vas virsotnes ar vienādām pakāpēm. Pierād̄ısim, ka grafam G
nevar būt tieši divas dominējošas virsotnes. Pieņemsim pretējo,
ka grafam G ir tieši divas dominējošas virsotnes. Apskat̄ısim
grafa G papildgrafu G. Tad grafā G, |G| ≥ 3, būs tieši divas
izolētas virsotnes. Šajā gad̄ıjumā, spriežot l̄ıdz̄ıgi kā iepriekš
(tikai šoreiz attiec̄ıbā pret grafu G), nonāksim pie pretrunas.
Tātad, ja grafam G eksistē dominējoša virsotne, tad tā ir tikai
viena.

Tādējādi vai nu grafā G eksistē tieši viena izolēta virsotne, vai ar̄ı
grafā G eksistē tieši viena dominējoša virsotne.J
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6.1. piemērs. Šaha turn̄ırs risinās pēc riņķa sistēmas, un tajā pie-
dalās 11 dal̄ıbnieki. Turn̄ıra laikā noskaidrojās, ka tieši divi tā
dal̄ıbnieki ir izspēlējuši vienādu skaitu partiju. Pierād̄ıt, ka tādā
gad̄ıjumā vai nu tieši viens šahists nav izspēlējis nevienu partiju,
vai ar̄ı tieši viens turn̄ıra dal̄ıbnieks ir izspēlējis visas partijas.

I Apskat̄ısim grafu G, kura virsotnes ir šahisti un kura di-
vas virsotnes ir savienotas ar šķautni tad un tikai tad, ja at-
tiec̄ıgie šahisti ir izspēlējuši partiju. Tā kā 11 > 3 un saskaņā
ar doto tieši divām grafa virsotnēm ir vienādas pakāpes, tad
no 6.2. teorēmas izriet, ka vai nu šajā grafā eksistē tieši viena
izolēta virsotne, vai ar̄ı šajā grafā eksistē tieši viena dominējoša
virsotne, t.i., vai nu tieši viens šahists nav izspēlējis nevienu
partiju, vai ar̄ı tieši viens turn̄ıra dal̄ıbnieks ir izspēlējis visas
partijas.J
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6.2. piez̄ıme. Ja G ir (n;m)-grafs ar virsotņu kopu

V G = {u1;u2; . . . ;un},
tad grafa G šķautņu grafs L(G) ir (m; s)-grafs, kur

s =
1

2

(
n∑

i=1

(deg ui)
2

)
−m.

Apskat̄ısim 3.(a) z̄ım. attēloto grafu G. Grafs G ir (n;m) grafs,
kur n = 7, m = 10, bet tā virsotņu pakāpes ir 2, 3, 4, 3, 3,
3 un 2. Tāpēc tā šķautņu grafs L(G) (skat. 3.(b) z̄ım.) ir
(m; s)-grafs, kur m = 10, bet

s =
1

2

(
22 + 32 + 42 + 32 + 32 + 32 + 22

)
− 10 = 20.
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(a) G (b) L(G)

(c) G un L(G)

3. z̄ım. Grafs G un tā šķautņu grafs L(G).
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