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1. Marsruts. Kede. Cikls

Grafa G virsotnu un skautnu virkni

Up, €1, U2, €2, ..., Ut, €, Ut 41, (1.1)

ka
€1 = UjU2, €2 = U2U3, ... , €t = UtUt41,
sauc par marsrutu, kas savieno virsotnes u; un ugy;, vai
(u1;ug41)-marsrutu. Citiem vardiem sakot, grafa G virsotnu un
skautpu virkne (1.1) ir marsruts, ja jebkuri divi pec kartas sekojosie
§is virknes elementi ir incidenti sava starpa. Marsrutu (1.1) var uzdot
ar ta virsotnu virkni
U, U2,y ... ,’ut+1
vai ta skautnu virkni
€1,€2,...,€¢.

Marsruta (1.1) ietilpstoSo skautnu skaitu ¢ sauc par marsruta (1.1)
garumu.
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Virsotnes w1 un usy; sauc par marsruta (1.1) attiecigi sakumu
un beigam, bet virsotnes ws,...,u; par marsruta (1.1) ieksejam
virsotném. Marsrutu (1.1) sauc par noslegtu vai ciklisku, ja u; =
Up41, t.d., ja §T marSruta beigas sakrit ar ta sakumu.

Marsrutu (1.1) sauc par val€ju, ja u; # uy1, t.i., ja ST marsruta
beigas nesakrit ar ta sakumu.

Apskatisim divas dazadas grafa G virsotnes u un v. Par visisako
marsrutu, kas savieno virsotnes u un v, sauc tadu (u; v)-marsrutu,
kura garums ir vismazakais starp visu (u; v)-marrutu garumiem. Par
attalumu starp grafa G virsotném u un v sauc visisaka (u;v)-
marsruta garumu.

Marsrutu sauc par kedi, ja visas §1 marsruta Skautnes ir dazadas.

Marsrutu sauc par vienkarsu kedi, ja (1) visas §1 marSruta vir-
sotnes, izgemot, varbut, ta sakumu un beigas, ir dazadas, (2) visas &1
marsruta Skautnes ir dazadas. Acimredzot, jebkura vienkarsa kede ir
kede, bet me katra kede ir vienkarsa kéde.
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Ciklisku kedi sauc par ciklu. Tatad cikls ir ciklisks marsruts, kura
visas Skautnes ir dazadas.

Ciklisku vienkarsu kedi, kuras garums ir lielaks vai vienads par 1,
sauc par vienkarsu ciklu!. Tatad vienkarss cikls ir ciklisks marsruts
ar lielaku vai vienadu par 1 garumu, kura visas virsotnes ir dazadas
(izpemot §1 marsruta sakumu un beigas, kuri ir vienadi) un kura
Skautnes ir dazadas. Jebkurs vienkarss cikls ir cikls, bet ne katrs cikls
ir vienkarss cikls. Atzimesim ari, ka jebkurs cikls ir kede, bet jebkurs
vienkarss cikls ir vienkarsa kede.

Jebkurs vienkarss cikls satur vismaz 3 skautnes. Vienkarsu ciklu
ar garumu ¢ sauc par ¢-ciklu un lidz ar to ¢ > 3. 3-ciklu sauc arT par
trijstari.

IMarsrutus, kas sastav tikai no vienas virsotnes, neuzskata par vienkarsiem
cikliem.
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1.1. piemers. 8,1,2,3,1,9 ir (8;9)-marsruts ar garumu 5, Sis marsruts
ir valgjs un tas nav vienkarsa kéde (jo taja virsotne 1 ieiet divas reizes),
tacu §is marsruts ir kede.

7 2 6

\ 4

1. zim.
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1.2. piemers. 3,7,4,10,8 ir (3;8)-marsruts (valgjs) ar garumu 4, Sis
marsruts ir vienkarsa kede un tatad ir ar1 kede.

7 2 6
4 10 3 1 9
8 5
2. zZim
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1.3. piemers. 1,3,2,1,3,8 ir (1;8)-marsruts (valgjs) ar garumu 5, Sis
marsruts nav kéde (jo taja skautne {1;3} ieiet divas reizes) un tatad
nav vienkarsa kede.

7 2 6

10 3 1 9

= ¢

3. zim.
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1.4. piemers. 3,7,4,10,8,3 ir ciklisks marsruts ar garumu 5, $is marsruts
ir vienkarss cikls un tatad ir arT cikls.

7 2 6
, 3
4 10 1 9
8 5
4. z1m
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1.5. piemers. 3,2,1,3,2,1,3 ir ciklisks marsruts ar garumu 6, §1s marsruts
nav cikls (jo katra §1 marsruta skautne {3;2}, {2;1}, {1;3} ieiet saja
marsruta divas reizes) un tatad nav art vienkarss cikls.

7 A\2 6

5. zim.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



1.6. piemers. 3,2,1,3 ir 3-cikls jeb trijsturis.

7 2 6
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1.7. piemers. 4,7,2,1,8,10,4 ir 6-cikls.
7 2 6
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1.1. teoréma. [1, p. 36] Pienemsim, ka M ir n-tas kartas grafa G
ar virsotnem ui, us, . . . , Uy, saistibas matrica. Visu to marsrutu,
kas savieno virsotni u; ar virsotni u; un kuru garums ir k (k>

1), skaits ir vienads ar matricas M k-tas pakapes M* elementu
m®
1] N

1 €1 3 €3 4

[N

5 €6
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1.8. piemers. Apskatisim 8. zim. attéloto grafu G. Tad

01100 2 11 21
10111 1 4210
M=|1 10 10|, M*=|12 311/,
01100 2 11 21
01000 1 0111
2 6 5 2 1 11 10 10 11 6
6 4 6 6 4 10 22 16 10 4
M3=1|56 4 5 2|, M*=| 10 16 16 10 6
2 6 5 2 1 11 10 10 11 6
14210 6 4 6 6 4

20 38 32 20 10
38 40 42 38 22

20 38 32 20 10
10 22 16 10 4
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Lo = e o (3) . .

Piemeram, ta ka my; = 4, tad virsotnes up un us savieno 4

marsruti ar garumu 3:
UU1U2U5, UU3U2US5, U2U4LULU5, U2U5ULUS;

—1.=. (5 . . s
taka mgs) = 22, tad virsotnes us un us savieno 22 marsruti ar garumu
5 utt.
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2. Sakariga grafa jedziens. Grafa kompo-
nentes

Grafu sauc par sakarigu, ja jebkuras divas ta virsotnes var savienot
ar marsrutu.

2.1. teorema. Grafs G ir sakarigs tad un tikai tad, kad jebkuru ta
virsotni u var savienot ar kadu grafa G fiksetu virsotni uyg.

Par grafa G sakarigu komponenti (vai grafa G komponenti)
sauc jebkuru ta maksimalu sakarigu apaksgrafu. Tatad grafs H ir
grafa G komponente, ja

1. grafs H ir sakarigs,

2. H < G, t.i., grafs H ir grafa G apaksgrafs,

3. ja H ir patvaligs grafa G sakarigs apaksgrafs, ka H < H , tad

H=H.
Ja H ir grafa G komponente, tad grafa H virsotnu kopu V H sauc

par grafa G sakariguma apgabalu. Grafa G komponensu skaitu
apzimeé ar k(G). Grafu, kuram ir vairak par vienu komponenti, sauc
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par nesakarigu grafu. Tatad grafs G ir nesakarigs tad un tikai tad,
kad k(G) > 1.

2.2. teorema. Jebkuru grafu G var vieniga veida izteikt ka savu
komponensu Gy, . .., Gy disjunktu apvienojumu, pie tam Sis grafa
G komponensu apvienojums ir noteikts viennozimaigi ar precizitati
lidz komponensu numeracijai.

» Grafa G virsotnu kopa definésim attieksmi ~ sadi: jebkuram
divam grafa G virsotném wu un v ir speka u ~ v tad un tikai tad,
kad vai nu u = v, vai arT grafa G eksiste kads marsruts, kas savieno
virsotnes w un v. Viegli parliecinaties, ka attieksme ~ ir ekvivalences
attieksme kopa VG. Tapec kopu VG var izteikt ka savu netuksu sav-
starpeji neskelosos apakskopu Vi, ..., Vj apvienojumu. Pienpemsim, ka
G; = G(V;) ir grafa G apaksgrafs, kuru ir inducgjusi grafa G virsotnu
apakskopa V; (i =1,...,k). Tad Gy,..., Gy ir grafa G komponentes,
pie tam grafs G ir apaksgrafu Gy, ..., Gy disjunkts apvienojums. <
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9. zim. Nesakarigs grafs ar 4 komponentem
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10 3 1 9

il

10. zim.
2.1. piemers. 10. zim. attelotais grafs ir sakarigs.

Savukart 9. zim. attelotais grafs G ir nesakarigs, jo, pieméram,
Saja grafa neeksiste neviens marsruts, kas savienotu virsotnes 1
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un 3. Grafam G ir 4 komponentes:

G ={V1; En},
Vi={1;7:8}, Eir={{Li7}{1;8}{87}},
Go = {Va; En},
Vo= {24,511},  Ea = {{2;4};{2;5}; {5;4}; {11;4}; {11; 5} },
Gz = {V3; B3},
Vs = {3;6;9;12}, Es = {{3;6};{3;9}; {9;6}; {12;6};{12;9}},
Gy = {Vy; By},

Vi={10}, E,=0.

2.3. teorema. Ja grafa G eksisté tiesi divas virsotnes ar nepara
pakapém, tad tas pieder vienai un tai pasai grafa G komponentei
un tapec grafa G eksiste marsruts, kas savieno $is virsotnes.

» Pienemsim, ka u un v ir vienigas grafa G virsotnes ar nepara
pakapem. Tad u un v pieder vienai un tai pasai grafa G komponentei.
Tiesam, pienemsim pretejo, ka virsotnes v un v pieder attiecigi divam
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dazadam grafa G komponentem G; un G;. Tad u ir grafa G; vieniga
virsotne ar nepara pakapi, kas ir pretruna ar to, ka jebkura grafa
(tatad arT grafa G;) nepara pakapes virsotnu skaits ir para skaitlis.
Ta ka u un v pieder vienai un tai pasai grafa G komponentei, kura
saskana ar definiciju ir sakarigs grafs, tad §aja komponente (un Iidz
ar to ar1 dotaja grafa G) eksisté marsruts, kas savieno virsotnes u un
V.4

2.2. piemers. Kada tala jura atrodas salu arhipelags Zimburiys,
kurs sastav no 17 salam, pie tam tikai divas §t arhipelaga apdzi-
votas vietas A un B atrodas $i arhipelaga nepara skaita sausze-
mes celu krustpunkta (arhipelaga salas ir noskirtas, t.i., Saja ar-
hipelaga nav tiltu, kas savienotu salas). Pieradit, ka apdzivotas
vietas A un B atrodas uz vienas arhipelaga salas.

» Apskatisim grafu G, kura virsotnes ir arhipelaga apdzivotas
vietas, pie tam divas virsotnes savienosim ar Skautni tad un tikai
tad, kad atbilstosas apdzivotas vietas ir savienotas ar sauszemes
celu. Acimredzot, grafam G ir vismaz 17 komponentes, pie tam,
ja divas grafa G virsotnes K un L pieder vienai un tai pasai
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grafa G komponentei, tad apdzivotas vietas K un L atrodas uz
vienas un tas paSas arhipelaga salas. Ta ka tikai divam grafa G
virsotném A un B ir nepara pakape, tad no 2.3. teorémas izriet,
ka §is virsotnes pieder vienai un tai pasai grafa G komponentei,
un tapec apdzivotas vietas A un B atrodas uz vienas un tas
pasas arhipelaga salas. <

Ja G ir sakarigs grafs ar n virsotném, tad ta skautnu m minimalais

skaits ir n — 1, bet maksimalais skaits ir @, t.i.,

no1l<m< ™M =1

2
Vispariga gadijuma (t.i., ja grafs G ne obligati ir sakarigs), saistibu
starp grafa G virsotnu, Skautnu un komponensu skaitu izsaka nakama
teorema.

(2.2)

2.4. teorema. Ja grafa G virsotpu skaits ir n, skautypu skaits ir m,
bet komponensu skaits ir k, tad
(n—k)(n—-k+1)
5 )

n—k<m< (2.3)
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Nevienadibas (2.2) ir nevienadibu (2.3) specialgadijums, ja k = 1.
Minesim vairakus nosacijumus, lai grafs butu sakarigs.
2.5. teorema. Jan-tas kartas grafa G minimalajai virsotnu pakapei
ir speka
n—1
5

8(G) =

tad G ir sakarigs grafs.
2.6. teorema. Ja (n,m)-grafam G ir speka
(n—1)(n-2)

m>

tad G ir sakarigs grafs.

2.7. teorema. [2, p. 196], [1, p. 37| Piepemsim, ka M ir n-tas
kartas grafa G saistibas matrica. Grafs G ir sakarigs tad un
tikai tad, kad matricas

MA+M?+- -+ M}
visi elementi, kas atrodas arpus galvenas diagonales, nav vienadi
ar nulli.
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2.1. piezime. Nemot vera, ka M ir binara matrica, secinam, ka, ja
kadas matricas M* (1 < i < n—1) elementi arpus galvenas diagonales
nav vienadi ar nulli, tad grafs G ir sakarigs.

2.3. piemeérs. Ta ka 1.8. piemeéra apliikotajam grafam matricas M3
elementi arpus galvenas diagonales nav vienadi ar nulli, tad 8. zim.
attelotais grafs G ir sakarigs.
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3. Orgrafu sakarigums

Orgrafa G virsotnu un loku virkni
Up, €1, U2, €2, ..., Ut, €, Ut 41, (3.4)

ka
e1 = (ug;ug), ea = (ug;ug), ..., er = (Ug; Uss1),
sauc par (orientétu) marSrutu, kas savieno virsotnes u; un
Ugt1, vai (ug;ugyq)-marsSrutu. Marsrutu (3.4) var uzdot ar ta vir-
sotnu virkni
UL, U2,y ooy U1
vai ta loku virkni
€1,€2,...,€¢.
Marsruta (3.4) ietilpstoso loku skaitu ¢ sauc par marsruta (3.4)
garumu. Virsotnes u; un wu;y; sauc par marsruta (3.4) attiecigi
sakumu un beigam. Marsrutu (3.4) sauc par noslégtu vai cik-
lisku, ja w3 = ugy1, t.d., ja ST marSruta beigas sakitt ar ta sakumu.
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Marsrutu (3.4) sauc par valgju, ja u; # ugtq, t.1., ja § marSruta
beigas nesakrit ar ta sakumu.

Marsrutu (3.4) sauc par karkasveida marsrutu, ja tas satur visas
orgrafa G virsotnes.

Apskatisim divas dazadas orgrafa G virsotnes u un v. Par visisako
marsrutu, kas savieno virsotnes u un v, sauc tadu (u; v)-marsrutu,
kura garums ir vismazakais starp visu (u; v)-marsrutu garumiem. Par
attalumu starp orgrafa G virsotném u un v sauc visisaka (u;v)-
marsruta garumu. Visparigd gadijuma attalums starp w un v nav
vienads ar attalumu starp v un u.

Marsrutu sauc par kedi, ja visi §1 marsruta loki ir dazadi. Marsrutu
sauc par celu, ja visas §1 marSruta virsotnes, iznemot, varbit, ta
sakumu un beigas, ir dazadas. Acimredzot, jebkurs cels ir kéde, bet
ne katra kéde ir cels.

Ciklisku celu sauc par kontaru.

Orgrafa G virsotyu un loku virkni (3.4) sauc par pusmarsrutu, ja
e; = (ui; uir1) val e; = (ui1;uq) jebkurami = 1,2, ... t. Acimredzot,
jebkur§ marsruts ir pusmarsruts, bet ne otradi.
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Orgrafa G pusmarsrutu sauc par karkasveida pusmarsrutu, ja
tas satur visas orgrafa G virsotnes.

Saka, ka orgrafa GG virsotne v ir sasniedzama no 51 orgrafa
virsotnes u, ja orgrafa G eksisté (u; v)-marsruts. Uzskata, ka jebkura
orgrafa virsotne ir sasniedzama no sevis pasas.

Orgrafu sauc par

e stingri sakarigu, ja jebkuras divas orgrafa virsotnes ir sas-

niedzamas viena no otras;

e vienpusegji sakarigu, ja no jebkuram divam orgrafa virsotnem

vismaz viena ir sasniedzama no otras;

e vaji sakarigu vai sakarigu, ja jebkuras divas ta virsotnes var

savienot ar pusmarsrutu;

e nesakarigu, ja tam atbilstoSais neorientétais grafs ir nesakarigs.

Acimredzot, orgrafs ir vaji sakarigs tad un tikai tad, kad tam at-
bilstosais neorientetais grafs ir sakarigs.
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3.1. piemers. 8,1,3,2,1,3,7 ir valgjs (8;7)-marsruts ar garumu 7, §is
marsruts nav kéde (jo taja loks (1;3) ieiet divas reizes), lidz ar to §is
marsruts nav art cels.

7 2 6

<
~

11. zim.
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3.2. piemers. 2,1,9,5,8,1,3 ir valgjs (2;3)-marsruts ar garumu 6, $is
marsruts ir keéde, jo visi taja ieejosie loki ir dazadi), tacu sis marsruts
nav cels (jo taja virsotne 1 ieiet divas reizes).

7 2 6

od Py

Y

J

12. zim.
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3.3. piemers. 3,2,1,9,5,8,10 ir valgjs (3;10)-marsruts ar garumu 5, $is
marsruts ir cel§ (jo visas taja ieejosas virsotnes ir dazadas), lidz ar to
§is marsruts ir art kede.

7 2 6

Y

<
~J

13. zim.
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3.4. piemers. 8,1,3,2,1,9,5,8 ir ciklisks marsruts ar garumu 7, Sis
marsruts nav kontirs (jo taja virsotne 1 ieiet divas reizes).
7 2 6

od o »
< >

14. zim.
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3.5. piemers. 3,2,1,9,5,8,10,3 ir konturs.
7 2 6

od rY
J

Y

15. zim.
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3.6. piemers. 9,6,2,1,3,7 ir pusmarsruts, kas nav marsruts.
7 2 6

16. zim.
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3.7. piemers. 2,1,9,5.8 3,2, 6,9,5,8,3,2,7,4,10,3,2 ir ciklisks karkas-
veida marSruts, jo tas satur visas orgrafa G virsotnes.
7 6

17. zim.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



35
3.1. teorema. I[r speka Sadi apgalvojumi.

e Orgrafs ir stingri sakarigs tad un tika
tad, kad taja eksiste ciklisks karkasveida
marsruts.

e Orgrafs ir vienpuséjt sakarigs tad un
tikas tad, kad taja eksisté karkasveida mar-
STuts.

e Orgrafs ir vajgi sakarigs tad un tikai tad,
kad taja eksisté karkasveida pusmarsruts.

3.8. piemers.
Saskana ar 3.1. teorému 17. zim. attelotais orgrafs ir stingri sakarigs,
jo tas satur ciklisku karkasveida marsrutu

2,1,9.5,8,3,2,6,9,5,8,3,2,7,4,10,3,2.
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3.9. piemers. 18. zim. attelotais orgrafs ir stingri sakarigs, jo tas
satur ciklisku karkasveida marsrutu 1,2,3,4,1.

»
Ao >e 3
1o« 4
< \ 4
18. zim.
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3.10. piemers. 19. zim. attelotais orgrafs ir vienpuseji sakarigs, jo
tas satur karkasveida marsrutu 2,3,4,1. Orgrafs nav stingri sakarigs!

»
2 >e 3
1!4 4
< A 4

19. zim.
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3.11. piemers. 20. zim. attelotais orgrafs ir vaji sakarigs, jo tas satur
karkasveida pusmarsrutu 2,3,4,1. Orgrafs nav vienpuséji sakarigs, un
lidz ar to tas nav stingri sakarigs!

2 > 3

20. z1m.
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3.12. piemers. 21. zim. attelotais orgrafs G4 ir nesakarigs.

.

21. zim.
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3.1. piezime. leprieks minetos jedzienus var uzskatami ilustret, ja
uzskatit, ka orgrafs atteélo ielu ar vienvirziena kustibu shemu (ielu
krustojumi - virsotnes, loki - ielas ar vienvirziena kustibu).
e Ja ielu shemai atbilst stingri sakarigs orgrafs, tad no jebkura
krustojuma var aizbraukt uz jebkuru citu krustojumu, nepar-
kapjot celu satiksmes noteikumus.

e Ja ielu shemai atbilst vienpuseji sakarigs orgrafs, kas nav stingri
sakarigs orgrafs, tad
— no jebkuriem diviem krustojumiem viens ir tads, ka no ta
var aizbraukt uz otru krustojumu, neparkapjot celu satik-
smes noteikumus,
— eksiste tadi divi krustojumi, ka no viena no tiem var aiz-
braukt uz otru tikai parkapjot celu satiksmes noteikumus.
e Ja ielu shemai atbilst vaji sakarigs orgrafs, kas nav vienpuséji
sakarigs orgrafs, tad

— no jebkura krustojuma var aizbraukt uz jebkuru citu krus-
tojumu, iespejams, parkapjot celu satiksmes noteikumus,
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— eksiste tadi divi krustojumi, ka no viena no tiem var aiz-

braukt uz otru tikai parkapjot celu satiksmes noteikumus.

e Ja ielu shemai atbilst nesakarigs orgrafs, tad eksiste tadi divi

krustojumi, ka nav neviena cela, kas savienotu Sos divus krus-

tojumus (piemeéram, Sie krustojumi atrodas pilseétu skersojosas
upes dazadas puses, kuras nav savienotas ar tiltu).
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