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4
1. Uzdevums par trim majam un trim akam

Dazos gadijumos ir svarigi noskaidrot, vai dotajam grafam ek-
sisté geometriska interpretacija ar noteiktam Ipasibam, piemeram, vai
dotajam grafam eksisté geometriska interpretacija, ka nekadam divam
tas skautnem nav kopigu punktu, iznemot, varbut, to galavirsotnes.

Uzdevums par radioelektronikas shemu projektesanu. Ra-
dioelektronika shemas elementi tiek izvietoti uz plakanas plates, kas
nevada stravu, un tiek savienoti ar stravu vadoSiem celiniem, kas atro-
das uz plates un nav izoleti. Ta ka stravu vadosie celini nav izoleti,
tad tie drikst krustoties tikai kada shemas elementa. Vai ir iespejams
realizet doto shemu uz plates vienas puses?

Lidzigs uzdevums rodas, projektejot satiksmes shemas, kas sastav
no dzelzcela linijam un autoceliem un kuras nav velamas parbrauktu-
ves.

Par plakanu grafu sauc geometrisku grafu, kura nekadam divam
skautném nav kopigu punktu, iznemot incidento abam skautném vir-
sotni, ja $is Skautnes ir blakusskautnes.
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Par planaru grafu sauc grafu, kuram eksiste vismaz viena plakana
geometriska realizacija.

Tatad uzdevuma par radioelektronikas shemu projektesanu ir ja-
noskaidro vai shemai atbilstosais grafs ir planars, t.i., vai shemai atbil-
stosajam grafam eksiste vismaz viena plakana geometriska realizacija.

1. zim. Uzdevums par trim majam un trim akam
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Nakamais uzdevums vedina uz domu, ka ir arT neplanari grafi.

Uzdevums par trim majam un trim akam. Dotas tris majas
1,2 un 3 un tris akas 4,5 un 6 (skat. 1. zim.). Maju iemitnieki nolema
iemit tacinas no katras majas lidz katrai akai ta, lai tacinas nekrus-
totos. Vai tas ir iespgjams? So uzdevumu grafu teorijas valoda var
formulet §adi: vai pilnais divdalu grafs K3 3 ir planars? Ja meginasim
uzzimet Sadas devinas tacinas, tad cietisim neveiksmi: viegli uzzimet
astonas tacinas, kas savstarpeji nekrustojas, tacu devita tacina noteikti
krustos vienu no jau uzzimeétajam astonam tacinam. Ta nav ne-
jausiba, jo turpmak tiks pieradits, ka pilnais divdalu grafs K33 nav
planars.

Dazkart uzdevums par trim majam un trim akam tiek formuléts ka
uzdevums par gazi, deni un elektribu: vai ir iespgjams savienot

katru no trim majam ar gazes, udens un elektribas avotiem ta, lai
piegades linijas nekrustotos (skat. 2. zim.)?
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2. zim. Uzdevums par gazi, ideni un elektribu.
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1.1. teoréma. [Vagnera teoréma, 1936. g.] [1, 168. Ipp.]
Jebkuram planaram grafam eksiste tada plakana jeometriska in-
terpretacija, kuras katra skautne ir taisnes nogrieznis.

(a) (b) (c)

3. zim. Pilna grafa K4 tris geometriskas interpretacijas:
(a) - neplakana geometriska interpretacija,
(b) - plakana geometriska interpretacija, kuras viena Skautne nav taisnes
nogrieznis,

(c) - plakana geometriska interpretacija, kuras visas Skautnes ir taisnes nogriezni.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



2. Eilera formula

Apskatisim plakanu grafu G. Par grafa G skaldni sauc mak-
simalo (attieciba pret plaknes apakskopu saime defineto attieksmi C)
plaknes apakskopu, ka jebkurus divus $is apakskopas punktus var
savienot ar lauztu liniju L : AgAiAs... A; ta, ka lauzta linija L,
iznemot varbut tas galapunktus Ag un A;, nekrusto nevienu grafa G
skautni. Par grafa G skaldnes robezu sauc plaknes apakskopu,
kas sastav no visam Sai skaldnei piederosajiem grafa G skautnu punk-
tiem. Ja « ir grafa G skaldne, tad tas robezu apzimé ar da. Ja «
ir grafa G skaldne, tad plaknes apakskopu «a \ da sauc par skaldnes
« ieksieni. Grafa G skaldni, kuras robeza ir trijsturis, art sauc par
trijstiri. Plakana grafa G skaldnes, kuram ir kopiga skautne, sauc
par blakusskaldnem.

2.1. teoréma.

1. Jebkurs plaknes punkts pieder vismaz vienai plakana grafa
G skaldnei.

2. Visas plakana grafa G skaldnes ir ierobeZotas, izpemot vienu,
kuru sauc par grafa G arejo skaldnai.
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3. Pienemsim, ka o ir plakana grafa G patvaliga skaldne, bet

e ir kada $t grafa skautne. Ir speka sadi apgalvojumi.

(a) Vai nu skautne e atrodas uz skaldnes o robezas, vai
art Skautnei e nav kopigu punktu ar skaldni o, izpemot
varbut skautnes e galavirsotnes.

(b) Ja skautne e pieder kadam grafa G vienkarsam ciklam,
tad skautne e ir kopiga tiesi divam grafa G skaldnem
(t.i., Skautne e atrodas tiesi uz divu grafa G skaldnu
robezas).

(¢) Ja Skautne e nepieder nevienam grafa G vienkarsam
ciklam, tad $kautne e atrodas uz vienas un tikai vienas
grafa G skaldnes robeZas.

4. Jebkura plakana grafa skautne ir kopiga ne vairak ka divam

St grafa skaldnem.

5. Ja katras plakana grafa G (|G| > 3) skaldnes robeza ir
vienkarss cikls, tad katra $t grafa skautne ir kopiga tiesi
divam dota grafa skaldnéem.
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4. zim. Grafam G ir 4 skaldnes: «, 8, v - grafa G ieksejas
skaldnes, 0 - grafa G ar€ja skaldne.

2.1. piemers. 4.zim. attélots sakarigs plakans grafs G ar 4 skaldnem
a, B, v un 9§, pie tam ¢ ir grafa G areja skaldne.
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2.2. teoréma. [Eilera teoréma, 1758. g.] Jebkuram sakarigam
plakanam grafam G ir speka vienadiba

n—m+ f=2, (2.1)

kur n ir visu grafa G virsotpu skaits, m ir visu grafa G Skautnu
skaits, bet f ir visu grafa G skaldpu skaits. Vienadibu (2.1) sauc
par FEilera formulu.

» Teorémas pieradijuma ideja ir sada. Apskata grafa G karkasu T,
t.i., tadu grafa G apaksgrafu T, ka T ir koks un VT = VG. Karkasa
T virsotyu, skautpu un skaldipu skaitu apzimesim ar attiecigi ng, mg
un fo. Ta ka T ir grafa G karkass, tad ng = n. Saskana ar koka
kriteriju mg = ng — 1. Acimredzot, kokam T ir tikai viena skaldne
(- argja), t.i., fo=1. Takang—mo+ f=no—(ng—1)+1=2, tad
karkasam T Eilera formula ir speka. Talak karkasam T pievienojam
trukstosas grafa G skautnes. Pienemsim, ka karkasam T ir japievieno
s trukstosas grafa G skautnes. Ar H; (i = 0,1,...,s) apzimeésim grafu,
kuru ieguist, pievienojot karkasam T i trukstosas grafa G skautnes.
Actmredzot, Hy =T, bet H; = G. Ar n;, m; un f; apzimésim grafa
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H; attiecigi virsotnu, skautnu un skaldnu skaitu. Katra soli virsotnu
skaits nemainas, savukart gan Skautnu, gan skaldnu skaits palielinas
par 1:

Nit1 =m0, Mg =m;+1, fig1=fi+1
Ta ka Eilera formula ir speka karkasam T, tad ta bis speka ar1 jeb-
kuram grafam H; (un tatad arT grafam G!), jo

Nig1 —Mit1 + fixr=ni—(ms + D)+ (fi+1) =n, —m; + f
(i=0,1,...,5—1). <

2.2. piemers. Talak ir sniegta Eilera teoremas pieradijuma ilustra-
cija 4. zim. attelotajam grafam G:

Hy=1T: ng=29, mg=8, fo=1, ng—mg+ fo=2,
Hy: ni =9 m; =9, f1=2, ng—mi+ f1 =2,
H,: no =9, mo =10, fo=3, no—mgo+ fo =2,

H; =G ny =9, mg=11, f3=4, n3—m3+ f3=2.
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2.3. piemers. 8. zim. attelotajam grafam:
n=9 m=11, f=4,
n—m+f=9-11+4=2.
2.4. piemers. Telekomunikaciju firma nolema izvietot katra pilse-
tas kvartala vienu telefona automatu. Cik telefona automatu

tiks uzstadits, ja pilseta ir 155 krustojumi un 260 ielu posmi
starp krustojumiem?

Aplukosim grafu G, kura virsotnes atbilst krustojumiem, bet
Skautnes - ielu posmiem starp krustojumiem. Tad G ir plakans
grafs, kura ieksejam skaldném atbilst pilsetas kvartali. Saskana
ar Eilera formulu grafam G ir

f=m-n+2=260—-155+2 =107

skaldnes: 106 ieksejas skaldnes un 1 areja skaldne. Tatad pilséeta
tiks uzstaditi 106 telefona automati.
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2.1. piezime. FEilera formulas visparinajums patvafigam plakanam
grafam:
n—-m+f=k+1,
kur
n ir visu grafa G virsotpu skaits,
m ir visu grafa G Skautnpu skaits,
f ir visu grafa G skaldpu skaits,
k ir visu grafa G komponensu skaits.
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Atzimeésim vairakus svarigus apgalvojumus, kas izriet no Eilera
formulas.

1. sekas. Jebkuram izliektam daudzskaldnim ir spéka vienadiba (2.1).

» Centrali projicesim izliektu daudzskaldni D uz apvilkto ap
So daudzskaldni sferu S (projicésanas centrs - sferas centrs).
Piepemsim, ka D ir daudzskaldna D attels Saja projicesana.
Figaru D projicesim plakné P, lietojot stereografisko projek-
ciju, uzskatot, ka sferas ziemelpols neatrodas uz daudzskaldna
D skautnes attela. Figuras D attels stereografiskaja projekcija
D ir plakans sakarigs grafs, tapec tam ir speka Eilera formula.
Acimredzot, ka §T formula ir speka arT dotajam daudzskaldnim. 4
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2. sekas. Jebkuram sakarigam planaram grafam G ar vismaz 3 vir-
sotnem ir spéka nevienadiba
m < 3n — 6.
» Ta ka grafa G plakanaja realizacija H jebkura Skautne ir
kopiga ne vairak ka divam skaldnem, tad
2m > mq +mg + - +my,
kur 2m ir divkarsots skautnu skaits, bet ms (s =1,2,..., f) ir
s-tas skaldnes skautnu skaits. Ta ka grafa H katra skaldne ir
ierobezota ar vismaz 3 skautném, tad
my+mg+---+myp>3+3+---+3=3f.
—_—
f
Tatad 2m > 3f. Nemot vera Eilera formulu, iegusim
2m

2:n—m+f§n—m+?,
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no kurienes izriet

2
2§nfm+?m jeb 3n—3m+2m >6 jeb m <3n—6. «
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3. sekas. Jebkura planara grafa G eksisté virsotne, kuras pakape nav
lielaka par 5.

» Pienemsim pretejo, ka eksiste tads planars grafs G, ka jebku-
rai ta virsotnei u ir speka degu > 6. Apskatisim kadu grafa G
komponenti Gg. Acimredzot, Gq ir sakarigs planars grafs, pie
tam jebkurai grafa G virsotnei u ir speka degu > 6. Pienemsim,
ka G ir (ng;mg)-grafs. Nemot véera Lemmu par rokasspiedie-
niem, iegusim
6ng < Z degu = 2my,
ueV Gy

no kurienes izriet, ka 3ng < mg. Saskana ar 1. sekam mgy <
3ng — 6. Tatad 3ng < 3ng — 6 jeb —6 > 0. Ieguvam pret-
runu. Tatad pienémums nav patiess, un jebkura planara grafa
G eksiste virsotne, kuras pakape nav lielaka par 5. <
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4. sekas. Grafi K5 un K33 nav planari.
» a) Piegemsim pretgjo, ka grafs K ir planars. Tad ir jaizpildas
nevienadibai m < 3n—6. Ta ka pilna grafa K5 virsotnu skaits ir
n = 5, bet skautnu skaits ir m = 10, tad ir jaizpildas 10 < 3-5—6
jeb 10 < 9. Tacu pedeja nevienadiba nav patiesa. Tatad pilnais
grafs K5 nav planars.

b) Pienemsim pretgjo, ka grafs K33 ir planars. Ta ka grafa
K3 3 plakanaja realizacija jebkura Skautne ir kopiga ne vairak
ka divam skaldnem, tad
2m > mq +mg + - +my,
kur 2m ir divkarsots skautnu skaits, bet ms (s = 1,2,..., f) ir
s-tas skaldnes Skautnu skaits. Ta ka grafa K33 nav trijsttru,
tad ta plakanaja realizacija katra skaldne ir ierobezota ar vismaz
4 skautnem. Tapec
mi+mo+---+mp>4+44---+4=4f
S
f
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Tatad 2m > 4f jeb m > 2f. Ta ka grafs K33 ir planars, tad
saskana ar Eilera formulu n —m+ f =2 jeb 6 -9+ f = 2
jeb f =5. Tapec 9 > 2-5 = 10. Ieguvam pretrunu. Tatad
pienemums nav patiess, un grafs K3 3 nav planars.<
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5. sekas. Ja sakariga plakana (n;m)-grafa G katras skaldnes robeza

ir r-cikls (t.i., vienkarss cikls ar garumu r), tad m = %

» Ta ka katras grafa G skaldnes robeza ir vienkarss cikls, tad
saskana ar 2.1. teorémas 5. apgalvojumu katra grafa G skautne
ir kopiga tiesi divam grafa G skaldném. Tapéc
2m=mi+mo+---+my=r+r+---+r=fr
—_——

f
kur mg =r (s = 1,2,..., f) ir grafa G s-tas skaldnes skautyu
skaits. Nemot vera Eilera formulu, ieguisim
r(n—2)

2
n—m+—m:2 jeb nr—mr+2m =2r jeb m = 5
r r—
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3. Maksimali plakani grafi

Sakarigu planaru (plakanu) grafu G (|G| > 3) sauc par mak-
simalu planaru (plakanu) grafu, ja, pievienojot grafam G jebkuru
skautni e, iegiitais grafs G + e nav planars (plakans).

Sakarigu plakanu grafu G (|G| > 3) sauc par plakanu trian-
gulaciju, ja jebkura ta skaldne (argjo ieskaitot) ir trijsturis.

3.1. teorema. Sakarigs plakans grafs G (|G| > 3) ir maksimals pla-
kans grafs tad un tikai tad, kad G ir plakana triangulacija.

1. sekas. Ja G ir maksimals plakans (n;m)-grafs, tad m = 3n—6 un
f=2n—-4.

» Ja G ir maksimals plakans (n;m)-grafs, tad saskana ar 3.1. teo-
réemu G ir plakana triangulacija, un tapéc katras grafa G skaldnes
robeza ir 3-cikls. Lietojot 2.2. teoremas 5. sekas, iegtisim, ka
m = 3(n 2) jeb m = 3n — 6. No Eilera formulas atrodam, ka

f:2—n+m—2n—4<
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kk

(b) H=G + {1;4}

9. zim. Grafs G nav maksimals plakans grafs, jo, pievienojot
tam Skautni {1; 4}, iegust plakanu grafu H = G+{1;4}. Grafs

H ir plakana triangulacija.

2. sekas. Ja G ir plakana triangulacija ar vismaz cetram virsotném,
tad jebkurai grafa G virsotnei u ir speka degu > 3.
» Apskatisim patvaligu grafa G virsotni u.
Pieradisim, ka virsotnei u eksiste blakusvirsotne v. Pienemsim
pretejo, ka virsotnei v nav nevienas blakusvirsotnes. Tad grafs
G saturés komponenti G; (VG; = {u}, EGy; = () un vismaz
vienu atskirigu no GG; komponenti, jo grafam G ir vismaz cetras
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virsotnes. Ieguvam pretrunu, jo grafs G, budams plakana trian-
gulacija, ir sakarigs. Tatad pienémums nav patiess, un grafa G
virsotnei u eksiste blakusvirsotne v.

10. zim.

Ta ka skautne uv pieder kadai grafa G skaldnei I'y, bet jebkura
grafa G skaldne ir trijstiiris (jo G ir plakana triangulacija), tad
eksiste tada grafa G virsotne wy (wy # u, wy # v), ka trijstu-
ris w, v, wy, w ir skaldnes I'; robeza. Ta ka G ir plakana trian-
gulacija, t.i., katra grafa G skaldne ir trijsturis, tad katras grafa
G skaldnes robeza ir vienkarss cikls. Saskana ar 2.1. teorémas
5. apgalvojumu skautne uv pieder vel kadai grafa G skaldnei I'y
ar robezu uvwou (we # u, wy # v). Pleradisim, ka wy # ws.
Pienemsim pret€jo, ka w; = ws. Tad viena no skaldnéem I'y

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



30

vai I's ir iekSgja, bet otra argja. Ta ka grafs G ir sakarigs, tad
grafam G ir tikai 3 virsotnes, kas ir pretruna ar to, ka grafam G ir
vismaz 4 virsotnes. Tatad pienémums nav patiess, un Iidz ar to
w1 # wo. Tadejadi patvaliga grafa G virsotne ir blakusvirsotne
ar 3 dazadam grafa GG virsotnem v, w; un ws, t.i., degu > 3.4
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4. Plakana multigrafa geometriski dualais
pseidografs

Jebkuram plakanam multigrafam G var piekartot plakanu pseido-
grafu G* sadi.
e Katras multigrafa G skaldnes «; (i = 1,2,...,f; [ ir grafa G
skaldnu skaits) ieksiene izvelesimies punktu v} (i =1,2,..., f).
Punkti uf (i =1,2,..., f) kalpos par pseidografa G* virsotném.

e Katrai multigrafa G skautnei e piekartosim nepartrauktu Imiju
e* bez paskrustosanas punktiem, ka
— Imija e* savieno punktus w, kuri pieder tam skaldnem
(vienai vai divam), kuru robeza satur skautni e;
— Imija e* krusto Skautni e, bet neiet caur skautnes e vir-
sotnem.
Visas sada veida iegtutas Iijas e* kalpos par pseidografa G*
Skautnem, pie tam linijas e* var izveleties ta, ka tas savstarpeji
nekrustosies, iznemot varbut So Imiju galapunktos.
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Plakanam multigrafam G piekartoto plakano pseidografu G* sauc
par multigrafa G geometriski dualo grafu.

11. zim. Plakans grafs G un ta geometriski dualais grafs G*.
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Atzimesim dazas pseidografa G* ipasibas.
1. Pseidografa G* cilpas atbilst multigrafa G tiltiem.

2. Pseidografa G* kartejas Skautnes atbilst tam multigrafa G skal-
dnem, kuram ir vismaz divas kopigas skautnes.

3. Pseidografs G* vienmer ir sakarigs.
4. Ja G ir multigrafs bez tiltiem, tad G* arT ir multigrafs.

5. Ja multigrafam G ir n virsotnes, m Skautnes un f skaldnes, tad
pseidografam G* ir n* = f virsotnes, m* = m Skautnes un
f* = n skaldnes.
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5. Planaritates kriteriji

5.1. Vagnera teorema

Saka, ka grafu GG var savilkt par grafu H, ja grafu H var iegut
no grafa G, pielietojot grafam G galigu skaitu Skautnes savilksanas
operaciju.

5.1. teorema. [Vagnera teoréma, 1937. g.][1, 169. lpp.] Grafs
ir planars tad un tikai tad, kad tam nav apaksgrafu, kurus var
savilkt par grafu Ks vai K3 3.

5.1. piemeérs. Ta ka Petersena grafu var savilkt par pilno grafu
Ks(skat. 12. zim.), tad saskana ar Vagnera teoremu' Petersena
grafs ir neplanars grafs.

1Petersena grafam eksisteé apaksgrafs - pats Petersena grafs, kuru var savilkt
par pilno grafu Ks.
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12. zim. Petersena grafu var savilkt par pilno grafu Ks.
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5.2. Pontrjagina-Kuratovska teorema

Divus grafus G; un G5 sauc par homeomorfiem grafiem, ja tos
var ieguit no kada grafa G, sadalot grafa G skautnes.

(a) @ (b) G1 (c) Go

13. ztm. Grafi G1 un G2 ir homeomorfi, jo tie ir iegtti no grafa G, sadalot ta

skautnes.
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Pirmo planaritates kriteriju neatkarigi viens no otra ieguva L. Pon-
trjagins 1927. gada un K. Kuratovskis 1930. gada.
5.2. teoréma. [Pontrjagina-Kuratovska teorémal][l, 160. lpp.]
Grafs ir planars tad un tikai tad, kad tam nav apaksgrafu, kuri
ir homeomorfi grafam Ks vai K3 3.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



14. zim. I,. Pontrjagins
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L. Pontrjagins (1908-1988) - padomju
matematikis. 14 gadu vecuma negadijuma
zaudeja redzi. 1929. gada beidza Mas-
kavas universitati. 1958. gada kluva
par PSRS Zinatpu akademijas akademiki.

Galvenie petijumu virzieni:

e diferencialvienadojumu teorija,
e topologija,

e svarstibu teorija,

e vadibas teorija,

e variaciju rekini,

e algebra.

1932. gada ieguva nozimigus rezultatus Beti grupu teorija. Sniedza
nozimigu ieguldijumu homotopiju teorija (Pontrjagina klases). Izvei-
doja optimalo procesu matematisko teoriju (Pontrjagina maksimuma
princips). Planaru grafu kritérijs ir atrodams Pontrjagina nepub-
licetas piezimes, tapéec 5.2. teoremu dazkart sauc art par Kuratovska
teorému, neminot Pontrjagina vardu.
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K. Kuratovskis (Kazimierz Kuratowski, 1896-1980) - polu
matematikis, viens no galvenajiem polu topologiskas skolas parstavjiem.
Galvenie petijumu virzieni:
e topologija,
e grafu teorija,
e kopu teorija,
e reala mainiga funkciju teorija.
Attistija topologiskas telpas aksio-
matiku, petija plaknes topologiju, to-
pologijas saistibu ar analitisko funkciju
teoriju.
Polu matematikas biedribas prezi-
dents (1946-1953).
Planaru grafu kriterijs ir vina vis-
labak pazistamais rezultats.

15. zim. K. Kuratovskis
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6. Neplanaru grafu raksturojumi

6.1. Grafa krustosSanas skaitlis

Par grafa G krustoSanas skaitli cr(G) sauc vismazako divu
Skautnu krustosanas skaitu punktos, kas ir atskirigi no virsotnem,
realizejot So grafu uz plaknes.

o cr(G) =0 tad un tikai tad, kad G ir planars grafs.

1 my|n=-1||n-2| [ n—-3
< - |= .
cr(Kn) 4{2” 2 }{ 2 }{ 2}
Piemeram, ta ka
1 (5] [5—1 5—2 5—3 1
w3 [o) 5] 5] 5] oo
un Ks nav planars grafs, tad cr(Ks) = 1, t.i., pilna grafa Ks
krustosanas skaitlis ir vienads ar 1 (skat. 17. zim.).
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<[] [25) 1 [25Y]

Piemeram, ta ka

s ] 15 [ [51] -0

un grafs Kz 3 nav planars grafs, tad cr(Ks3) = 1, t.i., pilna

divdalu grafa Ksg krustoSanas skaitlis ir vienads ar 1 (skat.
16. zim.).
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16. zim. cr(K33) =1

17. ztm. cr(Ks5) =1
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6.2. Grafa biezums

Atgriezisimies pie uzdevuma par radioelektronikas shemu projekte-
sanu. Ja shemai atbilstosais grafs nav planars, tad kads ir minimalais
vienpuseju plasu skaits, kas ir nepiecieSams, lai realizétu shemu?

Par grafa G biezumu ¢(G) sauc vismazako grafa G planaro
apaksgrafu skaitu, kuru apvienojums vienads ar G.

Tatad, ja shémai atbilstosa grafa biezums ir vienads ar s, tad
vismazakais vienpusgju plasu skaits, kas ir nepiecieSsams, lai realizetu
shemu, ir vienads ar s.

e t(G) =1 tad un tikai tad, kad G ir planars skaitlis.
o Ja G ir sakarigs (n;m)-grafs, tad
m m+3n—7
> > |
t(G)_L%n—G[’ t(G)_[ 3n—=6 ]’

kur |x[ ir vismazakais veselais skaitlis, kas ir lielaks vai vienads
par x, bet [x] ir vislielakais veselais skaitlis, kas ir mazaks vai
vienads par x.
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e Pilna grafa K, biezums [3, 2. lpp.]:

1, 1<n <4,
2, 5<n <8,
tHK,) = 3, 9 <n <10,
2
} n:; [, n > 10.
o Pilna divdalu grafa K, biezums:
p+o
- [255]

Piemeram,

=[] <
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6.1. piemers. Inzenieris Berzigs izveidoja radioelektronikas shemu,
kas sastav no 200 elementiem un 2000 vaditajiem, kas savieno
Sos elementus. Vai o shemu var realizét uz vienpuséjas plates?
Ja atbilde uz ieprieksejo jautajumu ir noliedzosa, vai shemu var
realizet 3 vienpus€ju plasu apvienojuma veida?

Apskatisim grafu G, kas atbilst shemai. Tad
n = 200, m = 2000.
1) So shému nevar realizet uz vienpuséjas plates. Tiesam, ja
pienemt pretejo, ka shemu var realizet uz vienpusejas plates,
tad G ir sakarigs planars grafs, un tapéc saskana ar 2. sekam no
Filera teoremas ir jaizpildas m < 3n — 6, tacu
m = 2000 > 594 = 3 - 200 — 6 = 3n — 6.
m 2000
2) Ta ka t(G) > = = 13,36...] = 4, tad
) ()_}3716[ }594[ ) [
shemas realizeSanai ir jaizmanto vismaz 4 vienpuséeju plasu ap-
vienojumu, lidz ar to o shemu nevar realizet 3 vienpuseju plasu
apvienojuma veida.
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6.3. Grafa sagrozijuma skaitlis

Par grafa G sagrozijuma skaitli sk(G) sauc vismazako grafa G
skautnu skaitu, kuras atnemot, grafs G klust par planaru grafu.

e sk(G) =0 tad un tikai tad, kad G ir planars skaitlis.

n(n—1)

sk(K,) = 5

—3n+6, n=>3.

Piemeram,

55-1)
2

t.i., pilna grafa Ks sagrozijuma skaitlis ir vienads ar 1.

sk(K5) = ~3-54+6=1,

o sk(K33) =1, t.i., pilna divdalu grafa Ks 3 sagrozijuma skaitlis
ir vienads ar 1.
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18. zim. sk(K33) =1
B —
19. zim. sk(K5) =1
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6.4. Grafa virsotypu atyemsanas skaitlis

Par grafa G virsotyu atyemsanas skaitli ¢(G) sauc vismazako
grafa G virsotnu skaitu, kuras atnemot, grafs G klust par planaru
grafu.

e ¢(G) =0 tad un tikai tad, kad G ir planars skaitlis.

e Pilna grafa virsotnu atnemsanas skaitlis [2, 3. Ipp.]:
0, 1<n <4,

¢(K")_{n—4, n > 5.

o Pilna divdalu grafa K, , virsotnu atnemsanas skaitlis [2, 3. 1pp.]:

B 0, 1 < min{p;q} <2,
¢(Kp7q) - { min{p; q} — 2, min{p; Q} > 3.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



19
7. Noderigas saites

http://www.planarity.net/ Interaktiva spele “Planarity”,
kura piedava atrast dota grafa plakanu geometrisko interpreta-
ciju.
e Wikipedia Interneta enciklopédija.

e The MacTutor History of Mathematics archive Matema-
tikas vestures resursi.

e MathWorld Grafu teorijas resursi.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Planar_graph
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/index.html
http://mathworld.wolfram.com/topics/GraphTheory.html
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8. Terminu vardnica

grafa krustoSanas skaitlis
graph crossing number
YUCJIO CKpeImuBanuii rpada
grafa biezums
thickness (or depth) of a graph
TOJIIUHA Tpada
grafa sagrozijuma skaitlis
skewness of a graph
HCKaYKeHHOCTh I'pada
grafa virsotnu atpemsanas skaitlis
vertex deletion number of a graph

BepINUHHAS UCKAYKEHHOCTH rpada
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Alfabetiskais raditajs
blakusskaldnes, 9

formula
Eilera, 12

grafa
areja skaldne, 9
biezums, 43
krustosanas skaitlis, 40
sagrozijuma skaitlis, 46
virsotnu atnemsanas skaitlis,
48
grafs
plakans, 4
planars, 5

skaldne, 9
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skaldnes ieksiene, 9

teorema
Eilera, 12
Pontrjagina-Kuratovska, 37
Vagnera, 8, 34

trijsturis, 9

uzdevums
par shemam, 4
par trim majam un trim akam,

6
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Zimejumu raditajs

1. zim. Uzdevums par trim majam un trim akam . . . . . .
. zim. Uzdevums par gazi, udeni un elektribu . . . .. ..
3. zim. Pilna grafa K, tris geometriskas interpretacijas: (a)
- neplakana geometriska interpretacija, (b) - plakana
geometriska interpretacija, kuras viena skautne nav tais-
nes nogrieznis, (c¢) - plakana geometriska interpretacija,
kuras visas Skautnes ir taisnes nogrieznpi . . . . . . . .
4. zim. Grafam G ir 4 skaldnes: «, 3, v - grafa G ieksgjas
skaldnes, § - grafa G areja skaldne . . . ... ... ..
zim. Ilustracija Eilera formulas pieradijumam: 1
zim. Ilustracija Eilera formulas pieradijumam: 2
zim. Ilustracija Eilera formulas pieradijumam: 3. solis. .
. zim. Ilustracija Eilera formulas pieradijumam: 4

[\]

% N> o
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9. zim. Grafs G nav maksimals plakans grafs, jo, pievienojot

10.
11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.

tam Skautni {1; 4}, iegtist plakanu grafu H = G+{1;4}.
Grafs H ir maksimals plakans grafs, jo, pievienojot tam
jebkuru skautni, iegtisim neplanaru grafu. Grafs H ir
plakana triangulacija. . . .. ... ... ... ..
/50 0
zim. Plakans grafs G un ta geometriski dualais grafs G*
zim.Petersena grafu var savilkt par pilno grafu Kj
zim. Grafi G un Gy ir homeomorfi, jo tie ir ieguti no
grafa GG, sadalot ta Skautnes . . . . . .. ... .. ...
zim. L. Pontrjagins . . . ... ... ... ... ...
zim. K. Kuratovskis . . . . ... ... ... ... ....
zim. cr(Kg3)=1. ... ... .. .. .. ... .

zim. cr(Ks)=1 . ...
Z11m. Sk(Kg’g) =1. ...
am. sk(Kz)=1 . ... ..
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