DAUGAVPILS UNIVERSITATE
Dabaszinatnpu un matematikas fakultate
Fizikas un matematikas katedra

Armands Gricans
Diskreta matematika

Neatkarigas virsotnu kopas
Domine€josas virsotnu kopas
Klike
Virsotnu parklajumi

2023. gada 15. marts

2023

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



Saturs

1. Neatkarigas virsotnu kopas 3

2. Domingjosas virsotnu kopas 10

3. Saistiba starp doming€josam un neatkarigam virsotnu
kopam 23

4. Klike 44

5. Virsotnu parklajumi 48

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



1. Neatkarigas virsotnu kopas

Grafa G virsotyu kopas VG netuksu apakskopu S sauc par neat-
karigu virsotnu kopu, ja jebkuras divas virsotnes no S nav blakusvir-
sotnes, t.i., {u;v} ¢ EG jebkuram divam virsotném u,v € S.

Neatkarigu virsotnu kopu S C VG sauc par

v maksimalu, ja nav nevienas citas neatkarigas virsotpu kopas
S C V@G, kas satur S ka Tstu apakskopu, citiem vardiem sakot,
neatkarigu virsotpu kopu S C VG sauc par maksimalu, ja jeb-
kurai neatkarigai virsotnu kopai S C VG, ka S D S, ir speka
S =25,

v’ vislielako, ja tas elementu skaits ir vislielakais starp visam
neatkarigu virsotnu kopam S C V@, citiem vardiem sakot,
neatkarigu virsotnu kopu S C VG sauc par vislielako, ja jeb-
kurai neatkarigai virsotyu kopai S C VG ir speka |S| > |S|.

Par grafa G virsotnu neatkaribas skaitli sauc vislielakas neat-
karigas virsotyu kopas elementu skaitu; o skaitli apzimé ar a, (G).
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Ja S C VG ir neatkariga virsotnpu kopa, tad jebkura netuksa
apakskopa S1 C S art ir neatkariga virsotnpu kopa.

Ja u ir grafa G virsotne, tad S = {u} C VG ir neatkariga
virsotpu kopa. Tatad jebkuram grafam G ir speka o, (G) > 1.

Ja S C VG ir neatkariga virsotpu kopa, tad grafa G apaksgrafs
H, kuru ir inducéjusi virsotpu apakskopa S C VG, ir vienads
ar tukso grafu Oy, kur s = |S|.

Netuksa grafa G neatkariga virsotpu kopa S C VG ir maksimala
tad un tikai tad, kad, pievienojot tai jebkuru citu virsotni u €
VG\ S, ieguta virsotpu kopa S = S U {u} nav neatkariga.

Ta ka G nav vienads ar tukSo grafu, tad tam eksiste vismaz
viena skautne. Tatad VG nav neatkariga virsotnu kopa. Lidz
ar to, ja S C VG ir neatkariga virsotnu kopa, tad S # VG un
eksisté virsotne u € VG \ S.

» Nepieciesamiba. Pienemsim, ka S ir maksimala neatkariga
virsotyu kopa. Pienemsim pretejo, ka eksiste tada virsotne u €
VG \ S, ka virsotnu kopa S = S U {u} ir neatkariga. Ta ka
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So8 , tad S nav maksimala neatkariga virsotnu kopa. Ieguvam
pretrunu. Tatad, pievienojot kopai S jebkuru citu virsotni u €
VG\ S, ieguta virsotyu kopa S = S U {u} nav neatkariga.
Pietiekamiba. Pienemsim, ka S ir neatkariga virsotnu kopa, ka,
pievienojot kopai S jebkuru citu virsotni u € VG \ S, iegiita
virsotnu kopa S=S8u {u} nav neatkariga. Pieradisim, ka ne-
atkariga virsotnu kopa S ir maksimala. Pienemsim pretéjo, ka
neatkariga virsotnu kopa S nav _maksimala. Tad eksiste tada
neatkariga virsotnu kopa S ka S 3 S. Tapec eksisté virsotne
u, ka u € S, bet u & S. Apskatlslm kopu S=5U{u}. Ta
knS>S8 =5 \ {u} O S un kopa S ir neatkariga, tad arl
kopa S=8u {u} ir neatkariga. Ieguvam pretrunu. Tatad S ir
maksimala neatkariga virsotnu kopa.«

e Jebkura neatkariga virsotpu kopa S C VG ieklaujas kada mak-
simala neatkariga virsotpu kopa S1 C VG.

o Ja G1,Gs,...,Gy ir visas grafa G komponentes, tad
ay(Q) = ay(Gr) + oy (Ga) + - -+ + a, (G).
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o Jebkura vislielaka neatkariga virsotpu kopa grafa G ir maksimala
neatkariga virsotpu kopa Saja grafa. Apgriezts apgalvojums nav
speka.

W

W

W

1. zIm. Viens no uzdevuma par 8 Saha damam atrisinajumiem.
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Neatkarigas virsotnu kopas interpretacija spelu teorija.

Pienemsim, ka grafa G virsotnes attelo speles pozicijas, pie tam
divas virsotnes ir savienotas ar Skautni tad un tikai tad, kad ek-
siste gajiens starp atbilstoSajam pozicijam. Neatkariga virsotpu
kopa S C VG raksturo tadu poziciju kopu, ka ir nepieciesSams
vairak neka 1 gajiens, lai no jebkuras sis kopas pozicijas noklutu
jebkura cita $is kopas pozicija.

Uzdevums par 8 saha damam. Uz Saha déla izvietot vislielako da-

mu skaitu ta, lai tas neuzbruktu viena otru.

Apskatisim grafu G, kura virsotnes atbilst saha dela rutinam,
pie tam divas virsotnes ir savienotas ar Skautni tad un tikai tad,
kad vai nu tas atrodas uz vienas Saha dela horizontales, vai nu
tas atrodas un vienas Saha dela vertikales, vai arT tas atrodas
uz vienas Saha dela diagonales. Uzdevumu par 8 Ssaha damam
grafu teorijas valoda var formulet sadi: atrast grafa G vislielako
neatkarigu virsotpu kopu. Acimredzot, damu skaits nevar but
lielaks par 8, jo pret€ja gadijuma tas atrastos uz vienas hor-
izontales vai vertikales. Izradas, ka uz Saha dela var izvietot
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8 damas ta, lai tas neuzbruktu viena otrai (skat. 1. zim.).
Tatad grafa G vislielaka neatkarigu virsotnyu kopa sastav no 8
virsotnem, tapec a,(G) = 8.

2. zim. Grafa G virsotpu kopa 3. zim. Grafa G virsotyu kopa
{1;4;5;6} ir &1 grafa maksimala (bet  {1;4;5;7;9} ir & grafa vislielaka (un
ne vislielaka) neatkariga virsotpu tatad arT maksimala) neatkariga

kopa. virsotpu kopa.
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1.1. piemers.
1. a,(0y) = n.
2. a,(Kp,4) = max{p; q}.
3. a,(K,) =1.
4. Apskatisim 2. zim. atteloto grafu G.

(a) Grafa G virsotyu kopa S = {1;4;5;6} ir neatkariga vir-
sotnu kopa (2. zim. virsotnes no S ir iekrasotas zala
krasa), jo jebkuras divas virsotnes no S nav blakusvir-
sotnes. Virsotnu kopa S ir maksimala, jo, pievienojot
tai jebkuru citu grafa G virsotni, iegtita virsotnyu kopa
vairs nebtis neatkariga. Tatad o,(G) > 4. Vai vir-
sotnu kopa S ir vislielaka? Ne.

(b) Grafa G virsotyu kopa S1 = {1;4;5;7;9} arT ir mak-
simala neatkariga virsotyu kopa (3. zim. virsotnes no
Sy ir iekrasotas sarkana krasa). Var pieradit, ka Sy ir
vislielaka neatkariga virsotnu kopa, jo jebkuru 6 grafa
G virsotyu kopa nav neatkariga. Tatad «,(G) = 5.
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2. Dominegjosas virsotnu kopas

Grafa G virsotnu kopas VG netuksu apakskopu S sauc par domi-
nejosu virsotyu kopu, ja jebkura virsotne no VG \ S ir blakusvir-
sotne ar kadu virsotni no apakskopas S.

Par grafa kodolu sauc jebkuru §1 grafa dominejosu neatkarigu
virsotnu kopu.

Domingjosu virsotnu kopu S C VG sauc par

v/ minimalu, ja ta nesatur nevienu istu domingjosu virsotpu apaks-

kopu, citiem vardiem sakot, domingjosu virsotnu kopu S C VG

sauc par minimalu, ja jebkurai domingjoSai virsotnu kopai S c
VG, ka S C S, irspeka S = S;

v’ vismazako, ja tas elementu skaits ir vismazakais starp visam
domingjosu virsotnu kopam S C V@G, citiem vardiem sakot,
domingjosu virsotnu kopu S C VG sauc par vismazako, ja jeb-
kurai domingjosai virsotnu kopai S C VG ir speka |S| < |5].

Par grafa G virsotyu domineéSanas skaitli sauc vismazakas

domingjosas virsotnu kopas elementu skaitu; So skaitli apzime ar do(G).
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Jebkura dominejosa wvirsotnu kopa S C VG satur minimalu
dominejosu virsotnu kopu.

Grafa G wvisu virsotnpu kopa VG ir dominejoSa virsotpu kopa,
tapec 6o(G) < |VG.

Ja u ir grafa G dominéjosa virsotne, tad S = {u} C VG ir
vismazaka domingjoda virsotpu kopa un §o(G) = 1.

Ja virsotpu kopa S C VG satur grafa G dominejosu virsotni,
tad S ir dominejosa virsotpu kopa.

Dominejosa virsotnu kopa S C VG, kas satur vismaz divas vir-
sotnes, ir minimala tad un tikai tad, kad, atpemot tai jebkuru
virsotniu € S, ieguta virsotnu kopa S = S\{u} nav dominéjosa.

» Nepieciesamiba. Pienemsim, ka S ir minimala domingjosa
virsotyu kopa. Pienemsim pretejo, ka eksiste tada virsotne u €
S, ka virsotnu kopa S = S\ {u} ir domingjosa. Ta ka S C
S, tad S mav minimala domingjoSa virsotnu kopa. Ieguvam
pretrunu. Tatad, atpemot no kopas S jebkuru virsotni u € S,
iegtita virsotnu kopa S = S\ {u} nav domingjosa.
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Pietiekamiba. Pienemsim, ka S ir doming€josa virsotnu kopa,
ka, atnemot tai jebkuru virsotni w € S, ieguta virsotnu kopa
S = S\{u} nav domingjosa. Pieradisim, ka domingjosa virsotyu
kopa S ir minimala. Pienemsim pret€jo, ka domingjosa virsotnu
kopa S nav minimala. Tad eksiste tada dominejosa virsotnu
kopa S ka S ¢S Tapec eksiste virsotne u, kau € S, bet u & S.
Apskatisim kopu 5 = S\ {u}. Taka § c S =S\ {u} C S un
kopa S ir domingjosa, tad arf kopa S = \ {u} ir domingjosa.
Teguvam pretrunu. Tatad S ir minimala domin€josa virsotnu
kopa.«

Dominejosas virsotnu kopas interpretacija spelu teorija. Pie-
nemsim, ka grafa G virsotnes attélo speles pozicijas, pie tam
divas virsotnes ir savienotas ar Skautni tad un tikai tad, kad
eksiste gajiens starp atbilstosajam pozicijam. Dominéjosa vir-
sotpu kopa S C VG raksturo tadu poziciju kopu, ka no jebkuras
sis kopas pozicijas ar 1 vienu gajienu var noklut jebkura cita
pozicija, kas nepieder $ai kopai.
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Uzdevums par 5 Saha damam. Uz $aha déla izvietot vismazako
damu skaitu ta, lai jebkurs Saha déla laucins butu paklauts uz-
brukumam.

Apskattsim grafu G, kura virsotnes atbilst Ssaha dela rutinam,
pie tam divas virsotnes ir savienotas ar skautni tad un tikai tad,
kad vai nu tas atrodas uz vienas Saha dela horizontales, vai nu
tas atrodas un vienas Saha dela vertikales, vai arT tas atrodas uz
vienas Saha dela diagonales. Uzdevumu par 5 Saha damam grafu
teorijas valoda var formulet sadi: atrast vizmazako dominejoso
virsotnu kopu grafa G. lzradas, ka vismazaka doming€josa vir-
sotnu kopa grafa GG sastav no 5 virsotnem. 4. zim. ir attelots
viens no uzdevuma par 5 saha damam atrisinajumiem.
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4. zim. Viens no uzdevuma par 5 Saha damam atrisinajumiem.
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Uzdevums par sabiedrisko iestazu izvietoSanu. Pienpemsim, ka
dotaja apdzivotu vietu rajona ir jaizvieto sabiedriskas iestades
(skolas, slimnicas, veikalus, bibliotekas, policiju utt.) ta, lai

1. attalums no jebkuras apdzivotas vietas lidz kadai sabiedriskai
testadei neparsniegtu doto lielumu;

2. sabiedriskajam iestadem ir jabut izvietotam kompakti, t.1.,
apdzivoto vietu skaitam, kuras tiks izvietotas sabiedriskas
iestades, ir jabut péc iespejas mazakam.

Apskatisim grafu G, kura virsotnes atbilst apdzivotam vietam,
pie tam divas dazadas virsotnes ir savienotas ar Skautni tad un
tikai tad, kad attalums starp atbilstosajam apdzivotam vietam
neparsniedz doto lielumu. Uzdevumu par sabiedrisko iestazu
izvietoSanu grafu teorijas valoda var formulét $adi: atrast viz-
mazako dominejoso virsotnu kopu grafa G. Ja S ir vismazaka
dominegjosa virsotnu kopa grafa G, tad sabiedriskas iestades ir
jaizvieto apdzivotas vietas, kas atbilst kopas S virsotném, pie
tam ta, lai katra sada apdzivota vieta atrastos vismaz viena
sabiedriska iestade.
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2.1. piemeérs. Pienemsim, ka apdzivotu vietu rajonam atbilst grafs

G ar svariem (skat. 5. zim.; §is grafs jau tika aplukots paragrafa
“Floida metode”), kura svaru matrica ir

0 4 o0 0 o oo 3 9 oo ™
4 0 o0 o0 oo oo oo 4 7T o©
oo oo 0 9 oo 2 o0 o 6 o©
o oo 9 0 8 8 o0 0 o0 o©
o oo oo 8 0 7 4 oo oo 13
W= o % 2 8 7 0 o 2 3 5
3 oo oo o 4 oo 0 5 oo 6
9 4 o0 o oo 2 5 0 8 3
o 7 6 o© oo 3 o 8 0
o oo oo oo 13 5 6 3 oo O
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skola

slimnica

5. zim. Grafs G ar svariem, kas atbilst apdzivoto vietu rajonam.
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Grafa G attalumu matrica:

0 [4] 12 15 [7] 10 [3] [8] 11 9

4] o [8] 14 11 [6] [7] [4] [7] [7]

12 [8] o 9 9 [2] 9 [4] [5] [7]

15 14 9 0 [8] [8] 12 10 11 13

oo | D o 5 o [F[] s 0w
AD=1 10 [o] [2) 8] [7] o [7] 2] (3] [3]
B [7 9 12 1 [7] o 5 10 [

8] [4) [4] 10 9 [2] [5] o [5] [3]

11 (7] [5] 11 10 [3] 10 [5] 0 |[8]

o [7] [7] 13 10 [5] [6] [3] [8] o

Pienemsim, ka dotaja apdzivoto vietu rajona ir jaizvieto 3 sa-
biedriskas iestades: skolu, slimnicu, veikalu, pie tam attalums
no jebkuras apdzivotas vietas lidz kadai sabiedriskai iestadei
nedrikst parsniegt 8. Apskatisim grafu H, kura virsotnes atbilst
apdzivotam vietam, pie tam divas dazadas virsotnes ir savieno-
tas ar Skautni tad un tikai tad, kad attalums starp atbilstosajam
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)

Z1111

apdzivotam vietam nav lielaks par 8. Grafa H (skat. 6.

kaiminmatrica:

0
1
1

0
1
1

1
1
1

0100101
101 0 011
01 00 01O
0 0001 1 0O0O0O0

1001011000

0111101111
1001 1 0101

1

1110011011

1
0

0
1

1
1

0110010
01100 11
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6. zim. Grafs H, kura virsotnes atbilst apdzivotam vietam, pie tam divas da-
zadas virsotnes ir savienotas ar Skautni tad un tikai tad, kad attalums starp

atbilstosajam apdzivotam vietam nav lielaks par 8.
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Grafa H virsotnu kopas apakskopa S1 = {1;6}, So = {6;7},

S3 = {6;8} ir vismazakas domingjosas virsotyu kopas (atzimesim,
ka vismazaka dominejoSa virsotnu kopa nevar sastavet tikai no

vienas virsotnes, jo grafa H nav domingjosas virsotnes). Tapéec

viens no uzdevuma par sabiedriskajam iestadeém atrisinajumiem

varétu but sads: virsotneé 1 izvietojam skolu un slimnicu, bet

virsotne 6 izvietojam veikalu. Pie $ada sabiedrisko iestazu izvi-

etojuma 1) attalums no jebkuras apdzivotas vietas Iidz kadai

sabiedriskai iestadei neparsniegs 8, 2) tiek izmantots vismazakais

apdzivoto vietu skaits, kuras tiek izvietotas sabiedriskas iestades.
Protams, ka virsotnés 1 un 6 (6 un 7; 6 un 8) sabiedriskas

iestades var izvietot savadak, galvenais, lai katra sada virsotne

biitu izvietota vismaz viena sabiedriska iestade.

1 2 3 4 5 6 78 9 10

skola,
slimnica 0 4112 |15 | 7|10 |3 |8 |11 9
(virsotne 1)
veikals (virsotne 6) | 10 | 6 | 2 8 | 7] 0 2|2 3 5

Tabula ir uzraditi apdzivoto vietu attalumi Iidz sabiedriskajam
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iestadem (ar sarkanu krasu ir izcelti tie attalumi no apdzivotajam
vietam lidz sabiedriskajam iestadem, kuri neparsniedz 8). Re-
dzam, ka attalums no jebkuras apdzivotas vietas Iidz kadai sa-
biedriskai iestadei neparsniedz 8. Piemeéram, attalums no vir-
sotnes 10 Iidz veikalam (virsotne 6) ir 5, bet attalums lidz skolai
un slimnicai (virsotne 1) ir 9.

Atgadinasim, ka grafa G centralas virsotnes ir 6 un 8, bet peri-
ferijas virsotnes ir 1 un 4. Redzam, ka atskiriba no uzdevuma
par sabiedrisko iestazu visoptimalako izvietosanu, $aja gadijuma
sabiedriskas iestades var tikt izvietotas arl periferijas virsotne,
kas nav centrala virsotne (virsotne 1).
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3. Saistiba starp dominejosam un neatka-
rigam virsotnu kopam

3.1. teorema.

1. Maksimala neatkariga virsotpu kopa S C VG ir minimala
domineéjosa virsotpu kopa.

2. Dominejosa neatkariga virsotnu kopa S C VG ir mak-
simala neatkariga virsotpu kopa.

8. Neatkariga virsotpu kopa S C VG ir dominéjosa virsotpu
kopa tad un tikai tad, kad ta ir maksimala virsotpu kopa.
Citiem vardiem sakot, grafa G virsotpu kopa S C VG ir
grafa G kodols tad un tikai tad, kad S ir maksimala neat-
kariga virsotpu kopa grafa G.

4. 00(G) < apy(G), t.i., grafa G virsotpu dominesanas skaitlis
neparsniedz grafa G virsotpu neatkaribas skaitli.

» 1. Pienemsim, ka S ir maksimala neatkariga virsotnu kopa.
e Pieradisim, ka S ir dominéjosa virsotpu kopa. Pienemsim
pretejo, ka S nav domingjosa virsotnu kopa, t.i., eksisté tada
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virsotne v € VG '\ S, ka u nav blakusvirsotne ne ar vienu kopas
S virsotni. Tapec S = S U {u} ir neatkariga virsotnu kopa, pie
tam S O S un S # S. Tatad S nav maksimala virsotnu kopa.
Teguvam pretrunu. Tatad S ir doming€josa virsotnu kopa.

e Pieradisim, ka S ir minimala dominejosa virsotnu kopa. Pie-
nemsim pret€jo, ka .S nav minimala domingjosa virsotnu kopa.
Tad eksiste tada dominejosa virsotnu kopa Sp, ka 51 ; S. Tatad
eksisté virsotne u, ka v € S, bet v ¢ S;. Ta ka virsotnu kopa S;
ir domingjosa, tad jebkura virsotne no VG \ S; (tatad ar1 u, jo
u & S) ir blakusvirsotne ar kadu virsotni no S;. Pienemsim, ka
u ir blakusvirsotne ar virsotni v € S; C S. Tatad divas kopas
S ir virsotnes u un v ir blakusvirsotnes. leguvam pretrunu ar
virsotnu kopas S neatkaribu. Tatad S ir minimala domingjosa
virsotnu kopa.

2. Ja G = O,, tad S = VG ir vieniga domingjoSa neatkariga
virsotnu kopa grafa G un ta ir vieniga maksimala neatkariga virsotnu
kopa grafa G. Saja gadijuma apgalvojums ir speka.

Pienemsim, ka G ir netukss grafs. Pienemsim, ka S ir domingjosa
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neatkariga virsotpu kopa. Atzimesim, ka S ;Cé V@G, jo G ir netukss
grafs un S ir neatkariga kopa. Pieradisim, ka S ir maksimala ne-
atkariga virsotpu kopa. Japierada, ka, pievienojot kopai S jebkuru
citu virsotni u (u # v jebkurai virsotnei v € ), iegtita virsotnu kopa
S = S U {u} nav neatkariga. Piegemsim pretéjo, ka § = S U {u} ir
neatkariga virsotnu kopa kadai virsotnei u € VG \ S. Tapec virsotne
u nav blakusvirsotne ne ar vienu kopas S virsotni. Saskana ar doto
virsotpu kopa S ir domingjosa. Tapéc jebkura kopas VG \ S virsotne
ir blakusvirsotne ar kadu kopas S virsotni. Ta ka u € VG \ S, tad
arT virsotne u ir blakusvirsotne ar kadu kopas S virsotnei. Ieguvam
pretrunu. Tatad S ir maksimala neatkariga virsotnu kopa.

3. Nepieciesamiba. Pienemsim, ka S C VG ir neatkariga domi-
néjosa virsotnu kopa. No 2. apgalvojuma izriet, ka S ir maksimala
neatkariga virsotnu kopa. Pietiekamiba. Pienemsim, ka S C VG ir
maksimala neatkariga virsotnu kopa. No 1. apgalvojuma izriet, ka S
ir domingjosa virsotnu kopa.

4. Apskatisim kadu maksimalu neatkarigu virsotnu kopu S C VG.
Atzimesim, ka §ada virsotnu kopa vienmer eksiste: virsotnu kopa S; =
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{u} (u ir fikséta grafa G virsotne) ir neatkariga, un tapec ta ieklaujas
maksimala neatkariga virsotnu kopa S. Ta ka S ir neatkariga virsotnu
kopa, tad |S| < «a,(G). Saskana ar 1. apgalvojumu S ir dominejosa
virsotyu kopa, tapec do(G) < |S]. Tatad dp(G) < a,(G).«
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3.1. piezime. a) Saskana ar 3.1. teorému domingjoSa neatkariga
virsotnu kopa S C VG ir maksimala neatkariga virsotnu kopa.
Tacu ta var nebtut vislielaka neatkariga virsotnu kopa. Piemeéram,
1. zim. attelota grafa G virsotnu kopa {1;4;5;6} ir gan domi-
nejosa, gan maksimala neatkariga virsotnu kopa, tacu ta nav
vislielaka neatkariga virsotnu kopa grafa G.

b) Domingjosa virsotnu kopa vispar var nebiit neatkariga vir-
sotnu kopa. Piemeéram, 1. zim. attelota grafa G virsotnu kopa
{1;2; 3;4;5;6; 7; 8} ir domingjosa virsotnu kopa, tacu &1 kopa nav
neatkariga virsotnu kopa.

Saistiba starp domingjosam (minimalam, vismazakajam) virsot-
nu kopam un neatkarigam (maksimalam, vislielakajam) virsotnu ko-
pam ir attelota 7. zim., nemot vera 3.1. teoréemu. Tabula ir noraditi
konkreti grafi (attiecigajos ziméjumos), kuru virsotnu kopas (sarkana
krasa) ilustré gadijumus, kas atbilst katram no 7. zim. attelotajiem 9
apgabaliem; 3.1. piemera ir sniegts attiecigs detalizets apraksts.
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Domi- Mini- Visma- | Neat- | Maksi- | Vislie-
néjosa | mala zaka kariga mala laka
vir- domi- domi- vir- neat- neat-
sotnu | néjosa | nejosa sotpu kariga | kariga
kopa vir- vir- kopa vir- vir-
sotnu sotnu kopa sotnu sotnu
kopa kopa kopa kopa
1. | 8. zim. - - - - - -
2. | 9. zim. + - - - - -
3. | 10. zim. - - + - -
4. | 11. zim. + + - + + +
5. | 12. zim. + + - + + -
6. | 13. zim. + + + + + -
7. | 14. zim. + + - - - -
8. 15. zim. + + + + + +
9. 16. zim. + + + - - -
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Vismazakas Vislielakas Grafa virsotgu kopas
Karig visas apakskopas

virsotgu kopas virsotnu kopas

2. 3.
7.
|
. |
\ \ \
Domingjodas Minimalas Kodoli jeb N.eatkaﬂ%g
virsotyu kopas ~domingjos ksimal pas

kopas k
virsotgu kopas

7. zTm. Saistiba starp domingjosam (minimalam, vis-
mazakajam) virsotngu kopam un neatkarigam (maksi-

malam. vislielakaiam) virsotnu kopam.
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3.1. piemers.

1. gadijums. Virsotyu kopa S = {1;2;3} (skat. 8. zim.):

1.

nav domin€josa virsotnu kopa, jo, piemeéram, virsotne
8 € VG \ S nav blakusvirsotne ne ar vienu kopas S
virsotni;

nav minimala domingjosa virsotnu kopa, jo ta nav
dominegjosa virsotnu kopa;

nav vismazaka domingjosa virsotnu kopa, jo ta nav
domingjosa virsotnu kopa;

nav neatkariga virsotnu kopa, jo $is kopas virsotnes 1
un 2 ir blakusvirsotnes;

nav maksimala neatkariga virsotnu kopa, jo ta nav ne-
atkariga virsotnu kopa;

nav vislielaka neatkariga virsotnu kopa, jo ta nav ne-
atkariga virsotnu kopa.
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2. gadijums. Virsotyu kopa S = {2;4;5;6;8} (skat. 9. zim.):

1.

ir domingjosa virsotpu kopa, jo jebkura virsotne no
VG \ S ir blakusvirsotne ar kadu kopas S virsotni;
nav minimala domingjosa virsotnu kopa, jo eksiste do-
mingjosa virsotnu kopa Sy = {2;4;6;8}, ka S1 & S;
nav vismazaka domingjosa virsotnu kopa, jo ta nav
minimala virsotnu kopa;

nav neatkariga virsotnu kopa, jo §is kopas virsotnes 2
un 4 ir blakusvirsotnes;

nav maksimala neatkariga virsotnu kopa, jo ta nav ne-
atkariga virsotnu kopa;

nav vislielaka neatkariga virsotnu kopa, jo ta nav ne-
atkariga virsotnu kopa.
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3. gadijums. Virsotpu kopa S = {1;3} (skat. 10. zim.):

1.

nav dominejosa virsotnu kopa, jo, pieméram, virsotne
8 nav blakusvirsotne ne ar vienu kopas S virsotni;
nav minimala domingjosa virsotnu kopa, jo ta nav
domingjosa virsotnu kopa;

nav vismazaka domingjosa virsotnu kopa, jo ta nav
domingjosa virsotnu kopa;

ir neatkariga virsotnu kopa, jo §is kopas virsotnes 1 un
3 nav blakusvirsotnes;

nav maksimala neatkariga virsotnu kopa, jo eksisté ne-
atkariga virsotnu kopa Sy = {1;3;9}, ka S 2 S;

nav vislielaka neatkariga virsotnu kopa, jo ta nav mak-
simala virsotnu kopa.
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4. gadijums. Virsotyu kopa S = {1;3;7;9} (skat. 11. zim.):

1.

ir domingjosa virsotpu kopa, jo jebkura virsotne no
VG\ S = {2;4;5;6;8} ir blakusvirsotne ar kadu kopas
S virsotni;

7r minimala domin€joSa virsotnu kopa, jo, atnemot no
kopas S jebkuru tas virsotni, iegusim virsotnu kopu,
kas nav domingjosa;

nav vismazaka dominejosa virsotnu kopa, jo eksiste
domingjosa virsotnu kopa {5}, kuras elementu skaits
ir mazaks par kopas S elementu skaitu;

i neatkariga virsotnu kopa, jo jebkuras divas $is kopas
virsotnes nav blakusvirsotnes;

ir maksimala neatkariga virsotnu kopa, jo, pievienojot
kopai S jebkuru citu virsotniu € VG\S = {2,4, 5, 6, 8},
iegisim virsotnu kopu, kas nav neatkariga;

ir vislielaka neatkariga virsotnu kopa, jo neeksiste ne-
viena neatkariga virsotnu kopa, kuras elementu skaits
butu lielaks par 4.
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5. gadijums. Virsotyu kopa S = {2;7;9} (skat. 12. zim.):

1.

ir domingjosa virsotpu kopa, jo jebkura virsotne no
VG\ S ={1;3;4;5;6;8} ir blakusvirsotne ar kadu ko-
pas S virsotni;

7r minimala domin€joSa virsotnu kopa, jo, atnemot no
kopas S jebkuru tas virsotni, iegusim virsotnu kopu,
kas nav domingjosa;

nav vismazaka dominejosa virsotnu kopa, jo eksiste
domingjosa virsotnu kopa {5}, kuras elementu skaits
ir mazaks par kopas S elementu skaitu;

i neatkariga virsotnu kopa, jo jebkuras divas $is kopas
virsotnes nav blakusvirsotnes;

ir maksimala neatkariga virsotnu kopa, jo, pievienojot
kopai S jebkuru virsotni uw € VG \ S = {1; 3;4; 5;6; 8},
ieglisim virsotnu kopu, kas nav neatkariga;

nav vislielaka neatkariga virsotnu kopa, jo eksisté ne-
atkariga virsotnu kopa {1; 3; 7; 9}, kuras elementu skaits
ir lielaks par kopas S elementu skaitu.
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6. gadijums. Virsotyu kopa S = {5} (skat. 13. zim.):

1.

=~

ir domingjosa virsotpu kopa, jo jebkura virsotne no
VG\S ={1;2;3;4;6;7;8;9} ir blakusvirsotne ar kadu
kopas S virsotni;

ir minimala domingjosa virsotnu kopa, jo do(G) > 1
jebkuram grafam G, bet, ta ka S = {5} ir doming&josa
virsotyu kopa, tad do(G) < 1;

ir vismazaka dominejosa virsotnu kopa;

ir neatkariga virsotnu kopa;

ir maksimala neatkariga virsotnu kopa, jo, pievienojot
kopai S jebkuru virsotni u € VG\S = {1;2; 3;4;6;7;8;9},
iegtisim virsotnu kopu, kas nav neatkariga;

nav vislielaka neatkariga virsotnu kopa, jo eksiste ne-
atkariga virsotyu kopa {1; 3; 7; 9}, kuras elementu skaits
ir lielaks par kopas S elementu skaitu.
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7. gadijums. Virsotnu kopa S = {2;4;6} (skat. 14. zim.):

1.

ir domingjosa virsotpu kopa, jo jebkura virsotne no
VG\ S ={1;3;5;7;8;9} ir blakusvirsotne ar kadu ko-
pas S virsotni;

7r minimala domin€joSa virsotnu kopa, jo, atnemot no
kopas S jebkuru tas virsotni, iegusim virsotnu kopu,
kas nav domingjosa;

nav vismazaka dominejosa virsotnu kopa, jo eksiste
domingjosa virsotnu kopa {5}, kuras elementu skaits
ir mazaks par kopas S elementu skaitu;

nav neatkariga virsotnu kopa, jo $is kopas virsotnes 2
un 4 ir blakusvirsotnes;

nav maksimala neatkariga virsotnu kopa, jo ta nav ne-
atkariga virsotnu kopa;

nav vislielaka neatkariga virsotnu kopa, jo ta nav ne-
atkariga virsotnu kopa.
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8. gadijums. Virsotpu kopa S = {1;4} (skat. 15. zim.):

1.

ir domingjosa virsotpu kopa, jo jebkura virsotne no
VG \ S = {2;3} ir blakusvirsotne ar kadu kopas S
virsotni;

7r minimala domin€joSa virsotnu kopa, jo, atnemot no
kopas S jebkuru tas virsotni, iegusim virsotnu kopu,
kas nav domingjosa;

ir vismazaka dominejosa virsotnu kopa, jo jebkura vir-
sotnu kopa, kas sastav tikai no vienas virsotnes, nav
domingjosa;

i neatkariga virsotnu kopa, jo §is kopas virsotnes 1 un
4 nav blakusvirsotnes;

ir maksimala neatkariga virsotnu kopa, jo, pievienojot
kopai S jebkuru virsotni u € VG \ S = {2;3}, iegtsim
virsotnu kopu, kas nav neatkariga;

ir vislielaka neatkariga virsotnu kopa, jo jebkura vir-
sotnu kopa, kas sastav no 3 vai 4 virsotném, nav neat-
kariga.
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9. gadijums. Virsotpu kopa S = {1;2} (skat. 16. zim.):

1.

ir domingjosa virsotpu kopa, jo jebkura virsotne no
VG \ S = {3;4} ir blakusvirsotne ar kadu kopas S
virsotni;

7r minimala domin€joSa virsotnu kopa, jo, atnemot no
kopas S jebkuru tas virsotni, iegusim virsotnu kopu,
kas nav domingjosa;

ir vismazaka dominejosa virsotnu kopa, jo jebkura vir-
sotnu kopa, kas sastav tikai no vienas virsotnes, nav
domingjosa;

nav neatkariga virsotnu kopa, jo $is kopas virsotnes 1
un 2 ir blakusvirsotnes;

nav maksimala neatkariga virsotnu kopa, jo ta nav ne-
atkariga virsotnu kopa;

. nav vislielaka neatkariga virsotnu kopa, jo ta nav ne-

atkariga virsotnu kopa.
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8. zim. Virsotnu kopa S =
{1;2; 3} nav ne domingjosa, ne

neatkariga.

2
1 3
4 6
7 9
8

9. zim. Virsotyu kopa S =
{2;4;5;6;8} ir domingjosa vir-
sotpu kopa, kas nav minimala.
Virsotnu kopa S nav neatkari-
ga virsotnu kopa.
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39



Saturs Sakums Beigas <«

2
1% 93
4 6
7 9
8

10. zim. Virsotyu kopa S =
{1; 3} nav domingjosa virsotpu
kopa. Virsotnu kopa S ir neat-
kariga virsotnu kopa, kas nav

maksimala.

2
1 3
4 6
7 9
8

11. zim. Virsotyu kopa
S = {1;3;7;9} ir minimala
domingjosa  virsotnu  kopa,
kas nav vismazaka. Virsotnu
kopa S ir vislielaka neatkariga

virsotyu kopa, o, (G) = 4.
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12. zim. Virsotyu kopa S =
{2;7;9} ir minimala domingjo-
Sa virsotnyu kopa, kas nav vis-
mazaka. Virsotnpu kopa S ir
maksimala neatkariga virsotnu

kopa, kas nav vislielaka.

2
1 3
4 6
7 9
8

13. zim. Virsotyu kopa S =
{5} ir vismazaka domingjosa
virsotnu kopa, do(G) = 1. Vir-
sotnu kopa S ir maksimala ne-
atkariga virsotnu kopa, kas nav

vislielaka.
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2
1 3
4 6
7 9
8

14. zim. Virsotnpu kopa S = {2;4;6} ir minimala
domingjosa virsotpu kopa, kas nav vismazaka. Vir-

sotpu kopa S nav neatkariga.
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15. zim. Virsotyu kopa S =
{1;4} ir vismazaka domingjosa
virsotnu kopa, do(G) = 2. Vir-
sotnu kopa S ir vislielaka neat-
kariga virsotnu kopa, o, (G) =
2.

43

16. zim. Virsotyu kopa S =
{1;2} ir vismazaka domingjo-
$a virsotnu kopa, §o(G) = 2.
Virsotnyu kopa S nav neatkari-

ga virsotnu kopa.
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4. Klike

Grafa G virsotnu kopas VG netuksu apakskopu S sauc par kliki,
ja jebkuras divas virsotnes no S ir blakusvirsotnes, t.i., {u;v} € EG
jebkuram divam virsotném u,v € S.

Tatad klike ir neatkarigas virsotnu kopas antipods.

Kliki S C VG sauc par

v/ maksimalu, ja nav nevienas citas klikes S c G, kas satur S
ka Istu apakskopu, citiem vardiem sakot, kliki S C VG sauc
par maksimalu, ja jebkurai klikei SCVG@G ka S DS, ir speka
S=S5;

v vislielako, ja tas elementu skaits ir vislielakais starp visam
klikem S C VG, citiem vardiem sakot, kliki S C VG sauc par
vislielako, ja jebkurai klikei S C VG ir speka |S| > |S].

Par grafa G klikes skaitli vai blivumu sauc vislielakas klikes

elementu skaitu; So skaitli apzimé ar ¢(G).

e Ja S C VG ir klike, tad jebkura netuksa apakskopa S1 C S art
ir klike.
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o Ja u ir grafa G wvirsotne, tad S = {u} C VG ir klike. Tatad
jebkuram grafam G ir speka o(G) > 1.

e Ja S C VG irklike, tad grafa G apaksgrafs H, kuru ir inducejusi
virsotnu apakskopa S C VG, ir vienads ar pilno grafu K, kur
s=15].

e Pienemsim, ka G ir nepilns grafs. Klike S C VG ir maksimala

tad un tikai tad, kad, pievienojot tai jebkuru citu virsotni u €
VG\ S, ieguata virsotpu kopa S = S U {u} nav klike.

» Ta ka G ir nepilns grafs, tad VG nav klike. Tapeéc, ja S ir
klike, tad S G VG un eksiste u € VG \ S.

NepiecieSamiba. Pienemsim, ka S ir maksimala klike. Pienem-
sim pretejo, ka eksisté tada virsotne v € VG \ S, ka virsotyu
kopa S = S U {u} ir klike. Ta ka S D S, tad S nav maksimala
klike. Ieguvam pretrunu. Tatad, pievienojot kopai S jebkuru
citu virsotni u € VG \ S, iegiita virsotnu kopa S = SU {u} nav
klike.

Pietiekamiba. Pienemsim, ka S ir klike, ka, pievienojot kopai S
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jebkuru citu virsotni u € VG'\ S, ieguta virsotnu kopa S=Su
{u} nav klike. Pieradisim, ka klike S ir maksimala. Pienemsim
pretejo, ka klike S nav maksimala. Tad eksiste tada klike S ,
ka S 2 8. Tépéc eksisté virsotne u, ka u € S, bet u ¢ S.
Apskatlslm kopu S = SU{u}. Taka S 58 =5\{u} DS
un kopa S ir klike, tad ar1 kopa S = S U {u} ir klike. Teguvam
pretrunu. Tatad S ir maksimala klike. <

Jebkura klike S C VG ieklaujas kada maksimala klike S C VG.

Jebkura wvislielaka klike grafa G ir maksimala klike Saja grafa.
Apgriezts apgalvojums nav spéka.

Grafa G virsotnu kopa S C VG ir klike tad un tikai tad, kad ta ir
neatkariga virsotpu kopa komplementargrafa G. Tatad o(G) =
a,(G). Ta ka grafa G komplementargrafa komplementargrafs
ir vienads ar grafu G, tad ir speka ar1 Sads apgalvojums.

Grafa G wirsotpu kopa S C VG ir neatkariga virsotnu kopa
tad un tikai tad, kad ta ir klike komplementargrafa G. Tatad

ay(G) = ¢(G).
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17. zim.

Virsotnu kopa S = {1,4,5,6} ir grafa G vislielaka neatkariga virsotyu
kopa un tapéc a(G) = 4. Virsotpu kopa S = {1,4,5,6} ir grafa G
komplementargrafa G vislielaka klike un tapéc go(G) =4.
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5. Virsotnu parklajumi

Pienemsim, ka v € VG un e € EG. Saka, ka virsotne u parklaj
Skautni e vai Skautne e parklaj virsotni u, ja virsotne wu ir inci-
denta Skautnei e.

Grafa G virsotnu kopas VG apakskopu S sauc par grafa G vir-
sotnu parklajumu, ja kopas S virsotnes parklaj visas grafa G Skautnes,
t.i., jebkura grafa G skautne ir incidenta kadai kopas .S virsotnei.

Grafa G virsotnu parklajumu sauc par

v" minimalu, ja tas nesatur nevienu virsotnu parklajumu ar mazaku

elementu skaitu, citiem vardiem sakot, virsotpu parklajumu S C
VG sauc par minimalu, ja jebkuram virsotnu parklajumam S C
VG, ka S C S, irspeka S = S;

v’ vismazako, ja ta elementu skaits ir vismazakais starp visiem
grafa G virsotyu parklajumiem S C VG, citiem vardiem sakot,
virsotnu parklajumu S C VG sauc par vismazako, ja jebkuram
virsotnu parklajumam S C V@ ir speka || < |S].
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Par grafa G virsotnpu parklajuma skaitli sauc grafa G vis-
mazaka virsotnu parklajuma S C VG elementu skaitu; So skaitli
apzimé ar (,(G).

e Jebkura kopas VO, apakskopa, ieskaitot tukso kopu 0, ir grafa O,,
virsotpu parklajums. Tuksa kopa ) ir grafa O,, vienigais minimalais
(vismazakais) virsotpu parklajums. Tapéec §,(G) = 0.

e Kopa S = VG ir grafa G virsotnu parklajums, tacu sis parklajums
nav ne minimals, ne vismazakais. Tapéc grafam G ar n virsotném ir
speka (3,(G) <n —1.

e Jebkurs netuksa grafa GG virsotnu parklajums satur vismaz vienu
virsotni. Tapéc netuksam grafam G ar n virsotném ir speka 1 <
Bu(G) <n—1.

e Kopa S = VG ir grafa G virsotnu parklajums, tacu S = VG\S = ()
nav grafa G neatkariga virsotnu kopa saskana ar definiciju. So faktu
nemsim vera nakamaja teoréma.
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5.1. teorema. 1. Grafa G wvirsotpu kopa S C VG ir grafa G
virsotpu parklajums tad un tikai tad, kad S = VG \ S ir
neatkariga virsotpu kopa.

2. Grafa G wvirsotpu kopa S ir grafa G minimals virsotpu
parklajums tad un tikai tad, kad S = VG \ S ir maksimala
neatkariga virsotpu kopa.

8. Grafa G wvirsotpu kopa S ir grafa G vismazakais virsotnu
parklajums tad un tikai tad, kad S = VG \ S ir vislielaka
neatkariga virsotpu kopa. Tapéc

0u(G) + B,(@) = VG, (5.1)

» 1. Nepieciesamiba. Pieyemsim, ka S g VG ir grafa G virsotyu
parklajums. Atzimesim, ka S # (). Pienemsim pretéjo, ka S nav
neatkariga grafa G virsotnu kopa. Tad |S| > 2 un eksiste kopas S
divas dazadas virsotnes u un v, ka e = {u,v} ir grafa G skautne. Ta
ka S grafa G virsotyu parklajums, tad e ir incidenta kadai kopas S
virsotnei. Tapéc u € S vai v € S, kas ir pretruna ar to, ka u,v &€ S.
Tatad pienemums nav patiess, un S = VG \ S ir neatkariga virsotnu
kopa.
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Pietiekamiba. Apskatisim kopu S & VG. Tad S # (). Piepemsim,
ka S ir grafa G neatkariga virsotnu kopa. Pienemsim pretejo, ka S
nav grafa G virsotnu parklajums. Tad eksiste Skautne e = {u, v}, kas
nav incidenta nevienai kopas S virsotnei. Tatad w,v € S un lidz ar to
u,v € S. Tadejadi kopas S virsotnes ir savienotas ar skautni e, kas ir
pretruna ar kopas S neatkaribu. Tatad pienémums nav patiess, un S
ir grafa GG virsotyu parklajums. <
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18. zim. Kopa S = {1;4;5;7;9} ir 19. zim. Kopa
grafa G vislielaka neatkariga S=VG\ S ={2;3;6;8} ir grafa G
virsotngu kopa, tapéc a,(G) = 5. vismazakais virsotpu parklajums,

tapéc By (G) = 4.
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5.1. piemérs. Nemot vera 5.1. teorému, iegusim.

1. Bu(0n) = VG| — ay(0r) =n—n=0.

2. Bu(Kp,q) = VG| — ay(Kpq) = (P+q) — w(Kpg) = (p+
q) — max{p; ¢} = min{p; q}.

3. Bu(Kn) = VG| — ap(K,) =n— 1.

4. Grafa G (skat. 18. zim. vislielaka virsotyu kopa ir S =
{1;4;5;7;9} (18. zim. virsotnes sarkana krasa), tapec

a, (@) = 5.

No 5.1. teorémas izriet, ka S = VG \ S = {2;3;6;8} ir gra-
fa G vismazakais virsotpu parklajums (19. zim. virsotnes
zala krasa), tapec

By(G) = VG| — ap(G) =9 — 5 = 4.
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