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1. Uzdevums par precibam

Uzdevums par precibam. Dots galigs skaits jaunskungu, katrs no
kuriem ir pazistams ar zinamam jeunkundzem. Vai var ap-
precinat katru no jaunskungiem ar pazistamu vigam jaunkundzi
(pienemot, ka pastav monogamija)?

Pieméram, ja jaunskungi (Janis, Juris, Peteris) ir pazistami ar
dazam no jaunkundzem (Ivetu, Inesi, Vinetu, Annu):

Jaunskungi | Jaunkundzes, ar kuram ir pazistams jaunskungs
Janis Iveta, Inese, Vineta
Juris Iveta, Inese, Anna
Peteris Iveta, Inese, Anna

tad vai var apprecinat (piegemot, ka pastav monogamija) katru no
jaunskungiem (Jani, Juri, Péteri) ar pazistamu vinam jaunkundzi
(Ivetu, Inesi, Vinetu, Annu)?
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2. Uzdevuma par precibam formulejums
kombinatorikas terminos

Piegemsim, ka (Y1;Ys;...;Y,,) ir galigas kopas Y (Y| = n) apaks-
kopu sistema.

Kortezu T = (y1;y2; - - - ; Ym ) sauc par kopu sistemas (Y1;Ya;...; Yy,)
transversali (vai dazado parstavju sistemu), ja

a) U1 S Y17y2 S }/27"'7ym GYWM

Nosacijums, ka m < n, ir nepieciesams, lai kopu sistémai eksistetu
transversale. Piemeram, ja

Y ={1;2}, Y1 ={1}, Y5 = {2}, Y3 = {1;2},

tad kopu sistemai (Y7;Ys;Y3) neeksisté transversales, jom =3 > 2 =
n. Nosacgjums m < n nav pietiekams, lai kopu sistemai eksistétu
transversale. Piemeram, ja

Y = {1;2;3;4}a Y= {1}7 Y, = {2}’ Y; = {LQ}»
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tad kopu sistemai (Y7;Y2;Y3) neeksiste transversales, kaut art m =
3<4=n.

Kopu sistémas transversales eksistences nepiecieSamos un pietie-
kamos nosacijumus izsaka nakama teorema.

2.1. teoréma. [Holla teorema, 1935. g.] Galigas kopasY (Y| =

n) apakskopu sistemai (Y1;Ya;...;Yy) eksisté transversale tad
un tikai tad, kad izpildas 2™ — 1 nosacgjumi:
|K1UK2UUKJ<|21€ (1§k§m)7 (21)

citiem vardiem sakot, jebkuru k (1 < k < m) kopu Y; (i =
1,2,...,m) apvienojums satur vismaz k daZadus elementus.

Formulesim uzdevumu par precibam kombinatorikas terminos. Pie-
nemsim, ka
X ={z1;29;...;Tm}

ir jaunskungu kopa, bet

Y ={yi;92;- -3 Um}
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ir jaunkundzu kopa, pie tam jaunskungam x; (¢ = 1,2, ..., m) pazistamo
jaunkundzu kopa ir Y; C Y. Uzdevumu par precibam kombinatorikas
terminos var formuleét sadi: vai kopu sistemai (Y1;Ys;...;Y,,) eksiste
transversale? NepiecieSamos un pietiekamos nosacijumus, lai kopu
sistemai (Y7;Ya;...;Y;,) eksistetu transversale (un 1idz ar to uzdevu-
mam par precibam eksistétu atrisinajums ), sniedz Holla teorema.
Jaatzime, ka Holla teoremai galvenokart ir teoretisks raksturs, jo
praktiski to pielietot ir loti sarezgiti, piemeram, ja m = 100, tad
ir japarbauda 2'°° nosacijumus (2.1), atzimesim tikai, ka skaitlis 2100
sastav no 31 cipara.

Apskatisim uzdevuma par precibam pieméru. Apzimésim jaun-
skungus un jaunkundzes:

Janis Juris Peéteris Iveta Inese Vineta Anna
) 7 7 7 ) 7 7
T T2 x3 Y1 Y2 Ys Ya

Tad X = {z1;22;23} ir jaunskungu kopa, Y = {y1;y2;ys3;ya} ir
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jaunkundzu kopa, (Y7;Y3;Y3) ir kopas Y apakskopu sistéma, kur

Yi={yi;u2:93}, Yo=A{yi;p2iva}, Ys={y;u20a}, (22)

ir jaunskungiem x1, x2, 3 pazistamo jaunkundzu kopas. Kopu sistemai
(Y1;Y2;Y3) eksisté transversale, pieméram, T = {1;2;4}. Par to
liecina ar1 Holla teoréma:
Y1UYs|=4>2, [Y1UY3=4>2, [YaUYs|=32>2,
YUY UY;|=4>3.
Holla teorema nesniedz atbildi uz jautajumu: cik pavisam tran-

sversalu ir dotajai kopu sistemai? Atbilde uz $o jautajumu tiks sniegta
nakamaja apaksparagrafa.
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3. Kopu sistemas transversalu skaits

Lai noskaidrotu visu kopu sistemas (2.2) transversalu skaitu, vis-
pirms ir jaiepazistas ar permanenta jedzienu, kas ir radniecigs deter-
minanta jedzienam.

Apliikosim taisnstiirveida m x n (m < n) matricu

Ci1 C12 Cin
C _ C21 C22 Con
Cm1 Cm2 *° Cmn

Par matricas C' permanentu sauc skaitli

per A = Zaml CA2ky e Gy, s (3.3)
kur summesana notiek pa visam m-variacijam
(k1; ka3 km)
bez atkartojumiem pamatkopa {1;2;...;n}. Ta ka visu m-variaciju

(k15 k25 ... ki) bez atkartojumiem pamatkopa {1;2;...;n} skaits ir
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vienads ar A" = m, tad summa vienadibas (3.3) labaja pusé

sastav no ﬁ saskaitamajiem.

Par kopu sistemas (Y1;Y2;...;Y,,) incidences matricu sauc
m x n matricu C' = (¢;;), kur

1, ja y; €Y, . .
Cij = . 1=1,2,...,m; j=1,2,...,n).
K { 0 ja y; &Y ( J )

3.1. teoréma. Galigas kopas Y (|Y| =n) apakskopu sistemas
(Y;Y2;...;Y0)
visu transversaju skaits ir vienads ar $is kopu sistemas inci-
dences matricas permanentu per C'.

Atgriezisimies pie uzdevuma par precibam ilustréjosa piemera. Ta
ka
neEYr, v, ys€Yr, ya gl
y1 €Ya, Y2 €Ys, y3 €Yo, ys€Yo,
Y1 € Y3a Y2 € Y3, Y3 ¢ Y37 Yq € )/3,
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tad kopu sistémas (Y7;Ys;Y3) incidences matrica ir

1 1 10
c=[1101
1 1 0 1
Lai atrastu §is matricas permanentu, vispirms uzrakstisim visas
A§:(44!3)!:1~2-3-4:24
3-variacijas (ki1; ko; k3) bez atkartojumiem pamatkopa {1;2;3;4}:
(1;2;3), (1;2;4), (153;4), (2;3;4),
(1:3;2), (1;4;2), (1;4;3), (2:4:3),
(2:1;3), (2;1;4), (3;1;4), (3;:2;4),
(2;3;1), (2;4;1), (3;4;1), (3;4;2),
(3:1;2), (4;152), (4,1;3), (4;2;3),
(3:2;1), (4:2;1), (4:3:1), (4;3;2),
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kuru komponentes kalpos par permanenta 24 saskaitamajos

A1k, * A2ky * G3kg

ietilpstoSo reizinataju

A1k, anza a3]€3

otrajiem indeksiem. Atrodam:

perC =

= C11C22C33+
+ c11¢23C32+
+ ciac21C33+
+ c12C23C31+
+ ci3co1C32+
+ ci3co2c31+
= C13C21C32+
+ c12C21C34+

+ c13C22C34+

Saturs Sakums

C11C22C34+ C11C23C34+ C12C23C34+
C11C24C32+ C11C24C33+ C12C24C33+
C12€21C34+ €13C21C34+ €13C22C34+
C12C24C31+ C13C24C31+ €13C24C32+
C14C21C32+ C14C21C33+ C14C22C33+
C14C22C31+ C14C23C31+ C14C23C32 =
C13C22C31+ €11C22C34+ €11C24C32+
C12C24C31+ €13C21C34+ €13C24C31+
C13€24C32 =

Beigas <« » Atpakal
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= 10.

Formula pasvitrotie saskaitamie ir vienadi ar nulli, savukart 10 nenulles
saskaitamajos aig, - a2k, - ask, ietilpstoSo reizinataju aik,, aok,, A3k,
otrie indeksi norada dotas kopu sistémas transversales:

(Y3315 92), (Y35 Y25 y1), (Y15 Y25 ya), (Y1193 92),
(yz;y1;y4), (yz;y4;y1), (yS;yl;y4)a (Z/3;y4;y1)7
(Y33 Y23 Ya), (Y33 Y43 Y2)-

Tadejadi pavisam ir iespejami 10 dazadi precibu varianti:
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’ \ Janis \ Juris \ Peteris ‘

1. | Vineta | Iveta Inese
2. | Vineta | Inese Iveta
3. Iveta | Inese | Anna
4. Iveta | Anna | Inese
5. Inese | Iveta | Anna
6. Inese | Anna | Iveta
7. | Vineta | Iveta | Anna
8. | Vineta | Anna | Iveta
9. | Vineta | Inese | Anna
10. | Vineta | Anna | Inese

Uzdevumu par precibam visparina uzdevums par harémiem®.

1B.A. Emenuues, O.11. Mensuukos, B.M. Capsanos, P.J1. Teiukesny. Jlekmum
o Teopun rpados. - Mocksa: "Hayka 1990.
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4. Uzdevuma par precibam formulejums
grafu teorijas valoda

Apskatisim divdalu grafu (X;Y; E), kura viena dala ir
X ={x;22;.. . 5Tm}
(jaunskungi), otra dala ir

Y ={y1;925---1Yn}

(jaunkundzes), bet skautyu kopa E tiek izveidota $adi: virsotnes z;
(t=1,2,...,m)uny; (j =1,2,...,n) ir blakusvirsotnes tad un tikai
tad, kad jaunskungs x; ir pazistams ar jaunkundzi y;. Uzdevums par
precibam grafu teorijas valoda skan sadi: vai divdalu grafa (X;Y; E)
eksiste saparojums, kas parklai® visas kopas X virsotnes?

Atbildi uz peédgjo jautajumu sniedz Holla teoremai ekvivalenta
teorema.

2T 1., jebkurai virsotnei u € X eksiste skautne e € E, ka virsotne u ir incidenta
skautnei e.
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4.1. teorema. Divdalu grafa G = (X;Y; E) eksiste saparojums,
kas parklaj visas kopas X virsotnes, tad un tikai tad, kad jebku-
rai kopas X netuksai apakskopai A ir speka nevienadiba |A| <
’N(A) , kur N(A) ir virsotpu kopas A apkartne grafa G.

Divdalu grafs (X;Y; E), kas atbilst uzdevuma par precibam ilus-
tracijai, ir attélots 1. zim. Savukart 2. zim. ir attélots kopu sistémas

(Y1;Y2;Ys) transversalei (3;1;4) atbilstosais grafa (X;Y;E) sapa-

rojums T = {{z1;ys}; {w2;y1}; {ws;v4}}, kas parklaj kopas X =
{x1;x2; 3} virsotnes.
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1 Y1
71 & 2 Y1
T2 Y2
T2 Y2
x Y3
3 Y T3 Ys
Ya Ya
1. zim. Divdalu grafs 2. zZim. Transversalei (3;1;4)
(X;Y; E), kas atbilst atbilstosais grafa (X;Y; E)
uzdevumam par precibam. saparojums, kas parklaj kopas

X virsotnes.
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5. Uzdevums par norikojumiem

Uzdevums par norikojumiem. Dotidarbu izpilditaji x1, xs, ..., xy,
katrs no kuriem var izpildit dazus no darbiem yi,ys,...,Yn.
Darba veiksanas izmaksa ir w;; > 0, ja izpilditajs x; (i =
1,2,...,n) veicdarbuy; (j =1,2,...,n). Vaivar sadalit darbus
starp izpilditajiem ta, lai izpilditu visus darbus ar peéc iespejas
mazakam izmaksam (viens izpilditajs nevar veikt vairakus dar-
bus)?

Apskatisim divdalu grafu G = (X;Y; E;w) ar svariem:

e grafa G viena dala ir X = {x1;x9;...;2,} (izpilditaji),

e grafa G otra dala ir Y = {y1;y2;...;yn} (darbi),

e virsotnes z; (i=1,2,...,n) uny; (j =1,2,...,n) ir blakusvir-
sotnes grafa G (t.i., e;; = x;y; € E) tad un tikai tad, kad
izpilditajs x; veic darbu y;,

® ja e;; = x;y; € I, tad par Skautnes e;; svaru pienem w;;.

Uzdevums par norikojumiem grafu teorijas valoda skan sadi: divdaju
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grafa G = (X;Y; E;w) ar svariem atrast vismazaka svara pilnu sapa-
TOJUMU.
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6. Pilni saparojumi divdalu grafos

NepiecieSsamos un pietiekamos nosacijumus, lai divdalu grafa ek-
sistétu pilns saparojums, izsaka nakama teorema.

6.1. teorema. Divdaju grafa G = (X;Y; E) eksisté pilns saparojums
tad un tikai tad, kad |X| = |Y| un jebkurai kopas X netuksai
apakskopai A ir speka nevienadiba |A| < |N(A)|.

» Nepieciesamiba. Pienemsim, ka T ir pilns saparojums grafa G.
Tad no 4.1. teoremas izriet, ka jebkurai kopas X netuksai apakskopai
A ir speka nevienadiba |A| < |N(A)‘ Apskatisim likumu f: X =Y,
ka

Xz y €Y tad un tikai tad, kad {z;y} € T. (6.4)

Pieradisim, ka likums f ir bijekcija.
e Ta ka saparojums T ir pilns, tad katram x € X eksiste y € Y,
ka {x;y} € T, tapec z EN Y.
e Taka T ir saparojums, tad katram x € X eksiste vienigs y € Y,
ka {z;y} € T, jo preteja gadijuma, ja {z;y'} € T un {z;y"} €
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T, kur 3y # 3", tad T nebutu saparojums. Tatad likums f ir
attelojums.

e Jaz a' € X (¢ # 2), tad arT f(2') =o' # y" = f(&"), jo
pretéja gadijuma, ja ¢y’ = y”, ti., {z/;¢y'} € T un {a";y'} € T,
tad T nebiitu saparojums. Tatad attelojums f ir injekcija.

e Ja eksistétu tada virsotne y € X, ka {x;y} ¢ T nevienai virsot-
nei no X, tad iegutu pretrunu ar to, ka saparojums 7 ir pilns.
Tatad attelojums f ir sirjekcija.

Taka f: X — Y ir bijekcija, tad |X| = |Y].

Pietiekamiba. Ta ka jebkurai kopas X netuksai apakskopai A ir
speka nevienadiba |A| < |[N(A)|, tad no 4.1. teorémas izriet, ka T
ir saparojums, kas parklaj visas kopas X virsotnes. Pienemsim, ka
|X| = |Y]. Apskatisim likumu f: X — Y, ka ir speka (6.4).

e Taka saparojums T parklaj visas kopas X virsotnes, tad katram

x € X eksiste y € Y, ka {x;y} € T, tapec x EN Y-

e Ta ka T ir saparojums, tad katram x € X eksiste vienigs y € Y,
ka {z;y} € T, jo preteja gadijuma, ja {z;y'} € T un {z;y"} €

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



22

T, kur 3y # 3", tad T nebutu saparojums. Tatad likums f ir
attelojums.

e Jaz,a' € X (¢ # 2), tad arT f(2') =o' # y" = f(&"), jo
pretéja gadijuma, ja vy’ = y”, ti., {z/;¢y'} € T un {a";y'} € T,
tad T nebiitu saparojums. Tatad attelojums f ir injekcija.

e Taka |X|=|Y| un attelojums f ir injekcija, tad f ir sirjekcija.
Ta ka f: X — Y ir bijekcija, tad jebkurai virsotnei y € Y eksistée
virsotne x € X, ka f(z) =y, ti., e = {z;y} € T, t.i., skautne e € T,
kas parklaj virsotni y. Tatad saparojums T parklaj visas kopas Y
virsotnes. Ta ka saskana ar doto saparojums T parklaj visas kopas X
virsotnes, tad saparojums 7" parklaj visas grafa G virsotnes. <

Tatad uzdevumam par norikojumiem eksiste atrisinajums tad un
tikai tad, kad jebkurai kopas X netuksai apakskopai A ir spéka nevie-
nadiba |A| < |N(A)|, citiem vardiem sakot, jebkuri k (1 < k < n)
izpilditaji kopa prot veikt ne mazak ka k darbus. Atzimesim, ka, ja
divdalu grafam eksisté pilns saparojums, tad, protams, tam eksisté
vismazaka svara pilns saparojums, jo pilnu saparojums skaits dotaja
grafa ir galigs.
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7. Uzdevums par dejam

Uzdevums par dejam. Deju balle piedalas 300 viriesi un sievietes,
pie tam katrs no virieSiem ir pazistams tie§i ar 50 sievietém,
bet katra sieviete ir pazistama tiesi ar 50 virieSiem (paziSanas
ir abpuséja). Pieradit, ka var sastadit deju parus ta, lai katra
deju part butu pazistami virietis un sieviete un visi 300 deju
balles dalibnieki dejotu.

Apskatisim divdalu grafu G = (X;Y; E), kur X ir sievieSu kopa,
Y ir viriesu kopa, pie tam {z;y} € T (z € X, y € Y) tad un tikai
tad, kad virietis = ir pazistams ar sievieti y. Saskana ar nosacijumu
katras grafa G virsotnes pakape ir vienada ar 50, t.i., G ir regulars
divdalu grafs, un tapec | X| = |Y|. Uzdevums par dejam grafu teorijas
valoda skan sadi: wai regulara divdalu grafa G = (X;Y; E) eksiste
pilns saparojums?
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8. Pilni saparojumi regularos divdalu gra-
fos

8.1. teorema. Jebkura netuksa requlara divdalu grafa G = (X;Y; E)
vienmer eksisté pilns saparojums.
» Pienemsim, ka katras grafa G virsotnes pakape ir vienada ar k
(k > 1). Apskatisim patvaligu netuksu kopu A C X. Visam kopas A
virsotném incidento Skautnu skaits ir vienads ar k - |A|. Katras sadas
Skautnes virsotnes, kas pieder Y, pakape ir vienada ar k. Tapec

k-|A
Nz B g
Bez tam regulara divdalu grafa G = (X;Y; E) dalam X un Y ir viens
un tas pats elementu skaits, t.i., |X| = |Y|. No 6.1. teorémas izriet,

ka grafa G eksiste pilns saparojums. <
No pieraditas teoremas izriet, ka uzdevumam par dejam vienmer
eksiste atrisinajums.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



9.

25
Skaitlu o, a., B, un . saistiba divdalu
grafos

Atgadinasim, ka
e jebkuram grafam G ir speka
a(G) + Bu(G) = |VG,

t.1., grafa virsotnu skaits ir vienads ar 8§t grafa virsotnu neatka-
ribas skaitla un virsotnu parklajuma skaitla summu;

e jebkuram grafam G bez izolétam virsotném ir speka vienadiba
ae(G) + B.(G) = |[VG],

t.i., grafa virsotnu skaits ir vienads ar §t grafa skautnu neatka-
r1bas skaitla un Skautnu parklajuma skaitla summu.

Izradas, ka divdalu grafa dazi no skaitliem «y,, ae, 8, un B, sakrit.
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9.1. teorema.
1. Jebkura divdaju grafa G = (X;Y; E) ir spéka vienadiba
Bu(G) = ac(G), (9.5)
t.i., divdalu grafa G virsotnpu parklajuma skaitlis ir vienads
ar ta skautpu neatkaribas skaitli.
2. Jebkura divdalu grafa G = (X;Y; E) bez izoletam virsotném
ir speka vienadiba
ay(GQ) = Be(G), (9.6)
t.i., divdaju grafa G bez izoletam virsotnem virsotnu neat-
karibas skaitlis ir vienads ar ta Skautpu parklajuma skaitli.
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