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2

Saturs
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1. Koka un meža defin̄ıcija

Šajā tēmā ar cikliem saprat̄ısim tikai ciklus, kas satur vismaz vienu
šķautni. Par koku sauc sakar̄ıgu grafu, kurā nav ciklu. Par aciklisku
grafu vai mežu sauc grafu, kurā nav ciklu.

• Jebkurš koks ir mežs, bet ne katrs mežs ir koks.

• Meža komponentes ir koki.

1.1. teorēma. Pieņemsim, ka G ir (n;m)-grafs. Šādi apgalvojumi
ir ekvivalenti.
1. G ir koks.
2. G ir sakar̄ıgs grafs un m = n− 1.
3. G ir grafs bez cikliem un m = n− 1.
4. Jebkuras divas dažādas grafa G virsotnes savieno vien̄ıgā

vienkāršā ķēde.
5. G ir grafs bez cikliem, kuram piemı̄t šāda ı̄paš̄ıba: ja savie-

not kādas divas grafa G virsotnes, kas nav blakusvirsotnes,
ar šķautni, tad iegūtais grafs saturēs vienu un tikai vienu
ciklu.

6. G ir sakar̄ıgs grafs, kura katra šķautne ir tilts.
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Sekas. Jebkuram kokam G ar vismaz divām virsotnēm eksistē vismaz
divas galavirsotnes.

I Pieņemsim, ka V G = {u1;u2; . . . ;un}, bet di = deg ui (i =
1, 2, . . . , n; n ≥ 2). Pieņemsim pretējo, ka galavirsotņu skaits ir
mazāks par 2. Tad ir iespējami tikai divi gad̄ıjumi.

1. Kokam G nav galavirsotņu. Tā kā koks G ir sakar̄ıgs grafs,
tad visu tā virsotņu pakāpes ir lielākas par 1. Ņemot vērā,
ka kokam G nav galavirsotņu, secinām, ka di ≥ 2 (i =
1, 2, . . . , n). Tāpēc

n∑
i=1

di ≥ 2n.

Saskaņā ar Lemmu par rokaspiedieniem un 1.1. teorēmu
n∑

i=1

di = 2|EG| = 2(n− 1).

Tātad 2(n − 1) ≥ 2n. Ieguvām pretrunu, jo saskaņā ar
pieņēmumu n ≥ 2.
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2. Kokam G ir tikai viena galavirsotne. Noteikt̄ıbas labad
pieņemsim, ka deg u1 = 1. Tā kā koks G ir sakar̄ıgs grafs,
tad visu tā virsotņu pakāpes ir lielākas par 1. Ņemot vērā,
ka kokam G nav galavirsotņu, secinām, ka di ≥ 2 (i =
2, . . . , n). Tāpēc

n∑
i=1

di = 1 + 2 + 2 + · · ·+ 2︸ ︷︷ ︸
n−1

= 1 + 2(n− 1) > 2(n− 1).

Saskaņā ar Lemmu par rokaspiedieniem un 1.1. teorēmu
n∑

i=1

di = 2|EG| = 2(n− 1).

Tātad 2(n− 1) > 2n. Ieguvām pretrunu.

Abos iespējamos gad̄ıjumos ieguvām pretrunu. Tātad pieņē-
mums nav patiess, un kokam G (|G| ≥ 2) eksistē vismaz divas
galavirsotnes.J

Koku, kuram ir iez̄ımēta viena virsotne, kuru sauc par sakni, sauc
par sakņotu koku.
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1.2. teorēma. [Kēli teorēma] Visu iez̄ımēto koku ar n virsotnēm
skaits ir nn−2.

Tā kā no katra iez̄ımēta koka ar n virsotnēm var iegūt n sakņotus
iez̄ımētus kokus, tad no Kēli teorēmas izriet, ka visu iez̄ımēto sakņoto
koku ar n virsotnēm skaits ir nn−1.
Virsotņu skaits n 1 2 3 4 5 6 7

Iez̄ımēto grafu ar n virsotnēm

skaits 2
n(n−1)

2

1 2 8 64 1024 32768 2097152

Neiez̄ımēto grafu ar n virsot-
nēm skaits

1 2 4 11 34 156 1044

Neiez̄ımēto koku ar n virsot-
nēm skaits

1 1 1 2 3 6 11

Neiez̄ımēto sakņoto koku ar n
virsotnēm skaits

1 1 2 4 9 20 48

Iez̄ımēto koku ar n virsotnēm
skaits nn−2

1 1 3 16 125 1296 16807

Iez̄ımēto sakņoto koku ar n vir-
sotnēm skaits nn−1

1 2 9 64 625 7776 117649
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2. Neiez̄ımēti koki

Neiez̄ımēti koki ar 1 virsotni

Neiez̄ımēti koki ar 2 virsotnēm

Neiez̄ımēti koki ar 3 virsotnēm

Neiez̄ımēti koki ar 4 virsotnēm
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Neiez̄ımēti koki ar 5 virsotnēm
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Neiez̄ımēti koki ar 6 virsotnēm
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3. Neiez̄ımēti sakņoti koki

Neiez̄ımēts sakņots koks ar 1 virsotni

Neiez̄ımēts sakņoti koks ar 2 virsotnēm

Neiez̄ımēti sakņoti koki ar 3 virsotnēm
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Neiez̄ımēti sakņoti koki ar 4 virsotnēm
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Neiez̄ımēti sakņoti koki ar 5 virsotnēm
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4. Karkass

GrafaG apakšgrafuH sauc par grafa G karkasu vai parciālmežu,
ja

1. grafs H ir grafa G karkasveida apakšgrafs (t.i., V H = V G -
grafiem H un G ir viena un tā pati virsotņu kopa);

2. grafs H ir mežs.

Sakar̄ıga grafa G karkasu H sauc par grafa G parciālkoku, t.i.,
H ir koks un vienlaic̄ıgi grafa G karkasveida apakšgrafs.
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(a) G (b) H1 (c) H2 (d) H3

1. z̄ım. Grafs G un tā parciālkoki Hi (i = 1, 2, 3).

Izpildot pārlasi plašumā grafāG (skat. paragrāfu “Pārlase plašumā
neorientētos grafos”), tika atrasts ar̄ı grafa G parciālkoks H (2. z̄ım.
parciālkoka H šķautnes sarkanā krāsā). Atgādināsim, ka parciālkoka
virsotņu kopa sakr̄ıt ar grafa G virsotņu kopu, bet koka H virsotne
u ir blakusvirsotne ar v (u ̸= v), ja virsotni v ieguva iez̄ımi, apskatot
virsotnes u apkārtni (skat. ar̄ı 2. z̄ım.).
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2. z̄ım.
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3. z̄ım.
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5. Parciālkoks ar minimālu svaru

Uzdevums par elektropārvades l̄ıniju projektēšanu. Dotās ap-
dz̄ıvotās vietas ir jāsavieno ar elektropadeves l̄ınijām tā, lai

1. jebkuras divas apdz̄ıvotās būtu savienotas ar elektropadeves
l̄ıniju vai nu pa tiešo, vai ar̄ı caur citām apdz̄ıvotām vietām.

2. šo l̄ıniju garumu summa būtu vismazākā.

Pieņemsim, ka G ir sakar̄ıgs grafs ar svariem, bet H ir grafa
G parciālkoks. Par parciālkoka H svaru sauc tā šķautņu svaru
summu. Saka, ka grafa G parciālkokam H ir minimālais svars,
ja parciālkoka H svars ir vismazākais starp visu grafa G parciālkoku
svariem.

Ja apdz̄ıvoto vietu skaits ir n, tad grafu teorijas valodā šo uzde-
vumu var formulēt šādi: pilnajā grafā Kn ar svariem atrast parciālkoku
ar minimālo svaru.

Saskaņā ar Kēli teorēmu pilnais grafs Kn satur nn−2 parciālkoku,
tāpēc, lai atrisinātu uzdevumu par elektropārvades l̄ıniju projektēšanu
ar pārlases metodi, būtu jāsastopas ar ļoti sarežǧ̄ıtiem izskaitļojumiem.
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19

Nākamajos paragrāfos apskat̄ısim metodes (Kraskala un Pr̄ımas), kas
ļauj atrisināt šo uzdevumu, veicot ievērojami mazāk izskaitļojumu.
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