DAUGAVPILS UNIVERSITATE
Dabaszinatnpu un matematikas fakultate
Fizikas un matematikas katedra

Armands Gricans

Diskreta matematika

Grafu krasosana

2022. gada 6. novembris

2022

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



Saturs

1. Grafa virsotnu krasoSana

2. Grafa skautnu krasoSana

3. Kartes skaldgu krasosana. Cetru krasu probléma

4. Noderigas saites
Zimejumu raditajs

Literatura

Saturs Sakums Beigas

<

» Atpakal Aizvert Pilns ekrans

21

31

44

45

47



1. Grafa virsotnu krasoSana

Pienemsim, ka k ir naturals skaitlis.

Par grafa G virsotpu krasojumu k krasas (vai grafa G k-
krasojumu) sauc jebkuru funkciju ¢ : VG — {1;2;...; k}.

Uzskatamibas labad uzskata, ka skaitli 1,2,..., k apzime krasas -
sarkanu, zalu, zilu utt. Tatad grafa G krasojums k krasas ir noteik-
tas krasas pieskirsana katrai grafa G virsotnei (- katras virsotnes
nokrasosana noteikta krasa).

e Kopas {1;2;...;k} vieta var nemt jebkuru k-elementu kopu.

e Funkcija ¢ var nebut sirjektiva, t.i., dala krasu var palikt neizmantotas.
Grafa G k-krasojumu ¢ : VG — {1;2;...; k} sauc par regularu,
ja p(u) # ¢(v) jebkuram divam grafa G blakusvirsotném v un v.

Citiem vardiem sakot, grafa G k-krasojumu sauc par regularu, ja
jebkuras divas grafa G blakusvirsotnes ir nokrasotas daZadas krasas.

Grafu G sauc par virsotyu k-krasojamu (vai k-krasojamu), ja
eksiste ta regulars k-krasojums.
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Grafu G sauc par k-hromatisku grafu, bet k sauc par grafa G
hromatisko skaitli un apzimé ar x(G), ja grafam G eksisté vismaz
viens regulars k-krasojums, bet neeksisté neviens regulars (k — 1)-
krasojums.

Tatad
X(G) = min{k : eksisté regulars grafa G virsotnu k-krasojums}.
Jebkuru k-hromatiska grafa regularu k-krasojumu sauc par 1 grafa
minimalu krasojumu.
2-hromatisku grafu sauc ar1 par bihromatisku grafu.
Actmredzot, grafs G ir k-krasojams tad un tikai tad, kad x(G) < k.
1.1. piemers.

e x(G) =1 tad un tikai tad, kad G ir tuksais grafs. Citiem
vardiem sakot, tuksie graft un tikai tie ir 1-hromatiski grafi.

e X(G) = 2 tad un tikai tad, kad G ir divdalu grafs ar vis-
maz vienu Skautni. Citiem vardiem sakot, divdalu grafi ar
vismaz vienu Skautni un tikai tie ir bihromatiski grafi.
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e n-tas kartas grafs G ir n-hromatisks grafs tad un tikai tad,
kad G = K,. Citiem vardiem sakot, starp n-tas kartas
grafiem pilnie grafi un tikai tie ir n-hromatiski grafi.

o Petersena grafs ir 3-hromatisks grafs (1. zim.). Jaatzime,
ka 3-hromatisku grafu kriterijs joprojam nav atrasts.

e 2. zim. un 3. zim. attéloto grafu hromatiskie skaitli ir
attiecigi 3 un 4.

e Riteni ar nepara virsotnu skaitu ir 3-hromatiski grafi (4. un
6. zim.), bet riteni ar para virsotyu skaitu ir 4-hromatiski
grafi (5. zim.).

e x(Con) =2, x(Cant1) = 3.

* X(Kpi ps,....p) = m, t.i., pilnais m-dalu grafs ir m-hroma-
tisks grafs.
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1. zTm. Petersena grafa 2. zim. x(G) =3 3. ztm. x(G) =4
hromatiskais skaitlis ir

vienads ar 3
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4. zim. x(Wy) =3 5. ztm. x(Ws5) =4 6. ztm. x(Ws) =3
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Apskatisim dazus uzdevumus, kuru risinasana var tikt izmantota
virsotnu krasosanas teorija.

Uzdevums par sarakstu sastadiSanu. Pienemsim, ka ir janolasa
virkne lekciju peéc iespejas 1saka laika, katra lekcija ilgst tiesi
vienu stundu, pie tam dazas lekcijas nevar notikt vienlaicigi,
jo, pieméram, tas lasa viens un tas pats lektors. Uzdevums:
sastadit optimalako lekciju sarakstu, t.i., tadu lekciju sarakstu,
saskana ar kuru visas lekcijas tiks nolasitas visisakaja laika.
Apskatisim grafu, kura virsotnes attelo lekcijas, pie tam di-
vas virsotnes savienosim ar Skautni tad un tikai tad, kad tam
atbilstosas lekcijas nevar notikt vienlaicigi. Tad jebkurs grafa
regulars krasojums sniedz pielaujamo lekciju sarakstu - vienas
krasas lekcijas var notikt vienlaicigi. Starp visiem pielaujamiem
lekciju sarakstiem visoptimalakais ir saraksts, kas atbilst dota
grafa minimalajam krasojumam, bet visisakais laiks, kas ir ja-
patere, lai nolasttu visas lekcijas, ir vienads ar dota grafa hro-
matisko skaitli.
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Uzdevums par iekartu sadali. Pienemsim, ka ir javeic galigs skaits
operaciju (katras operacijas izpildes laiks ir viens un tas pats),
izmantojot galigu skaitu iekartu, pie tam neviena no iekartam
nevar tikt vienlaicigi izmantota dazadu operaciju veikSanai. Uz-
devums: sadalit iekartas ta, lai visas operacijas tiktu veik-
tas wvisisakaja laika. Apskatisim grafu, kura virsotnes attelo
operacijas, pie tam divas virsotnes savienosim ar Skautni tad
un tikai tad, kad §im virsotnem atbilstoSo operaciju veiksanai
ir jaizmanto viena un ta pati iekarta. Tad jebkuram dota grafa
regularam krasojumam atbilst pielaujamais iekartu sadales gra-
fiks - vienas krasas operacijas var tikt veiktas vienlaicigi. Visisa-
kais laiks, kas ir nepieciesams visu operaciju veiksanai, ir vienads
ar dota grafa hromatisko skaitli. Iekartu sadales grafiks, saskana
ar kuru visas operacijas tiks veiktas visisakaja laika, atbilst dota
grafa minimalajam krasojumam.

Hromatiska skaitla vispariga formula nav zinama. Tacu atseviskos
gadijumos var sniegt hromatiska skaitla novertéjumus.
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. teorema. Ja G(U) ir grafa G apaksgrafs, kuru ir inducéjusi
grafa G virsotpu kopa U C VG, tad x(G) > x(G(U)).

Piemeram,

e ja grafs G satur apaksgrafu K,,, tad grafa G hromatiskais skaitlis nav ma-

zaks par m, t.i., x(G) > m;

e ja grafs GG satur riteni ar nepara virsotnu skaitu, tad grafa G hromatiskais

skaitlis nav mazaks par 3, t.i., x(G) > 3;

e ja grafs G satur riteni ar para virsotnu skaitu, tad grafa G hromatiskais

1.2.

1.3.

1.4.

skaitlis nav mazaks par 4, t.i., x(G) > 4.

teorema. Ja grafam G ir m Skautnes, tad

teorema. Jebkuram grafam G ir speka nevienadiba x(G) <
1+ A(G), kur A(G) ir grafa G virsotnes maksimala pakape.

teoréma. [Bruksa teoréma, 1941. g.] Ja G ir sakarigs
nepilns grafs, pie tam A(G) > 3, tad x(G) < A(G).
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Virsotnu krasosanas “skopa” (greedy) metode. Piepemsim,
ka grafa GG virsotnes ir sanumurétas virkné wui,us,...,u,. “Skopa”
metode lauj atrast kadu grafa G regularu krasojumu ar krasu skaitu
k < A(G)+1, pie tam vispariga gadijuma §is atrastais krasojums nav
minimals.

1. Virsotnei u; pieskiram krasu 1.

2. Apskatam virsotni us. Ja virsotnes us un u; ir blakusvirsotnes,

tad virsotnei ug pieskiram krasu 2. Preteja gadijuma (t.i., ja us
un u; nav blakusvirsotnes) virsotnei u; pieskiram krasu 1.

3. Apskatam virsotni ug un pieSkiram tai vismazako krasu, kura
vel netika izmantota, lai nokrasotu tas blakusvirsotnes starp
virsotném w; un wug, protams, ja ir tadas blakusvirsotnes. Ja
virsotnei ug nav blakusvirsotnu starp virsotnem wu; un wus, tad
virsotnei ug pieskiram krasu 1.

4. Piepemsim, ka virsotnes ui,us,...,us jau ir nokrasotas. Ap-
skatam virsotni usyq un pieskiram tai vismazako krasu, kura
vel netika izmantota, lai nokrasotu tas blakusvirsotnes starp vir-
sotném uq,us, ..., us, protams, ja ir tadas blakusvirsotnes. Ja
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virsotnei us1 nav blakusvirsotyu starp virsotnem wuy, ug, . . ., ug,
tad virsotnei usy1 pieskiram krasu 1.
5. Metodes darbu beidzam, kad visas grafa G virsotnes ir nokrasotas.

1.1. piezime. Dazos gadijumos “skopaja”’ metodeé izmantoto krasu
skaitu k ir iesp€jams samazinat, ja grafa GG virsotnes sanumuret
péc to pakapju neaugsanas, t.i., grafa G virsotnes sanumuret
virkné uy,uso, ..., u, ta, lai

deguy > degug > - -+ > degu,.
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1.2. piemers. 7. zim. attelota grafa G virsotnes ir sanumurétas
peéc to pakapju neaugsanas:

Us Uy | U2 | U3 | Ug | U5 | U | U7 | US
degu; 715 5 4 1414413

Us ug | U9 | U0 | U11 | U12 | U13 | U14 | U1s
degu; 3 3 3 3 3 3 2 1

1) Virsotnei u; pieskiram krasu 1.

2) Ta ka virsotne us nav blakusvirsotne ar virsotni u;, tad vir-
sotnei us ar1 pieskiram krasu 1.

3) Virsotne ug ir blakusvirsotne ar virsotném u; un ug, kuram
ir jau pieskirta krasa 1, tapeéc virsotnei ug pieskiram krasu 2.
4) Virsotne uy ir blakusvirsotne ar virsotném us un ug, kuram ir
jau pieskirtas krasas 1 un 2, tapéc virsotnei uy pieskiram krasu
3.

5) Virsotne us ir blakusvirsotne ar virsotném u; un ug, kuram ir
jau pieskirtas krasas 1 un 2, tapec virsotnei us pieskiram krasu
3.
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6) Virsotne ug ir blakusvirsotne ar virsotni wj, kurai ir jau
pieskirta krasa 1, tapec virsotnei ug pieskiram krasu 2.

7) Virsotne wr ir blakusvirsotne ar virsotnem wuq, us, us un
ug, kuram ir jau pieskirtas krasas 1 un 2, tapec virsotnei uy
pieskiram krasu 3.

8) Virsotne ug ir blakusvirsotne ar virsotném us un uy, kuram ir
jau pieskirtas krasas 1 un 3, tapéc virsotnei ug pieskiram krasu
2 (bet nevis “!).

9) Virsotne ug ir blakusvirsotne ar virsotném us un wug, kuram ir
jau pieskirtas krasas 1 un 2, tapéc virsotnei ug pieskiram krasu
3.

10) Virsotne wujq ir blakusvirsotne ar virsotném w; un ug, kuram
ir jau pieskirtas krasas 1 un 2, tapec virsotnei ujg pieskiram
krasu 3.

11) Virsotne ;7 ir blakusvirsotne ar virsotném wu; un us, kuram
ir jau pieskirtas krasas 1 un 3, tapec virsotnei w1 pieskiram
krasu 2 (bet nevis “!).

12) Virsotne uo ir blakusvirsotne ar virsotnem wy, u1g un usq,
kuram ir jau pieskirtas krasas 1, 2 un 3, tapeéc virsotnei uiso
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pieskiram krasu

13) Virsotne wu;3 ir blakusvirsotne ar virsotném wug un ug, kuram
ir jau pieskirtas krasas 2 un 3, tapec virsotnei u;3 pieskiram
krasu 1 (bet nevisi!).

14) Virsotne uy4 ir blakusvirsotne ar virsotném u4 un wus, kuram
ir jau pieskirta krasa 3, tapec virsotnei ui4 pieskiram krasu 1
(bet nevis 11).

15) Virsotne uy5 ir blakusvirsotne ar virsotni uqg, kurai ir jau
pieskirta krasa 1, tapeéc virsotnei uy5 pieskiram krasu 2.
Rezultata esam ieguvusi dota grafa regularu 4-krasojumu (skat.
8. zim.). Tatad x(G) < 4. No otras puses, ta ka grafs G satur
riteni W7 (skat. 8. zim.), kura virsotnu skaits ir para skaitlis,
un Iidz ar to x(Wr7) = 4, tad x(G) > 4. Tatad x(G) = 4, t.i,
7. zim. attélotais grafs G ir 4-hromatisks.
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8. zim. Grafa G minimals virsotnu krasojums 4 krasas
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1.3. piemers. Noteikt visisako laiku, kada var nolasit 7 lekcijas
(tiestbu pamati, anglu valoda, franc¢u valoda, ekonomika, menedz-
ments, marketings, etika), ja katras lekcijas ilgums ir 1 stunda,
pie tam dazas lekcijas nevar tikt lasitas vienlaicigi. Tabula ar
zvaigzniti ir atzimetas lekcijas, kas nevar tikt lasitas vienlaicigi.

Tie | Ang | Fra | Eko | Men | Mar | Eti
Tie * * E3
Ang * 3 *
Fra * * *
Eko * *
Men * * * *
Mar * * * *
Eti * *

Aplukosim grafu G (skat. 9. zim.), kura virsotnes ir lekcijas, pie
tam divas virsotnes ir savienotas ar Skautni tad un tikai tad, kad
atbilstosas lekcijas nevar tikt lasitas vienlaicigi.

9. zim. ir attelots grafa G regulars 4-krasojums, tapec x(G) < 4.
No otras puses, grafs G satur apaksgrafu Ky, tapec x(G) >
x(K4) = 4. Tatad x(G) = 4. Tadejadi visisakais laiks, kada var
nolastt 7 lekcijas, ir vienads ar 4 stundam.
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tiesibu pamati etika francu valoda
@ -

ekonomika

méfkétings

9. zim. Uzdevumam par lekciju sarakstu atbilstosa grafa

minimals virsotnu krasojums 4 krasas
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Lekciju saraksts, kas lauj nolasit 7 lekcijas 4 stundas, atbilst
grafa G minimalajam krasojumam, kas ir attelots 9. zim.:
1. franc¢u valoda, tiesibu pamati (- sarkanas lekcijas);
2. anglu valoda, ekonomika (- zilas lekcijas);
3. etika, menedzments (- zalas lekcijas);
4. marketings (- dzeltena lekcija).
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2. Grafa skautnpu krasosana

Pienemsim, ka k ir naturals skaitlis.

Pienemsim, ka grafam G ir m (m > 1) Skautnes. Par grafa G
Skautnu krasojumu k krasas (vai grafa G skautpu k-krasoju-
mu) sauc jebkuru funkciju ¢ : EG — {1;2;...;k}.

Uzskatamibas labad uzskata, ka skaitli 1,2,..., k apzimeé krasas -
sarkanu, zalu, zilu utt. Tatad grafa G Skautnu krasojums k krasas ir
noteiktas krasas pieskirsana katrai grafa G skautnei (- katras skautnes
nokrasosana noteikta krasa).

e Kopas {1;2;...;k} vieta var nemt jebkuru k-elementu kopu.

e Funkcija ¢ var nebut sirjektiva, t.i., dala krasu var palikt neizmantotas.

Grafa G skautyu k-krasojumu ¢ : EG — {1;2;...;k} sauc par
regularu, ja ¢(e) # ¢(f) jebkuram divam grafa G blakusskautnem
eun f.
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Citiem vardiem sakot, grafa G skautnu k-krasojumu sauc par re-
gularu, ja jebkuras divas grafa G blakusskautnes ir nokrasotas daZadas
krasas.

Grafu G sauc par Skautnu k-krasojamu, ja eksisté ta regulars
gkautnu k-krasojums.

Grafu G sauc par Skautnu k-hromatisku grafu, bet k sauc par
grafa G hromatisko indeksu (vai grafa G hromatisko klasi) un
apzimé ar x'(G), ja grafam G eksisté vismaz viens regulars skautnu k-
krasojums, bet neeksisté neviens regulars skautnu (k — 1)-krasojums.

Tatad

X'(G) = min{k : eksiste regulars grafa G skautnu k-krasojums}.

Acimredzot, grafs G ir skautnpu k-krasojams tad un tikai tad, kad
X'(G) <k.

Ja ir dots kads grafa G regulars Skautnu krasojums, tad visam
Skautnem, kas ir incidentas vienai virsotnei, ir dazadas krasas. Tapec
X' (G) > A(G), kur A(G) ir grafa G virsotnes maksimala pakape.
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Tacu eksiste grafi, kuriem x'(G) > A(G). Piemeéram, 10. zim. attelo-
tajam grafam G ir speka nevienadiba x'(G) =4 > 3 = A(G).

——

10. zim. Grafam G ir speka nevienadiba x'(G) =4 > 3 = A(GQ)

Nakama teoréma sniedz sameéra precizu hromatiska indeksa nover-
tejumu.
2.1. teoréma. [Vizinga teoréma, 1964. g.] Jebkuram grafam G
ir speka nevienadibas A(G) < x'(G) < A(G) + 1.
Tatad, ja grafam G eksiste regulars skautnu k-krasojums, ka A(G) =
k, tad X'(G) = k.
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2.1. piemers.
o X'(Kant1) = A(K2n41)+1 =2n+1, X' (K2p) = A(K2p) =
2n — 1.
e Jebkuram divdalu grafam G ar vismaz vienu skautni ir
speka x'(G) = A(G). Specialgadijuma, x'(K), 4) = max{p;q}.

Ta ka divas grafa G skautnes ir blakusskautnes tad un tikai tad,
kad tas ir blakusvirsotnes grafa G skautyu grafa L(G), tad, acimredzot,
X' (G) = x(L(G)), t.i., grafa hromatiskais indekss ir vienads ar §i grafa
skautnu grafa hromatisko skaitli.

2.2. piemeérs. Atradisim grafa G (skat. 11. zim.) hromatisko in-
deksu un minimalo skautpu krasojumu. Apskatisim grafa G
skautpu grafu L = L(G) (skat. 11. zim.). Atradisim grafa L
regularu virsotnu krasojumu, lietojot “skopo” metodi. Grafa L
virsotnes sanumuresim péc to pakapju neaugsanas:

U Uy | U2 | U3 | Ug | U5 | U | U7 | U | U9 | ULQ
degu; 5 5 5 4 1414413 3 3
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1) Virsotnei u; pieskiram krasu 1.

2) Virsotne wug ir blakusvirsotne ar virsotni ug, kurai ir jau
pieskirta krasa 1, tapeéc virsotnei us pieskiram krasu 2.

3) Virsotne ug ir blakusvirsotne ar virsotném u; un ug, kuram ir
jau pieskirtas krasas 1 un 2, tapéc virsotnei ug pieskiram krasu
3.

4) Virsotne ug ir blakusvirsotne ar virsotném wui, us un usg,
kuram ir jau pieskirtas krasas 1, 2 un 3, tapec virsotnei uy
pieskiram krasu

5) Virsotne wy ir blakusvirsotne ar virsotni uy, kurai ir jau
pieskirta krasa 1, tapec virsotnei us pieskiram krasu 2.

6) Virsotne ug ir blakusvirsotne ar virsotném us un us, kuram
ir jau pieskirta krasa 2, tapéc virsotnei ug pieskiram krasu 1.
7) Virsotne w7 ir blakusvirsotne ar virsotnem wue, ug un ug,
kuram ir jau pieskirtas krasas 1, 2 un 3, tapec virsotnei uy
pieskiram krasu

8) Virsotne ug ir blakusvirsotne ar virsotném wus un ug, kuram ir
jau pieskirtas krasas 1 un 2, tapéc virsotnei ug pieskiram krasu
3.
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9) Virsotne ug ir blakusvirsotne ar virsotném wugz, ury un wusg,
kuram ir jau pieskirtas krasas 3 un , tapec virsotnei ug pieskiram
krasu 1.

10) Virsotne wjg ir blakusvirsotne ar virsotném wuq, ug un us,
kuram ir jau pieskirtas krasas 1, 2 un /, tapéc virsotnei ujg
pieskiram krasu 3.

Rezultata esam ieguvusi grafa L regularu 4-krasojumu. Tatad
X(L) < 4. No otras puses, ta ka grafs L satur pilno grafu Ky,
kura hromatiskais skaitlis x(K4) = 4, tad x(L) > x(K4) = 4.
Tatad x(L) = 4, t.i., grafa G skautnu grafs L ir 4-hromatisks.
Tapec grafs G ir skautnu 4-hromatisks, t.i., x'(G) = 4 (14. zim.
ir attelots grafa G regulars skautnu 4-krasojums).

Nakamajos zimejumos ir ilustréta grafa G regulara skautnu kraso-
juma atrasana ar grafa G skautyu grafa L = L(G) regulara virsotnu
krasojuma palidzibu.
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krasas

O B &m
B NI

12. zim. Grafa G skautyu grafa L = L(G) minimals virsotyu krasojums

4 krasas. Ar partrauktu liniju ir izdalits grafa L apaksgrafs K4
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13. zim. Skautnu grafa L = L(G) minimals virsotyu krasojums 4 krasas un tam

atbilstosais grafa G minimals Skautnu krasojums 4 krasas
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14. zim. Grafa G regulars

skautnu 4-krasojums
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3. Kartes skaldnu krasosana. Cetru krasu
problema

Par karti sauc jebkuru sakarigu plakanu multigrafu bez tiltiem.

Kartes G skaldnes, kuram ir kopiga skautne, sauc par blakusskal-
dném.

Visu kartes G skaldnu kopu apzimésim' ar FG.

Par kartes G skaldnpu krasojumu k krasas (vai grafa G skaldnu
k-krasojumu) sauc jebkuru funkciju ¢ : FG — {1;2;...;k}, kur
f > f; f ir kartes G skaldnu skaits.

Uzskatamibas labad uzskata, ka skaitli 1,2, ...,k apzime krasas -
sarkanu, zalu, zilu utt. Tatad kartes G skaldnu krasojums k krasas ir
noteiktas krasas pieskirsana katrai kartes G skaldnei (- katras skaldnes
nokrasosana noteikta krasa).

e Kopas {1;2;...;k} vieta var nemt jebkuru k-elementu kopu.

L Face (anglu val.) - skaldne.
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e Funkcija ¢ var nebtt sirjektiva, t.i., dala krasu var palikt neizmantotas.

Kartes G skaldgu k-krasojumu ¢ : FG — {1;2;...;k} sauc par
regularu, ja p(a) # ¢(b) jebkuram divam kartes G blakusskaldnem
aun b.

Citiem vardiem sakot, kartes G skaldpu k-krasojumu sauc par
reqularu, ja jebkuras divas kartes G blakusskaldnes ir nokrasotas da-
zZadas krasas.

Karti G sauc par skaldnu k-krasojamu, ja eksiste kartes G
regulars skaldnu k-krasojums.

Karti G sauc par skaldpu k-hromatisku karti, bet k& sauc par
kartes G skaldpu hromatisko skaitli un apzime ar x*(G), ja kartei
G eksiste vismaz viens regulars skaldnu k-krasojums, bet neeksiste
neviens regulars skaldyu (k — 1)-krasojums. Tatad

X" (G) = min{k : eksisté regulars kartes G skaldyu k-krasojums}.

Jebkuru skaldnu k-hromatiskas kartes regularu k-krasojumu sauc
par $is kartes minimalu skaldpu krasojumu.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



33

Acimredzot, karte G ir skaldpu k-krasojama tad un tikai tad, kad
X"(G) < k.

Plakanu grafu skaldgu krasosanas problema radas 19. gadsimta
vidu un sakotn€ji tika formuleta sadi: vai ir iespgjams patvaligu poli-
tisku karti izkrasot ¢etras krasas ta, lai kaiminvalstis tiktu nokrasotas
dazadas krasas? Grafu teorija $1 problema ir pazistama ka cetru krasu
hipoteze.

Cetru krasu hipotéeze. Jebkura karte ir 4-krasojama, t.i., jebkurai
kartei G ir speka x*(G) < 4.
Nakama teorema sniedz ekvivalentu ¢etru krasu hipotézes for-
muléjumu un saista to ar grafa virsotnu krasosanu.

3.1. teorema. Sadi apgalvojumi ir ekvivalenti.
1. Ir speka cetru krasu hipoteze.
2. Jebkurs planars grafs ir 4-krasojams, t.i., jebkuram plana-
ram grafam G ir speka x(G) < 4.
Teorémas patiesums izriet no fakta, ka karte G ir skaldpu k-kraso-
jama tad un tikai tad, kad tas geometriski dualais grafs G* ir virsotnu
k-krasojams.
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Jebkurai kartei G var piekartot plakanu multigrafu G* sadi.

e Kartes G katras skaldnes «; (i = 1,2,...,f; f ir kartes G
skaldnu skaits) ieksiene izvelésimies punktu v} (i =1,2,..., f).
Punkti v} (i =1,2,..., f) kalpos par multigrafa G* virsotnem.

e Katrai kartes G skautnei e piekartosim nepartrauktu liju e*
bez paskrustosanas punktiem, ka
— Imija e* savieno punktus w}, kuri pieder tam skaldnem
(vienai vai divam), kuru robeza satur skautni e;
— Imija e* krusto Skautni e, bet neiet caur skautnes e vir-
sotnem.
Visas sada veida iegutas lmijas e* kalpos par multigrafa G*
Skautnem, pie tam linijas e* var izveleties ta, ka tas savstarpeji
nekrustosies, iznemot varbut So Imiju galapunktos.
Plakanam multigrafam G piekartoto plakano multigrafu G* sauc
par kartes G geometriski dualo grafu.
Atzimeésim, ka multigrafa G* kartejas skautnes atbilst tam kartes
G skaldném, kuram ir vismaz divas kopigas Skautnes.
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3.1. piemers. Apskatisim karti G ar 5 skaldnem A B C D un E

(skat. 15. zim.) un tam geometriski dualo grafu G* (skat. 16.
un 17. zim.).
Grafa G* hromatiskais skaitlis ir vienads ar 4 (18. zim. ir attelots
grafa G* minimals virsotyu krasojums 4 krasas). Tapéc kartes
G skaldpu hromatiskais skaitlis arT ir vienads ar 4 (19. zim. ir
attelots kartes G minimals skaldyu krasojums 4 krasas).

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



A
2/

=,

o). &

15. zim. Karte G 16. zim. Kartes G geometriski
duala grafa G* konstrukcija

Y

17. zim. Kartes G geometriski dualais grafs G*
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<

E
18. zZim. Kartes G geometriski 19. zim. Kartes G minimals
duala grafa G* minimals virsotnu skaldpu krasojums 4 krasas

krasojums 4 krasas
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3.2. piemers.

[ T T T T T T 1
L T T T T 1
L L 1T 1T T T 1T
I I
T T T T T
T T 1
I T 1
1
LT T 1
I 1 1 1 1
I I |
I T T T T 1
L T T T T 7T
T T 1 III 1
20. z1im.
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Cetru krasu hipotezi pirmais izvirzija 1852. gada Frensiss Gutri
(Francis Guthrie), kurs, krasojot Anglijas grafistu karti, ieveroja, ka
to var izdartt, izmantojot tikai 4 krasas. Vinps jautaja savam bralim
Frederikam Gutri (Frederick Guthrie), kur§ studgja Kembridzas uni-
versitaté, vai tieSsam jebkuru karti var izkrasot, izmantojot Cetras
krasas, ta, lai blakus apgabali tiktu izkrasoti dazadas krasas.

21. zim. Francis 22. zim. Augustus De 23. zim. Arthur Cayley
Guthrie Morgan (1806-1871) (1821-1895)
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24. zim. Alfred Kempe 25. zim. Percy John 26. zim. Heinrich
(1849-1922) Heawood (1861-1955) Heesch (1906-1995)

Frederiks Gutri So hipotézi izstastija de Morganam (Augustus de
Morgan). Plasakai sabiedribai ¢etru krasu hipotéze kluva zinama
péc tam, kad Londonas matematikas biedriba to prezenteja anglu
matematikis A. Keli (Arthur Cayley) 1878. gada. Gadu velak A. Kem-
pe (Alfred Kempe) publicgja pirmo hipotezes pieradijumu. 1890. gada
P. Hivuds (Percy John Heawood) atrada klidu $aja pieradijuma, vins
pieradija, ka, ja ¢etru krasu hipotéze 4 nomainit ar 5, tad ta ir samera
vienkarsi pieradama.
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3.2. teoréma. [Hivuda teoréma, 1890. g.] Jebkurs planars grafs
G ir 5-krasojams, t.i., x(G) < 5.

krasu hipotezi. 1969. gada H. Hess (Heinrich Heesch) Cetru krasu
hipotézi reducgja uz liela skaita 1936 (skat. web lapu [1], kura ir
minéts §is skaitlis) nenovérsamo konfiguraciju’ krasoSanas problemu,
pieradot, ka jebkuram maksimalam® plakanam grafam G eksiste kadai
nenoversamai konfiguracijai izomorfs grafa G apaksgrafs G, pie tam,
ja apaksgrafa G virsotnes var regulari izkrasot 4 krasas, tad to var iz-
dartt arT ar doto grafu G. Pec kada laika So nenoversamo konfiguraciju
skaits tika samazinats lidz 1482 [5, 263. lpp.].

2Nenoversama konfiguracija - unavoidable configuration (anglu val.), Heycrpa-
numag Koudurypanus (krievu val.).

3Sakarigu planaru (plakanu) grafu G (|G| > 3) sauc par maksimalu planaru
(plakanu) grafu, ja, pievienojot grafam G jebkuru Skautni e, iegtitais grafs G+e
nav planars (plakans). Sakarigu plakanu grafu G (|G| > 3) sauc par plakanu
triangulaciju, ja jebkura ta skaldne (argjo ieskaitot) ir trijsturis. Sakarigs grafs
G, |G| > 3, ir maksimals plakans grafs tad un tikai tad, kad tas ir plakana
triangulacija.
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1976. gada amerikanu matematiku un programmetaju kolektivs
K. Apela (Kenneth Appel) un V. Hakena (Wolfgang Haken) vadiba,
izmantojot loti sarezgitu datorprogrammu un vairak neka 1000 stundu
datorlaika, pieradija, ka visu nenoversamo konfiguraciju virsotnes var
tikt regulari izkrasotas 4 krasas, tadejadi pieradot ¢etru krasu hipotézi.
Tacu §im pieradijumam tika veltits samera daudz kritikas, jo parbaudit
So pieradijumu ir loti gruti.

1997. gada amerikanu matematiki N. Robertsons (Neil Robert-
son), D. Sanders (Daniel P. Sanders), P. Seimirs (Paul Seymour) un
R. Tomass (Robin Thomas) sniedza daudz 1saku ¢etru krasu hipotezes
pieradijumu (skat. web lapu [2]) kuru jau ir samera reali parbaudit?,
neskatoties uz to, ka ar1 8aja pieradijuma tiek izmantota speciala da-
torprogramma, kura patere 20 minutes datorlaika. Vinu pieradijuma
nenoversamo konfiguraciju skaits ir samazinats Iidz 633.

2000. gada indiesu matematikis A. Dharveidkers (Ashay Dharwad-

42004. gada decembri Georges Gonthier (Lielbritanija) pazinoja, ka ir
parbaudijis Robertsona u.c. pieradijumu ar specialas programmas Coq (skat.
web lapu [3].) palidzibu.
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ker) pazinoja, ka ir atradis ¢etru krasu hipotezes teoretisku piera-
dijumu (skat. web lapu [4]), izmantojot grupu teoriju un Steinera
sistemas. Jaatzime, ka A. Dharveidkera pieradijums matematiku sa-
biedriba tiek vertets neviennozimigi: vina rezultati 2000. gada tika
publiceti Kanadas matematikas biedribas majas lapa, tacu uzreiz sakas
diskusija par 81 pieradijuma korektumu (skat. Web lapu [6]).
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Noderigas saites

. Wikipedia enciklopédijas sadala “Four color theorem”.

http://en.wikipedia.org/wiki/Four_color_theorem

. N. Robertsona u.c. ¢etru krasu hipotéezes pieradijuma iss aprak-

sts.
http://www.math.gatech.edu/~thomas/FC/fourcolor.html

. Programmas Coq majas lapa.

http://coq.inria.fr/

. A. Dharveidkera ¢etru krasu hipotézes pieradijums.

http://www.dharwadker.org/

. MathWorld sadala “Four-Color Theorem”.

http://mathworld.wolfram.com/Four-ColorTheorem.html

. Talk: Four color theorem/Archive 2.

http://en.wikipedia.org/wiki/Talk:Four_color_theorem/
Archive_2
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