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1. Izomorfu grafu jēdziens

Grafu teorijā pēta tās grafu ı̄paš̄ıbas, kuras nav atkar̄ıgas no grafu
virsotņu apz̄ımējumiem, t.i., grafu teorijā neatšķir grafus, kurus iegūst
vienu no otra mainot virsotņu apz̄ımējumus. Iepriekš teikto formalizē
grafu izomorfisma jēdziens.

Apskat̄ısim grafus G un H.

Bijekciju φ : V G → V H sauc par grafu G un H izomorfismu, ja
grafa G jebkuru divu virsotņu u un v attēli φ(u) un φ(v) ir blakusvir-
sotnes grafā H tad un tikai tad, kad u un v ir blakusvirsotnes grafā
G.

Ja eksistē vismaz viens grafu G un H izomorfisms, tad raksta
G ∼= H un saka, ka grafi G un H ir izomorfi.

Grafu izomorfisma problēma: noteikt, vai divi dotie grafi ir
izomorfi, vai nav izomorfi, ir viena no svar̄ıgākajām grafu teorijas
problēmām.
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2. Izomorfu (neizomorfu) grafu piemēri

(a) G1

(b) G2 (c) G3

1. z̄ım. Savstarpēji izomorfi grafi G1, G2 un G3.
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2. z̄ım. attēlotie grafi nav ne savstarpēji izomorfi, ne izomorfi ne
ar vienu no 1. z̄ım. attēlotajiem grafiem.

(a) (b)

2. z̄ım. Neizomorfi grafi.
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3. Neiez̄ımēti grafi

Ac̄ımredzami, ka attieksme “būt par izomorfiem grafiem” ir ekvi-
valences attieksme, jo š̄ı attieksme ir

1. refleks̄ıva, t.i., G ∼= G;

2. simetriska, t.i., ja G ∼= H, tad H ∼= G;

3. transit̄ıva, t.i., ja G ∼= H un H ∼= L, tad G ∼= L,

kur G, H un L ir patvaļ̄ıgi grafi. Tāpēc visus grafus var sadal̄ıt ekvi-
valences klasēs tā, ka katras klases jebkuri divi grafi ir izomorfi, bet
jebkuri divi dažādu klašu grafi nav izomorfi.

Katru izomorfo grafu klasi sauc par abstraktu grafu vai neiez̄ı-
mētu grafu.

Grafu teorija pēta tās grafu ı̄paš̄ıbas, kuras ir invariantas attiec̄ıbā
pret grafu izomorfismiem. Tātad grafu teorijā pēta abstrakto grafu
ı̄paš̄ıbas.
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4. Iez̄ımēti grafi

Taču grafu teorijā neaprobežojas tikai ar abstrakto grafu pēt̄ı̌sanu.
Tiek pēt̄ıti ar̄ı iez̄ımētie grafi.

Ar iez̄ımētu grafu saprot jebkuru grafu paragrāfā “Grafa jēdziens”
apskat̄ıtās grafa defin̄ıcijas noz̄ımē, pie tam divus grafus G un H
uzskata par vienādiem un raksta G = H tad un tikai tad, kad
V G = V H un EG = EH, t.i., šiem grafiem ir viena un tā pati
virsotņu kopa, kā ar̄ı viena un tā pati šķautņu kopa.

Tātad G = H noz̄ımē sakārtotu pāru G = (V G;EG) un
H = (V H;EH) vienād̄ıbu!

Kāds ir visu n-kārtas iez̄ımēto grafu skaits? Apskat̄ısim visus gra-
fus ar fiksētu virsotņu kopu V , |V | = n. Šie grafi atšķiras viens no
otra tikai ar šķautnēm. Tādēļ šo grafu skaits ir vienāds ar visu kopas

V (2) apakškopu skaitu, t.i., ar 2
n(n−1)

2 .
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8

Virsotņu Iez̄ımēto grafu ar Neiez̄ımēto grafu ar
skaits n n virsotnēm n virsotnēm

skaits 2
n(n−1)

2 skaits
1 1 1
2 2 2
3 8 4
4 64 11
5 1024 34
6 32768 156
7 2097152 1044
8 268435456 12346
9 68719476736 274668
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Grafu teorijā pierāda, ka visu n-tās kārtas iez̄ımēto grafu skaits
ir “aptuveni” n! reǐzu lielāks nekā visu n-tās kārtas neiez̄ımēto grafu
skaitu. Prec̄ızāk, ir spēkā Poijas formula:

lim
n→∞

gn
fn
n!

= 1,

kur

gn ir visu neiez̄ımēto grafu ar n virsotnēm skaits,

fn = 2
n(n−1)

2 ir visu iez̄ımēto grafu ar n virsotnēm skaits.

No Poijas formulas izriet aptuvena vienād̄ıba:

gn ≈ fn
n!

jeb
fn
gn

≈ n!.
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10

Intuit̄ıvi šis fakts liekas skaidrs: izmantojot n apz̄ımējumus, doto
n virsotņu kopu var apz̄ımēt tieši n! dažādos veidos. Taču no tā vēl
neseko, ka no katra neiez̄ımēta grafa var iegūt n! dažādus iez̄ımētus
grafus.

Piemēram, no grafa G (skat. 3.(a) z̄ım.) iegūst tr̄ıs (skat. 3.(b),
3.(c), 3.(d) z̄ım.), nevis sešus, dažādus iez̄ımētus grafus.

Tiešām, pieņemsim, ka vienkāršās ķēdes G = P3

• virsotņu kopa ir V = {1; 2; 3},
• šķautņu kopa ir E =

{
{1; 2}; {2; 3}

}
.

Virsotņu kopas V elementu apz̄ımējumus var izmain̄ıt

3! = 6

veidos. Tad, protams, attiec̄ıgi izmain̄ısies ar̄ı šķautņu kopas:
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1.

(
1 2 3
1 2 3

)
E1 =

{
{1; 2}; {2; 3}

}
;

2.

(
1 2 3
3 2 1

)
E2 =

{
{3; 2}; {2; 1}

}
;

3.

(
1 2 3
2 1 3

)
E3 =

{
{2; 1}; {1; 3}

}
;

4.

(
1 2 3
3 1 2

)
E4 =

{
{3; 1}; {1; 2}

}
;

5.

(
1 2 3
1 3 2

)
E5 =

{
{1; 3}; {3; 2}

}
;

6.

(
1 2 3
2 3 1

)
E6 =

{
{2; 3}; {3; 1}

}
.

Ieguvām 6 grafus Gi = (V ;Ei) (i = 1; 6). Taču tikai tr̄ıs no tiem
ir dažādi, jo

G1 = G2, G3 = G4, G5 = G6.
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(a) G

(b) G1 = G2

(c) G3 = G4

(d) G5 = G6

3. z̄ım.
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5. Izomorfu grafu raksturojums, lietojot
to kaimiņmatricas

Par permutāciju matricu sauc kvadrātveida bināru matricu, ku-
ras katrā rindiņā un kolonnā atrodas tieši viens vieninieks.

Teorēma. Grafi G1 un G2 ir izomorfi tad un tikai tad, kad eksistē
permutāciju matrica P , ka M(G1) = PT ·M(G2) ·P , kur PT ir
matricas P transponētā matrica.

Piemērs. Pierād̄ısim, lietojot teorēmu, ka grafi G1 un G2 (skat. 1.(a)
un 1.(b) z̄ım.) ir izomorfi. Grafu G1 un G2 kaimiņmatricas:

M(G1) =


0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0

 , M(G2) =


0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0

 .
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Apskat̄ısim bijekciju φ : V G2 → V G1, ka

φ :
a b c d e f
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
1 2 5 3 4 6

,

un tai atbilstošo permutāciju matricu:

P =

1 2 3 4 5 6
a
b
c
d
e
f


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1


.

Tad

PT =

a b c d e f
1
2
3
4
5
6


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 .
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Aprēķinām:

PT ·M(G2) · P = (PT ·M(G2)) · P =

=




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 ·


0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0



 ·

·


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1

 =

=


0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0

 ·


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1

 =
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=


0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0

 = M(G1).

Tātad grafi G1 un G2 ir izomorfi. Iepriekšējos spriedumos iz-
mantojām matricu reizināšanas asociativitāti.
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