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1. Izomorfu grafu jedziens

Grafu teorija peta tas grafu 1pasibas, kuras nav atkarigas no grafu
virsotnu apziméjumiem, t.i., grafu teorija neatskir grafus, kurus iegtst
vienu no otra mainot virsotnu apzimejumus. Ieprieks teikto formalizé
grafu izomorfisma jedziens.

Apskatisim grafus G un H.

Bijekciju ¢ : VG — V H sauc par grafu G un H izomorfismu, ja
grafa G jebkuru divu virsotpu v un v atteli ¢(u) un ¢(v) ir blakusvir-

sotnes grafa H tad un tikai tad, kad u un v ir blakusvirsotnes grafa
G.

Ja eksiste vismaz viens grafu G un H izomorfisms, tad raksta
G = H un saka, ka grafi G un H ir izomorfi.

Grafu izomorfisma problema: noteikt, vai divi dotie grafi ir
izomorfi, vai nav izomorfi, ir viena no svarigakajam grafu teorijas
problemam.
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2.

Izomorfu (neizomorfu) grafu piemeri

(a) G1

1. zim. Savstarpeji izomorfi grafi G, G2 un G3.
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2. zim. attelotie grafi nav ne savstarpeji izomorfi, ne izomorfi ne
ar vienu no 1. zim. attelotajiem grafiem.

(a) (b)

2. zim. Neizomorfi grafi.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



3. Neiezimeti grafi

Acimredzami, ka atticksme “but par izomorfiem grafiem” ir ekvi-
) P g
valences attieksme, jo §T attieksme ir

1. refleksiva, t.i., G = G,
2. simetriska, t.i., ja G = H, tad H 2 G;
3. transitva, ti.,jaG=H un H = L, tad G = L,
kur G, H un L ir patvaligi grafi. Tapec visus grafus var sadalit ekvi-

valences klasés ta, ka katras klases jebkuri divi grafi ir izomorfi, bet
jebkuri divi dazadu klasu grafi nav izomorfi.

Katru izomorfo grafu klasi sauc par abstraktu grafu vai neiezi-
metu grafu.

Grafu teorija péta tas grafu ipasibas, kuras ir invariantas attiectba
pret grafu izomorfismiem. Tatad grafu teorija peta abstrakto grafu
1pasibas.
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4. lIezimeti grafi

Tacu grafu teorija neaprobezojas tikai ar abstrakto grafu pétisanu.
Tiek petiti arT iezimetie grafi.

Ar ieztmeétu grafu saprot jebkuru grafu paragrafa “Grafa jedziens”
apskatitas grafa definicijas nozime, pie tam divus grafus G un H
uzskata par vienadiem un raksta G = H tad un tikai tad, kad
VG = VH un EG = EH, t.i., siem grafiem ir viena un ta pati
virsotnu kopa, ka arT viena un ta pati skautnu kopa.

Tatad G = H nozimeé sakartotu paru G = (VG; EG) un
H = (VH;EH) vienadibu!

Kads ir visu n-kartas iezimeto grafu skaits? Apskatisim visus gra-
fus ar fiksetu virsotyu kopu V, |V| = n. Sie grafi atskiras viens no
otra tikai ar skautnem. Tadel So grafu skaits ir vienads ar visu kopas

n(n—1)

V() apakskopu skaitu, t.i., ar 27z .
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Virsotnu | lezimeéto grafu ar | Neiezimeto grafu ar
skaits n n virsotnem n virsotnem
skaits 2”5 skaits

1 1 1

2 2 2

3 8 4

4 64 11

5 1024 34

6 32768 156

7 2097152 1044

8 268435456 12346

9 68719476736 274668
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Grafu teorija pierada, ka wvisu n-tas kartas iezimeto grafu skaits
ir “aptuveni” n! reizu lielaks neka visu n-tas kartas neieziméto grafu
skaitu. Precizak, ir speka Poijas formula:

lim g—n =1,
n—oo Jn
n!
kur

gp, ir visu neieziméto grafu ar n virsotnem skaits,

fn=2

No Poijas formulas izriet aptuvena vienadiba:

~ I

gn ~ |
n:

n(n

> ir visu ieziméto grafu ar n virsotnem skaits.

jeb
fu
In

~ nl.
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Intuitivi Sis fakts liekas skaidrs: izmantojot n apziméjumus, doto
n virsotnu kopu var apzimet tiesi n! dazados veidos. Tacu no ta vel
neseko, ka no katra neieziméta grafa var iegtt n! dazadus iezimetus
grafus.

Pieméram, no grafa G (skat. 3.(a) zim.) iegust tris (skat. 3.(b),
3.(c), 3.(d) zim.), nevis sesus, dazadus iezimetus grafus.

Tiesam, pienemsim, ka vienkarsas kédes G = P;

e virsotpu kopa ir V = {1;2; 3},

e skautnu kopa ir E = {{1;2};{2;3}}.
Virsotpu kopas V' elementu apziméjumus var izmainit

31=6

veidos. Tad, protams, attiecigi izmainisies art Skautnu kopas:
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1,( 1 g g ) Ey = {{1;2};{2;3}};
2_( ; ; :1)’ ) By = {{3;2};{2;1}};
3,( ; f g > By = {{2:1};{1;3});
4,( é f ;’ > By = {{3:1};{1;2}};
5.( 1 g g ) Bs = {{1;3}; {3:2} }:
6.( ; g :1)’ > Es = {{2;3};{3;1}}.

Teguvam 6 grafus G; = (V; E;) (i = 1;6). Tacu tikai tr1s no tiem
ir dazadi, jo
G1 =G, G3 =Gy, G5 =Gé.
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(a) G
& —o——»
1 2 3
(b) G1 = Ga
r——o
2 1 3
(c) Gs =Gy
& —————eo —0©
1 3 2
(d) Gs = Gs
3. zIm
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5. Izomorfu grafu raksturojums, lietojot
to kaiminmatricas

Par permutaciju matricu sauc kvadratveida binaru matricu, ku-
ras katra rindina un kolonna atrodas tiesi viens vieninieks.
Teorema. Grafi G1 un Go ir izomorfi tad un tikai tad, kad eksiste

permutaciju matrica P, ka M(G1) = PT-M(Gs) - P, kur PT ir
matricas P transponeta matrica.

Piemeérs. Pieradisim, lietojot teorému, ka grafi G; un G (skat. 1.(a)
un 1.(b) zim.) ir izomorfi. Grafu G; un G5 kaiminmatricas:

00 0 1 1 1 001 0 1 1
00 0 1 1 1 001 0 1 1
00 0 1 1 1 1 10 1 0 0
M@= 1 1 1 ¢ ¢ o | MGCI=|(3 g 1 ¢ 1 1
1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0
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Apskatisim bijekciju ¢ : VGo — V Gy, ka
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= M(Gy).
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== =0 00
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Tatad grafi G; un Gs ir izomorfi. Ieprieksejos spriedumos iz-
mantojam matricu reizinaSanas asociativitati.
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