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1. Uzdevums par Kenigsbergas tiltiem

1736. gada L. Eilers publicgja darbu par Kénigsbergas tiltiem, kura
pirmo reizi tika matematiski formuléts un atrisinats grafu teorijas
uzdevums.

Uzdevums par Kenigsbergas tiltiem. Vai var skersot katru no
septiniem Kenigsbergas tiltiem, kas savieno upes Prégeles kras-
tus (skat. 1. zim.), tikai vienu reizi un atgriezties izejas punkta?

i&.}_
g

1. zim. Kenigsbergas tiltu plans.
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1. zZim. attelotajai shemai piekartosim multigrafu G, kura vir-
sotnes attélo sauszemes dalas A, B, C' un D, bet skautnes - tiltus
a, b, ¢, d, e, f un g, pie tam divas virsotnes savienosim ar skautni
tad un tikai tad, kad attiecigas sauszemes dalas ir savienotas ar tiltu.
Multigrafs G ir attelots 3. zim.
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2. zZim. Leonards Eilers (Leonhard Euler, 1707 — 1783) -
SveicieSu matematikis, kurs sniedzis nozimigu ieguldijumu
visdazadakajas matematikas nozares: analitiskaja geometrija,
trigonometrija, geometrija, matematiskaja analize, skaitlu teorija

u.c.
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3. zim. Kenigsbergas tiltu planam atbilstoSais multigrafs.

Uzdevumu par Keénigsbergas tiltiem matematiski var formulet sadi:
vai dotaja multigrafa eksisté cikls, kas satur visas dota multigrafa
Skautnes?
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2. Eilera teorema

Multigrafa G ciklu sauc par Eilera ciklu, ja tas satur visas multi-
grafa G skautnes. Sakarigu multigrafu G sauc par Eilera grafu, ja
taja eksiste Eilera cikls.

2.1. teoréma. [Eilera teoréma, 1736. g.] Sakarigs multigrafs
ir Filera grafs tad un tikai tad, kad visam ta virsotném ir para
pakapes.

No §1s teoremas izriet, ka uzdevumam par Kenigsbergas tiltiem nav
atrisinajuma, jo visam 3. zim. attelota grafa G virsotném ir nepara
pakape (lai dotajam uzdevumam nebutu atrisinajuma, pietiktu kon-
statet, ka vienai virsotnei ir nepara pakape).

Eilera teoremu var paskaidrot sadi: visas dota sakariga multi-
grafa Skautnes, sakot no kadas ta virsotnes, var apiet ta, lai Skautnes
neatkartotos un beigas varetu atgriezties izejas virsotne, tad un tikai
tad, ja, ieejot §1 multigrafa patvaliga virsotné pa skautni, var iziet
no §is virsotnes pa citu skautni, t.i., virsotnu pakapém ir jabut para
skaitliem.
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3. Puseilera grafi

Multigrafa G kedi' sauc par Eilera kedi, ja ta satur visas multi-
grafa G Skautnes. Sakarigu multigrafu G sauc par puseilera grafu,
ja taja eksiste Eilera kede. Atzimesim, ka jebkurs Eilera cikls ir Eilera
kede, bet jebkurs Eilera grafs ir puseilera grafs.

3.1. teorema. Sakarigs multigrafs ir puseilera grafs tad un tikai
tad, ja ne vairak ka divam ta virsotnem ir nepara pakape.

3.2. teorema. Sakariga multigrafa eksisté valéja FEilera kéde tad
un tikai tad, ja tikai divam $t multigrafa virsotnem ir nepara
pakape. Saja gadijuma FEilera kédes sakums un beigas atrodas
nepara pakapes virsotnes.

1K&de un vienkarsa kéde tika definéta grafam, tacu acimredzama veida &ie
jedzieni var tikt defineti arT multigrafam.
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3.3. teorema. Ja sakarigam grafam ir tiesi k nepara pakapes vir-
sotnes, tad eksisté g valéjas kedes?, ka

1. jebkuram divam kedém nav kopigu Skautnu,

2. jebkura grafa skautne pieder kadai no dotajam kédem.
Specialgadijuma, ja k = 2, t.i., ja sakariga grafa eksisté tiesi di-
vas nepara pakapes virsotnes, tad Saja grafa eksiste valeja kéde,
kas satur visas grafa Skautnes.

2Skaitlis k ir para skaitlis, jo jebkura grafa nepara pakapes virsotpu skaits ir
para skaitlis.
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4. zim. “Majinas” grafs. 5. zim. Eilera kede

“Majinas” grafa.

3.1. piemers. Apskatisim pazistamo uzdevumu par “majinas” zi-
mésanu: vai var uzzimét “majipu” (skat. 4. zim.), neatrau-
jot ztmuli no lapas un katru liniju velkot tikai vienu reizi? Ja
meginasim zimet “majinu”, neatraujot zimuli no lapas un katru
Iiju velkot tikai vienu reizi, ta, lai atgrieztos sakumpunkta, tad
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cietisim neveiksmi, jo, ta ka “majinas” grafa virsotnem a un b ir
nepara pakapes, tad “majinas” grafs nav Eilera grafs un tapec
taja neeksiste Eilera cikls. Tacu viegli ieverot, ka “majinas”
grafs ir puseilera grafs. Tapec saskana ar 3.2. teoremu taja ek-
sisté Eilera kede, kuras galavirsotnes atrodas punktos a un b
(5. zim. ir attelota Eilera kede a,d, ¢, b,d, e, c,a,b). Tatad, lai
uzzimetu “majinu”, neatraujot zimuli no lapas un katru lmiju
velkot tikai vienu reizi, zimésana ir jauzsak virsotné a (virsotne
b) un jabeidz zimet virsotne b (attiecigi virsotne a).
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4. Flert metode

Ka praktiski atrast Eilera ciklu dotaja Eilera grafa G? Sim noliikam
var izmantot $adu metodi [1].
Flert metode (1883).

1. Izveélesimies patvaligu grafa G virsotni u un patvaligai Skautnei
uv pieskirsim iezimi 1. Izsvitrojam Skautni wv un parejam vir-
sotne v.

2. Pienemsim, ka, veicot ieprieksejo soli, kadai skautnei pieskiram
iezimi k, izsvitrojam So skautni un nonacam virsotné w. Izvela-
mies patvaligu skautni wz, pieskiram tai iezimi k+1 un parejam
virsotne z, pie tam neizsvitroto skautnu grafa tiltu izvelamies
tikai tad, ja nav citu iespeju.

3. Metodes darbu beidzam, kad visas grafa skautnes ir izsvitrotas

un Iidz ar to ir ieguvusas iezimes 1,2,...,m, kur m = |EG].
Skautnu iezimes parada, kada seciba Skautnes ietilpst Eilera
cikla.
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4.1. piemers. 6. zim. attelotais grafs ir Eilera grafs, jo tas ir
sakarigs un visam ta virsotneém ir para pakape. Atradisim taja
Eilera ciklu, lietojot Flert metodi. Saksim, pieméram, ar virsotni
3. Izvelamies tai incidentu skautni {3;2}, pieskiram tai iezimi
1, izsvitrojam So Skautni un parejam virsotne 2. Izvelamies
virsotnei 2 incidentu Skautni {2;13}, pieskiram tai iezimi 2,
izsvitrojam So Skautni un parejam virsotne 13. Izvelamies vir-
sotnei 13 incidentu Skautni {13;5}, pieskiram tai iezimi 3, iz-
svitrojam So Skautni un parejam virsotne 5 utt. Turpinam ta,
ka ir paradits 6. zim. Pienemsim, ka Skautnei {11; 19} pieskiram
iezmi 11, izsvitrojam to un nonacam virsotne 19. Ka nakamo
nedrikst izveleties Skautni {19;7}, jo Skautne {19;7} ir tilts
neizsvitroto Skautnu grafa (tiesam, ja izmest Skautni {19;7},
tad neizsvitroto Skautnu grafs sadalisies divas komponentes, kuru
Skautnes ir dzeltena un zila krasa). Tapec ka nakamo izvelamies
skautni {19; 2}, pieskiram tai iezimi 12, izsvitrojam to un parejam
virsotne 2 utt. Talaka skautnu izvele ir paradita 6. zim. Flert
metodes darbu beidzam, kad pédejai skautnei esam piekartojusi
iezimi 31 un nonakusi izejas virsotne 3.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



Tada veida tiek ieguts Eilera cikls:
3,2,13,5,9,21,6,5,8,2,11,19, 2,20, 8,15, 14,6, 16, 15,
12,4,20,19,7,17,10,1,17,18,1, 3.

6. zim. FlerT metodes realizacija
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4.1. piezime. Flerm metodi var lietot ar1, lai atrastu valeju Eilera
kedi dotaja puseilera grafa ar tie$i divam nepara pakapes vir-
sotném. Saja gadijuma par pirmo virsotni ir jaizveélas vienu
no divam nepara pakapes virsotnem. Flerm metodes pedeja solt
nonaksim otraja nepara pakapes virsotne.
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5. Eilera orgrafi

Orgrafa G kedi, kas satur visus orgrafa G lokus, sauc par Eilera
kedi.

Vaji sakarigu orgrafu G sauc par Eilera orgrafu, ja tas satur
ciklisku Eilera kedi.

5.1. teorema. Vaji sakarigs orgrafs G ir Eilera orgrafs tad un tikai
tad, ja jebkurai ta virsotneiu € AG ir speka deg™ (u) = deg™ (u),
t.i., jebkura orgrafa virsotne ieejoSo un izejoso loku skaits ir
vienads.

5.2. teorema. Vaji sakarigs orgrafs G satur valéju FEilera kedi tad
un tikat tad, kad taja eksisté divas virsotnes u un v (u # v), ka

deg™ (u) = deg™ (u) + 1, deg™(v) = deg™(v) — 1,
bet degt(w) = deg™ (w) jebkurai ta virsotnei w € AG, kas ir
atskiriga no w un v. Saja gadijuma jebkuras orgrafa G valejas
FEilera kedes sakums atrodas virsotne u un beigas atrodas vir-
sotne v.
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6. Uzdevumi

1. Neliela birz1 atrodas zakis. Vins izlécis no pasleptuves un skrejis
no koka pie koka, atstadams pedas (skat. 7. zim.), un beidzot

paslépies zem viena no kokiem. Kur zakis atrodas patlaban?
Zem kura koka vins bija paslépies sakuma?
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. Ezera atrodas septinas salas, kuras savstarpéji savienotas ar
tiltiem (skat. 8. zim.). Uz kuras salas no motorlaivas jaizsedina
taristi, lai vini varétu pariet par katru tiltu tiesi vienu reizi? No
kuras salas motorlaiva péc tam Sie turisti jauznem?

8. zim.
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3. Vai var uzzimet Muhameda zobenus (skat. 9. zim.), neatraujot
zimuli no papira un katru Imiju velkot tikai vienu reizi?
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7. Noderigas saites

Wapedia Wapedia.mobi — the encyclopedia for mobile devices.

Wikipedia Interneta enciklopedija.

e The MacTutor History of Mathematics archive Matema-
tikas vestures resursi.

MathWorld Grafu teorijas resursi.
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http://wapedia.mobi/en/Eulerian_path
http://en.wikipedia.org/wiki/Eulerian_path
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/index.html
http://mathworld.wolfram.com/topics/GraphTheory.html

8. Terminu vardnica

Flert metode
Fleury’s algorithm
Eilera grafs
Eulerian graph
puseilera grafs

semi-Eulerian graph
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