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1. Orgrafu bez konturiem ipasibas

Saja paragrafa apliukosim specialu orgrafu klasi - orgrafus bez
kontairiem. Sadiem orgrafiem piemit interesantas Ipasibas, kuras izsaka
nakama teoréma.

1.1. teorema. Ja orgrafam G nav konturu, tad eksiste vismaz viena
virsotne uw € VG, kura neieiet neviens loks, t.i., I~ (u) = 0, un
eksisté vismaz viena virsotne v € VG, no kuras neiziet neviens
loks, t.i., T (v) = 0. Virsotni u sauc par orgrafa G avotu,
bet virsotni v - par orgrafa G teteci.

Tatad no avota loki tikai iziet, bet ietece loki tikai ieiet.

Ja (G;w) ir orgafs bez kontiriem ar patvaligu svaru funkciju w,
tad vienmer var atrast visisakos marSrutus no avota lidz ietecei ar
Floida metodi, jo, ja nav konttiru, tad nav art negativa svara konturu.
Ja attaluma funkcija p apmierina trijstura likumu, tad orgrafam var
pielietot Dijkstras metodi. Turpmak orgrafiem bez konttriem un ar
nenegativu svaru funkciju aplukosim vel vienu metodi, kas lauj atrast
visisako marSrutu no avota Iidz ietecei. Apskatisim arl metodi, kas
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lauj atrast visgarako marsrutu no avota lidz ietecei.

Orgrafiem bez konttiriem piemit vel viena interesanta ipasiba: sada
grafa virsotnes var sanumuret ta, lai katrs loks izietu no virsotnes ar
mazaku numuru un ieietu virsotne ar lielaku numuru. Lai to paveiktu
orgrafam G ar n virsotném, rikojas sadi.

0. Avotam pieskiram apziméjumu ug.

1. No orgrafa G atmetam avotu wg un visus tam incidentos lokus.
legistam orgrafu G bez kontiiriem, kuram saskana ar 1.1. teo-
remu eksisté avoti. Siem avotiem pieskiram apziméjumus u; ar
mazakajiem indeksiem no kopas A = {1;2;...;n — 2} (indekss
n — 1 tiek rezervets ietecei) un izsvitrojam tos no kopas A. Pari
paliku$o indeksu kopu apzimeésim ar A;.

2. No orgrafa (G; atmetam avotus un incidentos tiem lokus. Iegiis-
tam orgrafu G bez konturiem, kuram saskana ar 1.1. teorému
eksisté avoti. Siem avotiem pieskiram apziméjumus u; ar ma-
zakajiem indeksiem no kopas A; un izsvitrojam tos no kopas
A;. Pari palikuso indeksu kopu apzimesim ar A, utt. Ieteces
apzimejums bus uy,—1.
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1.1. piemeéers. Nakamajos zim&jumos ir attelota orgrafa G bez kon-
turiem (skat. 1. zim.) virsotyu parnumuréSana saskana ar ieprieks
mineto panémienu. Rezultata tiek iegiits orgrafs G bez kontiiriem
(skat. 7. zim.), kura katrs loks iziet no virsotnes ar mazaku numuru
un ieiet virsotne ar lielaku numuru.

Vecie virsotnu apzimejumi 1 2 3 4 5 6 7 8
e

Jaunie virsotnu apzimejumi up | ue | u2 | ug | us | ug | uog | ur
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0. solis

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



1. solis
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2. solis
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3. zim.
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3. solis
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4. zim.
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4. solis
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5. solis
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6. solis
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g > >o— wy
U2 Uus
7. zZim
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2. Visisakie marsruti orgrafos bez kont-
riem

Apskatisim orgrafu (G;w) bez kontiiriem un ar nenegativu svaru
funkciju w : AG — R. Visisako marsrutu no orgrafa G avotam Iidz
ietecei var noteikt sadi. Pienemsim, ka orgrafa GG virsotnes ir sanu-
muretas ta, ka katrs loks iziet no virsotnes ar mazaku numuru un ieiet
virsotne ar lielaku numuru.

Visisako marsrutu orgrafos bez kontiiriem noteikSana.

1. Avotam wug pieskiram iezimi A(ug) = 0, bet visam pargjam vir-
sotném iezimi co: A(u;) =00 (i=1,2,...,n—1).

2. Katram ¢ =1,2,...,n — 1 virsotnei u; pieskiram iezimi:
AMug) = min{ A (uiy ) + w(ugy s wi); AMuiy) + w(wiy; ug);. .
)‘(ukl) + w(uk’i ) ul)}a

kur {u; 5 wiy; .. uk, =T (u;), ki = deg™ (u;), citiem vardiem
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sakot,

Au;) = well?fil(lu‘) AMw) + w(w; u;).

. Ja Mup—1) = oo, tad visisakais (ug;u,—1)-marsruts neeksiste.
Ja AMupn—1) # oo, tad visisakais (ug; u,—1)-marsruts eksiste, un
ta garums ir vienads ar A(u,—1). Lai atrast visisako (ug; up—1)-
marsrutu, rikojas sadi:

— atrod virsotni u;, € I (u,—1)), ka
)‘(unfl) = A(ujl) + w(ujl ) unfl);
— atrod virsotni u;, € I'"*(u;, ), ka
)\(’Lle) = /\(uj'z) + W(uh;uh) utt.;
— pec galiga skaita solu iegiist u;,, = uo;
tad
U = Uy Ugpyy 19+ -y Ujpy Uy s Un—1

ir visisakais (ug; u,—1)-marsruts ar garumu A(u,—1).
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8. zim.

2.1. piemeérs. 8. zim. ir attélots orgrafs (G;w) bez kontiiriem un ar nenegativu
svaru funkciju w. Orgrafa G virsotnes ir sanumuretas ta, ka katrs loks
iziet no virsotnes ar mazaku numuru un ieiet virsotné ar lielaku numuru.
Atradisim visisako marsrutu starp orgrafa G avotu up un ieteci u7. Orgrafa
G ieejoso virsotnu pusapkartnes ir sadas:
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'~ (up)

I~ (u1) || uo

I (ug) ug U1
= (u3) Uy

'~ (ua) ug | ui
I (us) || u2 | us
F (us) || uz | ug

'~ (uy) usz | us | ug

. Avotam ug pieskiram iezimi A(ug) = 0, bet visam paréjam virsotném
iezimi co: A(u;) =00 (1=1,2,...,7).
. TakaT' (u1) = {uo}, tad

A(ur) = min{\(uo) + w(uo; u1)} = min{0 + 4} = min{4} = 4;
. TakaI'™ (u2) = {uo;u1}, tad
Aluz) = min{A(uo) + w(uo; u2); AM(u1) + w(ui;u2)} =
= min{0 + 2;4 + 8} = min{2;8} = 2;
. TakaTI' ™ (u3z) ={u1}, tad
Auz) = min{A(u1) + w(ui;u3)} = min{4 + 1} = min{5} = 5;
. TakaI'™ (us4) = {uo;u1}, tad
A(ua) = min{A(uo) + w(uo; ua); AM(u1) + w(ui;ua)} =
= min{0 + 3;4 + 5} = min{3;9} = 3;
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5. TakaI'" (us) = {u2;us}, tad

A(us) = min{A(u2) + w(uz; us); A(uz) + w(us;us)} =
= min{2 + 3;5+ 6} = min{5; 11} = 5;

6. TakaI' (ug) = {us;usa}, tad

Aug) = min{A(u3z) + w(us; ue); A(ua) + w(ua;ue)} =
=min{5+ 7;3+ 5} = min{12;8} = §;

7. Taka T'~(u7) = {us;us; ug}, tad

Aur) = min{\(ug) + w(us; ur); AMus) + w(us; ur); Aue) + w(ue; ur)} =
=min{5+ 7;5+2;8+ 4} = min{12;7;12} = 7.

Orgrafa G virsotnes ieguva Sadas iezimes:

U uo | ul | ug | uz | ug | us | ue | ur
Auy) 0 4 2 5 3 5 8 7
Ta ka visu virsotnu iezimes nav vienadas ar oo, tad visas virsotnes u;
(1=1,2,3,4,5,6,7) ir sasniedzamas no avota ug. Visisaka marsruta
no avota ug lidz ietecei uy garums ir vienads ar ieteces itezimi
AMuy) =171

Atradisim visisako (uo; u7)-marsrutu. Ta ka
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'~ (ur) = {us; us;ue} un
AMur) = A(uz) =7—5=2#7=w(us;ur),
Aur) = AMus) =7—5=2=w(us;ur),
Aur) = AMue) =7T—8=—1#4=w(us;uy),
tad uj;, = us;
I=1(5) = {ug;u3} un
Mus) — Muz) =5 — 2 =3 = w(uz; us),
AMus) — A(uz) =5—5=0# 6 = w(usz;us),
tad uj, = ug;
I=1(2) = {uo;u1} un
Au2) — AMuo) =2 -0 =2 = w(uo; u2),
AMuz) = A(u1) =2 -4 = -2 #8 =w(ui;u2),
tad uj, = uo;
tapec
Ujs, Ujy, Ujp,u7 b wo,u2,us,ur

ir visisakais (uo;u7)-marsruts ar garumu A(uz) = 7 (skat. 8. zim.).
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3. Visgarakie marsruti orgrafos bez kon-
turiem

Ja orgrafa bez konturiem ietece ir sasniedzama no avota, tad vis-

garakais marsruts starp avotu un ieteci vienmer eksiste!

Apskatisim orgrafu (G;w) bez kontiiriem un ar nenegativu svaru
funkciju w : AG — R. Visgarako marsrutu no orgrafa G avotam
lidz ietecei var noteikt sadi. Pienemsim, ka orgrafa GG virsotnes ir
sanumuretas ta, ka katrs loks iziet no virsotnes ar mazaku numuru un
ieiet virsotne ar lielaku numuru.

Visgarako marsrutu orgrafos bez konturiem noteikSana.
1. Visam orgrafa G virsotném pieskiram iezimi O:
AMu;)=0 (=0,1,2,...,n—1).
2. Katram ¢ =1,2,...,n — 1 virsotnei u; pieskiram iezimi:
AMu;) = max{ A (u;, ) + w(ug s ui); Muiy) + w(w,; ug); ..
Ak, ) + w(ug,; wi) ks
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kur {5 wiy; .. uk, =T (u;), ki = deg™ (u;), citiem vardiem
sakot,

AMug) = werlr“@?u-) Aw) + w(w; u;).

. Ja AMun—1) = 0, tad visgarakais (up; up,—1)-marsruts neeksiste.
Ja AMun—1) # 0, tad visgarakais (up; u,—1)-marsruts eksisté, un
ta garums ir vienads ar A(u,—1). Lai atrast visgarako (ug; un,—1)-
marsrutu, rikojas sadi:

— atrod virsotni u;, € I *(u,—1)), ka
)‘(unfl) = A(ujl) + w(u.jl ) unfl);
— atrod virsotni u;, € I'"*(u;, ), ka
A(ujl) = A(“’jz) + W(Uj2;u]‘1) utt.;
— pec galiga skaita solu iegiist u;,, = uo;
tad
UQ = Ujpy s WUy 19 -+ Ugn, Ujy s Un—1

ir visgarakais (ug; u,—1)-marsruts ar garumu A(u,—1).
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3.1. piemeérs. 8. zim. ir attelots orgrafs (G;w) bez kontiiriem un ar nenegativu
svaru funkciju w. Orgrafa G virsotnes ir sanumuretas ta, ka katrs loks iziet no
virsotnes ar mazaku numuru un ieiet virsotné ar lielaku numuru. Atradisim vis-
garako marsrutu starp orgrafa G avotu ug un ieteci uy. Orgrafa G ieejoSo virsotnu
pusapkartnes ir sadas:

'~ (uo)
I (ul) uo
'~ (u2) uo | u1l
' (u3) ul
'~ (ua) wuy | u1l
= (U5) u us
- (ue) us (7
I (U7) us us ueg
0. Visam orgrafa G virsotneém pieskiram iezimi 0: A(u;) =0 (¢ =1,2,...,7).

1. Taka '~ (u1) = {uo}, tad
A(ur) = max{A(uo) + w(uo; u1)} = max{0 + 4} = max{4} = 4;
2. Taka '™ (u2) = {uo;u1}, tad
A(uz2)

max{A(uo) + w(uo; u2); AMu1) + w(ui;u2)} =
max{0 + 2;4 + 8} = max{2;12} = 12;
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. Taka D' (ug) = {u1}, tad
A(us) = max{A(u1) + w(ui;uz)} = max{4 + 1} = max{5} = 5;
. Taka D' (u4) = {uo;u1}, tad
AMua) = max{A(uo) + w(uo; ua); A(u1) +w(ur;ua)} =
= max{0+ 3;4 + 5} = max{3;9} = 9;
. Taka '™ (us) = {uz;us}, tad
A(us) = max{A(uz) + w(uz; us); Mus) +wl(uz;us)} =
= max{12 + 3;5 + 6} = max{15; 11} = 15;
. TakaI'™ (us) = {us;ua}, tad
A(ug) = max{A(u3) + w(us;ue); A(us) + w(ua;ue)} =
= max{5 + 7;9 + 5} = max{12; 14} = 14;
. TakaI'™ (u7) = {us;us;us}, tad

A(ur) = max{A(usz) + w(us; ur); Mus) + w(us; ur); A(us) + w(ue; ur)} =
=max{5+ 7;15 4+ 2;14 + 4} = max{12;17;18} = 18.

Orgrafa G virsotnes ieguva $adas iezimes:
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U ug | ul ug | uz | uq | us | ug | ur
Mu;) || O | 4 |12 5 | 9 | 15 | 14 | 18

Ta ka visu virsotyu iezimes u; (i = 1,2,3,4,5,6,7) nav vienadas ar 0, tad
visas virsotnes wu; ir sasniedzamas no avota ug. Visgaraka marsruta no
avota ug lidz ietecei ur garums ir vienads ar ieteces iezimi \(u7) = 18!

Atradisim visgarako (uo;wr)-marsrutu. Ta ka
I'~(ur) = {us;us;ue} un
AMur) — Muz) =18 =5 =13 # 7 = w(us; ur),
A(ur) = A(us) = 18 — 15 = 3 # 2 = w(us; ur),
AMur) — AMueg) = 18 — 14 = 4 = w(ue; ur),
tad uj; = ue;
I—1(6) = {us;usa} un
AMug) —A(uz) =14 —5=9 # 7 = w(us; us),
AMug) — AMua) =14 —9 =5 = w(uq;us),
tad uj, = ugq;
I'—1(4) = {uo;u1} un
Aug) = A(ug) =9—0=9 # 3 = w(uo; usa),
Aug) = A(u1) =9 —4=5=w(u;uq),
tad uj, = u1;

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



24
I'—1(1) = {uo} un
Aur) = AMuo) =4—0=4 = w(uo; u1),
tad uj, = uo;
tapec
Ujy, Ujs, Ujo, Uiy, U7 jEb wo,u1, ug, ue, ur

ir visgarakais (uo; u7)-marsruts ar garumu A(u7) = 18 (skat. 9. zim.).
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3.2. piemers. Buvejot maju, ir jaizpilda virkne darbu, pie tam katra
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darba izpildei ir nepiecieSsams noteikts dienu skaits, un pirms dazu
darbu izpildisanas ir jabut pabeigtiem daziem citiem darbiem.

Darbs Nepieciesamais Pirms
dienu skaits, kuriem darbiem
lai izpilditu ir jaizpilda

darbu dotais darbs

1. Zemes darbi 2 2
2. Pamati 4 3
3. Sienas 10 4,6,7
4. Santehniskie darbi majas ariene 4 5,9
5. Santehniskie darbi majas ieksieng 5 10
6. Elektriba 7 10
7. Jumts 6 8
8. Argjo sienu pabeigsana 7 9
9. Argja krasosana 9 14
10. | Ieksgjo sienu apdare 8 11,12
11. Gridas 4 13
12. | Iekseja krasoSana 5 13
13. Ieksdarbu pabeigsana 6

14. | Ardarbu pabeigsana 2

Tatad zemes darbi (1.) ir jaizpilda pirms pamatu (2.) buvesanas.

Pamatu (2.) bavesana ir javeic pirms sienu (3.) buvesanas utt.
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Kads ir minimalais dienu skaits, lai izpilditu visus darbus? Ievedisim
vel divus fiktivus darbus:

0. Darbu saksana.

15. Darbu beigsana.
Izveidosim orgrafu G (skat. 10. zim.) ar svariem Sadi:
e orgrafa G virsotnes ir darbi 0,1,2,...,15;
e 10 virsotnes 7 iziet loks uz virsotni j tad un tikai tad, kad darbs
1 ir jaizpilda pirms darba j;

e loka (4;7) svars ir vienads ar dienu skaitu, lai izpilditu darbu 1.
Izradas, ka minimalais dienu skaits, lai izpilditu visus darbus, ir vie-
nads ar visgaraka (0;15)-marsruta garumu orgrafa G!

Lietojot ieprieks apskatito metodi, atrodam visgarako (0; 15)-mar-
Sruta garumu orgrafa G:

0,1,2,3,45,10,12,13, 15,

kura garums ir

0+2+4+10+4+4+5+8+5+6=44.
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Tatad, lai izpilditu visus darbus un uzbuvetu maju, ir nepieciesamas
vismaz 44 dienas.
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10. zim.
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10. zim. Visgarakais marsruts orgrafa bez konturiem, kas
atbilst uzdevumam par majas buvesanu . . . .. ... 28
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