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PRIEKSVARDS

Metodisko Iidzekli var izmantot diferencialgeometrijas seminaru nodar-
bibas.

Uzdevumu atrisinajumu piemeri siki paskaidroti, tie sakartoti logiska
seciba.

Velams sakuma meginat atrisinat piemeru, bet pec tam izlasit ta atri-
sinajumu metodiskaja lidzekli.

Tiek uzskatits, ka pirms metodiska lidzekla izmantoSanas lasitajs ir
iepazinies ar diferencialgeometriju gan plakne, gan telpa.

Autors izsaka pateicibu Daugavpils Universitates Matematikas katedras
locekliem par padomiem gramatas pilnveidosana, ka art DU Matematikas
katedras magistrantei K. Zuselei par ziméjumu datorsalikumu.

LPA Matematikas un informatikas katedras profesora E. Gingula iein-

teresetiba, iegulditais darbs un ieteikumi nenoliedzami uzlaboja gramatas
kvalitati.



I nodala

LIKNES EIKLIDA TELPA

1.1. Liknu vienadojumi

Likni Eiklida triju dimensiju telpa Dekarta koordinatu sistema var
noteikt viena no sadiem veidiem:

e divu virsmu skelums

Fi(z;y;2) =0, Fy(aiy;z) = 0; (1.1)
e parametriskie vienadojumi

r=u(t), y=yt), z==z(t); (1.2)
e skalara argumenta vektoriala funkcija

F=7(t), kur 7= (2(t);y(t); 2(1)). (1.3)

Ja M ir Iiknes punkts, tad 7= O—]\j , kur O ir koordinatu sakums.

Ja sistema ([LT)) no viena vienadojuma izsledz koordinatu x, bet no
otra - koordinatu y, tad iegust divu cilindru vienadojumus fi(z;z) = 0,
fa(y; z) = 0, kuru izmantosana dazreiz ir ertaka liknes petisanai.

Likni plakneé xOy Dekarta koordinatu sistéema var noteikt viena no
sadiem veidiem:

e aizklata veida

F(zyy) = 0; (1.4)

e atklata veida
f(z) vai x = g(y); (1.5)

<
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e parametriskie vienadojumi

v =x(t), y=uyt); (1.6)
e skalara argumenta vektoriala funkcija
7=7(t), kar 7= (z(t);y(t)). (1.7)

Ja likne dota veida (I.2)), (L3), (L6) un (L7), tad par pozitivo virzienu

uz tas uzskata virzienu, kura parvietojas tas punkts, augot parametram t.

Aplikosim pareju no viena liknes noteikSanas veida uz citiem.
1.1. piemers. Ugzrakstit Itknes
r =cost, y=sint, z = cos2t
vienadojumus forma (L.T]).
Lai iegtutu divu virsmu vienadojumus, kuru skelumam pieder likne,
jaizsledz parametrs ¢ divos veidos.
Nemot vera trigonometrisko funkciju 1pasibas, no pirma un otra vie-
nadojuma iegtistam
2?4+ y? = cos’t +sin’t = 1.
No visiem trim vienadojumiem var secinat:

2

2z = cos2t = cos’t —sin’t = 2% — ¢/

Aplikojama likne pieder rotacijas cilindra un hiperboliska paraboloida
skelumam:
Py =1, ¥ -y =1.
Izsledzot parametru t vel viena veida:
2z =cos2t = cos’t —sin’t = 1 — 2sin’t = 1 — 2y,
iegilist citus virsmu parus: rotacijas cilindru un parabolisko cilindru:
P4yt =1, 2= -2 +1,
val parabolisko cilindru un hiperbolisko paraboloidu:

2

r=—27+1, 2 —y* =2

Katrai Iiknei eksiste bezgala daudzi virsmu pari, kuru skelumam ta
pieder.

Lai noskaidrotu, vai likne sakrit ar virsmu visu skelumu, nepieciesami
papildus petijumi (skat. [[2] piemeru).
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1.2. piemers. Likne dota ar vektorfunkciju
7 = (cos®t;sin’t; cos 2t).
Noteikt so Iikni ka divu virsmu skelumu.
No trigonometrijas formulam
cos’t+sin®t =1 un cos2t = cos’t — sin’t

var secinat, ka
r+y—1=0, r—y—2=0.

Sis plaknes skelas pa taisni. Vektora 7 visas koordinatas ir ierobe-
zotas, tapec nepiecieSams noskaidrot, kadu taisnes nogriezni nosaka
dota vektorfunkcija. Ja ¢ aug no 0 Iidz 3, tad cos® t dilst no 1 lidz 0,
y = sin’®t aug no 0 1idz 1, bet z = cos 2t dilst no 1 Iidz —1. Punkts M
parvietojas pa nogriezni starp punktiem M;(1;0;1) un M5(0; 1; —1).

‘Z

r+y—1=0

1.3. zim.
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1.3. piemeérs. Uzrakstit rotacijas cilindru > + y> = 2 un y?> + 22 = 1
skeluma parametriskos vienadojumus.

Koordinatu y var izmantot par parametru, jo ar to var izteikt parejas

koordinatas:
r==E2—1y? z=%\1-—19>%

Nemot vera liknes punktu koordinatu zimes, iegiistam liknes loku
parametriskos vienadojumus:

~ ACB x =212 y =1, z =

~ ADB x =2 —t2 y =1, z2=—

\/AlClBl $=\/2—t2, y:t) Z = —
2= —

VAlDlBl .I':—\/2—t2, y:t,

kur -1 <t <1.

V1—1t%
V1—t?
A/ —t2;

—_

V1-—t2

1.4. zim.
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Seit aplukots visparigs panémiens, ka iegut divu virsmu skeluma
parametriskos vienadojumus. Parveidojot doto vienadojumu sistemu,
var aizstat dotas virsmas ar cilindriem.

Uzdevumu var atrisinat citadi. Nemot vera, ka y>+2? = 1, apzimésim:
y = cost, z =sint. No otra cilindra vienadojuma ieglistam:

2?2 =2 — 9> =2—cos’t, x = +/2 — cos?t.

Liknes kreisas un labas puses parametriskie vienadojumi attiecigi ir
x:m, Yy = cost, z = sint,
x:—m, Yy = cost, z = sint,

kur —m <t < 7. Aplukojama likne sastav no divam komponentem,

tapec nav iespejams atrast parametriskos vienadojumus visai liknei un
parametrizejam to pa dalam.

Aplukosim Iiknes plakne zOy.
Liknes y = f(x) parametriskie vienadojumi ir x = ¢, y = f(¢).
1.4. piemers. Ugzrakstit astroidas
7= (acos’t; asin®t)
vienadojumu aizklata veida.

Nemot vera, ka

T~ cos? t Y —sin*t un (cos® t)5 + (sin®¢)
a a

wlro
I
\.H

ieglistam vienadojumu

o
win

Wi
I
S

3 +y

Astroidas pieskares nogriezna, ko ierobezo tas krustpunkti ar koordi-
natu asim, garums vienads ar a.

Lai iegutu liknes (L4]) parametriskos vienadojumus ([I.6)), var izmantot
sadu panemienu: ja liknei pieder tads punkts, ka jebkura taisne, kas
iet caur to, krusto Iikni tikai vel viena punkta, tad Sis taisnes virziena
koeficientu var izmantot par parametru.
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1.5. zim.
1.5. piemers. Ugzrakstit Dekarta lapas
23 4+ % — 3azy =0
parametriskos vienadojumus.

Koordinatu sakuma likne krusto pati sevi, taisne z +y +a = 0 ir
asimptota, punkts A (%a; %a) - virsotne (skat. [L6] zim.).

Jat =1tgy, tad y = tx ir taisnes OM vienadojums. Ievietojot y = tx
liknes vienadojuma, iegtistam

23 4+ 323 — 3at?zs? = 0,

2% (x 4 3z — 3at?) = 0.

No Sejienes
3at? 3at?
r=—-—" y=-—.
B+l T B
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Ay A

1.6. zim.
1.6. piemers. Uzrakstit Itknes
2 2 _
r=2xy+2y —x+y—1=0

parametriskos vienadojumus.

M

1.7. zim.

[zvelesimies kadu liknes punktu, pieméram, tas krustpunktu My(0; —1)
ar Oy asi.

Ja t =tgy, tad taisnes MyM vienadojums ir y =tx — 1 .
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No liknes vienadojuma iegiistam:
z[(2* =2t + 1)z — (3t —1)] =0,

3t —1 (Bt

S YT VL R Vo, VIS |

1.2. Pielaujama parametra maina. Naturalais para-
metrs

Pareja no viena veida liknes parametriskajiem vienadojumiem uz cita
veida vienadojumiem notiek ar pielaujamo parametra mainu t = ¢(u),
kur t = ¢(u) ir tr1s reizes nepartraukti atvasinama funkcija, % >0 (<0).

Ja 3—5 > (0 (< 0), tad parametra maina ir regulara.

Ar 8o parametra mainu no vienadojumiem

x:x(t)7 y:y(t)7 Z:Z(t)

iegistam vienadojumus

z=z(t(w), y=y(t), z==z(t(u)).

Liknes loka garumu sauc par naturalo parametru, to aprekina pec for-

mulas .
s = /}F’(t)]dt.
to

Lai aizstatu ¢ ar naturalo parametru s, nepiecieSsams atrast apgriezto fun-
kciju t = t(s), kuru ievieto liknes vienadojumos.

1.7. piemers. Dota augseja pusrinka linija
7= (sint;cost), 0 <t <.
Uzrakstit tas vienadojumus, izveloties citus parametrus.
e t = au + b ir pielaujama parametra maina, jo 3—2 =a # 0.
7= (cos(au +b); sin(au +b)).

Jaa>0,tad—§<u<%‘b,
jaa <0, tad =t <u < -1
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e t = arcctgv arl ir pielaujama parametra maina, jo

dt 1 <0
dv 1402 ’
bez tam 0 <t < 7, ja —00 < v < 400.
ctgt v
CcoSt = = 7
V1dctg?t V1402
: 1 v
sint = =

V1+ctg2t V10?2

jo péc definicijas ctg(arcctgv) = v.

. v 1
7"—(\/1_“)2,\/14_1}2), —00 < v < +00.

1.8. piemers. Aizstat liknes

1,3 3
7= (—t3; ~V2t*; —t>

2 4 "2
vienadojuma parametru ¢ ar naturalo parametru s.

¢
Atradisim funkciju s = s(t) = [|7/(¢)]dt.
to

3,3 = 3 3
P= S sVt ), [P =S+ 1).
7= (3gvasy) . ol = 50+
Nemsim ¢y, = 0, tad
t
3 [ 1, 3
=S [+ 1)dt = 3 + =t
§ 2/( =35 +3

0
Vienadojuma y3 + 3py + 2q = 0 saknes ir

Y1 =u+ v, Yo = €1U + €20, Y3 = E2U + €17,

u:{’/_q+«/q2+p3, fU:{)/_q_‘/q2+p37
1 V3 1 V3

51:—§+27, 82:—5—27.
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Vienadojuma t3 + 3t> — 2s = 0 reala sakne ir

tzf/s—k 32+1+€/—3—\/32+1.
Ievietojot t, iegtistam vienadojumus
(
x:%(\?’/s+\/32+1+<’/—s—\/32+1>

2

y:%\/i(i’/s+\/s2+1+f’/—s—\/s?+1) :
z:%(f/s+\/32+1—|—{3/—3—\/32+1).
\

3
)

7\

Sis piemeérs apliecina, ka liknes vienadojumi ar naturalo parametru
biezi vien ir sarezgiti.
1.3. Liknes pieskare

Ja likne noteikta veida ([LI]), tad tas pieskare punkta My(xo;yo; 20) ir
doto virsmu pieskarplaknu skelums:

oF oF oF
T @ = 20) + 5y = ) + (=~ 20) =0,
OF OF: OF:
a—;(SIZ — SU()) + a—;(y — y()) + a—;(z — Z()) = 0.

1.9. piemeérs. Uzrakstit liknes 22 + y?> = 2, 9?4+ 2?2 = 1 pieskares
vienadojumus punkta My(v/2;0; 1) (skat. (3] piemeru).

Uzrakstisim cilindra

24yt =2
pieskarplaknes vienadojumu punkta Mj:
8F1 aFl aFl
— =2r=2v2, — =2y=0, — =0
Ox z=2V2 Oy =% 5, ’

2V2(x —V2) =0, z—V2=0.

Cilindra y? 4 z? = 1 pieskarplaknes vienadojums:

8F2 8F2 8F2
92 g, B2 gy =0, L2 9= 9
Ox T Oy I=5 5, - ’

—2(z+1)=0, z+1=0.
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Pieskares vienadojumi ir

z+1=0.

{x—ﬁzo,

Uzrakstisim tas vienadojumus kanoniskaja forma. Virziena vektors
¢ =11 X N, kur 777 un 7y ir plaknu normalvektori.
(=it x ity = (0; 1;0).

Pieskares kanoniskie vienadojumi:

a:—\/§_y z4+1
0 1 0

Ja liknes vienadojumi doti veida (L2), tad tas pieskares vienadojumi
punkta My(t = tg) ir
x — x(tp) Y- y(to) _z— 2(to)
' (to) y'(to) 2'(to)

1.10. piemers. Uzrakstit liknes x = cos’t; y = sintcost; z = sint
pieskares vienadojumus punkta M, kas atbilst {5 = %

(=}

Aprekinasim punkta M, koordinatas:

T —cosQE—§
0 — 6_47
. T T V3
= sin — cos — = —
0 6 "6 4
.o 1
Zp = sin — = —.
6 2

Atradisim pieskares virziena vektoru

31 V3
7' = (— sin 2tg; cos 2tg; cos tg) = <_§; 2 g) i (—\/g; 1; \/g)

Pieskares kanoniskie vienadojumi ir
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Ja plakanas liknes vienadojums dots forma (L4]), tad tas pieskares
vienadojums punkta My(xo;yo) ir

oF oF

%(m — x0) + 8_y<y —10) = 0.

Parcialos atvasinajumus aprekina punkta M.

1.11. piemers. Uzrakstit Dekarta lapas 2% + v — 3azy = 0 pieskares
vienadojumu punkta A (%a; %a) (skat. [L5] piemeru).

Parliecinasimies, ka punkts pieder liknei:

3 3+ 3\° 0 (3 2 2021 2T\ 5
—a —a| —3al|l=za)] =|—+—=—— = 0.
2 2 2 8 '8 4

Aprekinasim pieskares normalvektoru n = (%—5; %—5) punkta Ajg.

OF 9

e 322 — 3ay = Za2,
I

g_y = 3y® — 3ax = ZaQ,

Pieskares vienadojums ir
3 3
1(1:—5@) +1<y—§a) =0

x+vy—3a=0.

jeb

Plakanas liknes, kas dota veida ([LI), pieskares vienadojums punkta
Mo(t = to) ir
r—x(to)  y—y(t)
' (to) y'(to)

1.12. piemers. Uzrakstit astroidas z = acos®p, y = asin®y, a > 0

pieskares vienadojumu punkta M, <%a; —%ga) (skat. [L4] piemeru).

Tatad ir jaatrisina uzdevums, kas ir apgriezts uzdevumam [[.I0] piemeéra -
janosaka parametra vertiba g, kas atbilst punktam M.
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Sim nolukam atradisim vienadojumu

CLCOS3 = 1CL
QO - 8 Y
3 3v3
asim- Y = —?CL

kopejo sakni.

Vienadojumu atrisinajumi ir attiecigi

Q= j:g + 2km
un 5
o= _g +2km, o = —gm+ 2k,
Vienadojumiem ir kopeja sakne ¢y = —3%, tatad punkts M, pieder
liknei.

Aprekinasim pieskares virziena vektoru

7' (po) = (:z:’(cpo);y'(gpg)) = (—3a cos? g sin g; 3a sin? @ cos gpo) =

3v3 9
NPT

Pieskares vienadojums ir

x—%a y+%§a

N
Jalikne ir dota ar vienadojumu y = f(x),
punkta My(xo;yo) ir

tad tas pieskares vienadojums

y —yo = f'(w0)(x — x0).

1.13. piemers. Uzrakstit hiperbolasy = % pieskares vienadojumu punkta
M()(—l; 1)

Aprekinasim pieskares virziena koeficientu

f/(l'()) = _1‘_(2) = —1.

Pieskares vienadojums:

y+1=—-1(z+1), z+y+2=0.
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1.4. Liknes liekums

Liknes lieckuma aprekinasanas pamatformula ir

|7“ x 7|
/‘3

k=

Pielietojot So formulu plakanai Iitknei, kas atrodas plakne xOy, ne-
pieciesams pariet uz triju dimensiju telpu, t.i., vektoram 7{(t) pierakstit
treso koordinatu

7(t) = (z(t);y(t); 0).

No pamatformulas varam iegiit formulas 1pasiem gadijumiem. Liknes

liekums ir
/ //

2"y yl
(22 +12)2

Liknes y = f(x) liekumu aprekina pec formulas

k=

//|

ly |
(14 (y)?)*

Nemot vera, ka Iiknes F'(z,y) = 0 parametrizacija var but saistita ar
zinamam gritibam, japrot aprekinat liekums arl bez parametrisko viena-
dojumu palidzibas.

k:

Aizklatas funkcijas F'(x,y) = 0 atvasinajumu aprekina sadi:

dy

—F’ E.
dx y

Pielietojot So formulu funkcijai 72 % velreiz, iegustam

Yy xy

Py 2ELFLFY, — (FPFY, — (FUPFy,
dx? (F1)? |

No Sejienes
y*zy

[(F1)? + (Fy)?]

‘QF/F’F” _ (FZ;)2F// (F/ 2F/ ‘

3
2
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1.14. piemers. Pieradit, ka skriives linijas © = acost, y = asint, z = bt
liekums ir konstants.
7' = (—asint;acost;b),

7" = (—acost; —asint;0),

7' x7" = (absint; —abcost; a?(sin? t4-cos® t)) = (absint; —abcost; a?).

Janem vera, ka vektorus 7/, ¥” un 7' x ¥” nedrikst aizstat ar tiem

kolineariem vektoriem, t.i., nedrikst reizinat vektoru koordinatas ar
skaitli A # 1.
1.15. piemers. Aprekinat astroidas ¥ = (a cos®t; a sin® ¢) liekumu punkta
My (to = 3).
Parejam uz triju dimensiju telpu:
= (a cos® t; asin® ¢; 0) :
"= (—3acos® tsint; 3asin®t cost; 0)

P = (6a costsin’t — 3a cos® t; 6a sint cos’t — 3a sin® t; 0) )

Aprekinam So vektoru koordinatas punkta M:

3V3 9
7= (—\/_a' —a;O) :

8 '8
P Eax —3\/§a' 0
- 8 ) 8 Y )
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Liekumu Saja gadijuma var aprekinat arl pec formulam, kas attiecas
uz liknu vienadojumu 1pasiem gadijumiem.

1.16. piemers. Aprckinat liknes 22 — 22y + 2y —x +y — 1 = 0 lickumu
punkta My(0; —1) (skat. [L6] piemeru).
Fl=21x—-2y—1=1,
Fé = 2x+4y+1= -3,

Fro =2,

Ry =2

R, =4
s

1.5. Liknes verpums

Liknes verpuma aprekinasanas formula
(,'7/7—,’//7:’///)
\r x 71[*
Ja liknes vienadojumi ir forma ([.I)), tad jauzraksta tas parametriskie
vienadojumi (skat. [L2] un [[L.3] piemeérus).
Plakanas Iiknes pazime: visos tas punktos s = 0.
1.17. piemers. Aprekinat Iiknes 7 = (cos®t;sintcost;sint) verpumu
punkta M, (to = —) (skat. [L2] piemeru).

Ertak aprekinus veikt sada seciba:

2
7' = (—2costsint;cos’t —sin*t;cost) = [ —1;0; g) ;
2
7" = (—=2cos 2t; —2sin 2t; —sint) = | 0; —2; _§> ;
2
—»/X,F»//: \/5)%,2)7

2
7" = (4sin 2t; 4 cos 2t; — cost) = | 4;0; £> :
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20
(77/77//7—,»///) _ (7;»/ >< T—,»//)f»/// _ 3\/57
13
x i =

o

nw=—"

13
Ka redzam no piemera, jaukto reizinajumu Saja gadijuma ertak aprekinat
pec ta definicijas

(77/77//77///) — (,’;»I % 77//)77///.

1.18. piemers. Pieradit, ka likne

7= (a1t2 + agt + as; b1t2 + th + bg; Clt2 + Cgt + Cg)

ir plakana.

= (201175 + as; 2b17f + bg; Clt + Cg),
77” = (2@1; 2[)1; 261),

7" = (0;0;0).

Ja 7" =0, tad (F/7"7") = 0 un s = 0 visos liknes punktos. Likne ir

plakana.

1.6. Pavadosais trijskaldnis

Katra liknes punkta, iznemot 1pasus punktus un parliekuma punktus,
eksiste tris taisnes un tris plaknes, kas pa pariem ir savstarpeji perpendi-
kularas. Katra no siem punktiem eksiste arl kanoniskais Dekarta repers

<M;F;ﬁ;§)-
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=7 Xr normalplakne

binormale

galvena normale

*

pieslejplakne

piCSkarO
I3
r’

e
r

1.8. zim.

1.19. piemers. Uzrakstit Iiknes r = (cost;sint;cos2t) pieskares, gal-
venas normales, binormales, normalplaknes, pieslejplaknes un iztais-
nojosas plaknes vienadojumus, aprekinat vektorus 7, v, 5 Iiknes pun-
kta Mo(t() = 7T).

Vispirms izdarisim Sadus aprekinus:

m(to) = (=1;0;1), My(—1;0;1),

7' = (—sint; cost; —2sin 2t) =(0; —1;0),

7" = (= cost; —sint; —4 cos 2t) =(1 ,0, —4),
b=7"x i "' =(4;0; )

) 7 =(0;—-1;0),

= b x :(1,0, —4).

Taisnes, kas iet caur punktu My(zo; yo; z0) paraléeli vektoram
[ = (a;b; ¢), kanoniskie vienadojumi:
T — o _ Y —Yo _ Z = 20
a b c

Plaknes, kas iet caur punktu My(xo;yo; z0) perpendikulari vektoram
= (A; B; C), vienadojums:

A(x —x9) + By — ) + C(z — 29) = 0.
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Taisnu virziena vektori vienlaicigi ir arT plaknu normalvektori, tos
izvelas saskana ar zimejumu.

Pieskare:

r+1 y z-1
o 1 0
Galvena normale:
r+1 y z-1
1 0 -4
Binormale:
r+1 y z-1
4 0 1
Normalplakne:
y = 0.
Iztaisnojosa plakne:
r—4z+5=0.
Pieslejplakne:
4o+ 2+ 3 =0.
Kanoniskas bazes vektori:
T—,’/
7 =—=(0;:—-1:0
T |']?/| ( 9 Y )7

4
707 - )
\/17)

; 0; :
V17
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2.1. Virsmu vienadojumi

Virsma var but noteikta viena no sadiem veidiem:

e aizklata veida

F(x;y;2) = 0; (2.1)
e atklata veida
z = f(;y); (2.2)
e parametriska veida
v =z(wv), y=y(uv), z=z(uv); (2.3)
e vektoriala veida
F=ruv) vai 7= (z(w;0);y(u;v); 2(u;v)). (2.4)

Seit iet runa par taisnlenka koordinatu sistemu telpa un par vektoru
= OM, kur O ir koordinatu sakums, bet M ir virsmas punkts.

Aplukosim dazu virsmu vienadojumu sastadiSanu un pareju no viena
veida vienadojumiem uz cita veida vienadojumiem.

2.1. piemers. Uzrakstit virsmas, kas rodas, rotejot liknei =z = (u),
y =0, z=1(u) ap Oz asi, vienadojumus.

Punkts N (¢(u); 0;(u)) ir patvaligs Ikknes punkts, bet punkts M (z; y; 2)
ir punkta N stavoklis pec pagrieziena par lenki v = ZNOyM.
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Punkta M koordinatas:

x = OgM; = OgM cosv = ON cosv = p(u) cos v,
y= MM = OyMsinv = OyN sinv = ¢(u) sin v,
z = P(u).

2.1. zim.

Meklejamie vienadojumi:

r = @(u) cosv,
y = p(u)sin v,

z = (u).

2.2. piemeérs. Uzrakstit sferas 22 4+ y? + 22 = a? parametriskos vienado-
jumus.

1. panemiens.

Sfera rodas, rinka Iijai x = acosu;y = 0; 2 = asinu rotejot ap Oz
asl.

Tapec sferas parametriskie vienadojumi ir Sadi:
T = aCcosusinuv,

Y= acosusinv,

Z = asinu.



2.1. Virsmu vienadojumi 25

ol 3
(VAN
I
(VAN

N[ 3
3
(VAN
S
N
3

2. panemiens.
Sferas parametriskos vienadojumus var uzrakstit arT pa dalam.
Steras augsejas dalas vienadojums atklata forma ir
2 =vVa? -2 -y,
apaksejas dalas vienadojums ir
z = —\/a2 — 22 — 2

Vienadojumi parametriska forma ir attiecigi:

r=u, y="u0, z=a—u?— 2,

r=u, y=v, z=—a2—u2— 2
2.3. piemers. Par toru sauc virsmu, kas rodas, rotejot rinka linijai ap
asi, kas pieder tas plaknei. Uzrakstit tora parametriskos vienadojumus.

Pienemsim, ka Oz ir rotacijas ass un rinka linija pieder xOz plaknei.
Rinka Inijas centrs ir Og(a;0;0), tas radiuss ir b.

Sadas rinka linijas parametriskie vienadojumi:

x =a+ bcosu,
y =0,

2z = bsinu.
Tora parametriskie vienadojumi:

x = (a+ bcosu)cosv,
y = (a+ bcosu)sinv,

z =bsinu
(skat. ZT] piemeéru).

2.4. piemers. Uzrakstit divdobumu hiperboloida
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parametriskos vienadojumus.

Divdobumu hiperboloids sastav no divam komponentem, tapec nav
iespejams uzrakstit parametriskos vienadojumus visai virsmai. Viena
no bezgala daudzajam parametrizacijam ir sada:

xr = achu,
y = bshucosw,

z = cshusinv.

Sastadot Sos vienadojumus, nemtas vera funkciju shu, chu, cosv un
sin v 1pasibas:

ch®>u — sh®u = 1,

cos>v + sinv = 1.

Nemot vera, ka ch u > 0, redzam, ka x > 0. Tatad iegutie vienadojumi
apraksta pusi no virsmas. Otru virsmas pusi apraksta vienadojumi

xr = —achu,
y = bshucosw,

z = cshwusinv.

2.5. piemers. Uzrakstit virsmas = v+ v, y = u — v, 2 = uv
vienadojumu aizklata forma.

Izslégsim parametrus u un v:
¥ —y? = (u+v)? — (u—v)* = duv = 4z.

Dotie parametriskie vienadojumi atbilst hiperboliskajam paraboloidam

I2

2
——y—:2z.
2 2

2.2. Koordinatu sistemas, kas saistitas ar virsmu

Virsmas punkta M koordinatas Dekarta baze (O;i; J; IZ) pieraksta ka
M (x;y; z), bet Gausa koordinatu sistema ka M (u;v). Gausa koordinatu
sistemu uz virsmas veido u-liijas un v-linijas.

Virsmas pieskarvektora a@ koordinatas punkta M nosaka
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Dekarta baze (i; j; k)
a= alz' + CLQj + CLgk’
un afinaja baze (7,;7,)
a = ar, + Bry.
2.6. piemers. Atrast vienibas sféras z = coswucosv, y = sinwucosuv,

z = sin v Gausa koordinatu sistému.

Apliukosim sferas dalu, kas atrodas pirmaja oktanta x > 0, y > 0,
z > 0. u-lmijas vienadojums Gausa koordinatu sistema ir v = vy, tas
vienadojumi Dekarta koordinatu sistéma

X = COS U COS Yy,
Yy = sin u cos vy,
z = sin vy.
u-linija pieder plaknei z = sin vy, to iegtistam skelot sferu ar So plakni.
u-liija Saja gadijuma ir sferas paralele (rinka Imija).
v-Iinijas vienadojums Gausa koordinatu sistema ir u = ug, vienadojumi
Dekarta sistema:
X = COS U COS v,
Yy = sin ug sin v,
z = sinw.
Noteiksim 8o Imiju ka divu virsmu skelumu (skat. [T] piemeru).
Izslegsim parametru v:
Yy sinuyg
- = ——=1tgup, Y= TtZuo.
T CoSu
Tas ir plaknes, kas iet caur Oz asi, vienadojums.
Saja gadijuma koordinatu x un y zimes sakrit ar coswug un sinug
zimem, tapec jaapliko tikai pusplakne ar robezu - Oz asi.
v-Iinija ir lielas rinka lmijas loks, kas savieno sferas polus (meridians).

Punkts My(xo; yo; z0) - Dekarta koordinatu sistema, kur

Ty = a COS Ugp COS vy,
Yo = @ Sin ug cos vy,

Zp = asinvy.
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Punkts My(up;vg) - Gausa koordinatu sistema, wuy = £XOM;,
Vy = ZMlOMO

Aplukosim afino bazi punkta Mj:

7w = (—asin ug cos vy; a cos ug sin vy; 0),

Ty = (—a cos ug sin vg; —a sin ug sin vy; a cos vy).

Vektori 7, un 7, ir attiecigi u-linijas un v-linijas pieskares
virziena vektori punkta M, .

z =sinvy = z

2.7. piemers. Atrast sferas ¢ = u, vy = v, z = V1 —u? —v? Gausa
koordinatu sistemu.

u-lmijas vienadojums Gausa koordinatu sistema ir v — vy, bet tas
vienadojumi Dekarta koordinatu sistéma:

T =u,

Yy = Vo,
2 =4/1—u?—12.

ST linija ir sferas skelums ar plakni y = vp.
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v-Iija ir sferas skelums ar plakni x = ug, tas vienadojumi Dekarta

sistema:
T = Uy,
y=uv,
z=4/1—u3— 02

Afina baze punkta M,

Ty = (1;0;— UOQ 2>,

0=\l |
' ( 1—u3—v3)

2.3. z1m.
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2.3. Pielaujama parametru maina

Katrai virsmai atbilst bezgala daudzi parametrisko vienadojumu veidi.

Pareju no viena veida vienadojumiem uz cita veida vienadoju-
miem izdara ar pielaujamas parametru mainas palidzibu:

u=u(a; B), v=uv(a;p),

du  Ju
_ |0a 0B
A= ov  Ov 7& 0.

da  0p

2.8. piemers. Doti sferas parametriskie vienadojumi
r=u, y=v, z=+1—u?>—1v2% (%)
Pariet no parametriem u un v uz parametriem a un 3:

{ u = cos o cos 3, ()

v = sin a cos (3.
Raksturot apgriezto parametru mainu.

Parliecinasimies, ka parametru maina pielaujama.

—sinacosf —cosasinG| 1 .
A= . . = —sin 20.
cosacos 3 —sinasinf 2
. . _ . = o
Parametru maina nav regulara, ja sin28 =0, t.i., = un § = —3.

Sferas polos parametru maina nav regulara, te krustojas visi meridiani.

levietojot vienadojumos (*) v un v vertibas, iegustam sféras paramet-
riskos vienadojumus

x =cosacos, y=sinacosf, z=sinf. (k)
No vienadojumiem (**) pariet uz vienadojumiem (*) ar apgriezto for-
mulu palidzibu.

No formulam (a) izsaka o un § ar u un v. Izdalot, iegustam:

v U
— =tgw, «=arctg—.
U v
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Ievietojot So a vertibu pirmaja vienadojuma, iegistam:

tg — cos 3 - B
u = cos arctg — cos 3 = ————— cos
5 Vu? + v? ’
cos 3 = v u? + v2,

B = arccos V/ u? + v2.
No vienadojumiem (**) uz vienadojumiem (*) parejam ar formulu
_ v
{ a = arctg o,

B = arccos v u? + v?
(skat. 2.6 un 2.7] piemeru).

2.4. Virsmas pieskarplakne un normale

Ja virsmas vienadojums dots veida (2.10), tad pieskarplaknes vienado-
jums punkta My (xo; yo; 20) ir

Fo(x —x0) + F,(y — yo) + F.(z — 20) = 0.
Noteikti japarbauda, vai punkts M| pieder Sai virsmai, t.i.,
F(xo, Y0, 20) = 0.
Normales kanoniskie vienadojumi Saja punkta:

93—96’0:9—3/0:2—20
F! Fé F!

Ja virsmas vienadojumi ir veida (2.3)), tad pieskarplaknes vienadojums ir

r—=x0 Y—Yo < — 20

), Yo z, | =0
:U/ y/ Z/
jeb
A(x —x9) + By — o) + C(z — 2) = 0,
kur
n=(AB;C)=r, xT,
un

Ty = SC(U(); Uo); Yo = y(“O;UO)a 20 = Z(Uo;U())-
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Normales kanoniskie vienadojumi:

L—Xo Y—Yo <%0

A B  C

2.9. piemeérs. Uzrakstit eliptiska konusa 22 —y?—422 = 0 pieskarplaknes
un normales vienadojumus punkta M (2; V2; ‘/7§>

Aprekina parcialo atvasinajumu vertibas punkta Mj:

F, =2z = 4;

Fy’ = -2y = —2\/5,

Fl = -8z = —4V2.
Pieskarplaknes normalvektors ir

M= (4-2v2;—4v2) 11 (V2;-1;-2),
un tas vienlaicigi ir arm normales virziena vektors.
Pieskarplaknes vienadojums:
V2(z —2) = 1(y —V2) =2 (z—?) =0,
V2 — y—2z=0.

Normales vienadojumi:

x—2_y—\/§_z—
N

2.10. piemers. Uzrakstit virsmas 7 = (2u; 2u cos v; usin v) pieskarplak-

nes un normales vienadojumus punkta M, (uo =1;vp = %)

vt

Aprekinasim pieskarplaknes normalvektoru punkta M.

My (2; V2; g) 7

2
Ty = (2;2cosv;sinv) = (2; \/5; g) :
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7, = (0;: —2usinv;ucosv) 1T (0; —2v/2; v/2),

ruTT(2\/_2 1),
1 (0; )
1T (v2

=17, x 7 1T (4 —2v/2; 4f) f ~2).

Pieskarplaknes vienadojums:
Vor — y—2z=0.
Normales vienadojumi:

r—2 Y- V2 R
N
2.9] un 2.10] piemeéra atrisinats viens un tas pats uzdevums, ja virsmai
ir dazadi vienadojumu veidi.

ot

2.5. Liknes un virsmas (vienkarsakie uzdevumi)

Aplikosim virsmas liknu krustpunkta koordinatu un pieskarvektora ko-
ordinatu aprekinasanu.

Liknes uz virsmas Gausa koordinatu sistema nosaka vienadojumi viena
no Sadiem veidiem:

e aizklata veida

F(u;v) =0, ()
e atklata veida
v = f(u), (0)
e parametriska veida
u=u(t), v=uvt). (c)

Pareju no vienas veida uz citu veidu skat. [[L4] [.5] un [L.6] piemeros.

Ja likne (c) atrodas uz virsmas
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tad Dekarta koordinatu sistema liknes vienadojumi ir:

v =z (u(t);v(t)) = z1(t),
y=y(ut);v(t) = yi(t),
2= z(u(t);v(t)) = z1(¢).

Liknu krustpunktu Aj(uy; v1), As(ug; v9) . .. koordinatas Gausa sistema,
ja liknes dotas forma (a), aprekina atrisinot vienadojumu sistému

{ e o

Krustpunkta koordinatas Gausa sistema, ja liknes dotas forma (a) un
(c), atrod sadi: ievieto u = u(t), v = v(t) vienadojuma F(u;v) = 0. legust
vienadojumu

F(u(t);v(t)) = 0.
ST vienadojuma realajam sakném tq, ¢ . .. atbilst Iikypu krustpunkti
Ay (ug;vr), up =u(ty), v =v(t);
As(ug; v2), us = u(ts),  v2=0(t);

Ja liknes dotas forma (c), tad, izsledzot parametru, uzdevumu reduce uz
vienu no ieprieksejiem.

Liknes u = u(t), v = v(t) pieskares punkta My(t = ty) virziena vektors
attieciba pret afino bazi (7,;7,) $aja punkta ir

= (' (t0); V' (t0)).
Baze (i: j; k) is vektors ir
U= (to)Fu ' (to)7y = U/ (ko) (x;ﬁ— Y7+ z;E) +0'(tp) (x;;—l— i+ z,’,/%’) =
= (u/(to)?, + /(o)) i + (u/(to)yl, + ' (to)y,) J + (' (to) =i, + ' (to) ) .
Liknes F'(u;v) = 0 pieskares virziena vektors baze (r; ) ir
[=(~F};F,).
Parcialos atvasinajumus aprekina punkta M. Sis vektors baze (z; J; IZ)

= —F7, + Fif, = (Flal, — Flal) i + (Fy, — Fly,) j + (Fl2, — F12.) k.
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2.11. piemeérs. Aprekinat liknu ©? — v = 0, 8u — v?> = 0 krustpunktu
koordinatas Gausa un Dekarta koordinatu sistemas uz rotacijas para-
boloida

r=u, Yy=mu, 2z =u? 4%

u? —v =0,

8u —v* = 0.
atrisinajumi A;(0;0), A2(2;4) ir Iikyu krustpunkti Gausa koordinatu
sistema.

Sistemas

Ievieto iegitas u un v vertibas virsmas vienadojumos. Iegtist Sos pun-
ktus A1(0;0;0), As(2;4;20) Dekarta sistema.

2.12. piemeérs. Aprekinat liknu u = cost, v =sintunu =t, v =t>—1
krustpunktu koordinatas Gausa un Dekarta koordinatu sistémas, ja
lIiknes pieder hiperboliskajam paraboloidam

rT=u, y=v, z=u>—7v.

Uzraksta pirmas Iiknes vienadojumu aizklata veida
w? + v =cos?t+sin?t =1, v +0?=1.

Ievieto Saja vienadojuma u un v vertibas no otras liknes vienadoju-
miem.

legitist vienadojumu
th—t* = 0.

St vienadojuma saknem t; = t, = 0, t3 = 1, t4 = —1 atbilst krustpun-
kti Gausa sistema, kurus atrod, ievietojot iegtitas saknes otras liknes
vienadojumos:

Al = AQ(O, —1), Ag(l, 0), A4(—1; 0)
Atrastie punkti Dekarta sistema:

Ay = Ay(0; —1;—1), A3(1;051), Ay(—1;0;1).

2.13. piemeérs. Aprekinat liknes u = 2, v = t3 + 1 pieskares virziena
vektora koordinatas punkta My(ty = —1) attieciba pret bazi (i; j; k),
ja likne pieder helikoidam

T =ucosv, Yy =usinv, z=u.



36 II nodala. VIRSMAS EIKLIDA TELPA

1. panemiens.

Uzraksta Itknes vienadojumus Dekarta sistema. Tam nolukam ievieto
u un v vertibas virsmas vienadojumos:

x = t?cos(t? + 1),
y = t*sin(t? + 1),
z=1+1.

Pieskares virziena vektors baze (i; j; k):

=7 = (2t cos(t*4+1)—3¢" sin(t*+1); 2¢ sin(¢*+1)+3t* cos(t*+1); 3t%) =
= (—2;3;3).
2. papéemiens.
Aprékina vektora [ koordinatas baze (7,; 7,) virsmas punkta My (1;0):
7y = (cosv;sinw; 0) = (1;0;0),
y = (—usinv;ucosv; 1) = (0;1;1),
(u'(8);0' (1) = (2;3%) = (=2;3),
[ = —2F, + 37, = (—2:3;3).

il

~
I

2.6. Virsmas pirma kvadratiska forma

Virsmas
7= (@(u;v);y(u; v); 2(u; v))

pirma kvadratiska forma, kas atbilst Sai parametrizacijai, ir

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

kur
E=rnr, F=r7r,, G=rmT,.
Divas virsmas, kuru kvadratiskas formas attieciba pret piemeroti izve-
letiem parametriskajiem vienadojumiem sakrit, sauc par izometriskam.

Saja gadijuma vienas virsmas neliels apgabals ir izklajams uz otras vir-
smas.
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2.14. piemers. Aprekinat rotacijas cilindra un plaknes pirmo kvadra-

tisko formu.

Pienemsim, ka rotacijas cilindra radiuss ir 1, tad ta vienadojums ir
7= (cosu;sinu; v),
plaknes 2Oy vienadojums ir
7= (a; 3;0).

Sim cilindram:

Tw = (—sinwu; cos u; 0),

ry = (0;0;1),

E =77, =sin?u+ cos®u = 1,
F=rr,=0,

G =r,r, =1,

"o = (105 0),
s = (0;1;0),
E—ii, =1,
F =77 =0,
G =rprz =1,

Cilindrs un plakne ir izometriskas virsmas, cilindru var izklat plakne.

2.15. piemers. Katenoids ir rotacijas virsma, kas rodas, kedes Ilmijai
x = chu,y =0, z = urotejot ap Oz asi (skat. 211 2.2] 23] piemeru).

Ta vienadojums ir
7= (chucosv;chusinwv;u). (*)

Helikoids rodas, ja rotacijas asij Oz perpendikulara taisne vienmerigi
rote un vienlaicigi parvietojas rotacijas ass vieziena par attalumu, kas

ir proporcionals pagrieziena lenkim a.
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Ta vienadojums ir
7= (Bcosa; Bsina;a).
Saja gadijuma proporcionalitates koeficients ir 1.
Pieradit, ka katenoids un helikoids ir izometriskas virsmas.
Katenoida (*) 1. kvadratiska forma:
7w = (shucosv;shusinwv; 1),
7y = (— chusinv; chucosv; 0),
E =sh?ucos?v 4+ sh?usin?v 4+ 1 =sh’?u+ 1 = ch’«,
F = —shuchusinvcosv +shuchusinvcosv =0,
G = ch®usin® v + ch*u cos® v = ch®u,
ds® = ch® u(du® 4 dv?).
Helikoida (**) 1. kvadratiska forma:
Ty = (—fsina; feosa; 1),
73 = (cos a;sin ; 0),
E=Fsina+ fcosfa+1=1+ 5%
F = —0@sinacosa+ fsinacosa =0,
G = cos’ o +sin*a = 1,
ds* = (1 + B*)da?* + df°.

(%)

Redzam, ka virsmu pirmas kvadratiskas formas, kas atbilst dotajam

parametrizacijam, ir dazadas.

Mainisim parametrus helikoida vienadojumos o = v, 8 = shu. Sada

parametru maina ir pielaujama, jo

0 1
chu 0

[egtistam helikoida citu vienadojumu

A = = —chu <0.

7= (shucosv;shusinwv;v),
un tam atbilstoSo pirmo kvadratisko formu:
do = dv,
dp3 = chudu,
ds® = (1 + sh?u)dv® 4 ch?® udu?,
ds® = ch® u(du® 4+ dv?).

(5 * %)
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Nelielu helikoida gabalu var izklat uz katenoida un otradi, jo virsmas
ir izometriskas.

2.7. Liknes loka garums uz virsmas

Liknes v = u(t), v = v(t) loka garumu uz virsmas

7= (2(us0);y(u;v); 2(us0))
var aprekinat ar diviem panémieniem.

1. Var uzrakstit liknes vienadojumu Dekarta sistema

7= (z(u(t);0(t)); y (ut); v(1)); 2 (ut); v(1)))

un aprekinat tas loka garumu péc formulas
2
S = / |7 (t)|dt.
1

2. Var izmantot virsmas pirmo kvadratisko formu:

S = [ VE@:0(0) ((®)” + 2P (uso®)w v (©) + G (ut)v(®) (7(0) e

Ja zinama tikai virsmas pirma kvadratiska forma, tad var izmantot tikai
otro panemienu.

2.16. piemers. Aprekinat Iiknes u = ¢, v = —t + 1 loka A;(t; = 0)
As(te = 1) garumu uz virsmas, ja tas pirma kvadratiska forma ir

ds® = ch® u(du® + dv?).
Apekinasim ds:
du=dt, dv=—dt, du’®+ dv*=2dt*,
ds® = 2ch®tdt?, ds = /2chtdt.

Integrejot iegustam loka garumu

1
S = \/§/Chtdt = ﬂsht}é: V2sh1 ~ 2,48.
0



40 II nodala. VIRSMAS EIKLIDA TELPA

Vienadojumi v = t, v = —t + 1 uz virsmam (*) un (***) (skat.
2.15] piemeéru) nosaka dazadas liknes, bet to loka garumus ar pirmas
kvadratiskas formas palidzibu aprekina vienadi.

Seit ir aprekinats liknes loka A;As garums uz bezgala daudzam sav-
starpeji izometriskam virsmam, kuru pirma kvadratiska forma ir

ds® = ch® u(du® + dv?).

2.17. piemers. Aprekinat Iiknes u = ¢, v = t? loka A;(t; = 0)Ay(ty = 1)
garumu uz hiperboliska paraboloida 7= (u v; guv)
1. panemiens.

Uzraksta Iiknes vienadojumu Dekarta koordinatu sistema

~ 2
F=(t) = (t;t2; §t3) .

Aprekina pieskares virziena vektora moduli
7 (t) = (1;2t; 2t%),
7()] = /1 + 482 + 4t = 1 4 22,

Integrejot iegﬁst liknes loka garumu

2
/\ t)| dt = /(1+2t2)dt:t+§t3

2. papemiens.

1 5

0_ 3

Liknes loka garumu aprekina ar pirmas kvadratiskas formas palidzibu:

r 102
Ty = Uy S ),
3
2
Ty = (0;1;§u>,

4 4
E=1+_v"=1+_t",

9 9
4 4
F:—uv:—t3,
9 9
4 4
G=1+4-u*=1+ -t
—|—9u —|—9 ,

u'(t) =1, v'(t) = 2t.
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Ievieto Sos lielumus formula un iegist:

1
4 4
S = /\/<1+ t4) 12+2§t3-1-2t+<1+§t2) (2t)2 dt =
0

(14 2t%)dt =

O\H

Liknes loka garuma aprekinasana biezi saistita ar neelementaram fun-
kcijam. Saja gadijuma integrali var aprekinat ar aptuveno formulu
palidzibu.

2.8. Lenkis starp Iiknem uz virsmas

Par lenki starp virsmas Iikneém sauc ar lenki starp so Iiknu pieskarem,
kas novilktas Itknu krustpunkta. So lenki aprekina pec formulas

Eay01 4+ F(a1fs + aofr) + Gagfs
\/an% + 2Fajas + Ga3 - \/Eﬁf + 2F 3132 + Gﬁ%’

CoS p =

kur @ = (aq; ), b = (B1; 5) ir Iiknes pieskaru virziena vektori baze (7,; 7))
(skat. 2ZIT] paragrafu).
Ja vektori izteikti baze (7; j; k), tad

a = (ay;as; as), = (b1; ba; b3).

Lenki aprekina pec vispareja panemiena

a1by + agby + asbs
Va4 al+ao /bR +0E

Cos @ =

Lai lietotu So formulu, ir jazina virsmas vienadojums.

2.18. piemeérs. Aprekinat lepki starp Itknem w = ¢, v = 2 + 1
un wv —v + 1 = 0 So liknu krustpunkta uz virsmas, kuras pirma
kvadratiska forma ir

ds® = ch® u(du® + dv?)
(skat. ZI5] piemeru).
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Aprekina liknu krustpunkta Gausa koordinates. Ievieto u = t,
v = t? 4 1 vienadojuma uv — v + 1 = 0. Iegiist vienadojumu

-t 4+1=0,

tt* —t+1)=0.
Sim vienadojumam ir viena reala sakne t, = 0.

Liknes krustojas punkta My(0; 1). Koeficientu E, F, G vertibas punkta
MO ir
E=ch’uy=1, F=0, G=ch’uyy=1.

Aprekina liknu pieskaru virziena vektorus baze (7,;7%):

= (W(t0);v'(t0)) = (1;2t0) = (1;0),
= (—F'v; F'u) = (—(uo — 1);1}0) = (1;1).

No Sejienes
1 s

E; Y= 1
Te ir atrisinats uzdevums bezgala daudzam virsmam, kuru pirma
kvadratiska forma ir

CoS p =

ds® = ch? u(du® + dv?),

tai skaita arT helikoidam un katenoidam (skat. 2.15] piemeru).

2.19. piemeérs. Aprekinat lenki starp liknem w = ¢, v = t> + 1 un

uv — v + 1 = 0 uz rotacijas paraboloida
7= (u;v;u® + 0?).

1. panémiens.
Pirmas liknes vienadojums Dekarta koordinatu sistema ir

7= (7 + Lt + 3+ 1)
(skat. 2.I3] piemeru).
Uzraksta otras liknes parametriskos vienadojumus Gausa koordinatu
sistema: 1

u=1-——,
v
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u:l—%,
v =1.

Sis Iiknes vienadojums Dekarta sistema ir

1 2 1
F=1— it — =+ = +t%).
: < phrTi e " )

Liknes krustojas punkta My(0; 1) (skat. 22 18] piemeru).

Punktam M, uz pirmas liknes atbilst parametra vertiba to; = 0, uz
otras liknes parametra vertiba tp = 1.

So Iiknu pieskaru virziena vektori punkta M ir

™' =(1;0;0) un 7% =(1;1;2),

COS @Y = Fl/fél = L
AT VR
© ~ 66°.

2. papéemiens.

Aprekina liknu pieskaru virziena vektorus baze (7,;7%).
™' = (1;2t) = (1;0),
= (—(u — 1);1}) = (1;1).

Punkta M, aprekina F, F, G":

ru = (1505 2u) = (1;0;0), ry = (0;1;20) = (0; 1;2).
E=1 F=0, G=5
No Sejienes
1
cos p = 7 un ¢ =~ 65,9°.

3. panpeémiens.
Vektorus 7' un 7' baze (i; j; k) var aprekinat sadi:

M =1-7,+0-7,=(10;0),
' =1-r,+1-7,=(1,1;2).
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2.9. Virsmas laukums

Virsmas laukumu aprekina pec formulas
L= // V EG — F?dudv = //|Fu X 7| dudv.
D D

2.20. piemers. Aprekinat apgabala D laukumu, kuru uz rotacijas ko-
nusa
7= (vcosu;vsinu;v)

ierobezo liknes u — v = 0 un u? — v = 0.
(—vsinu; v cosu; 0),

7, =

Ty = (cosu;sinu; 1),
|7, X 7| = V2.

E=v® F=0 G=2.
2 4

u Uu du:

L—//\/ivdudv—ﬁ/ldu/uvdv—\@/l 5
D 0 w2 \/50(1“21u5>

~ 2 \3 5

V2

15°

0

Virsmas laukuma aprekinasana parasti ir darbietilpigs uzdevums, tapec

divkarsa integrala aprekinasanai jaizmanto datorprogrammas.

Virsmas otra kvadratiska forma

2.10.
Virsmas 7 = 7(u; v) otra kvadratiska forma ir
9 = Ad*F = —didii = Ldu® + 2M dudv + Ndv?,
kur
L = nry, = —nyTy,
M = ﬁ_)uv = ﬁqu = _ﬁvFua
N = nry, = —MyTy,
_, Ty X Ty
==
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2.21. piemers. Uzrakstit helikoida 7 = (v cos u; v sinu;u) otro kvadra-
tisko formu.

Ty = (—vsinu;vcosu; 1),
o = (

cos u; sin u; 0),

%
S
I

Tu X Ty = (— sinu; cos u; —v),

Tuw = (—vcosu;vsinu;0),
(

— sinu; cos u; 0),
Fuv - (07 0; 0)7

|7y X 7yl = V1402

. < sinu COS U v )
n = - ; y )
VI+02 V1I+02 V1402

L=0, M=—" N=0,

2.22. piemers. Aprekinat vienibas sferas
7 = (cosu cos v; cos u sin v; sin u)

otro kvadratisko formu.

Saja gadijuma n = 7, jo sferas radiuss ir perpendikulars tas pieskar-
plaknei, sferas centrs ir O un radiusa garums ir 1.

Ty = (— sinw cos v; — sin u sin v; cos u),

Ty = (cosusin v; cos u cosv; 0),

2

9 = —du® — cos® udv®.
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2.11. Virsmas liknes normalais liekums

Katram pieskarvektora I = («, ) virzienam uz virsmas atbilst normalais
liekums dotaja punkta, kuru aprekina pec formulas

B La? +2MafB + N3?
" FEa2+2FafB+ G2

Normala liekuma ekstremalas vertibas dotaja punkta apzime ar ky un ko
un sauc par galvenajiem liekumiem Saja punkta, bet tiem atbilstosos
virzienus - par galvenajiem virzieniem. Galvenie vierzieni ir savstarpeji
perpendikulari.

Ja ¢ ir lenkis starp galveno virzienu un vektora [ virzienu, tad tam
atbilstoso normalo liekumu aprekina pec Eilera teoremas, t.i., pec formulas

k, = ki cos’ © + ko sin? ©.

Ja o ir lenkis starp virsmas normali un virsmas liknes binormali dotaja
punkta, tad k, = kcoso. Te k, atbilst liknes pieskares virzienam, bet k ir
liknes lieckums Saja punkta. Ta ir Menje teorema.

2.23. piemers. Aprekinat Iiknes u = sint, v = cost normalo liekumu
uz helikoida

7= (ucosv;usinv;v)
punkta M, (to = %)
Liknes pieskares virziena vektors baze (7,;7)
= (cost; —sint) = <g, _§> T (1;=1).
Helikoida pirma un otra kvadratiska forma:
ds® = du® + (u* + 1)dv?

un
2dudv

R
(skat. 2Z2I5] un 2.2T] piemerus).
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Punkta M, (‘/75, g) kvadratisko formu koeficientu vertibas ir

E=1, 2F =0, G:u2+1:§,

2
2 2V6
V14 u? 37

No Sejienes, nemot vera, ka [ T (1; 1), iegusim:

N =0.

L=0, 2M =

2.24. piemers. Aprekinat helikoida
7= (vcosu;vsinu; u)
skeluma ar plakni 3z + 3y + 4z = 0 liekumu punkta O(0;0;0).

Izmantosim formulu &, = kcoso. Aprekinasim helikoida normalvek-
toru un liknes pieskares virziena vektoru punkta O:

, = (—vsinu;vcosu; 1) = (0;0; 1),
7y = (cosu;sinu; 0) = (1;0;0),

n=ry, X7, =(0;1;0).

il

Liknes pieskare ir perpendikulara virsmas normalei (vektoram 77) un
skelosas plaknes normalvektoram 7i; = (3;3;4), tapec

=it x ity = (4;0; —3) = —3F, + 47),.
Tatad vektora [ koordinatas baze (7,;7,) ir
[=(—3;4).
Kvadratisko formu koeficienti punkta O(0;0) ir

E=1 2F=0, G=1;

L=0, 2M =2, N =0.
Lenkis o ir lenkis starp virsmas normali (asi Oz) un Skeloso plakni
(izmanto to, ka liknes binormale pieder 8ai plaknei), tapec

n1€ 3




48

II nodala. VIRSMAS EIKLIDA TELPA

Aprekinasim k, un k:

cosc 5
cos o nemsim negativu, jo k > 0.

Ja liknes vienadojumus uzraksta parametriska veida, So uzdevumu var
atrisinat, izmantojot formulu

™" x|

k=—55—
7]

No helikoida un plaknes vienadojumiem:

3(x 4+ y) = 3(cosu + sinu) = —4z = —4u.

No Sejienes
4 U
V= ——=- —
3 cosu + sinu

Liknes parametriskie vienadojumi ir Sadi:

T = _ 4  _wucosu
3 cosu+tsinu’
_ _ 4. usin u
Y 3 cosu+tsinu’
Z=1U

2.12. Indikatrise

Ja virsmas pieskarplakne caur pieskarsanas punktu novelk taisnu skip-

snu un uz katras taisnes no pieskarsanas punkta uz abam pusem atliek
nogriezni ——, tad iegiist likni, kuru sauc par indikatrisi. Nemam vera,

VTl

ka katras taisnes virzienam atbilst savs k,. Indikatrises vienadojums ir

|La® +2May + Ny?| = 1.

2.25. piemers. Uzrakstit helikoida 7 = (vcosw;vsinu;u) indikatrises

vienadojumu punkta O(0;0;0).
Helikoida pieskarplakne punkta O ir plakne Oy (skat. 2Z24] piemeéru).
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Indikatrises vienadojums ir
2zy| = 1.

Indikatrisi veido divas saistitas hiperbolas
1 1

TYy=g5 un zy=-—s.

2.13. Virsmas pilnais un videjais liekums

Virsmas pilno un videjo liekumu aprekina pec formulam:

LN — M?
K = -
ke = pa
g kith  EN-2FM+GL
2 2(EG-F?)

kur k1 un ks ir virsmas galvenie liekumi dotaja punkta.

2.26. piemers. Aprekinat hiperboliska paraboloida 7 = (u;v; u?

galvenos liekumus punkta My(1; —1).

Vispirms aprekina liekumus K un H.
ru = (10;2u) = (1;0;2),
7 = (0;1; —2v) = (0; 15 2),
Ty X Ty = (—=2;—2;1).

L TX T 2 21
n=——-s=|—=—2:=|].
|7y X 7| 3’ 33

Fuu = (0;0; 2)7 Fuv = (07 O;O), Fvv = (O;O; _2)
2 2
E=5 F=4 G =5, L—§ M =0, N:—g.
Tatad
4 4
K=kky==-:9=
H_lﬁ-i-kz:(_o_E) 3 —0.
3
Izmantosim Vjeta teoremu:
4
2 ——=0
81 ’
2 2
k==, ko= —-.
1=g R 9



50 II nodala. VIRSMAS EIKLIDA TELPA

2.14. Liekuma linijas

Liekuma linijas pieskares virziens sakrit ar galveno virzienu dotaja
punkta. Liekuma Imijas iegtist no diferencialvienadojuma

dv? —dudv du?
E F G| =0.
L M N

2.27. piemers. Uzrakstit rotacijas paraboloida 7 = (u;v; v?+v?) liekuma

Iinijas.
Aprekinasim kvadratisko formu koeficientus

ru = (1;0; 2u),

e = (0;1;20),

Ty X Ty = (—2u; —2v; 1),

E=1+4? F=4uw, G=1+ 4%

Vektoru 7, x 7, Saja gadijuma nevajag normet, jo koeficienti L, M un
N vienadojuma ir homogeni:

L~2 M~0, N~2.
Meklejamas Iinijas nosaka diferencialvienadojums

dv>  —dudv  du?
1+4u?  4uv 1+ 40| =0.
1 0 1
No Sejienes
wodu? + (v — u®)dudv — uvdv* = 0,
vdu(udv + vdv) — udv(udu + vdv) = 0,
(udu + vdv)(vdu — udv) = 0.

1. udu + vdv = 0, udu = —vdv, u> = —v? + c1, > + 0> = ¢;.

2. vdu — udv = 0, d—;’ = %“, Inv=Inu-+Incy, v=cou.

Liekuma Iinijas uz rotacijas paraboloida ir paraléles (rinka linijas) un
meridiani (parabolas) (skat. 2.6] piemeéru.)
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2.15. Asimptotiskas linijas

Asimptotiskas linijas pieskarei atbilst k£, = 0. Asimptotiskas linijas
atrod no vienadojuma,

Ldu® + 2Mdudv + Ndv* = 0.

2.28. piemers. Uzrakstit hiperboliska paraboloida 7(u; v; u?—v?) asimp-
totisko Iniju vienadojumus.

mw = (1;0; 2u),
Ty = (0; 1; —2v),
Ty X Ty = (—2u; 205 1),
Fuu = (07 0; 2)7 Fuv = (Oa 0; 0)7 Fvv = (07 O; _2)
Otras kvadratiskas formas koeficienti ir proporcionali skaitliem:
L~1, M~0, N~ —1.
Atrisinasim diferencialvienadojumu:

du® — dv® = 0,
(du — dv)(du + dv) = 0,
du+dv=0, u+v—c =0,

du—dv =0, u—v—cy=0.

Asimptotisko Imiju vienadojumi Gausa sistema:

u =,
v=—1t+ ¢y,

u =,
v =14 cs.

So liniju vienadojumi Dekarta sistema:

F: (t, —t —|— Cl; 2Clt - C%)’
(t:t + 13 =201t — c3).

77"

Tie ir taispu vienadojumi, tatad hiperboliska paraboloida asimptotis-
kas linijas ir ta taisnliniju veidotajas.
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2.16. (Geodeziskas Iinijas

Geodeziskas Imijas galvena normale sakrit ar virsmas normali dotaja
punkta.

Ja u = u(s) un v = v(s) ir geodeziskas linijas vienadojumi ar naturalo
parametru, tad uz virsmas 7 = 7(u; v) tos iegust no diferencialvienadojumu
sistemas:

o o (du)? 5 oodudy | = = (dv)? d? d?
{ Punlu (32) "+ 2y @y + Tl (70) " + B + Fi =0,
= = (du)? > =2 dudv > = (dv)? d*u d*v
Fuul (3) + 2Py G + Tl () + e + G5 = 0.
S1s vienadojumu sistemas koeficientus var izteikt ar pirmas kvadratiskas
formas koeficientiem sada veida:

L. 10F
Twulv = 33
2 Ou
Lo 10F
TwTy = 33
2 v
Lo oF 10G
TvwlTu = 7~ — Z 73
ov 2 0u
. . OF 10F
Twlv= 5" "Z7%3
ou 2 0v
oL 10G
TwTv = 357>
2 Ou
Lo 10G
TvToy = 2 —=—-
2 Ov

Lai sastaditu geodezisko liniju vienadojumus, pietiek zinat virsmas pirmo
kvadratisko formu.

2.29. piemers. Uzrakstit rotacijas cilindra 7 = (cosu, sin u; v) geodéziskas
Iinijas.

7y = (—sinu; cos u; 0),

ry = (0;0;1),
Tuw = (— cosu; — sinu; 0),
T = (0;0;0),
mow = (05 0;0),

TyuuTy = 07 TuoTuy = 07 TovuTy = 07 E = 17 F = 07

TuuTv = 0, Ty =0, Ty =0, F=0, G=1.
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legiistam diferencialvienadojumu sistemu:
d*u __
{ @ =0,
v _
m —_— O.

u:a13+bl,

Sistemas atrisinajumi

v = ass + by
ir geodezisko liniju parametriskie vienadojumi ar naturalo parametru.
1. Jaa; #0, as = 0, tad v = by. No cilindra vienadojuma z>+y? = 1
un plaknes vienadojuma iegust, ka likne ir rinka linija.

2. Jaa; =0, ay #0, tad u = by, jeb x = cosby, y = sin b;. Cilindra
veidule te noteikta ka divu plaknu skelums.

3. Ja (ay;a92) # (0;0), tad geodeziskas Iijas vienadojums Dekarta
sistema ir

7= (cos(a13 + by1);sin(ays + by); ass + bg).

Izpildisim pielaujamu parametra mainu

t =a1s+ by,
1 b

§=—t——.
a ai

Péc parametra mainas iegistam vienadojumu

, ., ay  agb
r=|cost;sint; — — —
ai ai

jeb
7= (cost;sint; bt + 2).
Tatad saja gadijuma geodeziska linija ir skruves linija.
Rotacijas cilindra geodeziskas linijas ir ta rinka linijas, veidules un

skruves linijas.

2.30. piemers. Uzrakstit geodezisko Iiju vienadojumus virsmam, kuru
pirma kvadratiska forma ir

ds® = du® + dv>.
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Minet sadu virsmu piemerus.

Aprekinasim diferencialvienadojumu koeficientus

10F 10F oF 10G
—— =0, ——=0, ——=-——=0, E=1, F=0;
2 Ou 2 Ov T Ov 20u ’ ’
OF 10F 10G 10G
— ——— = —— = —— = F = = 1.
ou 2 0v 0 2 Ou 0 2 v 0 0; G
(Geodezisko Imiju vienadojumi ir sistemas
d2
du_ o
ds?
d2
“Y 9
ds?
atrisinajumi
u=as+ by,
V= 9S8 + bo.

Virsmu piemeri, kuram, atbilstosi izveloties parametrus, pirma kvad-
ratiska forma ir
ds® = du® + dv’.
1. Plakne zOy 7 = (u;v;0).
Geodeziskas linijas ir taisnes.
2. Rotacijas cilindrs 7= (cosu; sinu; v).
Geodeziskas linijas ir veidules, rinka linijas un skriives linijas.
3. Rotacijas konuss 7= (av cos u; av sin u; bv).
Sadai konusa parametrizacijai atbilst pirma kvadratiska forma

ds® = a*v?du® + (a* + b*)dv?

Izdarisim pielaujamu parametru mainu

Va*+b? +b

u = arctg
_ /o
VT Ve

Pec parametru mainas iegistam pirmo kvadratisko formu
ds? = do? + dF°.
Veikto parametru mainu iztulkosim geometriski.

Ja konusu izklajam uz plaknes, tad ta veidules dod taisnu skipsnu ar
centru O, bet rinka linijas (meridiani) - rinka Iinijas lokus ar centru

0.
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Ieverojam to, ka u = ZT'OyM, OgM = av un OyO = bv. legtstam, ka

OM = OT = OM' = /OyM? 4+ 0,02 = v/ a2 + b>v = p,
— TM' =~ TM = OyMu = auv,
— TM' au

oM’ Vva? + b? 4

No Sejienes ieguistam sakaribas starp polarajam koordinatam (p; @) plakne
un Gausa koordinatam (u;v) uz konusa

au
= Va+ b, p=—_. *
p 0= = (%)

Sakaribas starp Dekarta («; 3) un polarajam koordinatam (p; @)

p=a’+ [ ¢=arctg é ()
a

No (*) un (**) iegust jau aplukoto parametru mainu

VETE  § JEi P

u=———arctg—, v=-"——r

a o 1/012_{_()2

2.4. zim.
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II1 nodala
UZDEVUMI

1. p = p(y) ir liknes vienadojums polaraja koordinatu sistema. Uzrakstit
tas parametriskos vienadojumus Dekarta koordinatu sistema, pienemot
© par parametru.

Atbilde.

z = p(p) cos p,y = p(ip) sin p.

2. Rinka liijas radiuss ir a, ap kadu tas punktu O rote taisne, kura
krusto rinka liniju punkta A. Uz abam pusem no punkta A uz taisnes
atlikti nogriezni AM; = AM, = 2b. Sastadit kopas, ko veido punkti
Mj un Ms, vienadojumus. (Paskala likne, a = b - kardioida).

Atbilde.

p = 2acosy £ 2b.
x = (2a cos ¢ £ 2b) cos ¢,y = (2a cos ¢ %+ 2b) sin .
(22 + % — 2ax)? = 4b* (2% + o?).

3. Rinka Iija, kuras radiuss ir a, ripo pa abscisu asi. Sastadit rinka
Iinijas punkta M trajektorijas vienadojumus, ja tas sakuma sakrita ar
koordinatu sakumu O. (Cikloida).

Atbilde.
7(t) = (a(t — sint); a(l — cost)).

4. Punkta M attalumu Iidz punktiem Fj(—a;0) un Fs(a;0) reizinajums
ir vienads ar a?. Sastadit punktu kopas, ko veido punkti M, paramet-
riskos vienadojumus. (Bernulli lemniskata).



o8

IIT nodala. UZDEVUMI

Atbilde.

(22 + y?)? = 2a%(2% — 9?).

r = Ffav2cos2tcost,y = fav2cos2tsint.

. Uzrakstit liknes x = t + %,y = t — 1 vienadojumu aizklata forma,

t
uzzimet So Iikni. Ka parvietojas punkts pa likni, ja ¢ pieaug no —oo

lidz +o00?
Atbilde.

x? — 1y =4,

. Noteikt Iiniju # = acos?t,y = acostsint, 2 = +asint ka divu virsmu

skelumu. Nosaukt §is virsmas. (Viviani linija).
Atbilde.

2+ P+ 2 = a?
2?2+ y? —azx = 0.

. Divu rotacijas cilindru asis ir koordinatu sistemas asis Oy un Oz,

cilindru radiusi vienadi ar a. Uzrakstit virsmu skeluma parametriskos
vienadojumus.

Atbilde.

7= (acost;asint;asint),
7= (acost; —asint;asint).

. Uzrakstit parametra mainu t = t(u), kas attelo segmentu a < u < b

par segmentu 0 < ¢t < 1; intervalu —oco < u < +o0 par intervalu
0<t<l.

Atbilde.

t= ﬁ(u —a), t= % + }Tarctgu un bezgaligi daudz citu funkciju.

. Pieradit, ka parametra maina ¢ = arctg 5 ir pielaujama. Izpildit so

parametra maingu vienadojumos x = cost, y = sint, —3 <t < 5. Ka
kustas punkts pa Itkni, ja ¢ aug no —3 Iidz 3, u aug no —oo Iidz +o00?

Atbilde.

_ 2 _ N
L= u2+4’ Yy Vui+4'

:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Aprekinat Iiknes x = cht,y = sht, z = t loka garumu starp punktiem
Al(tl = O) un AQ(tQ = 1)

Atbilde.

s~ 1,661,

Aprekinat cikloidas 7= (¢t — sint; 1 — cost) vienas arkas garumu.
Atbilde.

5 =28.

Uzrakstit Itknes p = p(¢p), kas dota polaraja koordinatu sistéma, loka
garuma aprekinasanas formulu.

Atbilde.
P2

s= [/ p?+ pPde.
$1

Aprekinat Arhimeda spirales p = ay pirma vijuma garumu.
Atbilde.
s = %(27r\/1 + 472 4+ In (27 + V1 —|—47T2)>.

Uzrakstit Itknes © = efcost,y = e'sint, z = ¢! parametriskos viena-
dojumus ar naturalo parametru s.

Atbilde.

_ s+v/3

o (513 s+vV3. s+V3 o s+vV3. s+V3
7“—(\/3 cos In NEE sin In Nl \/g)

Uzrakstit Itknes 7 = (sin2 t;costsint; cos t), —m < t < 7 pieskares

vienadojumus punkta M, (%; _\/Tg; %)
Atbilde.
-3 _urf _

3 ~ V3 -3

Uzrakstit parabolas y = 222 — x + 3 pieskares, kas paralcla taisnei
6 — 2y + 1 = 0, vienadojumu.

Atbilde.
3z —y+1=0.
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17. Atrast Bernulli lemniskatas (2% + 3?)? — 2a*(2* — y*) = 0 punktus,
kuros pieskares paralelas Ox asij.

Atbilde.
Ay (—%ga; %a) , Ao (—%ga; —%a) , As (\/73(1; %a) , Ay (\/7%; —%a).

18. Uzrakstit Iiknes, kas ir rotacijas paraboloida z? + y> = z un plaknes
xr — y = 0 Skelums, pieskares vienadojumus punkta My(1;1;2).
Atbilde.

r—1 _ y—1 _ z=2
1 1 4

19. Pieradit, ka likne 77 = (e cost; e’ sint; e) pieder pie rotacijas konusa
2? + 9% — 2% = 0 un krusto ta veidules nemainiga lenki.

Atbilde.
cos p = \/g

20. Atrast Imiju, pa kuru Iiknes 7 = (¢;t?; ¢*) pieskares krusto plakni zOy.
Atbilde.

Parabola y = 227 un taisne y = 0 (Oz ass).

21. Pieradit, ja p = p(p) ir liknes vienadojums polaraja koordinatu
sistema, tad tga = %, kur « ir lenkis starp p un pieskari dotaja
punkta.

22. Logaritmiskas spirales vienadojums polaraja koordinatu sistema ir
p = a¥, kur a > 0 ir konstants skaitlis. Pieradit, ka lenkis a starp p
un pieskari ir konstants.

Atbilde.
1
cos o = —11;1112@'
23. Par punkta P dotas liknes poedru attieciba sauc kopu, ko izveido

no punkta P pret liknes pieskarem novilkto perpendikulu pamati.
Uzrakstit koordinatu sakuma skruves linijas 7 = (cost;sint;t) po-
edras vienadojumus.

Atbilde.

r= (cost+%sint; sint—%cost; %)
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Uzrakstit liknes p = p (@) pieskares punkta My (po; @) vienadojumu
polaraja koordinatu sistema.
Atbilde.

p= i
po cos(p—wo)—p sin(p—po) *

Aprekinat Iiknes 7 = (e’ cost; e'sint; e') lieckumu tas krustpunkta ar
plakni z = 1.

Atbilde.

_ 2
k==
Aprekinat hiperbolas x = t+% Y = —% liekumu punkta My(tg = 1).
Atbilde.

1

Aprekinat parabolas y = 22 + x + 1 liekumu tas virsotne.
Atbilde.
k=2.
Aprekinat Iiknes 22 — a2y + y? — 1 = 0 liekumu punkta My(1;1).
Atbilde.

_ 32
k —_— T.
Izvest liknes p = p(p) liekuma aprekinasanas formulu polaraja ko-
ordinatu sistema.

Noradijums: liekums k = %, kur 3 ir pieskares pagrieziena lenkis, s
atbilstosais liknes loka garums (skat. [2] un 2T] uzdevumu).

Atbilde.

k _ p2+2p'2*%p".
(P?+p%)2

Pieradit, ka logaritmiskas spirales p = a¥ liekums ir apgriezti propor-

cionals p.

Aprekinat Iiknes 7 = (e!; e!; t) verpumu punkta My(1;1;0).

Atbilde.

T = —3.
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32. Pieradit, ka Iikne z = t> — 1,y = t> 4+ 2, z = sint ir plakana. Uzrakstit
plaknes vienadojumu, kurai pieder §1 likne.
Atbilde.
r—y+3=0.
33. Aprekinat tadu funkciju f(¢), ka likne z = acost,y = bsint, z = f(t)
ir plakana.
Atbilde.
f(t) = Cicost 4+ Cysint + Cs.
34. Uzrakstit skruves linijas 7 = (cost; sin t; t) pavadosa trijskaldna plaknu
un asu vienadojumus punkta My(1;0;0). Aprekinat vektorus 7, ¥/ un
[ saja punkta.
Atbilde.
. oax—1 _z
Pieskare: ©5= =4 = =,
normalplakne: y—+z =0;7 = <O; ‘/75; g)
= 7. =1 _ Y __
Galvena normale: 4 = § = ¢,
pieslejplakne: © —1=0; V= (—1;0;0)
; 51, T—=1 __ _
Binormale: 5~ = % = 1,
1ztaisnojosa plakne: y — z = 0; B’ = ( ; —‘/75; \/7§>
35. Pieradit, ka katra liknes 7 = (St; 3t2; 2t3) punkta vienai no lenka, ko
veido pieskare un binormale, bisektrisem ir nemainigs virziens.
Atbilde.
= (1;0;1).
36. Frene formulas -
4T — ki,
S
W~ k7 +3203,
By
var pierakstit sadi: )
I —=3x7T,
Z—f =W X U,
% =wuxp
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37.

38.

39.

40.

41.

Vektoru & sauc par Darbu vektoru. Izteikt vektoru & ar k, s, 7, U, 6’
palidzibu.

Atbilde.

& = x7 x k.

Parbaudit, vai punkti A(4;2;3) un B(1;4; —2) pieder pie hiperboliska
paraboloiddam z =u + v,y = u — v, 2 = uv.

Atbilde.

AeP B¢P.

Uzrakstit cilindra vienadojumu aizklata forma F(z,y,z) = 0, ja ta
veidules krusto likni = sint, y = cost, z = 0 un ir paralelas vektoram
a=(1;4;-2).

Atbilde.
(x—12)"+ (y+32)" —1=0.

Uzrakstit konusa vienadojumu aizklata forma F(x,y,z) = 0, ja ta
veidules krusto hiperbolu 2?2 — 4> = 1,z = 0 un virsotne ir punkts

S(0;0;1).
Atbilde.
22—yt —(z—-1)*=0.

Uzrakstit virsmas vienadojumu aizklata forma F(z,y,z) = 0, ja to
izveido taisne x — 1 = 0, rotejot ap Oz asi.

Atbilde.

2+t —22—-1=0.

Uzrakstit virsmas, ko izveido likne x = a(t),y = ((t), z = (), rotejot
ap Oz asi, parametriskos vienadojumus.

Atbilde.

= /a2(t) + (32 (t) cos g,
y =/’ (t)+ 0 (t)sing,
z=(t).
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42.

43.

44.

45.

46.

Uzrakstit parametriskos vienadojumus virsmai, ko izveido skruves
Imnijas 7 = (a cos u; asin u; bu) pieskares.

Atbilde.

T = aCcosu — avsinu,
Y = asinu + av cos u,
2z = bu+ bv.

Uzrakstit vienadojumus virsmai, kas sastav no nogrieznu AB vidus-
punktiem, ja A ir parabolas 22 = 2p?z,y = 0, bet punkts B ir para-
bolas y> = —2¢*z, x = 0 punkts.

Atbilde.
g2,
p q

Nosaukt plaknes xOy apgabalu u-Iinijas un v-Iinijas, kas atbilst sadam
to parametrizacijam:

a) x=uy=v,2=0—00 <u<+00,—00 < v < 400,

b) x =ucosv,y =usinv,z=0,u>0,0<v <,

¢) x =cosuchv,y =sinushv,z=0,0<u<m7,0<v<+00.

Atbilde.

a) taisnes,
b) stari un rigka lmijas loki,
¢) elipsu un hiperbolu loki, Oy ass stars y > 0.

Nosaukt virsmas 7 = (2u + cosv;u + sinv;u) w-linijas un v-linijas.
Ka sauc doto virsmu?

Atbilde.

Taisnes, rinka linijas. Cilindrs.

Nosaukt rotacijas paraboloida u-Iinijas un v-linijas, ja ta parametris-
kie vienadojumi ir:

a) r= (u;v;u2 —1—112),

b) 7= (vcosu;vsinu;v?).

Atbilde.

a) parabolas,
b) rinka Iinija, parabolas puse ar sakumu virsotne.
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47.

48.

49.

50.

51.

52.

Aprekinat virsmas 7 = (u;v;u? — v?) vektoru 7, un 7, koordinatas

punkta My(1;1). Uzzimet So virsmu, Iiknes u = 1, v = 1 un vektorus
r, un 7, punkta M.

Atbilde.
= (1;0;2), 7, = (0;1; —2).

Uzrakstit virsmas 22 — 2y? — 322 — 4 = 0 pieskarplaknes un normales
vienadojumus punkta My(3;1; —1).
Atbilde.

3w —2y+3:—4=0, 52 =1L ==L

Uzrakstit virsmas 7 = (u; u? — 2uv;ud — 3u2v) pieskarplaknes un nor-
males vienadojumus punkta My(1;3;4).

Atbilde.
6 + 3y — 2z —7 =0, xgl — uS 2t

Aprekinat rotacijas paraboloida 2? + y? = 2z tada punkta M, ko-
ordinatas, kura pieskarplakne ir paralela plaknei 2x — 6y 4+ 2z —1 = 0.

Atbilde.
My(—2;6;20).

Virsmu izveido skruves Imijas 7 = (acost;asint;bt) pieskares (skat.
43] uzdevumu). Pieradit, ka normale jebkura virsmas punkta veido
nemainigu lenki ar Oz asi.

Atbilde.
cos £ (ﬁ, /;) = \/;W

Aprekinat doto liknu, kas pieder hiperboliskajam paraboloidam

7 = (u;v;u? —v?), krustpunktu koordinatas Gausa un Dekarta ko-

ordinatu sistemas. Uzrakstit Iiknu vienadojumus Dekarta koordinatu
sistema:

a)u?—v=0unu=tv=1t>—1;

b)u?—v?=1unu—v—1=0;

c)u=cost,v =sint unu=1t>+ 1,0 =t
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Atbilde.
a) My(0;0), My(0;0;0); 7= (1% 1* —t*);
7= (t—1;¢* — 1; —t* 4+ 3t* — 2t).
b) Mo(0;1), Mo(1;0;1); 7= (—chi;sht; 1) ;7= (¢t — 1,2t — 1);
c) Mo(0;1), My(1;0;1); 7= (cost;sint;cos2t); 7= (£ + 1;¢;2¢% + 1).

53. Uz hiperboliska paraboloida 7 = (u; v; u® — v?) atrodas $adas Iiknes:
a)u?—v=0unu=tv=1t>—1,
b)u?—v*=1unu—v—1=0,
c)u=cost,v=sint un u=t>+1,v =t.

Aprekinat lenkus starp tam to krustpunktos. Izmantot [b2]uzdevuma
atrisinajumu.

Atbilde.

a) cosp = \/Lg, b) cos p = %, c) p=0.

54. Uz virsmas 7 = (2u + cosv;u + sinv;u) apréekinat u-linijas loka ga-
rumu starp punktiem A; (O; %) un A, (1; %), v-Iimijas loka garumu
starp punktiem Bi(1;0) un By(1; 7).

Atbilde.
S = \/6; S9 = T.

55. Pieradit, ka virsmas 7 = (u;sinu;v) w-linijas galvena normale jeb-
kura punkta sakrit ar virsmas normali.

56. Noskaidrot, kadu Iiniju uz virsmas ¥ = (u +oiu? +v3ud + v3) nosaka
vienadojums u +v — 1 = 0.

Atbilde.
_ _ 1 3.
Starsx =1,y =tz2=5+5t t > 0.
57. Uzrakstit Iiknes, kas sadala uz pusem lenki starp « un v-Iinijam uz

rotacijas cilindra x = cosu,y = sinu, z = v.
Atbilde.
v=u+C,v=—u+C.
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58.

99.

60.

61.

Uzrakstit rotacijas konusa x = uwcosv,y = usinv, z = u liknes, kas

perpendikularas ta liknem u = e'*+¢.

Atbilde.
u+v+In|ul =

Uzrakstit pirmas kvadratiskas formas, kas atbilst Sadam plaknes zOy
parametrizacijam:

a)r=u,y =v,z=0;

b) z =wucosv,y = usinv, z = 0;

¢)xz =cosuchv,y=sinushv,z=0

(sk. E5] uzdevumu).

Atbilde.

a) ds* = du? + dv?,
b) ds* = du® + u?dv?;
c) ds* = (cos? ush? v + sin® u ch? v) (du?® + dv?).

Aprekinat doto virsmu pirmo kvadratisko formu:

a) rotacijas virsma x = f(v)cosu,y = f(v)sinu, z = g(v);
b) rotacijas cilindrs = acosu,y = asinu, z = v;

c¢) rotacijas konuss x = vcosu,y = vsinu; z = bv;

d) hiperboliskais paraboloids x = u,y = v, z = u* — v%

Atbilde.

a) ds* = f2du® + (f2 + g2)dv?,
b) ds* = a’du® + dv?,
c) ds = v?du® + (0% + 1)dv?,
d) ds? = (4u? + 1)du® — Suvdudv + (4v? + 1)dv?

Raksturot u-liniju un v-liniju savstarpejo novietojumu uz virsmam ar
Sadam pirmajam kvadratiskajam formam:

a) ds* = du® + 2Fdudv + dv?,

b) ds* = Edu® + Gdv?.

Atbilde.

a) u-Iiniju lokiem, kuru galapunkti pieder divam fiksetam v-Imijam,
ir vienadi garumi, analogiski v-Iinijam,

b) u-lnijas un v-linijas ir ortogonalas.
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62. Aprekinat perimetru likliniju trijsturim, ko norobezo liknes
u = %02; u = —%v2; v = 1, ja virsmas pirma kvadratiska forma ir
ds? = du® + (u® + 1)dv?.
Atbilde.
_ 7
S = 3
63. Virsmas pirma kvadratiska forma ir ds? = du®+(u?+1)dv?. Aprekinat
lenki, kura krustojas §is virsmas litknes v 4+ v =0 un v — v = 0.
Atbilde.
a= 3.
64. Aprekinat virsmas likliniju trijstura laukumu, ja to ierobezo liknes
u—v=0,u+v=0,v—1=0un ja virsmas pirma kvadratiska forma
ir ds* = du® + (u* + 1)dv?
Atbilde.
L=In(1+v2)+% -2
65. UzrakstTt virsmas, kuras pirma kvadratiska forma ir ds? = du?+u2dv?,
liknes, kas ortogonali krusto Itkni w + v = 0.
Atbilde.
uwl+ov=C.
66. Uzrakstit sadu virsmu otro kvadratisko formu:

a) rotacijas virsma x = f(v)cosu,y = f(v)sinu, z = g(v), f(x) > 0,
b) rotacijas cilindrs = acosu,y = asinu, z = v;
c¢) rotacijas konuss x = vcosu,y = vsinu; z = bv;

d) hiperboliskais paraboloids = = u,y = v, z = u* — v%

Atbilde.

[— f v 2 f'U’U v 2
a) P2 = —\/# + \/f2g—d
b) = —adu?,
c) @ mdu + Q\b/sl%‘dudv

d) P2 = Q(du — dv?).
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67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

Aprekinat virsmas z = f(z;y) otro kvadratisko formu.

Atbilde.
S TS 2fxy d Y+ S y
Uzrakstit sakarlbu, kas saista sferas pirmo un otro kvadratisko formu.
Atbilde.
ds? 4 apy = 0.
Apréekinat liknes u = t,v = 2t> — t + 1, kas atrodas uz konusa
7= (v cosu; vsinu; asinu), normalo liekumu k,, punkta My(ty = 0).
Atbilde.

_ 1
by = —=1=.

Aprekinat virsmas 7 = (2u + cosv;u + sinv;u) u-liniju un v-liniju
normalo liekumu &,,.

Atbilde.

u-lmijam k,, = 0,
v-Imijam k, = 1.

Uzrakstit hiperboliska paraboloida 7 = (3u; 2v; 9u? — 40?) indikatrises
vienadojumu repert (O;i;7), kur O ir koordinatu sakuma punkts.

Atbilde.

@2y
2y T rer T T

Aprekinat viendobuma rotacijas hiperboloida
7 = (ch v cos u; chvsin u; shv) pilno un videjo liekumu punkta My(F;0).

Atbilde.
K=-1,H=0.

Aprekinat hiperboliska paraboloida z = xy galvenos liekumus punkta
My(1; —1; —1).

Atbilde.
kl — _\/?go k? —

“[%

Pieradit, ka virsmas noapalojuma punkta H? = K.
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75.

76.

77,

78.

79.

30.

81.
82.

Uzrakstit sadu virsmu liekuma liniju vienadojumus:
a) 22 —2x — 2y = 0,
b) 7 = (u;v; uv).

Atbilde.

a)v=C, v’ +4u+C =0,
b) w4 VI = C (04 VIT 07,
(u+\/1+u2) (v-l—\/1+v2) = C.

Pieradit: virsmas wu-Iinijas un v-linijas ir tas liekuma Iinijas tad un
tikai tad, ja F'= M = 0.

Uzrakstit rotacijas viendobuma hiperboloida
7 = (chwv cosu;chvsinu;shv) asimptotisko Iiniju vienadojumus.

Atbilde.

u+C

u+C. ev:_tg e

2

v

e’ = tg

Pieradit, ka virsmas 7 = ((1+4 v)cosu; (14 v)sinu;v) v-lIinijas ir
tas asimptotiskas liijas.

Atbilde.
v-linijas ir taisnes.

Pieradit, ka virsmas 7 = (u; v;Incosu — Insinv) asimptotiskas linijas
ir ortogonalas.

Aprekinat rinka Imijas, kuras radiuss ir r un kura pieder sferai ar
radiusu R, geodezisko liekumu k.

Pieradit, ka plaknes geodeziskas Imijas ir taisnes un tikai tas.

Virsmas pirma kvadratiska forma ir ds? = (1 + v2) du?+dv?. Uzrakstit
geodezisko Imiju vienadojumus.

Atbilde.
uw=C;ln (U—I—\/1+U2) + Y.
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