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levads

levads |

Aplikosim otras kartas linearu homogenu diskrétu dinamikas sistému ar
konstantiem koeficientiem (turpmak vienkarsi sistemu)

{ Xt4+1 = aXt + bytv (1)
Vi1 = Xt + dy:

ar matricu
a b
A= .
c d
Otras kartas linearas homogénas DDS ar ...
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levads I

Pirmais uzdevums: atrast sistémas (1) visparigo atrisinajumu [general so-
lution] x¢ = p(t, C1, G3) un yr = Y(t, Gi, Gp), t.i., atrast tadas funkcijas
o(t, C1, G) un (t, C1, Gp), kur C; un G, ir patvaligas realas konstantes,
bet t € Ng ={0,1,2,...} ir diskréts laiks, ka

a) jebkuriem (i, C; € R laika t € Ny funkcijas

xe =p(t,C, G), yr=y(t,G,G)

ir sistémas (1) atrisinajums;
b) patvaligam sistemas (1) atrisinajumam x; un y; eksiste G; = C; un
G = (5, ka jebkuram t € Ny ir speka

Xt:@(ta Cf7cék)7 yt:w(t7 Cf,Cz*)
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levads IlI

Otrais uzdevums: atrast Ko$i uzdevuma [Cauchy problem] (1), (2)
atrisinajumu, kur

XOZX(T? }/O:yg (2)

ir sskumnosacijumi [initial conditions], t.i., atrast sistémas (1) partikularo
atrisinajumu [particular solution] (t.i., konkr&tu atrisinajumu), kas apmierina
sakumnosacijumus (2).

Ja ir zinams sistemas (1) visparigais atrisinajums, tad no ieprieks teikta
izriet, ka, lai atrastu sistémas (1) partikularo atrisinajumu, kas apmierina
sakumnosacijumus (2), ir jaatrisina vienadojumu sistéma

{ XS = ZZ(O, C1, Cz), (3)
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levads [V
T3 ka sistémai (1) eksiste vienigs partikularais atrisinajums, kas apmierina

sakumnosacijumus (2), tad vienadojumu sistemai (3) eksisté vienigs
atrisinajums Gy = Cf un G = G5

= L
O. Kosr (1857-1918, A. Cauchy) - fran&u matematikis, kurs
ir sniedzis ieverojamu matematiskaja analize, kompleksa
mainiga funkciju teorija, matematiskaja fizika. Daudzi
jédzieni un teorémas ir nosaukti vina varda.
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http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cauchy.html

NepiecieSamas zinas no matricu teorijas

Matricas |

Apskatisim 2 x 2 matricu ar realiem koeficientiem
a b
a=(27).
c d
Par matricas A determinantu [determinant] sauc skaitli

det A = ad — bc.

Matricas determinantu apzime ar ar |A|.
Par matricas A pédu [trace| sauc skaitli

trA=a+d.
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Nepiecie$amas zinas no matricu teorijas

Matricas Il

Par matricas A inverso matricu [inverse matrix] sauc tadu 2 x 2 matricu
A7l ka
AATL=AtA=,

kur

ir vientbas matrica [identity matrix].

Ne katrai matricai eksiste inversa matrica! )

Matricu A sauc par nesingularu (singularu) [nonsingular matrix (singular
matrix)], ja tai eksisté (neeksiste) inversa matrica.

Matrica A ir nesingulara tad un tikai tad, kad det A # 0. )
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Matricas IlI

Tatad, ja det A # 0, tad matrica A ir nesingulara un [idz ar to tai eksiste

—_ =y = |t

detA\ —c a )~
Par matricas A raksturvienadojumu [characteristic equation] sauc
vienadojumu

det(A— \l)=0.
Atrodam:

a—A b
det( c d_/\>:0, (a—A)(d—=A)—bc=0,

M (a+d)A+ad—bc=0, |X—trA)+detA=0]
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NepiecieSamas zinas no matricu teorijas

Matricas IV

Polinomu A% — tr A \ + det A sauc par matricas A raksturpolinomu
[characteristic polynomial].

Par matricas A Tpadvértibam [eigenvalues] sauc matricas A
raksturvienadojuma saknes.

Matricas A raksturpolinoma determinants

D = (tr A)? — 4det A.

e Ja D > 0, tad matricai A eksiste divas daZadas realas Tpasvértibas

trA++vD trA—+D
A= —v-—— A _

2 2T T2
o Ja D =0, tad matricai A eksiste viena divkarsa reala Tpasvértiba
trA
A=Ay = rT = Xo.
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Matricas V

e Ja D < 0, tad matricai A eksistgé divas kompleksi saistitas Tpasvértibas
AM=a+iB, l=a—Iif,

kur
trA |D|
04—77 5—T>07

kur |D| ir diskriminta D absoluta vértiba.

Par matricas A spektru [spectrum] sauc matricu A(A), kuras pirma rindina
sastav no savstarpgji dazadam matricas A Tpasvértibam, bet otra rindina
no %o Tpasvertibu attiecigajam kartam.

Ja D # 0, tad matricas A spektrs ir
(A A
().
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Matricas VI

Ja D =0, tad matricas A spektrs ir

A(A):<)‘2°).

Par matricas A spektralo radiusu [spectral radius] r(A) sauc vislielako
matricas A Tpasvértibas moduli.

Saka, ka matrica A ir [idziga [similar] matricai B, ja eksisté tada
nesingulara matrica M, ka

B=M1AM.

Visu 2 x 2 matricu kopa R?? [idzibas attieksme ir ekvivalences attieksme,
tapec kopa R?? sadalas savstarpgji neskelosas ekvivalences klasés.
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NepiecieSamas zinas no matricu teorijas

Matricas VII

Matricas determinants un peda ir [ldzibas attieksmes invarianti, t.i., [idzigam
matricam ir viens un tas pats determinants un péda!

Tatad hdzigam matricam ir viens un tas raksturpolinoms, raksturvienado-

jums un Tpasvértibas!
( y )
e —
v

sauc par matricas A Tpasvektoru [eigenvector], kas atbilst Tpagvertibai A, ja

Ae= e jeb (i 3)<5>:A<5>
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Matricas VIII

jeb
(a—Nu + bv =0,
cu + (d—=A)v =0.

Ta ka A ir matricas A Tpadvertiba, tad pedejai sistemai eksiste bezgaligi
daudz atrisinadjumu, jo $is sistémas determinants

det(A— \I) =0.

Ja nenulles vektors e ir matricas A TpaSvektors, kas atbilst Tpadveértibai A,
tad vektors & = ce, kur ¢ # 0, ari ir matricas A Tpasvektors, kas atbilst
Tpasvertibai A. Tiesam,

Agé = A(ce) = cAe = c(\e) = A(ce) = Ae.
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Matricas Zordana normalforma |

Teoréma. [2] Piepemsim, ka A € R?2.

1. Ja matricas A raksturvienadojuma diskriminants D > 0, tad matricai A

ir divas daZadas realas 1pasvertibas \1 un Xy (piepemsim, ka A1 < Az) un

matrica A ir lidziga matricai (a) J = < A0 ) vai J = ( Az 0 )
0 X 0 M

2. Ja matricas A raksturvienadojuma diskriminants D = 0, tad matricai A

ir viena divkarsa reala ipasvértiba \1 = Ao =: Ao un matrica A ir lidziga

matricai
(2 O . (X 1
(b)J_<O )\O) vai (c)J—(O /\0>.

3. Ja matricas A raksturvienadojuma diskriminants D < 0, tad matricai A
ir divas kompleksi saistitas ipasvértibas \1 = o+ i3, Ao = o — i3, kur

B >0, un matrica A ir lidziga matricai (d) J = < g _aﬁ > .
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Matricas Zordana normalforma

Matricas Zordana normalforma |l

Matricu J sauc par matricas A Zordana normalformu [Jordan normal form,

Jordan canonical form].

K. Zordans (1857-1918, C. Jordan) - frantu
matematikis, kurs ir sniedzis ievérojamu
ieguldijumu matematiskaja analiz€, matricu
teorija, grupu teorija.

A. Gricans (DU) Otras kartas linearas homogénas DDS ar ...
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http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Jordan.html

Matricas Zordana normalforma Il

Matrica A € R%? ir lidZiga vienai un tikai vienai Zordana normalformai
(a), (b), (c) vai (d), ja (a) gadijuma vienoties, kada seciba Tpadvertibas
tiek izvietotas uz galvenas diagonales, pieméram, pieprasit, ka A1 < Ao.

Protams, ka var arf apliikot Zordana normalformu J = ( )E)2 )E) ) )
1

Ja matricai A ir veids A = > , kur a # d, tad matricas A Zordana

Q O

a

0
A1 0
0 X
parejas matrica M ir vienada ar vienibas matricu.

normalforma ir (a) J = < ) kur Ay = aun X\ = d. Saja gadijuma
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Matricas Zordana normalforma

Matricas Zordana normalforma IV

Ja matricai A ir veids A = ( 8 2 ) , tad matricas A Zordana normalforma

ir (b) J= < )(\)O ;) > kur Ao = a. Saja gadijuma par parejas matricu M
0

var kalpot jebkura nesingulara matrica.

Otradi, tikai $3da tipa matricam A ir (b) tipa Zordana normalforma. Tie¥am,
no J = M~1AM izriet

A= MIML = MN NM™L = XgMIM™L = \gMM~1 = X\l =

(5 %)=(52);

kur a = Ag.
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Matricas Zordana normalforma Parejas matricas atrasana

Parejas matricas atrasana |

Lai praktiski atrastu parejas matricu

m m
M — 11 12 ’
mo1 Mmoo,
var lietot nenoteikto koeficientu metodi: no vienadibas MJ = AM

ieglistam linearu vienadojumu sistému attieciba pret mainigajiem myy, mio,
mp1 un mop, kurai atrodam kadu konkr&tu atrisinajumu, ka det M # 0.

Apskatisim citu panémienu, lai atrastu parejas matricu M.

A1 A2

Ja matricas A spektrs ir A(A) = < 11

>, tad matricas A Zordina

A1

normalforma ir (a) vai (d): J = ( 0 M

> un parejas matricas M

kolonnas nosaka 3adi:
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Matricas Zordana normalforma Parejas matricas atrasana

Parejas matricas atrasana Il

_ ) ) - u )
1) pirma kolonna ir matricas A Tpadvektors e; = < Vl ) kas atbilst
1

Tpasvertibai A1, kuru atrod no linearas vienadojumu sistémas

_ . . (a — )\1)U1 + bvq =0,
(A )\l)el =0 Jeb { cup + (d - )\1)V1 = 0;

_ ) ) _ . u )
2) otra kolonna ir matricas A Tpasvektors e = ( v2 > kas atbilst
2

Tpasvertibai A, kuru atrod no linearas vienadojumu sistémas

B B . (a—N)ux + bv, =0,
(A )\2)62 =0 Jeb { Cup + (d - )\2)V2 =0.
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Matricas Zordana normalforma Parejas matricas atrasana

Parejas matricas atrasana Il|

Pienemsim, ka matricas A spektrs ir A(A) = ( 20 )

JaA—)\0|=@,kur@:<O 0

0 0. . :

> ir nulles matrica, tad matricas A
A O
0 Xo
var kalpot jebkura nesingulara matrica.

Zordana normalforma ir (b) J = < > un par parejas matricu M
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Matricas Zordana normalforma Parejas matricas atrasana

Parejas matricas atrasana |V

Pienemsim, ka matricas A spektrs ir A(A) = ( );0 >

Ja A — 2ol # O, tad matricas A Zordana normalforma ir (c)

J= < )60 )Z\l > un parejas matricas M kolonnas nosaka $adi:
0

_ . . i~ u .
1) pirma kolonna ir matricas A Tpadvektors e; = < Vl > kas atbilst
1

Tpasvertibai Ag, kuru atrod no linearas vienadojumu sistemas

_ . . (a — )\o)ul + bvq =0,
(A )\O)el =0 Jeb { cup -+ (d - )\o)vl = 0;
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Parejas matricas atrasana V

2) otra kolonna ir matricas A visparinatais Tpasvektors [generalized eigen-

u . ey — . -
vector] e = ( v2 > kas atbilst Tpasvértibai Ag, kuru atrod no linearas
2
vienadojumu sistémas

(a— o) + bvs = uy,

(A= o)z =er jeb { cup + (d=X)ve =wv.
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Zordana normalformas veida noteikdanas algoritms
Zordana normalformas veida noteik$anas algoritms |

1) Ja A(A) = < All Af ) kur A1, A2 € R un A\; # A, tad matricas A

. _ S (M 0 (M0
Zordana normalformai ir veids (a) J = ( 0 A ) vai J = ( 0 N\ )

2) Ja A(A) = < All Af ),kur)\lza+iﬁ, A =a—i3 (3> 0), tad

matricas A Zordana normalformai ir veids (d) J = < g _aﬁ ) .
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Matricas Zordana normalforma Zordana normalformas veida noteikdanas algoritms

Zordana normalformas veida noteik$anas algoritms |l

3) Ja A(A) = < )50 ) kur \g € R, un A — X\g/ = O, tad matricas A

Zordana normalformai ir veids (b) J = < )E)O ;\) )
0

4) Ja N(A) = < )\20 ) kur A\g € R, un A — X\g/ # O, tad matricas A

Zordana normalformai ir veids (c) J = Ao 1 .
0 Xo
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Pirmais paneémiens

Pirmais panémiens (b =0 un ¢ =0) - |

Ja b=0un c =0, tad sistémai (1) ir veids

Xt+4+1 = aXt,
Yer1 = dys.

Ja a =0, tad sistemas pirma vienadojuma visparigais atrisinajums ir

o — Cl, ja tZO,
100, ja t>1.

Ja a # 0, tad sistémas pirma vienadojuma visparigais atrisinajums ir
Xt = C]_at.

Analogiski tiek atrasts sistémas otra vienadojuma visparigais atrisinajums.
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Pirmais paneémiens

Pirmais panémiens (b =0 un c =0) - |l
Tatad, ja b =0 un ¢ = 0, tad sisteémas visparigais atrisinajums ir

. Gy, ja t=0, . G, ja t=0, . . A,
°Xf_{ 0, ja t>1 yt_{ 0, ja t>1, 123=0und=0

. G, ja t=0, . £ - N .
°Xt—{ 0 ja t>1 yr = Gd" jaa=0und#0;

C27 .ja t= 07

Oxtzclat’yt:{ O ja t>1

jaa#0und=0;

o x; = Giat, vy = Godt, jaa#0un d #0.
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Pirmais panémiens (b # 0) - |

No sistémas (1) vienadojumiem atrodam

Xe42 = aXer1 + byeq1 = axer1 + b(exe + dy:) =
= aXt+1 + bCXt + d(Xt+]_ — axt) =
= (a+ d)xer1 — (ad — bc)xy = tr Axg41 — det Axy,

ti.,
Xp42 = tr Axey1 — det Ax;. (4)

Atzimesim, ka vienadojuma (4) spektrs ir vienads ar matricas A spektru.
Atrodam vienadojuma (4) visparigo atrisinajumu

Xt = (;D(ta C17 C2)

A. Gricans (DU) Otras kartas linearas homogenas DDS ar ... DDS 29 / 89



Pirmais paneémiens

Pirmais panémiens (b # 0) - |l

Ta ka b # 0,tad no sistemas (1) pirma vienadojuma iegilisim

1
Ye = E(Xt+1 - axt) = E((:O(t + 1a C17 C2) - a(‘lp(t7 Cla C2)) = w(ta Cla C2)

[y

Tatad sistemas (1) visparigais atrisinajums ir
xe = ¢(t, C1, o), yr = Y(t, C1, &)
jeb

Xt = @(t7 C17C2)7 Yt = (@(t+17C17C2)_aQ0(t7 C17C2))~

o=

A. Gricans (DU) Otras kartas linearas homogenas DDS ar ... DDS 30/ 89



Pirmais paneémiens

Pirmais panemiens (¢ # 0) - |

No sistémas (1) vienadojumiem atrodam

Vet2 = Xeq1 + dyer1 = c(axe + bye) + dye1 =
= a(ye+1 — dyt) + beyr + dyr1 =
=(a+ d)yr+1 — (ad — bc)y: = tr Ayr41 — det Ay,

t.i.,
Vero = trAypr1 — det Ay;. (5)

Atzimesim, ka vienadojuma (5) spektrs ir vienads ar matricas A spektru.
Atrodam vienadojuma (5) visparigo atrisinajumu

ye =4(t, G, @)
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Pirmais paneémiens

Pirmais panemiens (¢ # 0) - |l

T3 ka ¢ # 0,tad no sistemas (1) otra vienadojuma iegiisim

Xy = —
c

1 1
(yt+1 - dyt) = E(w(t + 17 C17 C2) - d¢(t7 C17 C2)) = (p(ta Cla C2)

Tatad sistemas (1) visparigais atrisinajums ir

xt=@(t,C, @), ye=(t,C, Q)

jeb
1
Xt = E(l/)(t +1,G,G) - dy(t, G, G),  ye =¥(t, G, &).
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Otrais panémiens

Otrais panémiens |
Apskatisim sistému (1):

{ Xp41 = ax + by,
Yir1 = Xt + dyt.

Parrakstisim 3o sistemu matricu forma

e )=(2a) (0
Vsl c d Yt

jeb
pt+1 = Apt,
kur
Xt a b
Pt = ) A=
Yt c d
Otras kartas linearas homogénas DDS ar ...

DDS
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Otrais panémiens |l

Ta ka
A= MM,
kur J ir matricas A Zordana normalforma, tad

prs1=MIM p, jeb M lp.q = JIM 'p,.

Apzimesim:

Tad sistéma iegiis veidu
Pt+1 = Jp:. (6)

Atrisinam sistému (6) attieciba pret X; un y; un atgrieZamies pie dotajiem
mainigajiem x; un y; ar formulas p; = Mp; palidzibu.
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Pirmais piemeérs

Apskatisim Ko$r uzdevumu:

{ Xt41 = 4x¢ — 2y,
Yir1 = Xe + Vi,

X0 = 1, Yo = —5.
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e (s
Pirmais panémiens |
Ta ka b= —2 #0, tad atrodam:
Xey2 = AXey1 — 2Veq1 = Axeq1 — 2(Xe + ye) = Bxep1 — 2% — 2y =
= 4xr11 — 2% + (Xeq1 — 4Xt) = Dxeq1 — bx;,
t.i.,

Xt42 = 5Xt+1 — 6Xt. (9)

Diferentu vienadojuma (9) raksturvienadojums ir

AN —B\+6=0,

(i7)

Tatad diferenéu vienadojuma (9) visparigais atrisinajums ir

lidz ar to ta spektrs ir

t t
xy = (12" 4+ (R3°.
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Pirmais panémiens ||

No sistemas (7) pirma vienadojuma iegiisim:

1
ye = 5(4Xt — Xt41) = 2X¢ — SXt+l =
1
=2(G2' + G3Y) — 5(2C12t +3G3Y) =

= (2C1 — C1)2t + <2C2 — ZCQ) 3t = C12t + %C23t.

Tatad sistemas (7) visparigais atrisinajums ir
Xy = C12t + C23t = go(t, G, C2),

1
Y = C12t -+ §C23t =: ’(ﬁ(t, G, C2)
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Pirmais panémiens llI

Lai atrastu Ko¥r uzdevuma (7), (8) atrisinajumu, risinam vienadojumu
sistemu
YSzw(O, Cl)CQ) —5= Cl"‘%cz

Saskana ar Kramera formulam

Ay A
Cl_A7 C2—A7
1 1 1 1 1 11 1 1
A—'l LT Al—\—s ;!—27 A2—11 —5\—‘6’
g —6
C]‘:j:_ll’ szj:12
2 2
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Pieméri Pirmais piemérs

Pirmais panémiens |V

G. Kramers (1704-1752, G. Cramer) - 3veicie$u
matematikis, kurs 1750. gada publicgja vina varda
nosaukto likumu - Kramera likumu. G. Kramers ir sniedzis
ieverojamu ieguldijumu algebrisko ITknu teorija.
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Pirmais panémiens V

Tatad KodT uzdevuma (7), (8) atrisinajums ir
xx =—11.2"4+12.3" y, =—-11.2"4+6-3%
Veiksim parbaudi:

x=-11+12=1, yy=-114+6=05,

Xer1—A4xe+2yr = (—22:27436-3")—4(—11-274+12.3")4-2(—11-274+6-3") =
= (—22+44 —22)2" 4+ (36 — 48 + 12)3" =0,

Viy1—Xe—yr = (—22:28418-3%) = (—11-2°+12.3") — (—11-27+6-3") =
= (=224 11+11)2" + (18 — 12 — 6)3" = 0.
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Otrais panémiens |

Atrisinasim KosT uzdevumu (7), (8):

{ Xt+1 = 4Xt — 2Yt,
Yt+1 = Xt + Yt,

x=1 yo=-5
ar otro panémienu.

Tatad
A= <‘11 _12), trA=4+1=5, detA:’ 4 2 ’:6.
Sastadam raksturvienadojumu

N —trAX+detA=0 jeb X —5X1+6=0.
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Otrais panémiens |l

ST vienadojuma saknes, t.i., matricas A Tpavértibas, ir

Matricas A Zordana forma ir
30
=(02)
J=M"1AM,

m m
M = 11 12 ’
ma1 M2

pie tam

kur

ir parejas matrica.
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Otrais panémiens Il

Tatad
MJ _ AM, mi1 Mmio 3 0 _ 4 -2 mii1 mio
mo1 Mmoo 0 2 1 1 mp1  mp

< 3m11 2m12 > . < 4m11 — 2m21 4m12 — 2m22 )
3mo1 2map m11 + moy m1o + mp

no kurienes ieglistam linearu vienadojumu sistému

3my; = 4my1 — 2mpy, my1 = 2mpy,
2m12 = 4m12 — 2m22, 'eb 2m12 = 2m22, eb
3mp; = my1 + moy, ! 2mp; = myq, !
2mpy = my2 + My mo = mi»
{ mi1 = 2mpy,
mo2 = my3.
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Otrais panémiens IV

Sai sistemai ir bezgaligi daudz atrisinajumu. lzvelésimies vienu: nemsim

my =1, mp=1,
tad

myy =2, myp =1
Tatad parejas matrica

M — mi1 Mmio _ 21 .
mo1 Moo 11

2
1

Ta ka

1
detl\/l—‘ 1'—1,

tad matricas M inversa matrica ir

M-l — 1 myp —mp\_ (1 -1
detM \ —m21  mn -1 2 )

A. Gricans (DU) Otras kartas linearas homogénas DDS ar ... DDS

44 / 89



Otrais panémiens V

Pariesim pie jaunas sistémas

Xt41 = 3X,

pt+1 = Jp: jeb _ _
Pt+1 Pt ) { Ver1 = 27

Sis sistémas visparigais atrisinajums ir
)_(1_- == C]_ 3t, )_/t == C2 2t.
Atgriezamies pie dotajiem mainigajiem x; un y; ar formulas
i _ . Xt . 2 1 )_(1_-
ew i (5)=(51)(5)

palidzibu, t.i.,
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Otrais panémiens VI

Xt =2%+ Y, Ye=Xe+ ¥
jeb
Xt:2C13t+C22t, Y = C13t—‘rC22t.

Pedejas formulas sniedz sistemas (7) visparigo atrisinajumu.
Lai atrastu sistémas (7) partikularo atrisinajumu, kas apmierina
sakumnosacijumus (8), risinam sistemu

1=2CG+ G,

-5=0G+G.

Saskana ar Kramera formulam
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Otrais panémiens VII

2 1 1 1 1
po|? e me| L Y ee me]2? L ]em
6 -11

C1—1—6, CQ—T——].].
Tatad

xx=12.3"*-11.2" y,=6-3"—11.2"

ir Kot uzdevuma (7), (8) atrisinajums, kas sakrit ar ieprieks ieglito
atrisinajumu izmantojot pirmo panémienu.
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Otrais piemers |

Atrisinasim Kosr uzdevumu

{ Xt+1 = 3Xt7
Ye+1 = 31,

X0 =—2, Yyo=>5.
Saja gadijum3 uzreiz atrodam sistémas (10) visparigo atrisinajumu:
Xt = C13t7 Yt = C23t.
Lai atrastu sistémas (10) partikularo atrisinajumu, kas apmierina
sakumnosacijumus (11), nosakam konstantes:
X0 = Cl, Yo = C2 ij Cl = —2, C2 = 5.
Kost uzdevuma (10), (11) atrisingjums ir
xe=—2-3" y,=5.3%
Otras kartas linedras homogénas DDS ar ... DDS
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TreSais piemérs

Apskatisim Ko$r uzdevumu:

{ Xe+1 = —X¢ + 9y,
Yir1 = —4x + 11y,

X0 = —]., Yo = —3.
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el planes
Pirmais panémiens |
Ta ka b=9 # 0, tad atrodam:
Xe42 = —Xe41+H9Yer1 = —Xer1+9(—4xe+11y:) = —xpp1—36x:+11-9y; =
= —X¢+1 — 36x¢ + 11(xe41 + x¢) = 10x¢11 — 25x¢,
t.i.,

Xt42 = 10Xt_|_]_ - 25Xt. (14)

Diferen¢u vienadojuma (14) raksturvienadojums ir

A2 — 10\ +25 =0,

(2)

Tatad diferenéu vienadojuma (14) visparigais atrisinajums ir

lidz ar to ta spektrs ir

— t
Xy = (Cl + C2t)5 .
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el planes
Pirmais panémiens ||
No sistémas (12) pirma vienadojuma iegusim:

1 1
Yt = §(Xt + Xe41) = Xt + SXep1 =

97" " 9
1 5
=glG+ Cot)5" + §(Cl + G(t+1))5" =

1 1 5 5
= <C1+ Gt + -G+ ~

5 t __
9 9 9 9C2H9C2>5 -

2 5 2
=(-G+-G+ =Gt |5
<3 1+ 92 + 32 >
Tatad sistemas (12) visparigais atrisinajums ir
Xt = (Cl + Czt)5t =: (p(t, Cl, Cg),

2 5 2
Yr = <3C1+9C2+3C2t> 5t =: 1/J(t, Cl,Cz).
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Pirmais panémiens llI

Lai atrastu Ko3r uzdevuma (12), (13) atrisinajumu, risinam vienadojumu

sistemu

{ xi = ¢(0, G, G), b { ~1=G,

.y('j)'< :w(07 C17C2) -3 = %C1+8C2
Tatad GG =-1un G =2 (-3+3)=-2%2.
Tatad KodT uzdevuma (12), (13) atrisinajums ir

21\ 14\
Xt = — 1+?t 5, Yt = — 3+?t 5.

Veiksim parbaudi:

21 14
X0:—<1+5'0>502_17 y0=—<3+5-0>50=—3,
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Pirmais panémiens |V

Xt41 + X — 9y =

21 21 21 14
=-5(1+=t+ =)' —(1+=¢t])5"+9(3+—=—t]5'=
(14505 ) s (10 5e) s s (3 5¢)

21 126
:<—5—2u—21—1—5t+2r+ESQ5f=Q

yt+]. + 4XI’ — 11)/t =

14 14 21 14
=534+ —=t+—|5'—4(1+=t])5'4+11(3+ —=t]|5' =
(3450 5)s e 1e Fe)san 34 )

84 154
- <—15—14t—14—4—5t+33+5t>5t:0
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Otrais panémiens |
Atrisinasim Ko3i uzdevumu (12), (13):

Xe41 = —X¢ + Oyt
Yer1 = —4x: + 11y,

x=-1, yo=-3.
ar otro panémienu.

Tatad
-1 9 4 -2
A_<_4 11), trA=-1+4+11=10, detA_‘ ‘_25.

Sastadam raksturvienadojumu

N —trAX+detA=0 jeb A —10A+25=0.
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Otrais panémiens |l

Sim vienadojumam ir viena divkarsa sakne Ao = 5, tatad matricas A

spektrs ir
ANA) = >
={5 )

-1-5 9 -6 9
A_A°’_< —4 11—5>_<—4 6>7é@’

tad matricas A Zordana forma ir
5 1
=(5s)

J=M1AM,

Ta ka

pie tam
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Otrais panémiens Il

kur

mi1 m
M — 11 12 )
m1  mo
ir parejas matrica. Tatad

. mi1 M2 5 1 . —1
MJ_AM’ <m21 m22>(0 5>_(—4

Smyyp mip+5mz \ _ —my1 +9my

5my1 mp1 +5myo —4mq1 4+ 11myq

no kurienes iegtistam linearu vienadojumu sistému

5my1 = —my1 + 9moy, 2my1 = 3myy,
m11 + 5mi2 = —mi2 + 9moo, b m11 + 6mi2 = 9myo,
5m21 = —4m11 + 11m21, 2m11 = 3m21,
mp1 + 5mpx = —4myp + 11mao mo1 + 4mix = 6moo
Otras kartas linedras homogénas DDS ar ... DDS

9 mi1 mm
11 my mpy )’

—my2 + 9myo
—4mis + 11mo)

).

jeb
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Otrais panémiens IV

2my1 = 3moy, 2my1 = 3moy,
mi1 4+ 6mio> = 9moy,  jeb mip +6mio = 9moo,  jeb
mp1 + 4mip = 6mop 3mp1 4+ 12myp = 18myo
m 2—r:161m: 327291;11 jeb 2miy = 3mo1,
11 12 = Imy2, J mi1 + 6mys = 9mos.

2m1 + 12myo = 18myo

Sai sistémai ir bezgaligi daudz atrisinajumu. lzvélesimies vienu
atrisinajumu, ka det M # 0. Ja nemt my; = 3, mp; = 2, tad pedgjas
sistemas pirmais vienadojums tiek apmierinats, bet otrais vienadojums
iegist veidu 3 + 6myo> = 9moo. Sis vienadojums bis speka, ja nemt
mi2 =1 un myy = 1. Tatad parejas matrica

. mi1 mio . 31
M_<m21 m22>_<2 1>'
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Otrais panémiens V
Ta ka
31
det/\/l—‘ 5 1 ‘—1,
tad matricas M inversa matrica ir
M-l — 1 my2  —mip | _ 1 -1
detM \ —mp1  m11 -2 3 ’

Pariesim pie jaunas sistémas

~ - . Xt+1 = DXt + yt,
=J eb _ _ 15
Pet1 pe { Yt+1 = 5¥¢. (15)

Sis sistemas otra vienadojuma visparigais atrisinajums ir
iy t
Yt = C2 5%
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Otrais panémiens VI

Tad no sistemas pirma vienadojuma iegiistam pirmas kartas linearu
nehomogenu diferenu vienadojumu ar konstantiem koeficientiem

= = t
Xt+1 = 5Xt + C2 5. (16)
- = . — . . - — . I _neh_visp_ . . —
Nehomoggéna vienadojuma (16) visparigais atrisinajums X, ir vienads
ar tam atbilstosa homogéna vienadojuma
)_(H—l == 5)_(t (].7)
. - - — T _hom_visp_ - = . — . . - -
vispariga atrisinajuma X un nehomogéna vienadojuma partikulara
atrisinajuma X; summu:
—neh.visp. __ —hom.visp. —*
X = X; + X .
Otras kartas linearas homogénas DDS ar ...

DDS 59 /89



Otrais panémiens VII

Homogena vienadojuma (17) visparigais atrisinajums ir
)—({me.visp. _ C15t.
Tatad
)_(?eh.visp. _ C15t + )-(;k

Nehomogeéna vienadojuma partikularo atrisinajumu x;* meklésim ar
nenoteikto koeficientu metodi. Ta ka nehomogéna vienadojuma brivajam
loceklim ir veids f; = Art, kur A= C; un r =5, bet r = 5 pieder
atbilsto$a homogéna vienadojuma spektram ar kartu s = 1, tad
nehomogeéna vienadojuma partikularo atrisinajumu X ir jamekle forma

x; = Bt°r' jeb X = Bt5', (18)
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Otrais panémiens VIII

kur B ir nenoteiktais koeficients, kuru atrodam X; izteiksmi (18) ievietojot

nehomoggénaja vienadojuma (16):
X1 = 5% + G5,
B(t+1)5"! = 5Bt5" + G,5".
Ta ka pédgjai vienadibai ir jaizpildas pie visiem t € Ny, tad
5B(t+1)—5Bt — G, =0,
no kurienes B = % Tatad nehomogéna vienadojuma partikularajam

atrisinajumam ir veids

e

X, = 5 t5°.
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Otrais panémiens IX

Lidz ar to nehomogéna vienadojuma (16) visparigais atrisinajums ir
—neh.visp. __ t C2 t
Xy =G5 + 5 th". (19)
Tadgjadi sistemas (15) visparigajam atrisinajumam ir veids

C
%= G5+ 15, 7= G5

Atgriezamies pie dotajiem mainigajiem x; un y; ar formulas

- . Xt 31 )_(1_-
=M eb = -
pr= Mbe <yr> <2 1)(%)
palidzibu, t.i.,

Xt =3Xe + Ve, Ye=2%+ Vi,
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Otrais panémiens X

C C
xt =3 (C15t + g t5t> + C25t, ye =3 <C15t + ?2 t5t> + C25t,

2
Xp = <3C1—|—C2+35C2t>5t, Ve = <2C1-|-C2+§2t)5t.

Pedgjas formulas sniedz sistemas (12) visparigo atrisinajumu.

Lai atrastu sistémas (12) partikularo atrisinajumu, kas apmierina
sakumnosacijumus (13), risinam sistému

-1=3G + G,
—-3=2G + G.

Saskana ar Kramera formulam

Ay _Ap
Cl_A7 C2—A7
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Otrais panémiens Xl

31 -1 1
A_‘z 1’_1, Al_‘_?) 1‘_2, A ’
2 -7
CG=-=2, G=—=-T.
157 ) 2 1
Tatad

21\ . 14\
Xt = — 1+?t 5, Yt = — 3+?t 5.

ir KodT uzdevuma (12), (13) atrisinajums, kas sakrit ar ieprieks iegtito

atrisinajumu izmantojot pirmo panémienu.
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Ceturtais piemérs

Apskatisim Ko$t uzdevumu

Xt41 = Xt — Yt,
Y41 = Xt + i,

X():].7 y0:3.
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Ceturtais piemers
Pirmais panémiens |
Ta ka b= —1#0, tad atrodam:
Xe42 = Xe+1 = Yer1 = Xep1 — (Xe + Ye) = Xep1 — Xe — yr =
= Xer1 — Xt + (Xe41 — Xt) = 2Xeq1 — 2xt,
t.i.,

Xt42 = 2Xt_|_]_ — 2Xt. (22)
Diferen¢u vienadojuma (22) raksturvienadojums ir

A _2X+2=0,

147 1—
1 1 '
Tatad diferenéu vienadojuma (22) visparigais atrisinajums ir

n\t N\t
xe =G+ )"+ G(1-1i)".
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Pirmais panémiens ||

No sistemas (20) pirma vienadojuma iegtisim:

Yt = Xt —Xt41 = [C1(1+[)t+ CZ(]-—I)t] o [C1(1+i)t+1_’_C2(1_i)t+1] _
= —iG(1+ i) +iG(1— i)

Tatad sistemas (20) visparigais atrisinajums ir

xt = C(1+ )+ G —i) = ot, (1, G),
ye = —iCG(1+ ) +iG(1 - D = y9(t, G, G).

A. Gricans (DU) Otras kartas linearas homogenas DDS ar ... DDS 67 / 89



ezt et
Pirmais panémiens llI
Lai atrastu Ko3t uzdevuma (20), (21) atrisinajumu, risinam vienadojumu

sistemu

x5 = #(0, C1, &), jeb 1=0G+ G,
e =v(0,G. ) 3= —iCy +iCo.

Saskana ar Kramera formulam

A A
Cl:fl’ CQ:AZ’ A:‘—li } = 2i,
11 . 1 1 .
A1:‘3 ; :—3—1—1, AgZ'l_i 3‘ 3+I,
-3+ 1 3 341 1 3.
G=—7=3+3h G=7%7=3-35"
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Pirmais panémiens |V

Tatad KodT uzdevuma (20), (21) atrisinajums ir

X = <i+;/> 1+ + (; — ;) (1— )T,
Ye = <2 - ;/) 1+ + <2+;/> (1— i)t

Veiksim parbaudi:
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Pirmais panémiens V

1 3. . 1 3. . .
Xe41—XetYr = [ 5 + 2/> (L+ ) (1+0)+ (2 - 21) (1—-10)(1—- I)t:| -
1 3 . (1 3. N
—[(2+2/>(1+/)+<2—2/>(1—/)}+
3 1 . (3 1. ol
+[<2—21>(1+/)—|—<2+2/>(1—/)]_
= 1+1i+§i—§—1—§i+§—1i (1+i)'+
202 2 2 2 2 2 2
1 1.3 3 1 3 3 1 .
+[2—2/—2/—2—2+2/+2+2/](1—/)_0

Lidziga veida parliecinas, ka yr41 — x¢ — y: = 0.
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Pirmais panémiens VI

Atradisim Ko¥t uzdevuma (20), (21) atrisinajuma x¢ un y; realas
izteiksmes. Vispirms uzrakstam matricas A Tpasvertibu Ay =1+
trigonometriskaja forma:

Alz\@(cos%—kisin%).

Tad - -
Ao = \@(COSZ — isin Z).

Nemot vera Muavra formulu, iegiisim

t t
M=@1+0) =2t (cosﬂ— + isin W—) ,

4 4
. Tt .. 7t
M=(1-0) =2 (cos— — isin —) :
4 4
Otras kartas linearas homogénas DDS ar ...
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Pirmais panémiens VII

Tatad
xe = (1+§i> (1+ 1)+ (}21) (1-0) =

t Tt
2 4 7):
1 1
_(ﬁ)t<2+2i+2—2i>cos+
1 3 1 3 mt
t(=-; = _ =-; = [E—
+(vV2) <2’ 2 2 2>s'"4
t
:(\ﬁ)tcos%—’;ﬁ
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t
)+

i) (V2)t (cos %t + isin T



Pirmais panémiens VIII

Yt_(;—;I)(l—f—i)t—i-<§+ii>(1—i)t—

— (;—;> (v2) (cos%t+isin%t)+
+ <; +;i> (V2)t (cos%t — isin %t) =
= (V2)! (2—;/—&-2— ;:) cos%t+
+ (V2)t <gi+;—zl+;>sm7;t=
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Pirmais panémiens |X

Tadgjadi Ko uzdevuma (20), (21) atrisinajums ir
1 3 1 3
o= (5451 @it (G- 51 =i
3 1 3 1
ye = (2—2i> Q1+ + <2+2i> 1-i)t
jeb
it 7t
x¢ = (V2)* cos il 3(v/2)t sin e

t t
y: = 3(v2)" cos % + (V2)tsin %
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Otrais panémiens |

Atrisinasim Kosi uzdevumu (20), (21):

Xt+1 = Xt — Yt
Yir1 = X¢ + Vi,

=1 y=3

ar otro panémienu. Tatad

1 -1 1 -1
A_<1 1 >, trA=141=2, detA—’1 ’—2.
Sastadam raksturvienadojumu

N _trAN+detA=0 jeb N —2)1+2=0.
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Otrais panémiens |l
ST vienadojuma saknes, t.i., matricas A Tpavértibas, ir
. . . T, m
AM=1+i=a+if=p(cosp+isinp)= ﬁ(cosz—i—/smz) )

)\2:1—i:a—i6:p(cosg0—isin<p):\f2<cos%—isin%).

Ta ki a=1un 3 =1, tad matricas A Zordana forma ir

(o =B\ _ (1 -1\
(5 0)-( )
Saja gadijuma parejas matrica M = /. Lidz ar to pareja pie jauniem
mainigajiem
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Otrais panémiens Il

t.i., pareja pie jaunas sistemas
Pt+1 = Jp, (23)
nedod neko jaunu, jo (23) faktiski ir ta pati dota sistéma

Pt+1 = Ap:

tikai ar citiem mainigo apzimejumiem. Tomeér uzskatisim, ka esam
pargajusi pie sistémas (23), jo ta butu jarikojas vispariga gadijuma.
No sistemas (23) atrodam:

p1 = Jpo,

p2 = Jp1 = J(Jpo) = JPo,

p3 = Ab2 = J(S*Bo) = PPo, - ..
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Otrais panémiens IV

no kurienes secinam, ka
pe = Jpo. (24)

Formula (24) sniedz sistémas (23) visparigo atrisinajumu, ja uzskatit, ka

(G
- (2)
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Otrais panémiens V

Atzimesim, ka

o =B cosp —singp
J_<5 o >_p<sing0 cos >’

kurazl,ﬁzl,p:\@unwz%

Atrodam:
2o 2 cose —singp —sing \
=P sinp  cosp cosp )
0 cos? ¢ — sin —2sinpcos ¢ _
- 2sinpcosy  —sinp4cos’y )
o cos2p —sin2¢p
N sin2p cos2p )
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Otrais panémiens VI

lzmantojot matematiskas indukcijas principu [1], var pieradit, ka

t

— s Tt _ gjp It
gt — pt C?S tp sin tp jeb gt — (\f2)t c9s g} smﬂ;1
sintyp  costyp sin 7 Cos

Tatad sistemas (23) visparigais atrisinajums ir
pr = J*po
jeb

Xy = (\f2)t (Cl cos%t — Gysin %t) ,
Tt

t
ve = (V2)* (C1 sin % + Gysin T) i
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Otrais panémiens VII

AtgrieZzamies pie dotajiem mainigajiem x; un y; ar formulas

_ . Xt 10 )_(1_-
=M eb = —_
pe= Mbe (%) (0 1)(%)

palidzibu, t.i.,
Xt =X, Yt =Vt
jeb
t t
Xp = (\f2)t (Cl cos% — Gysin 7; ) ,
t t
ye = (V2)? (Cl sin % + Gosin %) )

Pedgjas formulas sniedz sistemas (20) visparigo atrisinajumu.

A. Gricans (DU) Otras kartas linearas homogénas DDS ar ... DDS

81/ 89



Otrais panémiens VIII

Lai atrastu sistémas (20) partikularo atrisinajumu, kas apmierina
sakumnosacijumus (21), risinam sistému

3=0-G + G,
t.i.,
G=1 G&G=3.
Tatad
Tt mt
x = (V2)t (cos4 — 3sin 4> ,
ye = (V2)* (sin %t + 3 cos T::) .

ir Ko3T uzdevuma (20), (21) atrisinajums, kas sakrit ar ieprieks iegtito
atrisinajumu izmantojot pirmo panémienu.
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Pielikums

Pielikums |

Aplikojot ceturto pieméeru, tika konstatéts, ka, ja matricas A spektrs ir
A1 A

A1 =a+if = p(cosp+ isinyp),
A2 =a — i = p(cosp — isinyp)

kur

un 8 > 0, tad matricas A Zordana normalformai ir veids
[ a =B i _ cosp —singp
(d) J_<ﬁ a ) Jeb J_p(simp cos >

Jt_pt<c95t<p —smt<p>7 FeN.
sintp  costy

un
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Pielikums

Pielikums 11

Atzimesim, ka tiek uzskatits [6, 22. Ipp.], ka jebkuras kvadratveida matricas

A (taja skaita nulles matricas) nulta pakape ir vienada ar vienibas matricu,
ti.,

A0 — .

Ja matricas A spektrs ir
[ A A
kur A1, A2 € R un A1 # Ao, tad matricas A Zord3na normalformai ir veids

(a)J:()(\)l f2> vai J:<)E)2 A01>.
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Pielikums |11

Ja

tad
p_(M 0 M0 (A0
L0 X 0 X /) L0 X))
B 20 M0 _ (A0 _
0 A 0 A 0 A3

lzmantojot matematiskas indukcijas principu [1], var pieradit, ka

t
Jt_()(‘)l /%), t e N.
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Pielikums IV

Ja matricas A spektrs ir

A(A)=<A2°),

kur A\p € R, un (A — X\o/) = O, tad matricas A Zordana normalformai ir

veids
(X O
=% 0).

Spriezot ldzZigi ka ieprieks,
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Pielikums

Pielikums V

Ja matricas A spektrs ir A(A) = ( )\20 ) , kur \g € R, un (A— Nol) # O,

tad matricas A Zordana normalformai ir veids (c) J = ( /\00 )il ) . Tad
0

. X 1 X 1Y A3 2
L0 XN 0 X/ L0 XN )

B A2 2) Mo 1\ [ A 3)\3
L0 A 0 X/ L0 N /)

lzmantojot matematiskas indukcijas principu [1], var pieradit, ka

t t—1
Jf:<>(‘)0 t’\)?é >, te{2,3,...}.
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