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Lidzsvara punkta definicija

Lidzsvara punkta definicija |

Aplikosim otras kartas linearu homogenu diskréetu dinamikas sistému ar
konstantiem koeficientiem (turpmak vienkarsi sistemu)

{ Xt+1 — aXt + byt; (1)
Vi1l = X + dy:

ar konstantiem koeficientiem a, b, c,d € R.

Punktu (x,y) € R? sauc par sistémas (1) lidzsvara punktu [equilibrium
point], ja

ax + by = x,
{cx+dy:y. (2)
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Sistémas [dzsvara punkti Pirm3a shéma

Pirma shema |

Sistemu (2) parrakstisim matricu forma

(-0

jeb
Z=AZ,
kur
X a b

=) a=(23)
Tatad

AZ—-1Z=0 jeb (A-1)Z=0,
kur

(). (3 9)
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Sistémas [dzsvara punkti Pirm3a shéma

Pirma shema I

1) Matricu vienadojumam (A — /)Z = O eksisté tikai nulles atrisingjums

Z= ( 8 ) tad un tikai tad, kad det(A — 1) # 0 .

2) Matricu vienadojumam (A — /)Z = O eksisté bezgaligi daudz atrisinaju-
mu tad un tikai tad, kad det(A —1) =0 .

2.1) Ja A = I, tad vienadojumam (A — /)Z = Q ir veids (I — 1)Z = O
jeb O = O. Lidz ar to 3¥aja gadijuma par vienadojuma (A —1)Z = O

atrisinajumu der Z = < ; > kur x un y ir patvaligi reali skaitli.
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Sistémas [dzsvara punkti Pirm3a shéma

Pirma shema llI

2.2) Pienemsim, ka A # [, ti., A— I nav nulles matrica. Saja gadijum3
vienadojuma (A — 1)Z = O atrisinajumi ir visi tie Z = ( ; ) ka x un y

atrodas uz kadas taisnes, kas iet caur koordinatu sakumpunktu (0, 0).

a—1 b
Al_< c d—1>

nav nulles matrica, tad vismaz viens no matricas A — | elementiem nav
vienads ar nulli, t.i.,

» TieSam, ta ka

a—1#0 vai b#0 vai b#0 vai d—1+#0,
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Sistémas [dzsvara punkti Pirm3a shéma

Pirma shema IV

un det(A — /) = 0, tad vienadojumu sistema

(3—1)X+by =0,
ex+(d-1)y =0

ir ekvivalenta tam no vienadojumiem
(a—1)x+by=0 vai cx+(d—1)y=0,

kuram ir vismaz viens nenulles koeficients. Attiecigais vienadojums nosaka
lidzsvara punktu taisni. <
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Sistémas [dzsvara punkti Pirm3a shéma

Pirma shema V

det(A—1)
det(A—1)#0 det(A—1)=0
vienigs lidzsvara bezgaligi daudz
punkts (0,0) lidzsvara punktu
A=1 A#1T
lidzsvara punktu  Jidzsvara punktu
plakne taisne, kas iet caur
koordinatu
sakumpunktu

Sistémas (1) [lidzsvara punktu pirma shéma.
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Sistémas ldzsvara punkti Otra shéma

Otra shema |

Ta ka
trA=a+d, detA=ad— bc,

tad

det(A—I):detKi Z>_<(1) ?)}:

a—1 b
—det< c d_l)—(a—1)(d—1)—bc—ad—a—b+1—bc—

=1—-trA+detA.
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Sistémas ldzsvara punkti Otra shéma

Otra shema I

1) Matricu vienadojumam (A — 1)Z = O eksisté tikai nulles atrisinajums

= < 8 > tad un tikai tad, kad det(A — 1) # 0, t.i.,, tr A # 1 + det A.
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Sistémas ldzsvara punkti Otra shéma

Otra shema Il

2) Matricu vienadojumam (A—1)Z = O eksiste bezgaligi daudz atrisinajumu
tad un tikai tad, kad det(A—1) = 0, t.i., tr A = 1+ det A. Saj3 gadijum3
matricas A raksturvienadojuma A2 — tr A X + det A = 0 diskriminants
D = (trA)?> —4det A= (1 +det A)> —4det A=
=14 2detA+ (det A)> —4det A=1—2det A+ (det A)?> =
= (1 —detA)> >0,
ti.,
D = (trA)?2 — 4det A = (1 — det A)? > 0.
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Sistémas ldzsvara punkti Otra shéma

Otra shema IV

Pienemsim, ka det(A — /) = 0. Tad D = (1 — det A)?> > 0, no kurienes
D >0 vainu D =0.
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Sistémas ldzsvara punkti Otra shéma

Otra shema V

2.1) Pienemsim, ka det(A—/) = 0un D = (1—det A)> > 0, t.i.,, det A # 1.
Tad matricas Tpasvertibas ir

1+ detA+(1—detA)
)\172 = 2 )

t.i.,

N 1+ det A+ (1 —detA)
1= =4
2

1+ detA— (1 — detA
o — 19 2( tA) _ geta

Ta ka Ay =1 un \p = detA # 1, tad matricai A ir divas daZadas realas
Tpadvértibas. Matricas A Zordana forma atbilst (a) gadijumam.
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Sistémas ldzsvara punkti Otra shéma

Otra shema VI

2.2) Pienemsim, ka det(A—/) = 0un D = (1—det A)> =0, t.i.,, det A = 1.
Tad tr A =1+ det A = 2 un matricas TpasSvértibas ir

trA£vVD 2+0

by =
12 2 2

1.

Tatad matrica A ir [ldZiga matricai

(b)J—((l) g’) vai (@J—(é i)
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Sistémas ldzsvara punkti Otra shéma

Otra shema VI

2.2.1) Pienemsim, ka det(A — /) = 0 un D = (1 —detA)? = 0, t.i,

detA=1.
Ja matrica A ir ldZiga matricai (b) J = ( (1) (1) ) =1/, tad
A=MIMt =MIM 1t =1,

t.i., matrica A ir vienada ar vientbas matricu.
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Sistémas ldzsvara punkti Otra shéma

Otra shema VIlI

2.2.2) Pienemsim, ka det(A — /) = 0 un D = (1 —detA)? = 0, t.i,
det A = 1. AtzZim@sim, ka matricas A Zordana forma var biit vienada arT ar

11 g .
(c) = < 01 ) Tie$am, matrica
3 —4
()

A= MIM™L  kur /\/I:<2 _1>,

ir ldziga matricai J:

1 -1

pietamdet A=1untrA=2=1+detA.

A. Gricans (DU) Otras kartas linearu homogenu DDS ar ... DDS 16 / 27



Sistémas ldzsvara punkti Otra shéma

Otra shema IX

det(A —1)

N\

det(A—1)=0

det(A—1)#0
¢ rA=1+detA
trA#1+detA o =17 dels
bezgaligi daudz
lidzsvara punktu

vienigs lidzsvara
D= (1-detA)?>0

punkts (0,0)

D >0
det A # 1
lidzsvara punktu
taisne, kas iet caur
koordinatu

sakumpunktu ( 1

AM=1X=detA -
0
g ( 10 ) A=T
0 X Tidzsvara punktu T —
plakne taisne, kas iet caur
koordinatu

sakumpunktu

Sistémas (1) [idzsvara punktu otra shéma.
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Sistémas [dzsvara punkti Tre¥a shéma

Tresa shema |

(1)

A=1
lidzsvara punktu
plakne

-3 -2

trA=1+detA
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11
= ( 01 )
A#T
lidzsvara punktu
taisne, kas iet caur

koordinatu
sakumpunktu
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e (s
Pirmais piemers |
Noteikt sistémas [idzsvara punktus:

Yi+1 = 5Xt + 4yt

2 -3 1 -3
A_<5 4)’ A_I_<5 3)

un det(A — /) = 18 # 0, tad sistémai ir tikai viens [idzsvara punkts (0,0).

{ Xt+1 = 2Xt — 3Yt7

Ta ka
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Otrais piemers |

Noteikt sistémas lidzsvara punktus:

{ Xty1 = 3x¢ + 4yt
Yer1 = —6x¢ — 1ly;.

3 4 2 4
A_<—6 —11)’ A_I_<—6 —12)

un det(A — 1) =0, bet A # [, tad sistémai ir lidzsvara punktu taisne.
Atradisim $is taisnes vienadojumu. Vienadojumu sistéma

Ta ka

2x+4y =0,
—6x—12y =0
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Otrais piemérs Il

ir ekvivalenta vienam vienadojumam x + 2y = 0, kur$ ari nosaka nekustigo

punktu taisni. Pieméram, punkts (—2,1) ir lidzsvara punkts, jo

X1:3'(—2)—|-4-1:—2, Xp = =2,
p=—6-(—2)-11-1=1 | y2=1,
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Otras kartas linearu homogenu diferen¢u vienadojumu sistéma

Sistema |

Tagad aplikosim otras kartas diskrétu dinamikas sistemu forma

Ax; = axt + by,
Ay = cx¢ + dyy,

kur a,b,c,d € R un
Axy = Xep1 — Xt

ir diferencu operators [forward difference operator].

Sistema (3) ir ekvivalenta otras kartas linearai homogenai diskrétai
dinamikas sistémai ar konstantiem koeficientiem

{ xt = (a+ 1)x¢ + bys, (4)
Yt = cxe + (d + 1)y
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Otras kartas linearu homogenu diferen¢u vienadojumu sistéma

Sistema |l

Apskatisim matricas
([ a b - [ a+1 b
A_(C d) un A_( ; d+1>'

A=A+1, trA=trA+2, detA=detA+trA+1.

Tad

Punkts (x,y) € R? ir sistémas (4) lidzsvara punkts tad un tikai tad, kad

(a+1)x + by = x, b ax+ by =0,
x+(d+1l)y=y cx +dy =0.

Nemot vera ieprieks teikto, nonaksim pie 8adam sistémas (3) jeb (4)
[[dzsvara punktu shémam.
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Otras kartas linearu homogenu diferen¢u vienadojumu sistéma Pirm3a shéma

Pirma shema |

Axy = axy + by
Ay = cxy + dyy

{ det A

det A #0 det A=0
vienigs lidzsvara bezgaligi daudz
punkts (0,0) lidzsvara punktu
A=0 A#0
lidzsvara punktu  Jidzsvara punktu
plakne taisne, kas iet caur
koordinatu
sakumpunktu

Sistemas (3) jeb (4) Ndzsvara punktu pirma shéma.
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Otras kartas linearu homogénu diferen&u vienadojumu sistéma Otra shéma

Otra shema |

det A
{ Axy = azy + by, det A #0 det A=0
Ay = cxy + d viengs lidzsvara bezgaligi daudz
Ye t Yt P“ﬁ\kt»' (0,0) idzsvara punktu

D >0

trA#0

lidzsvara punktu

taisne, kas iet caur
koordinatu

sakumpunktu
N =0X=trd J—(00 1
00 0
B ( 00 ) -0 0
0 A lidzsvara punktu vara punktu
plakne taisne, kas iet caur
koordinatu

sakumpunktu

Sistémas (3) jeb (4) lidzsvara punktu otra shéma, kur J ir matricas A Zordana

normalforma.

A. Gricans (DU) Otras kartas linearu homogenu DDS ar ... DDS 25 /27



Otras kartas linearu homogenu diferen¢u vienadojumu sistéma Tre¥a shéma

Tresa shema |

A det A
2
0 0
=(5 1)
A=0 . A1 =0
lidzsvara punktu . 1 Lo 2= 0
plakne AR el
Q| A trA
-2 -1 Tw 1 2
al N 01
=(5s)
{ Axy = axy + by A#0
Ay = cxy + dy; -2 lidzsvara punktu
taisne, kas iet caur
koordinatu
, sakumpunktu

Sistemas (3) jeb (4) lidzsvara punktu tre¥a sheéma, kur J ir matricas A Zordana

normalforma.
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