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levads |

L .apunova metode |auj analiz&t sistémas

{ xer1 = f(xe, ye), (1)

Y41 = g(Xtv )/t)

lidzsvara punkta p* = (x*, y*) stabilitates raksturu, nemeklgjot sistémas
(1) Jakobi matricu F'(p*) un tas Tpasvertibas.

Lapunova metodes bitiba ir $ada: ja var atrast speciala veida funkciju (-
l.apunova funkciju), kurai piemit noteiktas Tpadibas sistemas (1) [idzsvara
punkta p* = (x*, y*) apkartng, tad var izdarit secinajumus par i lidzsvara
punkta stabilitates raksturu.

Vislielakas gritibas pielietot Lapunova metodi sagada Lapunova funkcijas
atrasana.
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levads I

A. Lapunovs (1857-1918, A. Lyapunov,
A. Nsanynos) - krievu matematikis, kur3 ir
sniedzis ievérojamu ieguldijumu dinamikas
sistemu stabilitates teorija, matematiskaja

fizika un varbutibu teorija.
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http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Lyapunov.html

| apunova funkcijas definicija |

Aplakosim sistemu (1):

{ Xt+1 = f(Xtv_yt)v
Yt+1 = g(Xtayt)a

kur f,g : R> — R ir nepartrauktas funkcijas. Tad ir definéts nepartraukts
attélojums F : R?2 — R2, kas jebkuram punktam p = (x,y) € R? piekarto
punktu

F(p) = (f(p).&(p)) = (f(x,¥).8(x,y)) € R?.

Sistemas (1) lidzsvara punktus, t.i., punktus p* = (x*, y*), ka
Fx*y") =x" gx*y")=y",

var raksturot ka attelojuma F nekustigos punktus, t.i., punktus p*, ka
F(p*) =p".
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L .apunova funkcijas definicija

| apunova funkcijas definicija Il

Funkciju V : R? — R sauc par pozitivi defingtu funkciju [positive definite
function] punkta p* € R?, ja

o \/(p*) =0,
@ jebkuram p € R?, ka p # p*, ir speka V(p) > 0.

Funkciju V : R? — R sauc par negativi defingtu funkciju [negative definite
function] punkta p* € R?, ja

9 V(p*) =0,
@ jebkuram p € R?, ka p # p*, ir speka V(p) < 0.
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l.apunova funkcijas definicija

| apunova funkcijas definicija Il

Par sistemas (1) lidzsvara punkta p* = (x*, y*) Lapunova funkciju

[Lyapunov function, Liapunov function] [1, 204. Ipp.], [2, 164. Ipp.] sauc
funkciju V : R? = R, ka

@ V ir nepartraukta funkcija;
@ eksiste apkartne U,(p*), ka

Vp € Uy(p*) = AV(p) = V(F(p)) — V(p) <O. (2)
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| apunova funkcijas definicija IV

Atzimesim, ka
AV(p") = V(F(p)) — V(p*) = V(p") — V(p") =0,

jo p* ir attelojuma F nekustigais punkts.
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| apunova funkcijas definicija V

Par sistemas (1) idzsvara punkta p* = (x*, y*) stingru [strict] L.apunova
funkciju sauc funkciju V : R? - R, ka

@ V ir nepartraukta funkcija;
@ eksiste apkartne U,(p*), ka

Vp € Uy(p*): p#p" = AV(p) = V(F(p)) = V(p) <0. (3)
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Teorema par stabilitati |

3.1. teoréma. [1, 205. Ipp.], [2, 165. Ipp.], [3] Pienemsim, ka sistemas
(1) fidzsvara punktam p* eksisté pozitivi definéta Lapunova funkcija V.

o Tad lidzsvara punkts p* ir stabils.

o Ja Lapunova funkcija V ir stingra, tad lidzsvara punkts p* ir asimpto-
tiski stabils.

@ Ja

Q VpeR*: AV(p) = V(F(p)) — V(p) <0,
Q@ V(p) — o0, ja|lp| — oo,

tad lidzsvara punkts p* ir globali asimptotiski stabils.
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fecremalpaetabilitats
Teorema par stabilitati I
» Sniegsim vienkarSotu pieradijumu - ilustraciju pirmajam apgalvojumam:

Ja sistémas (1) lidzsvara punktam p* eksisté pozitivi definéta Lapunova
funkcija V, tad lidzsvara punkts p* ir stabils.

Ta ka V ir Lapunova funkcija, tad eksiste apkartne U, (p*), ka ir speka (2):

Vp € Uy(p*): AV(p) = V(F(p)) — V(p) < 0.

Apskatisim patvafigu apkartni U.(p*) C U,(p*). VienkarSotaja pieradijuma
pienemsim, ka Lapunova funkcija ir V ir tada, ka tas [imenlinijas ir elipses
ar centru punkta p*. Ta ka V ir nepartraukta pozitivi defingta funkcija,
tad eksisté tada limenlinija V(x,y) = ¢, kur ¢ > 0, kura pilniba ieklaujas
apkartné U-(p*), lidz ar to

K.={peR?: V(x,y) <c}c U(p*).
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Teorema par stabilitati |l

Apskatisim tagad apkartni Us(p*) tadu, ka Us(p*) C Kc. Ja po € Us(p*),
tad pg € K¢, t.i., V(po) < c.

3.1. Z7im.
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Teorema par stabilitati IV

Apskatisim patvaligu po = (x0, o) € Us(p*). Atzimésim, ka

Us(p*) C Ke C U:(p*) C Uy(p®).

e Ta ka po € Uy,(p*), bet V ir Lapunova funkcija, tad
AV(po) = V(p1) — V(p) <0 = Vi(p1) < V(m) < c.

Tatad V(p1) < c, ti., p1 € Kc C U:(p*) C Uy(p*).
e Ta ka p; € Uy,(p*), bet V ir Lapunova funkcija, tad

AV(p) =V(p2) = V(p1) <0 = V(p2) < V(p1) <c.

Tatad V(p2) < c, t.i,, p» € Kc C U:(p*) C Uy(p*).
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Teorema par stabilitati V

Tadgjadi jebkuram t ir speka V(p;) < ¢, t.i., pr € K. C U-(p*). Saskana
definiciju Ndzsvara punkts p* ir stabils. «

3.1 piezime. Pieradijuma vienkarSojums ir tapec, ka vispariga gadijuma
fmenlinija V/(x,y) = ¢ var but nesakariga, t.i., ta var sastavét no
“vairakiem gabaliem”. Lidz ar to kopa K. arT var sastavet no “vairakiem
gabaliem”, tikai viens no kuriem K satur@s lidzsvara punktu p*. Saja
gadijum3 apkartne Us(p*) ir jaizvélas t3, lai ta iek|autos K. Pateicoties
tam, ka funkcija V ir nepartraukta, punkti pi, po,... € Kc.

3.2 piezime. Ta ka

- < V(pe) <o < V(p2) < V(p1) < V(po) < c,

tad Lapunova funkcija V ir nedilstosa uz sistémas (1) atrisingjumiem, ja
tie sakas pietiekami tuvu lidzsvara punktam.
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Teorema par nestabilitatati

3.2. teorema. [1, 213. Ipp.] Piepemsim, ka p* = (0,0) ir sistémas (1)
lidzsvara punkts. Ja eksisté V : R2 > R, ka
@ V ir nepartraukta funkcija un V(p*) =0,
@ funkcija AV : R? — R ir pozitivi (negativi) definéta punkta p*,
© eksisté plaknes punktu virkne (ap), ka
® lim a, =p",

@ V(a,) >0 (V(ay) <0) jebkuram n,

tad p* ir nestabils lidzsvara punkts.
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Silvestra kritérijs

Silvestra kriterijs |

Ja
b b
B— 11 D12
b1 b2
ir simetriska matrica, t.i., bip = bp1, tad ar matricu B ir asocieta

kvadratiska forma [quadratic form] - funkcija V : R? — R, ka jebkuram
p = (x,y) ir speka

V(x,y) = bi1x* 4 2biaxy + baoy?.
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Silvestra kritéerijs Il

4.1. teoréma. [Silvestra kriterijs] Kvadratiska forma V : R?> — R, kas
ir saistita ar simetrisku matricu B, ir pozitivi (negativi) definéta punkta
p* = (0,0) tad un tikai tad, kad

bi1 b1z

> 0(< 0).
b1 b2 (<0)

b11 > 0(< 0), ’
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Silvestra kritérijs |l1

Silvestra kriterijs uzrada pozitivi definetas funkcijas, kas var pretendét uz
sistémas (1) Lapunova funkciju idzsvara punkta.

DZ. Silvestrs (1814-1897, J. Sylvester) -
anglu matematikis, kur$ ir sniedzis
ieverojamu ieguldijumu matricu teorija.
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http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Sylvester.html

Silvestra kritérijs

Silvestra kriterijs IV

4.1. piemérs. Aplitkosim funkciju V(x,y) = ax?® + Bxy +yy?. Tad V var
uzlukot ka kvadratisku formu, kas ir asocieta ar matricu

B:(Oﬁ‘ g).
5 7

Tatad funkcija V ir pozitivi definéta punkta p* = (0,0) tad un tikai tad,
kad )

=ay——>0.

a >0, 2

=2 N®

N 9

Pieméram, funkcija V/(x,y) = 3x? — 4xy + 2y? ir pozitivi defingta punkta
p* =(0,0).

A. Gricans (DU) Otras kartas sistemu stabilitate DDS 19 / 30



Silvestra kritérijs

Silvestra kriterijs V

Atgadinasim (skat. saiti), ka par funkcijas z = f(x, y) limenliniju [level

curve] sauc funkcijas z = f(x, y) grafika $kéluma ar plakni z = ¢
projekciju uz (x,y) plakni.

Ay
Funkcijas
z = 3x% — 4xy + 2y?
[fmenlinijas ’
3x2 — 4xy + 2y? = c,
jac=1,3,5.

-4
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http://de.du.lv/matematika/fun2/node3.html

Pirmais piemers |

5.1. piemers. Izpétisim sistémas [2, 167. Ipp.]

{ xer1 = yr — ye(x2 + y?), (4)
Yer1 = x¢ — xe(x? + y?)

lidzsvara punkta p* = (0,0) stabilitates raksturu.

Salidzinajumam pielietosim arT linearizacijas metodi.
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Pirmais piemers ||

Linearizacijas metode. Sistemas (4) lidzsvara punkta p* = (0,0) Jakobi

matricas

Tpasvertibas ir Ay = 1 un Ao = —1. Tatad lidzsvara punkts (0,0) ir
nehiperbolisks, bet spektralais radiuss

r(F(0,0)) = max{|1],| — 1|} = max{1,1} = 1.

Linearizacijas pieeja nesniedz atbildi par lidzsvara punkts (0,0) stabilitates
raksturu.
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Pirmais piemeérs Il

l.apunova metode. Parliecinasimies, ka sistémas (4) lidzsvara punktam
p* = (0,0) funkcija V(x,y) = x? + y? ir pozitivi defingta stingra
Lapunova funkcija.

Funkcija V ir pozitivi definéta punkta p* = (0,0), jo
@ V(0,0) = 0%+ 02 =0,
@ jebkuram p € R?, ka p # p*, ir speka V(p) = x% + y? > 0.
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e (s

Pirmais piemeérs IV

Funkcija V ir nepartraukta, pie tam

AV(X7y) = V(f(X,y)) - V(Xay) =
V(y = y(* +y2)x = x( +y?)) = V(x,y) =
2 2
= (y =y +y)) "+ (x = x(E +y?) = (P +y?) =
— (X2 +y2)2 ((X2 +y2 . 2).
Apskatisim [idzsvara punkta p* = (0,0) apkartni
Up(p') ={(xy) eR*: X* +y* <2}.
Ja p € U(p*), pie tam p # p*, tad
AV(x,y)=(x*+y*)? ((x* +y* - 2) <.

Tatad V ir stingra Lapunova funkcija.
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Pirmais piemeérs V

No 3.1. teorémas izriet, ka sistemas (4) lidzsvara punkts p* = (0,0) ir
asimptotiski stabils. Atzimésim, ka lidzsvara punkts p* = (0,0) nav globali
asimptotiski stabils, jo sistémai (4) eksisté vél citi [idzsvara punkti: (1, —1)
un (—1,1).

Tadgjadi varam secinat, ka dazos gadijumos Lapunova metode ir efektivaka
neka linearizacijas metode sistémas (1) lidzsvara punktu stabilitates rakstura
noteik3ana.

Ja linearizacijas metode ir algoritmizéta, tad Lapunova metode balstas uz
veiksmigu Lapunova funkcijas izvéli.
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Otrais piemers |

5.2. piemers. Izpétisim sistémas [1, 213. Ipp.]

{ Xt+1:Xt+Xt?+y1§27 (5)
Yt+1 = Yt

lidzsvara punkta p* = (0,0) stabilitates raksturu.

Salidzinajumam pielietosim arT linearizacijas metodi.
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Otrais piemérs Il

Linearizacijas metode. Sistemas (5) lidzsvara punkta p* = (0,0) Jakobi

matricas
, (10

Tpadveértibas ir A\; = 1 un A\, = 1. Tatad fdzsvara punkts (0,0) ir
nehiperbolisks, bet spektralais radiuss

r(F(0,0)) = max{|1], [1|} = max{1,1} = 1.

Linearizacijas pieeja nesniedz atbildi par lidzsvara punkts (0,0) stabilitates
raksturu.
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Otrais piemers IlI

lLapunova metode. Funkcija V(x,y) = x + y ir nepartraukta un
V(0,0)=0+0=0.

Atrodam:

AV(x,y) = V(F(x,y)) = V(x,y) = V(x + x> + y*,y) = V(x,y) =
=x+ X2y ty —(x+y)=x"+y%

Funkcija AV ir pozitivi definéta punkta p* = (0,0), jo

Q@ AV(0,0)=02+0%=0,
@ jebkuram p € R?, ka p # (0,0), ir speka AV(x,y) = x% + y? > 0.
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Otrais piemérs IV

Plaknes punktu virknei a, = (%,1) (n € N) ir speka

Q@ lim a,=(0,0),
@ V(a,)=+++=2>0jebkuram n e N.

No 3.2. teorémas izriet, ka sistemas (5) lidzsvara punkts p* = (0,0) ir
nestabils.

5.1. un 5.2. pieméri rada, ka, ja sistémas (1) lidzsvara punkta p* Jakobi
matricas spektralais radiuss r(F'(p*)) = 1, tad lidzsvara punkts p* var bat
gan asimptotiski stabils, gan nestabils.
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