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Linearizācijas metode

asoc. prof. A. Gricāns
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L̄ıdzsvara punkta defin̄ıcija

L̄ıdzsvara punkta defin̄ıcija I

Aplūkosim otrās kārtas diskrētu dinamikas sistēmu (turpmāk vienkāřsi
sistēmu) {

xt+1 = f (xt , yt),
yt+1 = g(xt , yt),

(1)

kur f , g : R2 → R ir nepārtrauktas funkcijas.

Tātad ir definēts nepārtraukts attēlojums F : R2 → R2, kas jebkuram
punktam p = (x , y) ∈ R2 piekārto punktu

F(p) =
(
f (p), g(p)

)
=
(
f (x , y), g(x , y)

)
∈ R2.
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L̄ıdzsvara punkta defin̄ıcija

L̄ıdzsvara punkta defin̄ıcija II

Var aplūkot ar̄ı vispār̄ıgāku situāciju, kad funkcijas f un g ir definētas kādā
kopā D ⊂ R2 un attēlojums F : R2 → R2 punktam p = (x , y) ∈ D piekārto
punktu

F(p) =
(
f (p), g(p)

)
=
(
f (x , y), g(x , y)

)
∈ D.
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L̄ıdzsvara punkta defin̄ıcija

L̄ıdzsvara punkta defin̄ıcija III

Punktu p∗ = (x∗, y∗) ∈ R2 sauc par sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu
(nekust̄ıgu punktu) [equilibrium point, fixed point], ja{

f (x∗, y∗) = x∗,
g(x∗, y∗) = y∗.

(2)

No ǧeometriskā viedokļa sistēmas (1) l̄ıdzsvara punkti ir plaknes apakškopu,
kuras nosaka vienādojumi f (x , y) = x un g(x , y) = y , kop̄ıgie punkti.

Sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktus var raksturot ar̄ı kā attēlojuma F nekust̄ıgos
punktus [fixed points], t.i., punktus p∗ ∈ R2, ka F(p∗) = p∗.
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L̄ıdzsvara punkta defin̄ıcija

L̄ıdzsvara punkta defin̄ıcija IV

1.1. piemērs. Sistēmas {
xt+1 = x2

t + yt ,
yt+1 = xtyt

(3)

l̄ıdzsvara punktus atrod no vienādojumu sistēmas{
x = x2 + y ,
y = xy

Pieņemsim, ka y 6= 0. Tad no xy = y izriet, ka x = 1. No pirmā
vienādojuma 1 + y = 1 jeb y = 0. Pretruna. Tātad, ja vienādojumu
sistēmai eksistē atrisinājums (x , y), tad jābūt y = 0.

Pieņemsim, ka y = 0. Tad otrais vienādojums izpildās, bet no pirmā
vienādojuma atrodam, ka x2 = x , no kurienes x = 0 vai x = 1.
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L̄ıdzsvara punkta defin̄ıcija

L̄ıdzsvara punkta defin̄ıcija V

Tātad sistēmai (3) ir divi l̄ıdzsvara punkti (0, 0) un (1, 0).
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Orb̄ıtas jēdziens

Orb̄ıtas jēdziens I

Apskat̄ısim sistēmu (1):

{
xt+1 = f (xt , yt),
yt+1 = g(xt , yt).

Par punkta p0 = (x0, y0) orb̄ıtu [orbit] sauc plaknes punktu

p0 = (x0, y0), p1 = (x1, y1), p2 = (x2, y2), . . . , pt = (xt , yt) . . .

sistēmu O(p0) = {pt}t∈N0
, kur{

x1 = f (x0, y0),
y1 = g(x0, y0),

{
x2 = f (x1, y1),
y2 = g(x1, y1),

{
x3 = f (x2, y2),
y3 = g(x2, y2),

. . .

Plakni, kurā tiek attēlotas sistēmas (1) orb̄ıtas, sauc par fāzes plakni
[phase plane].
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Orb̄ıtas jēdziens

Orb̄ıtas jēdziens II

Orb̄ıtas jēdzienu var raksturot ar̄ı šādi.

Aplūkosim attēlojuma F iterācijas [iterates] F t (t ∈ N0), t.i., attēlojumus
F t : R2 → R2, ka jebkuram p ∈ R2 ir spēkā

F0(p) = p, F1(p) = F(p), F2(p) = F(F(p)),

F3(p) = F(F(F(p))), . . . .

Atrodam:

p1 = F(p0),

p2 = F(p1) = F(F(p0)) = F2(p0),

p3 = F(p2) = F(F2(p0)) = F3(p0), . . .

L̄ıdz ar to punkta p0 orb̄ıta ir

O(p0) =
{
F t(p0)

}
t∈N0
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Orb̄ıtas jēdziens

Orb̄ıtas jēdziens III

Iepriekš konstatējām, ka sistēma (1) nosaka attēlojumu F : R2 → R2, kas
patvaļ̄ıgam punktam p ∈ R2 piekārto punktu F(p) ∈ R2.

Otrādi, jebkuřs šāds attēlojums nosaka sistēmu (1). Tiešām, pieņemsim,
ka pt = F t(p0) (t ∈ N0), kur pt = (xt , yt). Tad

pt+1 = F t+1(p0) = F
(
F t(p0)

)
= F(pt),

t.i,

pt+1 = F(pt)

jeb

(xt+1, yt+1) =
(
f (xt , yt), g(xt , yt)

)
,

t.i., nonākam pie sistēmas (1).
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Orb̄ıtas jēdziens

Orb̄ıtas jēdziens IV

2.1. piemērs. Apskat̄ısim
sistēmu{

xt+1 = x + 0.6y(1 + 0.001x2),
yt+1 = y − 0.6x(1 + 0.001y2)

un punktu p0 = (0.01, 0.02).

Orb̄ıtas O(p0) daļa, ja t ∈
{0, 1, . . . , 50}.
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Orb̄ıtas jēdziens

Orb̄ıtas jēdziens V

Iepriekš minētās orb̄ıtas iegūšana ar Mathematica 7 paketi Dynamica;
skat. [4].
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Orb̄ıtas jēdziens

Orb̄ıtas jēdziens VI

Orbitas O(p0) iterācija p45 = (x45, y45):

Orb̄ıtas O(p0) iterācijas pt = (xt , yt), ja t ∈ {0, 1, . . . , 45}:
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L̄ıdzsvara punktu stabilitāte

L̄ıdzsvara punktu stabilitāte I

Vaļēju riņķi ar centru punktā p∗ ∈ R2 un rādiusu ε > 0 apz̄ımēsim ar
Uε(p

∗):

Uε(p
∗) =

{
p ∈ R2 : ‖p − p∗‖ < ε

}
,

kur ‖p − p∗‖ =
√

(x − x∗)2 + (y − y∗)2 ir Eikl̄ıda attālums [Euclidean
distance] starp punktiem p = (x , y) un p∗ = (x∗, y∗).

Eikl̄ıda attālums ‖p − p∗‖ starp punktiem p un p∗ ir vienāds ar plaknes
nogriežņa, kas savieno punktus p un p∗, garumu.

Vaļējs riņķis Uε(p
∗) sastāv no visiem tiem un tikai tiem plaknes punktiem

p, ka Eikl̄ıda attālums starp punktiem p un p∗ ir mazāks par ε.
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L̄ıdzsvara punktu stabilitāte

L̄ıdzsvara punktu stabilitāte II

Kopas A ⊂ R2 punktu p sauc par kopas A iekšējo punktu [interiour point],
ja eksistē ε > 0, ka Uε(p) ⊂ A.

Kopu A ⊂ R2 sauc par vaļēju kopu [open set], ja katrs kopas A punkts ir
kopas A iekšējais punkts.

Par punkta p ∈ R2 apkārtni [neighborhood] sauc jebkuru vaļēju kopu, kas
satur punktu p. Punkta p apkārtni apz̄ımē ar U(p).

Tātad vaļējs riņķis Uε(p) ar̄ı ir punkta p apkārtne, jo Uε(p) ir vaļēja kopa,
kas satur punktu p∗.
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L̄ıdzsvara punktu stabilitāte

L̄ıdzsvara punktu stabilitāte III

Vaļējs riņķis Uε(p
∗) ar centru punktā

p∗ ∈ R2 un rādiusu ε > 0
Punkts p∗ ir kopas D iekšējais punkts
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L̄ıdzsvara punktu stabilitāte

L̄ıdzsvara punktu stabilitāte IV

Sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu p∗ sauc par stabilu [stable], ja jebkurai š̄ı
punkta apkārtnei Uε(p

∗) var atrast tādu š̄ı punkta apkārtni Uδ(p
∗), ka

jebkuram sākumnosac̄ıjumam p0 ∈ Uδ(p
∗) ir spēkā pt ∈ Uε(p

∗) katram
t = 1, 2, . . ., kur pt = F t(p0).
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L̄ıdzsvara punktu stabilitāte

L̄ıdzsvara punktu stabilitāte V

Sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu p∗ sauc par atraktoru (pievilcējpunktu)
[attractor], ja eksistē š̄ı punkta apkārtne Uη(p

∗), ka jebkuram
sākumnosac̄ıjumam p0 ∈ Uη(p

∗) ir spēkā lim
t→∞

pt = p∗, kur pt = F t(p0).
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L̄ıdzsvara punktu stabilitāte

L̄ıdzsvara punktu stabilitāte VI

Sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu sauc par asimptotiski stabilu [asymptotically
stable], ja tas ir stabils atraktors.

Sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu p∗ sauc par globālu atraktoru (globālu
pievilcējpunktu) [global attractor], ja jebkuram sākumnosac̄ıjumam
p0 ∈ R2 ir spēkā lim

t→∞
pt = p∗, kur pt = F t(p0).

Sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu sauc par globāli asimptotiski stabilu [globally
asympotically stable], ja tas ir stabils globāls atraktors.

Stabila l̄ıdzsvara punkta, atraktora, asimptotiski stabila l̄ıdzsvara punkta,
globāla atraktora un globāli asimptotiski stabila l̄ıdzsvara punkta defin̄ıcijās
sekojām [6, 176.-177. lpp.] un [8, 161. lpp.].
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L̄ıdzsvara punktu stabilitāte

L̄ıdzsvara punktu stabilitāte VII

No iepriekš apskat̄ıtajām defin̄ıcijām izriet šādas ı̄paš̄ıbas.

• Visu sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu kopa L ir slēgta kopa [closed set], t.i.,
sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu patvaļ̄ıgas konverǧentas virknes robeža ar̄ı ir
sistēmas (1) l̄ıdzsvara punkts.

• Ja p∗ ir sistēmas (1) atraktors, tad kādā š̄ı punkta apkārtnē nav neviena
cita sistēmas (1) l̄ıdzsvara punkta (tātad ar̄ı atraktora).

• Ja p∗ ir sistēmas (1) globāls atraktors, tad sistēmai (1) nav citu l̄ıdzsvara
punktu (tātad ar̄ı atraktoru).
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L̄ıdzsvara punktu stabilitāte

L̄ıdzsvara punktu stabilitāte VIII

• Ja sistēmas (1) l̄ıdzsvara punkta p∗ jebkura apkārtne satur kādu citu
š̄ıs sistēmas l̄ıdzsvara punktu, tad l̄ıdzsvara punkts p∗ nav atraktors (l̄ıdz
ar to nav ar̄ı asimptotiski stabils l̄ıdzsvara punkts). Piemēram, ja visu
sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu kopa L ir taisne (plakne vai nepārtraukta
l̄ıkne ar parametriskajiem vienādojumiem x = x(t), y = y(t), kur t ∈ J, J
ir slēgts intervāls), tad neviens l̄ıdzsvara punkts p∗ ∈ L nav atraktors.
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L̄ıdzsvara punktu stabilitāte

L̄ıdzsvara punktu stabilitāte IX

• Tas, ka sistēmas (1) l̄ıdzsvara punkta p∗ jebkura apkārtne satur kādu
citu š̄ıs sistēmas l̄ıdzsvara punktu, noz̄ımē, ka l̄ıdzsvara punkts p∗ ir ko-
pas L akumulācijas punkts [accumulation point, cluster point]. Tātad, ja
l̄ıdzsvara punkts p∗ ir kopas L akumulācijas punkts, tad l̄ıdzsvara punkts p
nav atraktors.

• Uz atraktoriem var pretendēt tikai tādi l̄ıdzsvara punkti p∗, kuri ir kopas
L izolēti punkti: punktu p∗ sauc par kopas L izolētu punktu [isolated point],
ja eksistē š̄ı punkta apkārtne, kas nesatur nevienu citu sistēmas l̄ıdzsvara
punktu.
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L̄ıdzsvara punktu stabilitāte

L̄ıdzsvara punktu stabilitāte X

Eksistē sistēmas, kurās l̄ıdzsvara punkts ir atraktors, bet nav stabils
l̄ıdzsvara punkts, skat. [6, 181. lpp.].

Eksistē sistēmas, kurās l̄ıdzsvara punkts ir stabils, bet nav atraktors;

skat., piemēram, sistēmu

{
xt+1 = xt ,
yt+1 = yt .
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Gluda attēlojuma linearizācija

Linearizācija I

Apskat̄ısim sistēmu (1), kur f , g : R2 → R ir nepārtrauktas funkcijas.

Iepriekš jau tika atz̄ımēts, ka ar sistēmu (1) ir asociēts attēlojums
F : R2 → R2, kas jebkuram punktam p ∈ R2 piekārto punktu
F(p) =

(
f (p), g(p)

)
∈ R2.

Attēlojumu F sauc par gludu [smooth], ja funkcijām f un g eksistē
nepārtraukti pirmās kārtas parciālie atvasinājumi visā plaknē R2.
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Gluda attēlojuma linearizācija

Linearizācija II

Ja attēlojums F ir gluds, tad dotā plaknes punkta p∗ = (x∗, y∗) pietiekami
mazā apkārtnē funkcijas z = f (x , y) un z = g(x , y) var tuvināt ar to
pieskarplaknēm punktā p∗:

z = f (x∗, y∗) +
∂f

∂x
(x∗, y∗)(x − x∗) +

∂f

∂y
(x∗, y∗)(y − y∗),

z = g(x∗, y∗) +
∂g

∂x
(x∗, y∗)(x − x∗) +

∂g

∂y
(x∗, y∗)(y − y∗),

t.i.,

f (x , y) ≈ f (x∗, y∗) +
∂f

∂x
(x∗, y∗)(x − x∗) +

∂f

∂y
(x∗, y∗)(y − y∗),

g(x , y) ≈ g(x∗, y∗) +
∂g

∂x
(x∗, y∗)(x − x∗) +

∂g

∂y
(x∗, y∗)(y − y∗).
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Gluda attēlojuma linearizācija

Linearizācija III

Ja p∗ = (x∗, y∗) ir attēlojuma F nekust̄ıgs punkts, t.i.,

f (x∗, y∗) = x∗, g(x∗, y∗) = y∗,

tad

f (x , y) ≈ x∗ +
∂f

∂x
(x∗, y∗)(x − x∗) +

∂f

∂y
(x∗, y∗)(y − y∗),

g(x , y) ≈ y∗ +
∂g

∂x
(x∗, y∗)(x − x∗) +

∂g

∂y
(x∗, y∗)(y − y∗).
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Gluda attēlojuma linearizācija

Linearizācija IV

Ja apz̄ımēt

a =
∂f

∂x
(x∗, y∗), b =

∂f

∂y
(x∗, y∗), h = x∗ − ax∗ − by∗,

c =
∂g

∂x
(x∗, y∗), d =

∂g

∂y
(x∗, y∗), k = y∗ − cx∗ − dy∗,

tad

f (x , y) ≈ ax + by + h,

g(x , y) ≈ cx + dy + k.
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Gluda attēlojuma linearizācija

Linearizācija V

Apskat̄ısim attēlojumu L : R2 → R2, kas jebkuram punktam
p = (x , y) ∈ R2 piekārto punktu L(p) = (ax + by + h, cx + dy + k).

Attēlojumu L sauc par attēlojuma F linearizāciju [linearization] tā
nekust̄ıgajā punktā p∗.

Tātad punktiem p, kas ir pietiekami tuvi attēlojuma F nekust̄ıgajam punk-
tam p∗, ir spēkā

F(p) ≈ L(p),

t.i., attēlojumu F var tuvināt ar tā linearizāciju L punktā p∗.
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Gluda attēlojuma linearizācija

Linearizācija VI

Tā kā sistēmas (1):{
xt+1 = f (xt , yt),
yt+1 = g(xt , yt)

jeb pt+1 = F(pt)

l̄ıdzsvara punkti ir nekas cits kā attēlojuma F nekust̄ıgie punkti, tad no
iepriekš teiktā izriet, ka sistēma (1) tās l̄ıdzsvara punkta p∗ pietiekami
mazā apkārtnē var tikt tuvināta ar otrās kārtas lineāru diskrētu dinamikas
sistēmu {

xt+1 = axt + byt + h,
yt+1 = cxt + dyt + k

jeb pt+1 = L(pt). (4)

Sistēmu (4) sauc par sistēmas (1) linearizāciju tās l̄ıdzsvara punktā p∗.
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Gluda attēlojuma linearizācija

Linearizācija VII

Ja punktu pt = (xt , yt) interpretēt kā pt =

(
xt

yt

)
un apz̄ımēt

q =

(
h
k

)
, tad sistēmu (4) var pierakst̄ıt matricu formā

pt+1 =
[
F ′(p∗)

]
pt + q jeb

(
xt+1

yt+1

)
=

(
a b
c d

)(
xt

yt

)
+

(
h
k

)
.

Matricu

F ′(p∗) =

(
a b
c d

)
, t.i., F ′(p∗) =


∂f

∂x
(x∗, y∗)

∂f

∂y
(x∗, y∗)

∂g

∂x
(x∗, y∗)

∂g

∂y
(x∗, y∗)

 ,

sauc par attēlojuma F (sistēmas (1)) Jakobi matricu [Jacobian matrix]
punktā p∗.
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Gluda attēlojuma linearizācija

Linearizācija VIII

K. Jakobi (1804-1851, C. Jacobi) - franču
matemātiķis, kuřs ir sniedzis ievērojamu

eliptisko funkciju teorijā,
diferenciālvienādojumu un skaitļu teorijā.
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Asimptotiskās stabilitātes paz̄ıme

Asimptotiskās stabilitātes paz̄ıme I

5.1. teorēma. [8, 170.-172.] Pieņemsim, ka ar sistēmu (1) asociētais
attēlojums F : R2 → R2 ir gluds, bet p∗ ir sistēmas (1) l̄ıdzsvara punkts.

1 Ja spektrālais rādiuss r
(
F ′(p∗)

)
< 1, tad l̄ıdzsvara punkts p∗ ir asimp-

totiski stabils.

2 Ja spektrālais rādiuss r
(
F ′(p∗)

)
> 1, tad l̄ıdzsvara punkts p∗ ir nesta-

bils.

3 Ja spektrālais rādiuss r
(
F ′(p∗)

)
= 1, tad jāveic tālāki pēt̄ıjumi.
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Asimptotiskās stabilitātes paz̄ıme

Asimptotiskās stabilitātes paz̄ıme II

Iepriekšējās teorēmas punktus 1., 2. un 3. var formulēt šādā ekvivalentā
veidā:

1’. Ja Jakobi matricas F ′(p∗) visas ı̄pašvērt̄ıbas atrodas vien̄ıbas riņķa
iekšienē, tad l̄ıdzsvara punkts p∗ ir asimptotiski stabils.

2’. Ja Jakobi matricas F ′(p∗) vismaz viena ı̄pašvērt̄ıba atrodas ārpus
vien̄ıbas riņķa, tad l̄ıdzsvara punkts p∗ ir nestabils.

3’. Ja Jakobi matricas F ′(p∗) viena ı̄pašvērt̄ıba atrodas vien̄ıbas riņķ̄ı, bet
otra uz š̄ı riņķa robežas, tad jāveic tālāki pēt̄ıjumi.
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Asimptotiskās stabilitātes paz̄ıme

Asimptotiskās stabilitātes paz̄ıme III

Pieņemsim, ka ar sistēmu (1) asociētais attēlojums F : R2 → R2 ir gluds,
bet p∗ ir sistēmas (1) l̄ıdzsvara punkts.

Sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu p∗ sauc par hiperbolisku [hyperbolic] [1, 70.
lpp.], ja uz vien̄ıbas riņķa l̄ınijas nav nevienas Jakobi matricas F ′(p∗)
ı̄pašvērt̄ıbas.

Sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu p∗ sauc par nehiperbolisku [non-hyperbolic],
ja uz vien̄ıbas riņķa l̄ınijas atrodas vismaz viena Jakobi matricas F ′(p∗)
ı̄pašvērt̄ıba.
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Noteka, avots un sedls Noteka

Noteka

Dažkārt [1, 58. lpp.] atraktoru sauc ar̄ı par noteku [sink].

Tā kā asimptotiski stabils l̄ıdzsvara punkts ir atraktors, tātad ar̄ı noteka,
tad ir spēkā 5.1. teorēmas speciālgad̄ıjums.

6.1. teorēma. Pieņemsim, ka funkcijām f un g eksistē nepartraukti pirmās
kārtas parciālie atvasinājumi sistēmas (1) l̄ıdzsvara punkta p∗ kādā apkārtnē
U(p∗).

[1, 70. lpp.], [8, 170.-172.] Ja Jakobi matricas F ′(p∗) abas ı̄pašvērt̄ıbas
atrodas vien̄ıbas riņķa l̄ınijas iekšienē, t.i., r

(
F ′(p∗)

)
< 1, tad l̄ıdzsvara

punkts p∗ ir noteka.
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Noteka, avots un sedls Avots

Avots I

Sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu p∗ sauc
par avotu (atgrūdējpunktu) [source,
repeller], skat. [1, 58. lpp.], ja eksistē
š̄ı punkta apkārtne Uη(p

∗), ka jebku-
ram sākumnosac̄ıjumam p0 ∈ Uη(p),
kas ir aťsķir̄ıgs no p∗, visi orb̄ıtas
O(p0) punkti, sākot ar kādu, atrodas
ārpus apkārtnes Uη(p

∗).
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Noteka, avots un sedls Avots

Avots II

No stabila l̄ıdzsvara punkta defin̄ıcijas izriet, ka avots ir nestabils l̄ıdzsvara
punkts.

6.2. teorēma. Pieņemsim, ka funkcijām f un g eksistē nepartraukti pirmās
kārtas parciālie atvasinājumi sistēmas (1) l̄ıdzsvara punkta p∗ kādā apkārtnē
U(p∗).

[1, 70. lpp.] Ja Jakobi matricas F ′(p∗) abas ı̄pašvērt̄ıbas atrodas ārpus
vien̄ıbas riņķa l̄ınijas, tad l̄ıdzsvara punkts p∗ ir avots.
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Noteka, avots un sedls Sedls

Sedls I

Pieņemsim, ka funkcijām f un g eksistē nepārtraukti pirmās kārtas
parciālie atvasinājumi sistēmas (1) l̄ıdzsvara punkta p∗ kādā apkārtnē
U(p∗).

Sistēmas (1) l̄ıdzsvara punktu p∗ sauc par sedlu [saddle], skat. [1, 70.
lpp.], ja Jakobi matricas F ′(p∗) viena ı̄pašvērt̄ıba atrodas vien̄ıbas riņķa
l̄ınijas iekšienē, bet otra - ārienē.

No 5.1. teorēmas izriet, ka sedls ir nestabils l̄ıdzsvara punkts.

Sedla punkta p∗ pietiekami mazā apkārtnē Uη(p
∗) lielākai daļai

sākumnosac̄ıjumu p0 ∈ Uη(p) orb̄ıtas O(p0) uzvedas [1, 70. lpp.] kā avota
gad̄ıjumā, t.i., visi orb̄ıtas O(p0) punkti, sākot ar kādu, atrodas ārpus
apkārtnes Uη(p

∗).
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L̄ıdzsvara punktu klasifikācija Hiperbolisku l̄ıdzsvara punktu klasifikācija
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L̄ıdzsvara punktu klasifikācija Nehiperbolisku l̄ıdzsvara punktu klasifikācija
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Piemēri Pirmais piemērs

Pirmais piemērs I

8.1. piemērs. Apskat̄ısim sistēmu [3, 312. lpp.]:{
xt+1 = xt + 1

6xt(1− xt − yt),
yt+1 = yt(1 + xt − yt).

(5)

Šajā gad̄ıjumā funkcijas

f (x , y) = x +
1

6
x(1− x − y), g(x , y) = y(1 + x − y).

Sistēmas (5) l̄ıdzsvara punktus atrod no sistēmas{
x = x + 1

6x(1− x − y),
y = y(1 + x − y)

jeb

{
x(1− x − y) = 0,
y(x − y) = 0.

L̄ıdzsvara punkti ir (0, 0), (1, 0),
(

1
2 , 1

2

)
.
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Piemēri Pirmais piemērs

Pirmais piemērs II
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Piemēri Pirmais piemērs

Pirmais piemērs III

Atrodam

∂f

∂x
= 1 +

1

6
(1− x − y)− 1

6
x ,

∂f

∂y
= −1

6
x ,

∂g

∂x
= y ,

∂g

∂y
= 1 + x − 2y

un sastādām sistēmas (5) Jakobi matricu

F ′(x , y) =

(
1 + 1

6(1− x − y)− 1
6x −1

6x
y 1 + x − 2y

)
.
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Piemēri Pirmais piemērs

Pirmais piemērs IV

L̄ıdzsvara punktā (0, 0) Jakobi matricas

F ′(0, 0) =

(
7
6 0
0 1

)
ı̄pašvērt̄ıbas ir λ1 = 7

6 un λ2 = 1. Tātad l̄ıdzsvara punkts (0, 0) ir
nehiperbolisks, bet spektrālais rādiuss

r
(
F ′(0, 0)

)
= max

{∣∣∣∣76
∣∣∣∣ , |1|} = max

{
7

6
, 1

}
=

7

6
> 1.

No 5.1. teorēmas izriet, ka l̄ıdzsvara punkts (0, 0) ir nestabils.
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Piemēri Pirmais piemērs

Pirmais piemērs V
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Piemēri Pirmais piemērs

Pirmais piemērs VI

L̄ıdzsvara punktā (1, 0) Jakobi matricas

F ′(1, 0) =

(
5
6 −1

6
0 2

)
ı̄pašvērt̄ıbas ir λ1 = 5

6 un λ2 = 2. Tātad l̄ıdzsvara punkts (1, 0) ir
hiperbolisks, bet spektrālais rādiuss

r
(
F ′(0, 0)

)
= max

{∣∣∣∣56
∣∣∣∣ , |2|} = max

{
5

6
, 2

}
= 2 > 1.

No 5.1. teorēmas izriet, ka l̄ıdzsvara punkts (1, 0) ir nestabils. Tā kā viena
ı̄pašvērt̄ıba λ1 = 5

6 atrodas vien̄ıbas riņķa l̄ınijas iekšienē, bet otra λ2 = 2 -
ārienē, tad l̄ıdzsvara punkts (1, 0) ir sedls.
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Piemēri Pirmais piemērs

Pirmais piemērs VII

Sākumnosac̄ıjumiem p0 = (x0, 0), kas ir pietiekami tuvi l̄ıdzsvara punktam
p = (1, 0) orb̄ıtas O(p0) punkti konverǧē uz uz l̄ıdzsvara punktu p.
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Piemēri Pirmais piemērs

Pirmais piemērs VIII

L̄ıdzsvara punktā
(

1
2 , 1

2

)
Jakobi matricas F ′(1/2, 1/2) =

(
11
12 − 1

12
1
2

1
2

)
raksturvienādojums ir∣∣∣∣ 11

12 − λ − 1
12

1
2

1
2 − λ

∣∣∣∣ = 0 jeb λ2 − 17

12
λ +

1

2
= 0,

kura saknes, t.i., Jakobi matricas ı̄pašvērt̄ıbas, ir λ1 = 2
3 un λ2 = 3

4 . Tātad
l̄ıdzsvara punkts

(
1
2 , 1

2

)
ir hiperbolisks, bet spektrālais rādiuss

r
(
F ′(1/2, 1/2)

)
= max

{∣∣∣∣23
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣34

∣∣∣∣} = max

{
2

3
,
3

4

}
=

3

4
< 1.

No 5.1. teorēmas izriet, ka l̄ıdzsvara punkts
(

1
2 , 1

2

)
ir asimptotiski stabils

un tātad ar̄ı noteka.
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Piemēri Pirmais piemērs

Pirmais piemērs IX
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Piemēri Otrais piemērs

Otrais piemērs I

8.2. piemērs. Otrās kārtas lineāras homogēnas sistēmas ar konstantiem
koeficientiem

xt+1 =

(
1

4
+

√
3

4

)
xt −1

4
yt ,

yt+1 =
1

2
xt +

(
−1

4
+

√
3

4

)
yt

(6)

matrica ir A =

(
1
4 +

√
3

4 −1
4

1
2 −1

4 +
√

3
4

)
. Tā kā

A− I =

(
−3

4 +
√

3
4 −1

4
1
2 −5

4 +
√

3
4

)
un det(A− I ) =

5

4
−
√

3

2
6= 0,

tad sistēmai ir vien̄ıgs l̄ıdzsvara punkts (0, 0).
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Piemēri Otrais piemērs

Otrais piemērs II

Sistēmas (6) Jakobi matrica l̄ıdzsvara punktā (0, 0) ir vienāda ar matricu
A, t.i., F ′(0, 0) = A. No matricas A raksturvienādojuma

λ2 − tr Aλ + det A = 0 jeb λ2 −
√

3

2
λ +

1

4
= 0

atrodam matricas A ı̄pašvērt̄ıbas: λ1 =
√

3
4 + 1

4 i un λ2 =
√

3
4 + 1

4 i . Tā kā
spektrālais rādiuss

r(A) = max

{∣∣∣∣∣
√

3

4
+

1

4
i

∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣
√

3

4
− 1

4
i

∣∣∣∣∣
}

=

√√√√(√3

4

)2

+

(
1

4

)2

=
1

2
< 1,

tad l̄ıdzsvara punkts (0, 0) ir asimptotiski stabils un l̄ıdz ar to ar̄ı noteka.
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Piemēri Otrais piemērs

Otrais piemērs III
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Piemēri Trešais piemērs

Trešais piemērs I

8.3. piemērs. Sistēmai

{
xt+1 = 2xt ,
yt+1 = 1

3yt
ir vien̄ıgs l̄ıdzsvara punkts

p∗ =

(
0
0

)
, kuřs ir sedls.

Jebkuriem sākumnosac̄ıjumiem p0 =

(
0
y0

)
∈ Uη(p) orb̄ıtas O(p0)

punkti uzvedas kā notekas gad̄ıjumā, t.i., lim
t→∞

pt = p∗.

Savukārt visiem pārējiem sākumnosac̄ıjumiem p0 =

(
x0

y0

)
∈ Uη(p

∗),

kur x0 6= 0, orb̄ıtas O(p0) uzvedas kā avota gad̄ıjumā.
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Literatūra III

[10] F.R. Marotto.
Introduction to mathematical modeling using discrete dynamical sys-
tems, Thomson Brooks/Cole, 2000.
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