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Lidzsvara punkta definicija

Lidzsvara punkta definicija |

Aplukosim otras kartas diskrétu dinamikas sistemu (turpmak vienkarsi
sistemu)

{ Xt+1 = f(Xt7Yt)7 (1)
Yt+1 = g(Xt7Yt)7

kur f, g : R — R ir nepartrauktas funkcijas.

Tatad ir definéts nepartraukts attélojums F : R?> — R?, kas jebkuram
punktam p = (x,y) € R? piekarto punktu

F(p) = (f(p).&(p)) = (f(x.¥).8(x,y)) € R%.
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Lidzsvara punkta definicija

Lidzsvara punkta definicija Il

Var aplukot art visparigaku situaciju, kad funkcijas f un g ir defingtas kada
kopa D C R? un attélojums F : R?> — R? punktam p = (x, y) € D piekarto
punktu

F(p) = (f(p).&(p)) = (f(x,y),&(x,y)) € D.
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Lidzsvara punkta definicija Il

Punktu p* = (x*, y*) € R? sauc par sistemas (1) lidzsvara punktu
(nekustigu punktu) [equilibrium point, fixed point], ja
L e @)

*

g(x*,y*) =y~

No geometriska viedok|a sistémas (1) lidzsvara punkti ir plaknes apakskopu,
kuras nosaka vienadojumi f(x,y) = x un g(x,y) =y, kopigie punkti.

Sistémas (1) lidzsvara punktus var raksturot art k3 attélojuma F nekustigos
punktus [fixed points], t.i., punktus p* € R?, ka F(p*) = p*.
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Lidzsvara punkta definicija IV

1.1. piemers. Sistémas

e ()
Yi+1 = XeYt

lidzsvara punktus atrod no vienadojumu sistémas

o
y=xy

o Pienemsim, ka y # 0. Tad no xy = y izriet, ka x = 1. No pirma
vienadojuma 14+ y =1 jeb y = 0. Pretruna. Tatad, ja vienadojumu
sistémai eksiste atrisinajums (x, y), tad jabut y = 0.

@ Pienemsim, ka y = 0. Tad otrais vienadojums izpildas, bet no pirma
vienadojuma atrodam, ka x2 = x, no kurienes x = 0 vai x = 1.
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Lidzsvara punkta definicija V

Tatad sistemai (3) ir divi lidzsvara punkti (0,0) un (1,0).
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Orbitas jedziens

Orbitas jedziens |

Apskatisim sistému (1): { xe41 = f(xe, ye),
Ver1 = 8(Xe, yi)-
Par punkta py = (xo, yo) orbitu [orbit] sauc plaknes punktu

Po = (X0>y0)a pP1 = (Xla.yl)a P2 = (X27y2)a ceey Pt = (Xtayt) cee
sistemu O(po) = {pt} e, kur
{ x1 = f(x0, Y0), { xy = f(x1, y1), { x3 = f(x2, y2),
y1 = &(x0, ¥0), y2 = g(x1, 1), y3 = g(x2, y2),

Plakni, kura tiek attélotas sistemas (1) orbitas, sauc par fazes plakni
[phase plane].
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Orbitas jedziens Il
Orbitas jeédzienu var raksturot art $adi.

Apliikosim attélojuma F iteracijas [iterates] F* (t € Np), t.i., attélojumus
Ft:R? — R? ka jebkuram p € R? ir speka

FO(p) = p, FH(p) = F(p), F*(p) = F(F(p)),

Atrodam:

p2 = F(p1) = F(F(po)) = F2(po),
p3 = F(p2) = F(F(po)) = F>(po), - - -
Lidz ar to punkta pg orbita ir

O(po) = {F (o) } seny,
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Orbitas jedziens Il

lepriek’ konstatgjam, ka sistéma (1) nosaka attélojumu F : R2 — R2, kas
patvaligam punktam p € R? piekarto punktu F(p) € R?.

Otradi, jebkurs $ads attélojums nosaka sistému (1). Tie$am, pienemsim,
ka pr = F'(po) (t € Np), kur p; = (x¢, yt). Tad

per1 = F T (po) = F(F(po)) = F(pr),

t.i,
Pt+1 = -7:(Pt)
jeb
(Xt41, Ye+1) = (f(vayt)vg(Xt7)/t))7

t.i., nonakam pie sistémas (1).
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Orbitas jedziens IV

2.1. piemers. Apskatisim

sistemu
Xt+1 = X + 0.6y (1 + 0.001x?), =
Ver1 =y — 0.6x(1 + 0.001y?) .
un punktu pg = (0.01,0.02). ‘”
Orbitas O(py) dala, ja t € ; .
{0, 1, P ,50} 25 —20 —15 10 5 “ .f“'- 5 ® 10 Xn
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Orbitas jedziens V

lepriek$ min€tas orbitas iegiSana ar Mathematica 7 paketi Dynamica;
skat. [4].

<< Dynamica’ ;
$DynamicaVersion

Dynamica Version 3 (July 2009

sys({x_, v.}] i= (x+ ay (1+4bx*2), y-ax (1+by"2)};

|- a=0.6; b=0.001; PhasePortrait[Orbit[sys, {0.01, 0.02}, 45], Colors - {Red},
PlotStyle » {Thickness([0.001], PointSize[0.0001]}, PlotRange -> {{-25, 12}, {-12, 25}},
AxesLabel - {"x.", "y."}]
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Orbrtas jedziens VI

Orbitas O(py) iteracija pss = (x45, ya5):

in[7)= Iterate[sys, {0.01, 0.02}, 45]

out7j= {-3.90057, 24.824}

Orbitas O(py) iteracijas pr = (x¢, y¢), ja t € {0,1,...,45}:

injg]= Oxbit[sys, {0.01, 0.02}, 45]

outgj= {{0.01, 0.02}, {0.022, 0.014}, {0.0304, 0.000799994}, {0.03088, -0.01744},
{0.020416, -0.035968}, {-0.00116483, -0.0482176}, {-0.0300954, -0.0475187},
{-0.0586067, -0.0294614}, {-0.0762836, 0.00570259}, {-0.072862, 0.0514727},
{-0.0419782, 0.0951901}, {0.0151359, 0.120377}, {0.0873623, 0.111296}, {0.15414, 0.0588775},

{0.189467, -0.0336069}, {0.169303, -0.147287}, {0.0809276, -0.248871}, {-0.0683962, -0.297431},

{-0.246855, -0.256389}, {-0.400699, -0.108266}, {-0.465669, 0.132155}, {-0.386358, 0.411562},
{-0.139384, 0.643416), ({0.246673, 0.727081}, {0.682948, 0.578999}, {1.03051, 0.169093},
{1.13207, -0.44923}, {0.86219, -1.12861}, {0.18452, -1.64658}, {-0.803464, -1.7576},
{-1.8587, -1.27403}, {-2.62576, -0.156997}, {-2.72061, 1.4185}, {-1.86321, 3.05415},
{-0.0243589, 4.1825), {2.48514, 4.19737}, {5.01912, 2.68002}, {6.66764, -0.353086},

(6.44637, -4.35417), {3.7253, -8.29532}, {-1.32096, -10.6843}, {-7.74273, -9.80126},
{-13.976, -4.70934}, {-17.3536, 3.86226}, {-14.3383, 14.4297}, {-3.90057, 24.824})
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Lidzsvara punktu stabilitate

Lidzsvara punktu stabilitate |

Valgju rinki ar centru punkta p* € R? un radiusu € > 0 apzimasim ar
U:(p*):
U-(p") = {peR?: |lp—p*|| <e},

kur |p — p*|| = \/(x — x*)2 + (y — y*)? ir Eiklida attalums [Euclidean
distance| starp punktiem p = (x,y) un p* = (x*, y*).

Eiklida attalums ||p — p*|| starp punktiem p un p* ir vienads ar plaknes
nogriezna, kas savieno punktus p un p*, garumu.

Valgjs rinkis U-(p*) sastav no visiem tiem un tikai tiem plaknes punktiem
p, ka Eiklida attalums starp punktiem p un p* ir mazaks par €.

A. Gricans (DU) Otras kartas sistému stabilitate DDS 15 / 57



Lidzsvara punktu stabilitate

Lidzsvara punktu stabilitate |l

Kopas A C R? punktu p sauc par kopas A iek&jo punktu [interiour point],
ja eksiste ¢ > 0, ka U-(p) C A.

Kopu A C R? sauc par valgju kopu [open set], ja katrs kopas A punkts ir
kopas A iek&gjais punkts.

Par punkta p € R? apkartni [neighborhood] sauc jebkuru valgju kopu, kas
satur punktu p. Punkta p apkartni apzime ar U(p).

Tatad va/éjs rinkis U-(p) arT ir punkta p apkartne, jo U-(p) ir val€ja kopa,
kas satur punktu p*.
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Lidzsvara punktu stabilitate I
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Lidzsvara punktu stabilitate IV

Sistemas (1) lidzsvara punktu p* sauc par stabilu [stable], ja jebkurai 31
punkta apkartnei U.(p*) var atrast tadu & punkta apkartni Us(p*), ka

jebkuram sakumnosacijumam pg € Us(p*) ir speka p; € U-(p*) katram
t=1,2,..., kur pr = F(po).
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Lidzsvara punktu stabilitate

Lidzsvara punktu stabilitate V

Sistémas (1) lidzsvara punktu p* sauc par atraktoru (pievilcgjpunktu)
[attractor], ja eksisté & punkta apkartne U,(p*), ka jebkuram

sakumnosacijumam pg € U,(p*) ir speka tlim p: = p*, kur pr = Ft(po)
—00

Ay

v &
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Lidzsvara punktu stabilitate VI

Sistémas (1) lidzsvara punktu sauc par asimptotiski stabilu [asymptotically
stable], ja tas ir stabils atraktors.

Sistémas (1) fdzsvara punktu p* sauc par globalu atraktoru (globalu
pievilcgjpunktu) [global attractor], ja jebkuram sakumnosacijumam
po € R? ir speka tIim pr = p*, kur pr = Ft(po).

—00

Sistemas (1) lidzsvara punktu sauc par globali asimptotiski stabilu [globally

asympotically stable], ja tas ir stabils globals atraktors.

Stabila Ndzsvara punkta, atraktora, asimptotiski stabila lidzsvara punkta,
globala atraktora un globali asimptotiski stabila lidzsvara punkta definicijas
sekojam [6, 176.-177. Ipp.] un [8, 161. Ipp.].
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Lidzsvara punktu stabilitate VII

No iepriek$ apskatitajam definicijam izriet $adas TpaSibas.

e Visu sistémas (1) lidzsvara punktu kopa L ir slégta kopa [closed set], t.i.,
sistémas (1) fidzsvara punktu patvafigas konvergentas virknes robeZa arT ir
sistémas (1) lidzsvara punkts.

e Ja p* ir sistemas (1) atraktors, tad kada ST punkta apkartné nav neviena
cita sistémas (1) lidzsvara punkta (tatad arT atraktora).

e Ja p* ir sistémas (1) globals atraktors, tad sistémai (1) nav citu lidzsvara
punktu (tatad arr atraktoru).
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Lidzsvara punktu stabilitate VIII

e Ja sistemas (1) fidzsvara punkta p* jebkura apkartne satur kadu citu
375 sistémas lidzsvara punktu, tad lidzsvara punkts p* nav atraktors (lidz
ar to nav arT asimptotiski stabils lidzsvara punkts). Piem&ram, ja visu
sistemas (1) [idzsvara punktu kopa L ir taisne (plakne vai nepartraukta
ltkne ar parametriskajiem vienadojumiem x = x(t), y = y(t), kur t € J, J
ir slegts intervals), tad neviens [idzsvara punkts p* € L nav atraktors.
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Lidzsvara punktu stabilitate IX

e Tas, ka sistémas (1) [lidzsvara punkta p* jebkura apkartne satur kadu
citu s sistemas lidzsvara punktu, nozimg, ka fidzsvara punkts p* ir ko-
pas L akumulacijas punkts [accumulation point, cluster point]. Tatad, ja
fidzsvara punkts p* ir kopas L akumulacijas punkts, tad lidzsvara punkts p
nav atraktors.

e Uz atraktoriem var pretendét tikai tadi lidzsvara punkti p*, kuri ir kopas
L izol&ti punkti: punktu p* sauc par kopas L izolétu punktu [isolated point],
ja eksisté &1 punkta apkartne, kas nesatur nevienu citu sistémas [idzsvara
punktu.
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Lidzsvara punktu stabilitate X

o Eksiste sistémas, kuras [idzsvara punkts ir atraktors, bet nav stabils
lidzsvara punkts, skat. [6, 181. Ipp.].

o Eksiste sistemas, kuras [idzsvara punkts ir stabils, bet nav atraktors;
Xt+1 = Xt,
Yt+1 = Yt-

skat., piem&ram, sistemu {

asimptotiski
stabili

lidzsvara

punkti

stabili lidzsvara punkti

A. Gricans (DU) Otras kartas sistemu stabilitate DDS 24 / 57



Gluda attélojuma linearizacija

Linearizacija |

Apskatisim sistemu (1), kur f, g : R? — R ir nepartrauktas funkcijas.

leprieks jau tika atziméts, ka ar sistému (1) ir asociéts attélojums
F :R? — R?, kas jebkuram punktam p € R? piekarto punktu
F(p) = (f(p). g(p)) € R

Attélojumu F sauc par gludu [smooth], ja funkcijam f un g eksisté
nepartraukti pirmas kartas parcialie atvasinajumi visa plakné R2.
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Gluda attélojuma linearizacija

Linearizacija Il

Ja attélojums F ir gluds, tad dota plaknes punkta p* = (x*, y*) pietieckami

maza apkartné funkcijas z = f(x,y) un z = g(x, y) var tuvinat ar to
pieskarplakném punkta p*:

zzf(x*,y*)+§f<x*,y*)(x—x*>+( Y-y

z=g(x*,y")+
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Gluda attélojuma linearizacija

Linearizacija Ill

Ja p* = (x*, y*) ir attélojuma F nekustigs punkts, t.i.,

*

Fx<5y") =x% g™, y") =y,

tad
f(x,y) =~ x +&(X,y)(X—X)+8y(X,y)(y ¥,
glx,y)=y"+ ax(X ) (x = XxF) + ay(x Yy = y).
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Gluda attélojuma linearizacija

Linearizacija IV

Ja apzZimet
f f
a= gX(X*?y*)v b= g}/(X*ay*)v hZX*—aX*—by*,
C:gi—(X*vy*)7 d:gf/_(X*ay*)7 k:y*_CX*_dy*v
tad

f(x,y) ~ ax+ by + h,
g(x,y) = cx+dy + k.
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Gluda attélojuma linearizacija

Linearizacija V

Apskatisim attélojumu £ : R? — R?, kas jebkuram punktam
p = (x,y) € R? piekarto punktu £(p) = (ax + by + h, cx + dy + k).
Attélojumu L sauc par attélojuma F linearizaciju [linearization] ta

nekustigaja punkta p*.

Tatad punktiem p, kas ir pietiekami tuvi attélojuma F nekustigajam punk-
tam p*, ir speka

F(p) = L(p),

t.i., attélojumu F var tuvinat ar ta linearizaciju £ punkta p*.
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Gluda attélojuma linearizacija

Linearizacija VI
Ta ka sisteémas (1):
jeb  pei1 = F(pt)

{ Xt+1 = f(Xtayt)v
Y41 = g(Xtvyt)

lidzsvara punkti ir nekas cits ka attelojuma JF nekustigie punkti, tad no
iepriekd teikta izriet, ka sistéma (1) tas fidzsvara punkta p* pietiekami
maza apkartné var tikt tuvinata ar otras kartas linearu diskrétu dinamikas
sistému

Xt+1 = axe + byr + h,

Virl = CX¢ + dyt + k .Jeb Pt+1 = ‘C(pt) (4)

Sistému (4) sauc par sistémas (1) linearizaciju tas [lidzsvara punkta p*.
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Gluda attélojuma linearizacija

Linearizacija VII
Ja punktu p; = (X, yt) interpretét ka p; = < ;t > un apziméet
t

q= < Z ) , tad sistému (4) var pierakstit matricu forma

pest = [F(p)] pe+q jeb (j:i)=(i 3)(2)*(”

Matricu
of of
(x*y") (" y")
s (@ b . T ox Oy
ﬂp)‘(c d)’t""ﬂp)_ %8 vy ey |
aX 7y 8y 7.y

sauc par attelojuma F (sistémas (1)) Jakobi matricu [Jacobian matrix]
punkta p*.
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Gluda attélojuma linearizacija

Linearizacija VIII

K. Jakobi (1804-1851, C. Jacobi) - frantu
matematikis, kurs ir sniedzis ievérojamu
eliptisko funkciju teorija,
diferencialvienadojumu un skait|u teorija.
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Asimptotiskas stabilitates pazime |

5.1. teoréma. [8, 170.-172.] Piepemsim, ka ar sistému (1) asocietais
attélojums F : R?2 — R? jr gluds, bet p* ir sistémas (1) lidzsvara punkts.

Q Ja spektralais radiuss r(F'(p*)) < 1, tad lidzsvara punkts p* ir asimp-
totiski stabils.

Q@ Ja spektralais radiuss r(F'(p*)) > 1, tad lidzsvara punkts p* ir nesta-
bils.

© Ja spektralais radiuss r(F'(p*)) = 1, tad javeic talaki petijumi.
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Asimptotiskas stabilitates pazime |l

leprieksgjas teoremas punktus 1., 2. un 3. var formulét $ada ekvivalenta
veida:

1'. Ja Jakobi matricas F'(p*) visas ipasvértibas atrodas vienibas rinka
iekSiené, tad lidzsvara punkts p* ir asimptotiski stabils.

2'. Ja Jakobi matricas F'(p*) vismaz viena ipasvértiba atrodas arpus
vienibas rinka, tad lidzsvara punkts p* ir nestabils.

3'. Ja Jakobi matricas F'(p*) viena ipasvértiba atrodas vienibas rinki, bet
otra uz $T rinka robeZas, tad javeic talaki pétijumi.

v
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Asimptotiskas stabilitates pazime

Asimptotiskas stabilitates pazime Il

Pienemsim, ka ar sistemu (1) asociétais attelojums F : R> — R? ir gluds,
bet p* ir sistémas (1) lidzsvara punkts.

Sistémas (1) ldzsvara punktu p* sauc par hiperbolisku [hyperbolic] [1, 70.
Ipp.], ja uz vienibas rinka lnijas nav nevienas Jakobi matricas F’(p*)
Tpasvertibas.

Sistémas (1) lidzsvara punktu p* sauc par nehiperbolisku [non-hyperbolic],

ja uz vienibas rinka linijas atrodas vismaz viena Jakobi matricas F'(p*)
Tpadveértiba.
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Noteka, avots un sedls Noteka

Noteka

Dazkart [1, 58. Ipp.] atraktoru sauc art par noteku [sink].

Ta ka asimptotiski stabils [fdzsvara punkts ir atraktors, tatad arT noteka,
tad ir speka 5.1. teorémas specialgadijums.

6.1. teorema. Pienemsim, ka funkcijam f un g eksisté nepartraukti pirmas
kartas parcialie atvasinajumi sistémas (1) lidzsvara punkta p* kada apkartné
u(p®).

e [1,70. Ipp.], [8, 170.-172.] Ja Jakobi matricas F'(p*) abas ipasvértibas
atrodas vienibas ripka Iinijas ieksiené, t.i., r(F'(p*)) < 1, tad lidzsvara
punkts p* ir noteka.
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Ausie
Avots |

Sistemas (1) dzsvara punktu p* sauc
par avotu (atgrudejpunktu) [source,
repeller], skat. [1, 58. Ipp.], ja eksiste
&1 punkta apkartne U,(p*), ka jebku-
ram sakumnosacijumam py € Uy(p),
kas ir atskirigs no p*, visi orbitas
O(po) punkti, sakot ar kadu, atrodas
arpus apkartnes U, (p*).

\ A3
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Noteka, avots un sedls Avots

Avots I

No stabila lidzsvara punkta definicijas izriet, ka avots ir nestabils lidzsvara
punkts.

6.2. teorema. Piepemsim, ka funkcijam f un g eksisté nepartraukti pirmas
kartas parcialie atvasinajumi sistémas (1) lidzsvara punkta p* kada apkartné
u(p").
e [1, 70. Ipp.] Ja Jakobi matricas F'(p*) abas ipasvértibas atrodas arpus
vienibas rinka linijas, tad lidzsvara punkts p* ir avots.
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Noteka, avots un sedls SIS

Sedls |

Pienemsim, ka funkcijam f un g eksisté nepartraukti pirmas kartas
parcialie atvasinajumi sistémas (1) lidzsvara punkta p* kada apkartné
u(p®).

Sistémas (1) lidzsvara punktu p* sauc par sedlu [saddle], skat. [1, 70.
Ipp.], ja Jakobi matricas F'(p*) viena Tpasvertiba atrodas vienibas rinka
[Tnijas ieksieng, bet otra - ariene.

No 5.1. teorémas izriet, ka sedls ir nestabils lidzsvara punkts.
Sedla punkta p* pietiekami maza apkartné U, (p*) lielakai dalai
sakumnosacijumu pg € Uy(p) orbitas O(pg) uzvedas [1, 70. Ipp.] ka avota

gadijuma3, t.i., visi orbitas O(pg) punkti, sakot ar kadu, atrodas arpus
apkartnes U, (p*).
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Lidzsvara punktu klasifik Hiperbolisku ldzsvara punktu klasifikacija

Hiperbolisks lidzsvara punkts p*

r(F(p*) <1

(T () 1
. Asimptotiski stabils Nest‘:}gil}; (lllji;))e)rlfulisks
hiperbolisks lidzsvara punkts izsvaca punkts
Al <1 xf <1

[noteka]

4
> M A d {941_) —{}%
P

Al <1 Al >1 [N >1|\]>1
[avots|

{}; Pr \A1\>F\}12%<1 :
e Pr
3

F» A, A2 €R

14 15 ‘ n {}l—)
14, & 24)
& @?{} Lo ho e R abts
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16 az
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> A= Ao 1 1 .
. 25 26)
8 (9) 10) 18 19) &
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Lidzsvara punktu klasifi

Nehiperbolisks lidzsvara punkts p*

FG) =
| il <1, el =1

I P A

30

{9]_) M do €R Ade € R
i 31 32 36 39 i
&b 4

i 33 a3 10 :
34 35 38 J a1

S B
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Nehiperbolisku dzsvara punktu klasifikacija

N(‘s‘rigbils; nehiperbolisks

dzsvara punkts
r(F (%) >1
Il =1, Ao > 1

Va

(Al > 1, [Aaf =1

{

ENES
SEIgpsi

i
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Pirmais piemers |

8.1. piemeérs. Apskatisim sistemu [3, 312. Ipp.]:

{ Xt+1 = Xt + %Xt(]- - Xt = Yt), (5)
Yer1 = Ye(1+xe = yi).

Saja gadijuma funkcijas

f(x,y) :X+éX(1 —x=Y), g(x,y) =y(l+x—y).

Sistémas (5) [idzsvara punktus atrod no sistémas

x=xblox-y) [ x(1-x-y)=0,
{yzy(lix—y) Jeb {y(x—y)_o.

Lidzsvara punkti ir (0,0), (1,0), (3, %)
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Pirmais piemers ||

2
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Pirmais piemeérs Il

Atrodam

of _
Ox
98

@X:y’

un sastadam sistémas (5) Jakobi matricu

Fllxy) = <

A. Gricans (DU)

=1+4=

1+3(1—x—y)—tx

Otras kartas sistemu stabilitate

g_ 1
dy 6

og

— =1 -2
By + x %

1+x—=2y )

DDS
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Pirmais piemeérs IV

Lidzsvara punkta (0,0) Jakobi matricas

O ol

F(0,0) = (

')

Tpadvertibas ir \; = % un Ay = 1. Tatad [idzsvara punkts (0,0) ir
nehiperbolisks, bet spektralais radiuss

F(F(0,0)) = max{‘g),m} = max{g,l} Y

6

No 5.1. teorémas izriet, ka lidzsvara punkts (0, 0) ir nestabils.
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Pirmais piemeérs V

)4
1.0

0.5

PRI S ° X

-0.5 .

-1.0
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Pirmais piemeérs VI

Lidzsvara punkta (1,0) Jakobi matricas

, 5 _1
— 6 6
5

Tpadvertibas ir Ay = 2 un \p = 2. Tatad [idzsvara punkts (1,0) ir
hiperbolisks, bet spektralais radiuss

0 e {[2] ) - {Z 2} 221

No 5.1. teorémas izriet, ka lidzsvara punkts (1,0) ir nestabils. Ta ka viena
Tpasvertiba A\; = % atrodas vienibas rinka [inijas iekSien€, bet otra A\p = 2 -
arieng, tad [idzsvara punkts (1,0) ir sedls.
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Pirmais piemeérs VII

-2.0

Sakumnosacijumiem py = (xp, 0), kas ir pietiekami tuvi lidzsvara punktam
p = (1,0) orbitas O(po) punkti konverge uz uz lidzsvara punktu p.

A. Gricans (DU) Otras kartas sistému stabilitate DDS 48 / 57



Pirmais piemeérs VIII

no_ 1
Lidzsvara punkta (3, 3) Jakobi matricas 77(1/2,1/2) = < i 12 )
2

raksturvienadojums ir

11 1
—A —= 17 1
12 2 /=0 jeb M—A+-=0
110 ‘ I 'ty
kura saknes, t.i., Jakobi matricas Tpasvertibas, ir A\; = § un A» = 3. Tatad

lidzsvara punkts (2, 2) ir hiperbolisks, bet spektralais radiuss

L max {23023 o
alf 34 4 =7

No 5.1. teorémas izriet, ka lidzsvara punkts (3, 3) ir asimptotiski stabils
un tatad arT noteka.

r(F(1/2,1/2)) = max{‘i

i
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Pirmais piemers IX

4
2.0

0.5

Xt
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-05
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Otrais piemers |

8.2. piemeérs. Otras kartas linearas homogenas sistémas ar konstantiem
koeficientiem

4 4
1, V3 1
matricair A= | 4 1 4 L 4 Bk T3 ka
= 7_|_7
2 27 2

tad sistémai ir vienigs [idzsvara punkts (0, 0).
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Otrais piemérs Il

Sistémas (6) Jakobi matrica [idzsvara punkta (0,0) ir vienada ar matricu
A, t.i., F'(0,0) = A. No matricas A raksturvienadojuma

1
N —trAN+detA=0 jeb A2—\é§)\+:0

4

atrodam matricas A Tpasvértibas: \; = ? + %i un Ay = ? + %i. Ta ka
spektralais radiuss

V3.1
4 "3

4

r(A):max{ \4[ L

-y (2) () -1

tad [idzsvara punkts (0, 0) ir asimptotiski stabils un [idz ar to arT noteka.
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Otrais piemers IlI

Xt
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TreSais piemeérs |

Xf"rl — 2Xt7

1 ir vienigs lidzsvara punkts
Yt+1 = 3Vt

8.3. piemers. Sistemai {

p* = ( 8 ) kur¥ ir sedls.

@ Jebkuriem sakumnosacijumiem pg = ( 0 ) € Uy(p) orbitas O(po)

Yo
punkti uzvedas ka notekas gadijuma, t.i., tlim p: = p*.
— 00

X

) e U

@ Savukart visiem pargjiem sakumnosacijumiem pg = (

kur xp # 0, orbitas O(pg) uzvedas ka avota gadijuma.
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