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KOMBINATORIKA
|IEVADS

Kombinatorika (no latu valodas saknes ar nozimi
“apvienosana’) — matematikas nozare, kas nodarbojas ar
saliktu diskrétas dabas objektu (kopu €eementu,
apakskopu, virknu, u.c.) petisanu -

1) skaitisanu;

2) novertesanu (asimptotikas);

3) salidzinasanu;

4) visparigam skaitisanas metodém un likumsakartbam.
Matematika skaitiSanu parasti saprot ka empiriska,
fizikala skaitisSanas procesa paatrinasanu ar matematiskam
metodem - formulu va atrakas darbibas agoritmu
legasanul.

Tipisks kombinatorikas uzdevums ir skaitit noteikta veida
objektus, kas tiek kvantitativi raksturoti ar vienu val
varakiem parametriem, kas ir vesdli skaitli. Sada
gadijjuma atbilde ir vairak va mazak izsmelosa
Informacija par objektu skaitu —

1) slegtaformula elementaras funkcijas veida;
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2) aprekinasanas algoritms (formula) galigas summas
val reizinajumaveida;
3) aprekinasanas algoritms  vispar (atraks neka

Izsmelosa skaitisana);

4) matematiskas (algebriskas, analitiskas u.c.) ipasibas
u.c.

Par kombinatorikas sastavdalu uzskata ar1
1) diskrétas matematikas formulu vienkarsosanu;
2) specialaveida diskrétu objektu konstrugsanu un

3) skaitisanas rezultatu izmantoSanu  matematisku
|zteikumu pieradijumos.

Kombinatorikas pirmsakumi ir meklgjami Seno Laiku un
Agro Viduslaku matematiku darbos, bet ari musdienas
kombinatorika ir aktivas petnieciskas darbibas aréna ar
daudzam interesantam neatrisinatam problémam.

Priekszingsanas

Priekszinasanas kombinatorikas apgusanai ietver sadus
matematikas pamatjedzienus, kas parasti tiek apguti
diskrétas matematikas pamatkursa:

1) kopa, apakskopa;

2) multikopa, n-multikopa, apaksmultikopa;
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3) virkne,

4) operacijas ar kopam,

5) kopu tiesais reizinajums,

6) injektiva, surjektiva, bijektiva funkcija.

Faktorials:
N=n(n- 1)(n- 2)x..X2A4,

Lietderigasir ar1 realo skaitlu funkcijas
[X]  (skaitlavesela dala) un

exu (skaitla ,griesti” — mazakais veselais skaitlis, kas
Ir lielaks neka X).

Atgadinasim ar1 sadu kopu teorijas pamatfaktu: galigas
kopas apjomu (ekvivalences klasi attieciba uz kopu
vienlieluma attieksmi) var identificet ar kopas elementu
skaitu.

PIEMERS Ir dots vesalu skaitlu masivs (a...., ).
Risinot kadu uzdevumu ar datoru, algoritma ir jaapskata
visi iespejamie sakartotie pari (a,3;). Cik laika tam ir
nepieciesams, ja viena para apstradasana aizpem 1
sekundi? Cik atminas bas vaadzigs visu paru
saglabasanai, ja katrs skaitlisaiznem 1 baitu?
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KOMBINATORIKAS PAMATPRINCIPI

Jebkura kombinatorikas uzdevuma risinasana sastav no
diviem svarigiem soliem:

1) skaitamo objektu uzdosanas (kodesanas) <&rtos
matematiskos terminos,

2) kombinatorikas metozu pielietosanas uzdevuma
atrisinasanai.

Parasti kombinatorikas objekti var tikt uzdoti vienkarsos
diskretas val nepartrauktas matematikas terminos ka

1) virknesfikseta alfabéta ar notetktam 1pasibam vai
2) apakskopas ar noteiktam 1pasibam fikseta kopa.

Diezgan biezi tiek izmantotas binaras virknes (virknes
afabeta {0,1}).

Kodesana ar virknu palidzibu ir iespgjama a1 tad, ja
skaitamie objekti nav lineari, piemeram, ja tos &rtak ir
uzdot ka skaitlu tabulas vai geometriskus objektus. Sada
gadijuma ir nepieciesams petamos objektus attelot virknu
veida.

Papildus tam tiek izmantota a1 dazadas geometriskas
kodésanas metodes, pieméram, virknu va apakskopu
kod&sana plaknes vai telpas I1niju veida.
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Pareiza skaitamo objektu kodesana ir svarigs un biezi vien
pat kritisks solis uzdevuma atrisinasana.

Skaitamie objekti parasti ir atkarigi no viena val
vairakiem diskrétiem parametriem, kas piepem vértibas
naturalo skaitlu kopa.

Kombinatorikas uzdevumi var but saistiti gan ar tadu
objektu skaitisanu, kuru sastavdalas tiek kodetas ka
“lezimetas’, gan a1 ar objektiem, kuru sastavdalas nav
atskiramas — “nelezimetas’.

PIEMERS Binaras virkne ar gaumu n un m
vieniniekiem =

1) n-kopas m-apakskopas bitu vektors,

2) skaitla n+1 kompozicijas kods ar m+1 saskaitamo
(kompozicija — naturala skaitla pieraksts sakartotas
naturalu skaitlu summas veida);

3) marsruta no (0,0) 11dz (n,m) ar atlautiem soliem (0,1)
un (1,0) kods.

PIEMERS Ir dots kubsar izmgriem N N° N, kas sastav
no n° mazakiem kubiem ar izmériem 11" 1. Sgja kuba divi
cilveki spele speli , krustini-nulltites’. Cik ir dazadu
vinngjoso kubinu virknu?

Lal eleganti atrisinatu So uzdevumu, iekodesim vinngjosas
virknes sada veida. Konstruesim dota kuba , apvaku’ —
kuba ar izmeriem (n+2)" (n+2)" (n+2) un dota kuba
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starpibu. Katra vinngjosa virkne ,caururbj” apvalku tiesi
divas vietas, tatad vinngjoso virknu skaits ir divreiz
mazaks neka apvalka kubinu skaits, tatad atbilde ir

2 3 _ 3 9 .
222 Saja gadijuma vinngjoso virknu kodesana tiek
velkta ar apvalka palidzibu.

PIEMERS Izmantojot permutacijas sadalijumu ciklos, to
var iekodgt ka ciklu apvienojumu.

Zemak mes uzskaitism  vienkarsakos skaitisanas
principus, uz kuriem balstas kombinatorika.

Saksim ar sadu vienkarsu noverojumu. Galigas kopas A
elementu skaitu |A| var interpretét ka kopas A elementu
skaitisanas rezultatu, kura katrs elements tiek skaitits

. N . — o
vienureizi (ar svaru 1): [Al=al,

a A

REKURSJAS (SKALDI UN VALDI) LIKUMS

Risinot kombinatorikas uzdevumus, ir lietderigi sadalit
skaitamos objektus mazakas dalas, atkartojot so soli
vairakas reizes, kamer skaitisanas uzdevums klust loti
vienkarss. Plasi izplatits §1 principa veids ir rekurento
sakaribu metode, kural sgja kursa ir veltita nodala.
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SUMMASLIKUMS
Ja A=AUA, un ALA=/F tad |Al=|A |+]A,].

So likumu izmanto, ja skaitamo objektu kopu var sadalit
vairakas skirtas dalas, katra no kuram sos objektus var
skaittt neatkarigi un, iespejams, pat ar dazadam metodem.

Summas likumu var visparinat art uz vairaku skirtu kopu
apvienojuma gadijumu: ja A=AUAU..UA un
ALA =Fvisemi?® |, tad [AI=|A+][A |+ .+]|A ]

PIEMERS Ja no pilsstas A var aizbraukt uz pilsstu B
caur pilsstam C vai D N¢ vai Ny veidos, tad kopgjais
celu skaitsno A uz B ir vienadsar N¢ + Ny,

Z1m. 2.1. — summas likuma pielietosanas ilustracija.

Pielietojot summas likumu, var sastapties ar dazadiem
lespejamo variantu skaita sadal1jumiem:

1) varianti var bt sadaliti “vienmerigi”;
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2) dazas kopas A ir jauzskata par 1pasiem
specialgadijumiem, kuros variantu skaits ir butiski
mazaks neka citas kopa.

Ir uzdevumi, kuros elementi dazadas kopas A ir jaskaita
ar dazadam metodem.

Ir lietderigi izmantot gadzjumu parlases koku.

REIZINASANAS LIKUMS
Ja A=B" C tad |Al=|B[1C].

So likumu izmanto, ja skaitamos objektus var uzdot ka
virknes, kuru elementi var tikt skaititi neatkarigi viens no
otra

Kopas B un C var bt gan fiksetas, gan art atkarigas viena
no otras.

Reizinasanas likumu var visparinat art uz vairaku kopu
tiesa reizinajuma gadijumu: ja A=A~ A" .. A tad
[AT=TA XA XX A .

PIEMERS Pienemsim, ka visi celi no A uz B iet caur C.
Jano A uz C var aizbraukt N, veidos un no C uz B var
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aizbraukt N veidos, tad no A uz C var aizbraukt
N~ Ng veidos, jo katru celu no A uz C var aprakstit ka

sakartotu elementu pari (u,v), kur U ir cels no A uz C un
V ir cels no C uz B.

D@

Z1m. 2.2. —reizinasanas likuma pielietosanas ilustracija.

DALISANASLIKUMS

Ja kopa A ir sadalita m elementus lielas apakskopas, tad
sadu apakskopu skaitsir vienads ar I_QI_

So likumu izmanto, ja skaitamo objektu kopu var sadalit
vienada un zinama liedluma apakskopas, kuru skaitu var
noteikt relativi viegli.

Dalisanas likumu var formulét izmantojot funkcijas. jair
dotas divas galigas kopas A un B un funkcija
f:A® B aripasibu | f '(b)|=m katram bl B (citiem
vardiem sakot, tiesi m elementi tiek sititi uz katru kopas
B elementu), tad | A[ =] B|>m,

PIEMERS Cik ir divu elementu apakskopu kopa, kas
satur 10 elementus?
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No sakuma atradisim, cik ir sakartotu dazadu elementu
paru 10 elementu kopa.

Ta ka sakartots dazadu e ementu paris ir elements kopas
Dekarta kvadrata, tad saskana ar relzinasanas likumu sadu
paru skaitsir 10(10-1)=90.

Katru divu elementu apakskopu var sakartot divos veldos:
pirmais veids ir tads, ka pirmais elements ir mazaks neka
otrais un otrais — tads, ka pirmais elements ir lielaks neka
otrais.

Tadgjadi visa sakartoto paru kopa ir sadalita divas
vienadas dalas un meklgjamais apakskopu skaits ir
vienads ar elementu skaitu jebkura no stm dalam. Atbilde
ir vienada ar 9—20:45.

VIENLIELUMA LIKUMS

Ja eksiste bijektiva (savstarpeji viennozimiga) funkcija
no galigas kopas A uzgaligu kopu B, tad |A|=]|B].

So likumu izmanto, ja dotaja kopa B ir grati saskaitit
elementus, bet eksiste kada cita kopu A, kuras elementus
Ir iespejams relativi viegli saskaitit, un bijektiva funkcija
noAuzB.

Vienliduma likumu sauksm a1 par Skaitisanu ar
bijekcijas palidzbu.

Pielietojot So metodi, ir iespejami sadi gadijumi:
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1) kopa B pec savas dabas butiski atskiras no kopas A,
tadejadi kopas B ieviesana biitiski izmaina uzdevuma
risinasanas gaitu;

2) kopa B atskiras no kopas A ar tadam detalam, kas
tikal paltdz atrisinat uzdevumu, neizmainot to bitiski.

PIEMERS Pienemsim, ka katram studentam pieder tiesi
viena cepure. Lal saskaititu studentus, pietiek saskaitit to
cepures un, otradi, lai saskaititu cepures, pietiek saskaitit
studentus.

PIEMERS Katrai kopas {L...N} permutacijai var
viennozimigi piekartot tas sadaltjumu neatkarigajos ciklos
un, otradi, katram n €eementu kopas sadalijumam
permutaciju ciklu kopa var viennozimigi piekartot
atbilstoso permutaciju. Ir pieradits, ka n elementu lielas
kopas permutaciju skaits ir vienads ar n elementus lielas
kopas permutaciju ciklu kopu skaitu.

Vienlidduma likumu visparinat, ja ir dota patvaliga
funkcija f : A® B,

TEOREMA 2.1 Ja A un B ir galigas kopas un f ir
funkcijano A uz B, tad

1) jaf ir injektiva funkcija, tad | Al £ |B],

2) jaf ir sirjektiva funkcija, tad | A[® | B,
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3) jaf ir bijektivafunkcija, tad | A|=|B].

PIERADIJUMS Vis apgavojumi seko no funkciju
specialgadijumu definicijam. Qeb

PIEMERS Pienemsim, ka katram studentam pieder ne
vairak ka viena cepure. Lai novértetu studentu skaitu no
apaksas, pietiek saskaitit cepures. Lal novertétu cepuru
skaitu no augsas, pietiek saskaitit studentus. Saja
gadijuma kopa A ir cepuru kopa, kopa B ir studentu kopa
un funkcija f katrai cepurei piekarto tas ipasnieku, viegli
redzet, kaf ir injektiva funkcija

SKAITISANA IZMANTOJOT PAPILDINAJUMU.

So metodi izmanto, ja ir vieglak noteikt elementu skaitu
sakotngjas kopas papildinajuma neka sakotngja kopa,
kuras elementus ir uzdots saskaitit.

Apzimésm universu a U, tad U=AUU\A)
U [=]A[+[U\VA] un
|Al=]U |- [UVA]

Ja kopa A tiek defingta ar kadu nosacijumu P, tad kopa
U\A tiek defingta ar nosacjumu 9P un so kopu
elementu skaitisanas gratibas pakape var but dazada.
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(kopas var attiekties vien pret otru ka, piemeram, apgabals
un ta virsma).

PIEMERS Izmantojot papildinasanas metodi atradisim,
cik ir divu elementu virknu (sakartotu paru) kopa, kas
satur 10 elementus, kuras abi elementi ir dazadi.

Saskana ar reizinasanas likumu, ir 1010 dazadu sakartotu
paru, no kuriem 10 paros abi €ementi ir vienad.
Sakartota elementu part elementi var bat va nu vienadi,
val ar1 dazadi, tapec paru skaits ar dazadiem elementiem
Ir vienads ar 100- 10 = 90.

PIEMERS Ir dota pilsgta, kuras pasvaldiba plano uzsakt
lelu remontu. Ir zinams, ka 98% ielu ir jaremonte. Ka
uzdot remontejamas ielas?

Acimredzams risinajums ir sads. parskaitit ielas, kuras
NAV jaremonte.

SKAITISANA DIVOS DAZ4ADOS VEIDOS

So metodi izmanto, lai pieraditu formulas. Skaitot vienas
kopas elementus divos val vairak veidos, atbilde, protams,
Ir viena un ta pati, bet ta var bit iztetkta un interpreteta
dazados veidos, kurus analizgjot var iegut interesantus
kombinatoriskus rezultatus. Par so metodi var domat art
ka par saskaltamo mainu summa.
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Klasisks §1 principa pielietosanas piemers ir skaitlu
tabulas (matricas) elementu skaitisana. Skaitlu tabulas
elementu summu var atrast divos veldos:

1) no sakuma saskaitit skaitlu summu katra rinda, pec
tam atrast visu sadi iegiato skaitlu (katras rindas
loceklu summu) summu;

2) no sakuma saskaitit skaitlu summu katra kolonna,
pec tam atrast visu sadi iegito skaitlu (katras
kolonnas loceklu summu) summul.

Ir skaidrs, ka abi panpemieni dos vienu rezultatu, jo summa
nemainas, ja saskaitamos mainavietam.

Zim. 2.3 — matricas e ementu skaitisana divos dazados
ve dos.

P
AR
AR
IR
AR
Py

VA ah uhah s
S+ +
L 4— 4— 4— «—
— 4— 4— 4— 4
> 4— 4— — «—
N ¢ — 4+ «—
\<I—<I—<I—<I—

DIRIHLE PRINCIPS

Risinot kombinatorikas uzdevumus nereti nakas noteikt
cik daudzi no apskatamaiem objektiem apmierina kadu
1pasibu. S1 uzdevuma atrisinasanal ir lietdertgi domat par
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doto 1pasibu ka par objekta ievietosanu kastes vai ka par
objektu kopas attelosanu uz 1pasibas vertibu kopu, sadas
Interpretacijas objektu skaits ar doto 1pasibu ir vienads ar
to skaitu kaste val ar 1pasibas vertibas inversa attela
elementu skaitu. Atbilstoso kombinatorikas principu
sauksm par Dirihle principu, par godu francu
matematikim L.Dirihle.

Dirihlé princips (“ balozu baru princips’, “ pigeon hole
principle” ) —

vienkarsakaja (klasiskaja) forma - sadalot n+1
elementus lielu kopu N apakskopas, vismaz viena
apakskopa satur vismaz 2 elementus (saliekot n+1
balozus N biros, vismaz viena bari ir vismaz 2 balozi),

klasiska forma izmantojot funkcijas: funkcija no
n+1 elementus lielas kopas uz N elementus lielu kopu
nevar bit injektiva,

vispariga forma izmantojot funkcijas: ja A un B ir
galigas kopas un |A[|>|B]|, tad jebkurai funkcijai
f:A® B eksiste divi dazadi elementi a1 A, a,1 A,
kuriem izpildas nosacijums f(a,) = f(a,),

dajveida forma - sadalot melementus lielu kopu K

apakskopas, vismaz viena apakskopa satur vismaz g%g
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elementus, kur eu ir skait/a X “griesti” (mazakais
veselais skaitlis, kas nav mazakska X),

bezgaligaja forma — sadalot bezgaligu kopu galiga
skaita apakskopas, vismaz viena apakskopa bus bezgaliga.

Dirihle principu izmanto gan kombinatorika, gan
geometrija.

PIEMERI Jebkuru astonu cilveku kolektiva ir divi, kas ir
dzimusi viena nedelas diena.

Jebkura 25 cilveku grupa eksiste 4 cilveki, kas ir dzimusi
viena nedelas diena.

Jebkura n+1 veselu skaitlu kopa eksiste 2 skaitli x un'y,
kuru starpiba dalas ar n.

Jebkura cilveku kopa eksiste 2 cilveki, kuriem ir vienads
draugu skaits sgja kopa.

Ja kvadrata ar malas garumu 2 tiek ievietoti 5 punkti, tad

vismaz divi no tiem atrodas attaluma ne lielaka ka 2
viens no otra.

PIEMERS Jebkura 10 pozitivu veselu skait]u kopa, kasir
mazaki ka 100 eksisteé divas skirtas apakskopas, kuras
skaitlu summas ir vienadas.



O 2005, Peteris Daugulis 35

Maksimali iespéjama vienas apakskopas elementu summa
(ta, la eksste€ ari otra netuksa apakskopa) ir
99+98+97+96+95+94+93+92+91=885. Netuksu un 1stu
apakskopu skaitsir 2° - 2=1022.

Piekartosim katrai 1stai apakskopal tas elementu summu.
Pielietosim Dirihle principu — eksisteé vismaz 2 1stas
apakskopas A un B, kuram elementu summas ir vienadas.
Ja to skelumsir tukss tad tas ar1 dod atbildi, jang, tad der
kopas A= A\(AlB) un B'=B\(AlB),

PIEMERS Erdesa-Sekeresa teoréema. Jebkura n*+1
dazadu realu skaitlu virkneé eksiste val nu augosa
apaksvirkne ar garumu n+1 vai ar1 dilstosa apaksvirkne ar
garumu n+1.

Dota virkne X ={x,.,x. }. Katram 1£i£n*+1
atradism pari (a,d), kur a ir maksimalas augosas
apaksvirknes garums, sakot no x un d ir maksimalas
dilstosas apaksvirknes garums, sakot no x .

Pienemsim, ka virkne X neeksiste ne augosa, ne dilstosa
apaksvirkne ar garumu vismaz n+1 un iegtisim pretrunu.

Pienemums nozime, ka eksiste ne vairak ka n* dazadu
paru (a,d,), tatad vismaz diviem dazadiem indeksiem i un
] to pari ir vienadi: (a.d)=(a;.d;). Ja x <x;, tad garaka
augosa apaksvirkne sakot no x ir ar garumu vismaz a +1
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- to veido x plus garaka augosa apaksvirkne sakot no x;.
Ir iegita pretruna.

L1dzigi pretruna tiek ieguta, ja X >X;, tad ir jaskatas
dilstosas virknes.



