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PREDIKATU LOGIKA

|ztetkumu sauc par predikatu, ja tas ir izteitkums,
kas ir atkarigs no mainigiem lielumiem.

Par predikatiem ir jadoma ka par funkcijam, kuru
vertibas apgabals ir patiesumvertibu kopa.

Predikatu pieméri:
P(u) = «U i para skaitlis’,

P(U) ir patiess apgalvojums, ja U ir para skaitlis
un aplams, ja U ir nepara skaitlis;

Q(u,v) = “U dalgsar V”,
Q(U,V) patiess, ja U daas ar V, piemeram,
Q(6,2) ir patiess, un aplams, ja U neddasar V,
piemaram, Q(6,4) ir aplams.

| zteikumu un predikatu pielietojumi:

Nosacitas pargas  un ciklu operatori
programmesana:

“if” (“ja’) operators, “while” (“kamer”) operators.
“until” (“11dzZ") operators
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Operacijas ar predikatiem

Par predikata konkretiziciju sauc izteikumu P(C)
ar kadu konkrétu argumenta vertibu C.

Par predikata P(U) noliegumu sauc predikatu
(BP)(u) = (DP(u)) .

Par predikatu P(u) un ,Q(U) konjunkciju
(PUQ)W), disunkciju (PUQ)U)  implikaciju
(PP Q)(U)un ekvivalenci (PU Q)(U) sauc
predikatus, kas katram U defingti ar formulam

(PUQ)U) = (P(u) UQ)),
(PUQ)U) = (P(u) UQ)),
(PP Q)u) = (PU) P Q)),
(PO Q) =(P(u) U Q(u)).

Kvantori

Par predikata P(U) universalkvantoru ~ UP(U)
(“katram U izteikums P(U) ir patiess’) sauc visu
izteikumu P(X)  konjunkciju 8 PO kur X
pienem visas iespcjamas vertibas.
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Par predikata P(U) eksistences kvantoru
$UP(uU) (“vismaz vienam U izteikums P(U) ir
patiess’) sauc visu izteikumu  P(X) digunkciju
inx P(X), K

vertibas.

ur X piepem visas iespgjamas

Par predikata P(U) unitates kvantoru  $!uP(u)

(“tiesi vienam U izteikums P(U) ir patiess’) sauc
Izteikumu, kas ir patiess tad un tikai tad, ja tiesi
viens no izteikumiem P(X) ir patiess, kad X
pienem visas iespcjamas vertibas.

Tapat ka iztelkumu (parastas matematiskas logikas)
formulas, art predikatu logikas formulas ir pareizi
japieraksta, lai tas varétu viennozimigi interpretét.

Predikatu logikas alfabéts Ir kopa
A={A A ALALA A kur
A ={X,X-} ir argumentu (mainigo) kopa,
A, ={P"}i, ir predikatu simbolu kopa,
A ={f jnj}jTJ ir funkcionalo simbolu kopa,
A, ={atq« ir konstansu kopa,
A ={BUU,P .U .," B¢ irlogisko smbolu
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kopa, As={,, ()} ir paligsimbolu kopa. Kopas |,
J, K ir galigas indeksu kopas.

Pni ; N _— f n; . n.
i ir i argumentu predikats, ' ir 'Y
argumentu Bulafunkcija

KopuS ={A A, A} sauc par signataru.
Definesim signatiiras S termus:.
1) mainigie un konstantes ir termi;

2)ja bt irtermi, tad i’ (Loeosty) arir
terms,;
3) citu termu nav.

Par S atomaro formulu sauksim jebkuru vardu
R" (tl""’ti),kur Uyt i termi.

Definesim signatiiras S  formulas:
1) jebkura atomaraformulair formula;

2)ja A un B ir formulas, tad
(QA),(AUB),(AUB),(AP B),(AU B)
Ir formulas,
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3)ja A ir formula un x ir mainigais, tad =~ XA
un $XA ir formulas (saja gadijuma formulas

" XA un $XA sauc par kvantoru " X un
$X darbibas diapazoniem);

4) citu formulu nav.

Argumentu X sauc par saistitu, jatas atrodas kada
kvantora darbibas diapazona. Preteja gadijuma
argumentu sauc par brivu.

Formulu sauc par pareizi noformetu, ja katrs
kvantors saista vismaz vienu argumentu. Pareizi
noformetu formulu, kura visi argumenti ir saistit,
sauc par teitkumu.

TEOREMA (kvantoru pamatipasibas)

1) 9(" xP(x)) © $x(DP)(X)

2) D(ExP(x))° " X(DP)(X)

3) (xP(x)) UR® Qx(P(x) UR)

4) (QXP(x)) UR? Qx(P(x) UR)

5)

(QxP(x)) U(Q,xR(x)) ° Q;xQ,y(P(x) UR(Y))

6)
(QXP(x)) U(Q,xR(X)) ° QxQ,y(P(x) UR(Y))
7) (X P(x)) U($xR(x)) © $x(P(x) UR(x))
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8) (" XP(x)) U(" xR(x)) ° " x(P(x) UR(x))
9)

FXP(x) © $x(P(X) U (" y(P(y) P (x=V))))
10) " X" Y P(X,y)° " y' x P(X,y)

11) $x3By P(x,y) © $y$x P(x,y) .

PIERADIJUMS Patstavigs darbs.

Pareizi noformcta formula ir preneksa normalaja
forma (PNF), ja visi kvantori ir formulas sakuma
un katra kvantora diapazons ir apaksformula, kas
atrodas pa labi no ta. Vispariga veida PNF izskatas
sadi:

QxQ,%,..Q, %, F
kur viss Q ir kvantori, vis argumenti % ir dazad
un F ir matematiskas logikas formula, kas ir

atkariga no argumentiem X un kas nesatur
kvantorus (F sauc par matricu).

PIEMERS Formula $X YP(X,¥) ir PNF, bet
formula SX(P(X, ) U(" YP(X,¥)) nav PNF.

Javis kvantori Qi Ir universalie kvantori, tad PNF

sauc par = - formulu, javisi kvantori ir eksistences
kvantori, tad to sauc par $ - formulu.
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Ja eksiste indekss 1E1 £ N tads, ka visi kvantori

Q. LEKET jr eksistences kvantori un vis
parejie kvantori ir universalie kvantori, tad sada
PNF ir Skolema normglaja forma (SNF) , sadu
formu sauc ari par $" - formu.

TEOREMA Jebkura formula ar kvantoriem ir
ekvivalentaformula preneksa normalaja forma.

PIER4ADIJUMS Pieradism 3o teorema dodot
algoritmu, ar kura palidzibu jebkuru predikati
formulu var parveidot PNF:

1l.solis — atbrivoties no implikacijam un
ekvivalencem tapat ka izteikumu gadijuma.

Vo= —

2.50lis — pielietojot ieprieksgjas teoremas formulas
1) un 2) ienest negacijas pec predikatiem.

3.s0lis pielietojot ieprieksejas teoremas formulas 3)
- 9) parnest kvantorus preneksa forma.

PIEMERS Parveidosim formulu
(X' y P(x,¥)) P (3X" Yy R(X,¥)) PNF veida:

A($x" y P(x,y)) U($X" y R(x, Y)) °
o (" x$Y(BP(x,y))) U($x" YR(X,Y)) °

0" X.BX, ((ByDP(x,, y)) U(" YR(X;,Y))) °
" %$%,8%" X, (BP(%, %) UR(X;, X,))
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Pareizi noformetu formulu sauc par atomaru, ja
taja nav logikas operaciju. Pretgja gadijuma
formulu sauc par saliktu.

Par pirmas kartas logiku sauc tadu formulu
petisanu, kuras kvantori ir pielietoti matematiskas
logikas formulam.

Par otras kartas logiku sauc tadu formulu pétisanu,
kuras  kvantori ir  pieietoti  attieksmem
matematiskas logikas formulu kopa.

PAPILDMATERIALS

PREDIKATU PIELIETOJUMI
MATEMATISKO PIERAD/JUMU TEORIJA
UN TEHNIKA

Spéja izdartt logiski pareizus secinajumus un
pietiekosi garas un saskapotas sadu secinajumu
virknes ir svariga iemana, kas Iir vaadziga
jebkuram cilvekam. V&l jo varak st iemana ir
vaadziga tiem, kas ikdiena saskaras ar skaitlosanu
un algoritmiem — piemeram, programmetajiem vai
inzenieriem. Saja  nodala més  apskatisim
vienkarsakos matematisko pieradijumu teorijas un
tehnikas jautajumus. Priekszinasanas, kas ir
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nepieciecsamas §1S  nodalas  apgusanal ir
matematiskas logikas pamatjedzieni —
matematiskie iztetkumi, predikati u operacijas ar
tiem, matematiskas logikas formulas, Bila
funkcijas, to normalas formas. Matematisko
pieradijumu formalizacijas pirmos mMEginajumus
veica matematikis G.Leibnics 17.gadsimta otrga
puse, tacu sistematiska matematisko pieradijumu
ka matematikas objekta petisana sakas 19.gadsimta
belgas.

Cilveka spgja izdarit pareizus secinajumus un
prognozes nakotnes paredzesanas noluka ir
augstakas nervu darbibas funkcionalitate, kas ir
radusies evolucionaras atlases cela.
Pamatprobléma, kas katru bridi ir jarisina dziviem
organismiem, ir sada — ja ir dota noteikta situacija
laka vai telpa, kada bus $1 Situacija velaka laika
momenta vai citos telpas punktos.  Si
pamatprobléma liek definet un petit saliktus
|zteikumus forma

»JA A (ir patiessizteikums), TAD B (art ir patiess
Izteitkums)”, (1.1)

kur A un B ir izteitkumi.

Telksm, ka predikats q seko (logiski seko) no
predikata p (apzimé ar pierakstup®q), ja q ir
patiess ar visam tam predikata argumentu verttbam,
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ar kuram p ir patiess. Citiem vardiem sakot, ja
predikats p ir patiess ar kadu argumentu vertibu
sarakstu x, tad predikats q arT ir patiess ar So
vertibu sarakstu x. Sada gadijuma izteilkumu vai
predikatu p®q sauksm par  nosacijuma
apgalvojumu.  Iztelkuma  (predikata) P® q
patiesumvertiba tiek defingta ka , patiess’, jatas ir
nosacijuma apgalvojums un ,nepatiess’ pretéja
gadijuma. Var domat, ka p® q="x(p(x) P q(x), Kur p
Ir matematiskas logikas implikacijas operacija.
Predikatu p sauc par nosacijjumu vai pietiekamo
nosacijumu attieciba uz q, bet predikatu q - par
SeCcinajumu val nepieciesamo nosacijumu attieciba
Uz p.

Par nosacijuma apgalvojumu var domat ka par
predikatu, kura argumenti ir predikati vai ka par
attiecibu (attiecksmi) predikatu kopa, kura tiek
saistits nosacijums un secinajums. lztetkumu p® q
parasti formule veida ,jap, tad q”. Iztetkumu
(p® q) U(q® p) formulésim veida ,, ptad un tikai tad,
ja q”, to sauksim par logisko ekvivalenci un
apzimesim ar p« q. Nosacijuma apgalvojumu var
saukt ar1 par pareizu secinajumul.

Nosacijuma apgalvojumu var meginat vizualizet,
Izmantojot EileraVenna diagrammas sada veida.
Jair doti divi predikati p un q, tad uzskatisim, ka
katral argumentu virknei atbilst punkts universa un
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piekartosim katram no predikatiem to universa
apakskopu, ar kuras elementu vertibam predikats ir
patiess, apzimesim Sos apgabalus ar P,Q.
Apakskopas P un Q sauc par predikatu pun g
patiesumvertiou kopam. Viegli redzét, ka
nosacijuma apgalvojuma p® q patiesums NozZiNg,
kaPriQ:

Zim.1.1. — nosacijuma apgalvojuma vizualizacija ar predikatu patiesumvertibu kopu palidzibu.

|ztelkuma p« q patiesums nozime¢, ka P=Q
(predikatu patiesumvertibu kopas sakrit):
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Zim.1.2. —logiskas ekvivalences vizualizacija.

Nosacijuma apgalvojumu  interpretacija ar
patiesumvertibou kopu izmantosanu lauj viegli
noformulét nosacijuma apgalvojuma  Kritériju
gadijuma, kad predikatu argumenti ir Bila mainigie
un predikati ir izteikti PDNF:

TEOREMA 1.1 peq ir nosacijuma apgalvojums
tad un tikal tad, ja katra elementara konjunkcija,
kas piedalas predikata pPDNF, piedaas arn
predikata ¢ PDNF.

PIERADIJUMS Pienemsim, ka peq ir
nosacijuma apgalvojums, tatad, ja p(X, Xg&,., X&) ir
patiess, tad a1  qxp, x&,..x¥). lztelkums
p(xa,Xe,.,X™) Ir patiess, tad un tika tad, ja
elementara  konjunkcija  x&xz.x®  piedalas
predikata p PDNF, qx&, xg,..x&) ir patiess, tad un
tika tad, ja ta piedalas a1 predikata ¢ PDNF.
Tatad, ja x2xg. x> piedalas predikata p PDNF, tad
xzxg..xe piedalas predikata ¢ PDNF.

Pienemsim, ka katra elementara konjunkcija, kas
piedalas predikata p PDNF, piedalas ar1 predikata q
PDNF. Tatad, ja xg2xz.x> piedalas predikata
p PDNF, tad xpxz.x> piedaas a1 predikata q
PDNF. Ja x2xg.x& piedalas predikatu pun g
PDNF, tad p(x&,X2,..X*) un q(X&, X&,.,X>) ir paties
un teoremair pieradita. Qed
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Par divu nosacijuma apgalvojumu p®q un g®r
kompoziciju sauksim iztetkumu per. Par
pieradijumu  sauksim  vairaku  nosacijuma
apgalvojumu kompoziciju:

(paq)=(p® p,® ..® p,,® q). (1.2)

Viegli redzet, ka pieradijums art ir nosacijuma
apgalvojums: ja Vis |zteitkumi
n® p,.p,® p,..p,,® p, Il paties, tad, ja iztelkums
p.(x) Ir patiess, tad p,(x) ir patiess; ja p,(x) Ir patiess,
tad p,(x) ir patiess; ... ; ja p,.(x) ir patiess, tad p,(x)
Ir patiess. Tatad kompozicija p®p, at ir
nosacij uma apgal vojums.

Par teoremu (grieku valoda — , skaties!”) sauksim
apgalvojumu, kas tiek iegits pareiza pieradijuma
cela no aksiomam (dotiem predikatiem val
Iztetkumiem, kas tiek uzskatiti par patiesiem,
grieku valoda atbilstosa varda nozime ir ,vertigs’).
Parasti teorémas veido forma p® q (“no p seko q”)
va p« q(“ptad untika tad, jaq”, " p® g UN q® p”)
Par lemmu sauksim teoremu, kas ir starpposms
kadas svarigakas teoremas pieradijuma. Par
Secinajumu no teorémas sauksim iztetkumu, ko var
relativi viegli pieradit, pienemot So teoremu.
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Par  apgalvojumalteoremas p®q  apgriezto
apgavojumu sauksm ge® p, par pretgjo
apgalvojumu sauksim q® p, par pretejam apgriezto
apgalvojumu sauksim pe q.

Par matematisku teoriju (pieradijumu sistemu) sauc
struktaoru, kas satur fiksstu alfabetu, apgalvojumu
veidosanas likumus, fiksetu aksiomu kopu un
fiksetu nosacijuma apgalvojumu veidu (likumu)
kopu. Aksiomas var bit gan visparigas (logiskas),
gan a1 specifiskas dotaja teorijai (nelogiskas).
Aksomu kopa var but gan gaiga, gan ant
bezgaliga. Aksiomu kopu sauksim par neatkarigu,
ja nekada no akssomam nav pieradama, izmantojot
parejas aksiomas. Parasti dotga teorija atlauto
nosacijjuma apgalvojumu veidu kopa ir gaiga
Katras matematiskas teorijas attistiba sastav no tas
objektu un valodas koordinatizesanas un
formalizesanas, grutu teoremu pieradisana, teorijas
galamerku noteiksanas  un sasniegsanas.
Matematisku teoriju sauc par nepretrunigu, ja taja
nav iespgjams pieradit kadu apgalvojumu s un ta
noliegumu @s . Matematisku teoriju sauc par pilnu,
ja tga katra patiesa teorema Iir pieradama
Matematisku teoriju sauc par atrissnamu, ja eksiste
algoritms (pieméram, Tjuringa masina), kas katram
teorijas apgalvojumam nosaka, vai tasir pieradams.



