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MATEMATISKAS LOGIKAS FORMULU UN
BULA FUNKCIJU NORMALAS FORMAS

Lietderigi ir meginat meklet matematiskas logikas
formulu normalas formas — veldus ka jebkuru
formulu parveidot noteikta forma. Tas ir vajadzigs,
la varetu &rtak salidzinat un petit formulas,
programmesana u.t.t.

Digunktivas un konjunktivas normalas formas

DEFINICIJA Formulu sauc par elementaro
konjunkciju, ja ta ir viena va vairaku elementaro
Izteitkumu vai to noliegumu konjunkcija.

Formulu sauc par elementaro digunkciju, ja ta ir
viena val vairaku elementaro iztelkumu vai to
noliegumu disjunkcija.

Elementaro konjunkciju vai digunkciju sauc par
pilnu, ja ta satur visus dota alfabéta elementaros
|ztetkumus.

Ja formulu A ir eementara konjunkcija vai
disunkcija un formulu B var iegat no formulas
A izsvitrojot dazus elementaros izteikumus, tad

B sac pa A  apakskonjunkciju vai
apaksdigunkciju.
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Formula ir izteikta digunktivaja normalforma
(DNF), ja ta ir vienas va vairaku elementaru
konjunkciju digunkcija.

Formula ir izteikta konjunktivaja normalforma
(KNF), ja ta ir vienas va vairaku elementaru
digunkciju konjunkcija.

Pieraksta ekonomijas dél mes nerakstisim ieksgjas

lekavas elementaragjas konjunkcijas un digunkcijas,
jo asociativitates dé] iekavu kartiba nav svariga.

Visur zemak $aos lekciju materialos parasti
rakstisim
XUY =XY, XUY=X+Y, @X =X

PIEMERI Formula X:X,X3+X,X; ir dota
DNF forma, kas satur 2 elementaras konjunkcijas,
bet formula

(Xl + Xz + )?3)()(2 + Xs)
— KNF forma, kas satur 2 elementaras disjunkcijas.

TEOREMA Katrai formulai A eksiste formula
D, ,tada, ka D, irDNFun A° D,.
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PIERADIJUMS Jaformula A satur operacijas
P va U , tad izmantojot |I1dzvertibas formulas
Ab B° (A+B)
un

AU B° AB+AB
parveidosim formulu A par tai lidzvertigu formulu
A, kas nesatur simbolus P unU

Talak parveidosim formulu A par formulu A,
kura nolieguma operacija tiek pielietota tikai
elementarajiem mainigajiem,

tas ir iespejams tapec, ka izmantojot dualitates
formulas

AB° A+B
un

A+B° AB

var parnest nolieguma operaciju, kas pielietota
divu formulu digunkcijai vai konjunkcijai uz stm
formulam.

Sadi parveidojumi tiek veikti tik ilgi, kamer
nolieguma operacija tiek pielietota tika
elementarajiem mainigajiem.
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Pedzja solt formulu A, parveidosim par |idzvertigu
formulu, kas ir vairaku apaksformulu disunkcija:

ja A, =D+BC kur D ir DNF un vismaz viena
no formuam B va C nav eementara

konjunkcija, tas ir, ir izsakama forma E +F | tad
Izmantojot distributivitates ipasibu

A, =D+BC° D+B(E+F)°
° D+BE+BF

ieverosim, ka formulas E un F satur stingri
mazaku skaitu elementaro mainigo neka formula

A
Pielietojot SO parveidojumu, ja ir nepieciesams,

vairakas reizes, parveidosm formulu A
digunktivaja normalforma.
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PIEMERS Apskatisim formulu
A=((X,P X;,)b X))

Pirmga solt parveidosim so formulu ta, la ta
nesaturétu implikacijas:

A= (®(>_(1+ X)+X)° X1>_(2 + X

leguta formula ir DNF forma, saa gadijuma
nakosie parveidosanas soli, kas tika izmantoti

teorémas pieradijuma, nav vaadzigi.

Vel viens piemgers:
A= (X + X)) (X +Xs)

La parveidotu so formulu par DNF, pietiek
Izmantot distributivitates un idempotences 1pasibas

A= X X+ X X+ XX, =X+ X X+ X, X,
TEOREMA Katrai formulai A eksiste formula
Ka ,tada, ka KairKNFun A° K,.

PIER4ADIJUMS. Pieradijums ir pilnigi analogisks
leprieksejas teoremas pieradijumam.

Vieniga atskiriba ir ta, ka pedeja sol1 ir jaizmanto
distributivitates ipasiba forma



B+(EF)° (B+E)(B+F)

Formulas DNF un KNF nav notaktas
viennozimigi, piemeram:
X ° XY + XY

Tas rada nepieciesamibu  meklét  citas
normalformas, kuras batu noteiktas viennozimigi
val ar “kontrol&tu nenviennozimigumu”
(piemeram, ar precizitati I1dz apaksformulu kartibai
kada konjunkcija va digunkcija).

DEFINICIJA Pienpemsim, ka afabeta ir I

dementarie izteikumi { X1 X}, Formula A ir
Izteikta pilnigaja digunktivaja  normalforma
(PDNF), jaizpildas sadi nosactjumi:

1) A ir DNF;

2) katra elementara konjunkcija satur N
Izteitkumus, tas ir, katra elementara konjunkcija ir
pilng;

3) katras elementaras konjunkcijas | -tais loceklis
ir Xi vai X :

4) visas elementaras konjunkcijas ir dazadas;

5) specialgadijums O (nevienas konjunkcijas)
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Formula A ir izteikta pilnigaja konjunktivaja
normalforma (PKNF), ja izpildas sadi nosactjumi:
1) A ir KNF;

2) katra elementara digunkcija saur N
Izteitkumus, tas ir, katra elementara konjunkcija ir
pilng;

3) katras elementaras disjunkcijas | -tais loceklis ir
X vai >zi ;

4) visas elementaras digunkcijas ir dazadas,

5) specialgadijums 1 (nevienas konjunkcijas)

PIEMERS Formula
A= X X, X, + X, X, X, + X, X, X,
ir PDNF.

TEOREMA Katrai formulai A eksiste formula B |
tada, ka A° B un B ir PDNF forma.

PIERADIJUMS. Katrai formulai A eksiste tai
lidzvertigaformula A, kasir DNF forma.

Parveidosim formulu A ta, lai saglabatu formulas
vértibas visem mainigo sarakstiem un lal
parveidota formula batu PDNF forma. Darisim to
vairakos sojos.
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Pirmaja soli izsvitrosm visas elementaras
konjunkcijas, kas satur kadu mainigo kopa ar ta
noliegumu, tas ir visas elementaras konjunkcijas,
kuras, izmantojot komutativitati, var uzrakstit

forma Xiii)'".

ST operacija nemainis formulas vértibu nekadam
mainigo veértibu sarakstam , jo Kkatras izsvitrotas

konjunkcijas vertiba ir 0 un katrai formulai C ir
speka nosactjums CUO° C,

Otraja soli katra no elementargam konjunkcijam
atstasim tikal vienu katra tipa mainigo, jo saskana

ar idempotences likumu X X; © X;,

Tresaja soli  apskatism  katru  elementaro

konjunkciju, teitksim C | kas nesatur vismaz vienu
elementaro mainigo, telksim X; un aizvietosim $o
konjunkciju ar Iidzvertigu formulu

C,=CX, +CX. .

Formulu C un C; Iidzvertibu ir viegli saskatit
Izmantojot sadu parveidojumu virkni:

C© C1° C(X; + X;) ° CX; +CX,
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Pielietojot sadu operaciju varakas reizes, |a
nepieciesams, iegisim formulu, kas ir DNF forma
un kura katra elementara konjunkcija satur viena
eksemplara visus elementaros mainigos va to
noliegumus.

Ceturtaja soli katra elementarga konjunkcija
parkartosim, ja nepieciesams elementaros mainigos
ta, lal tie butu pareizaja kartiba saskana ar PDNF
definiciju. ST operacija nemaina formulas vértibas,
jo konjunkcijair komutativa.

Beidzot, piektaja soli izsvitrosim elementaras
konjunkcijas, kas atkartojas. Saskana ar absorbcijas
likumu, $1 operacija nemainaformulas veértibas.

Bula funkcijas un PDNF vieniguma pieradijums
Pctot formulu parveidojumus ir lietderigi uzskattt
formulas par funkcijam no argumentiem, kuru

vertibas ir patiesumvertibas.

DEFINICIJA Par  N—argumentu Bila funkciju
sauc jebkuru funkcijuno | " uz | | kur | ={0,3}
Saja teksta mes parasti apzimesim Bila funkciju
argumentusar X .
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Visu mainigu kopu va virkni { Xy Xpey X}
sauksim par mainigo sarakstu un apzimesimar X .

Visu Bila funkciju kopu, kas ir atkarigas no dota
saraksta X | apzimesim ar By .

Saskapa ar funkcijas definiciju, jebkuru Bila
funkciju var uzdot ar tabulu, kura katrai n
elementus gara virknel, kura ir ierakstitas
argumentu vertibas 0 vai 1, tiek piekartots viens no

kopas | ={0} elementiem.

Takal|llF2 un|1"F2", tad N—argumentu Bila

2n
funkciju skaitsir vienadsar 2° .

DEFINICIJA Meés teilksm, ka funkcija
F (X1 Xyses X)) ir lidzvertiga formulai A, kas
Ir atkariga no €eementargiem mainigaiem
Xis Ko Xy ja visam elementaro mainigo
saraksta vertibam funkcijas (X1, X5, X)) un
formulas A vertibasir vienadas.

Ja mainigo skaits ir neliels, tad Bila funkciju var
uzdot ar tabulas palidzibu: tabulas kolonnas atbilst
mainiggjiem un funkcijas vertibai un rindas atbilst
mainigo vertibu sarakstiem.
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PIEMERS Biila funkciju var uzdot ar $adu tabulu:

X, | X, | X5 | f
00 |0|O
00|11
O/11(0]|0
O/1|1 |1
1/0 0|1
10|10
1/1 /0|1
1111

Sada tabula funkcijas vertiba ar doto saraksta
vertibu ir vienada ar patiesumvertibu pedeja
kolonna, piemeram, f(101) =0, f(111) =1, u.t.t.

TEOREMA Ja (X, X,...X,) ir N-vietiga Bila
funkcija, kas nav identiski vienada ar O (identiski
aplama), tad eksiste formula Af, kuras
eementarie mainigie ir X, X, X, | Kas ir

lidzvertiga funkcijal f un kas atrodas PDNF
forma.

Sada formula ir noteikta viennozimigi ar precizitati
ldz kartibai disjunkcija.
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PIERADIJUMS Katrai formulai A definésm
A'=Aun A°=A,

Ar tiesu parbaudi var parliecinaties, ka
X X,2. X" =1 tad un tikai tad, ja katram |
ti :

mainiga Xi patiesumvertibair vienada ar

So apgalvojumu mes vairakas reizes izmantosim
teoremas pieradijuma.

Apskatisim tabulu, ar kuru tiek uzdota funkcija f .

Katrai tabulas rindai, kura funkcijas vertiba ir 1 un
kas atbilst mainigo vertibu sarakstam &,....,S,f
sastadisim elementaro konjunkciju

X IX, %X 5

Sastadism visu $adu elementaro konjunkciju
digunkciju Ay .

Formula Ar satur vismaz vienu konjunkciju, jo

funkcijas vertiba ir 1 ar vismaz vienu saraksta
vertibu.

Parbaudisim, ka Ar ir lidzvértiga funkcijai f :
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- ja mainigo vertibu saraksts ir tads, ka funkcijas
vertiba ar so sarakstu ir 1, tad eksisté elementara
konjunkcija, kuras vertiba ar $o sarakstu ir 1 un
visas formulas vertibair 1,

- ja funkcijas vertiba ar doto mainigo vértibu
sarakstu ir O, tad katras konjunkcjas vértiba ar So
sarakstu ir O saskana ar apgalvojumu, kas dots
pieradijuma sakuma un visas formulas vértiba ir
0.

Pieradism, ka Sada formula ir notekta
viennozimigi ar precizitati |1dz elementaro
konjunkciju Kartibal.

Pienemsim pretgjo: eksiste 2 formulas A un A,
PDNF forma, kuras ir elementaro konjunkciju
kopas ir dazadas.

Piepemsim, ka formula A satur eementaru
konjunkciju X,*X,2..X," | kuru nesatur formula A,.

Ar mainigo sarakstu &....t,fi formulas A vertiba

ir 1. Formulas % vertiba ar sarakstu &......t,fiir
saskana ar apgalvojumu pieradijuma sakuma, tatad
Ir iegiita pretruna.
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Lidzigi iegust pretrunu, ja pienem, ka formula A
satur elementaru konjunkciju X.*X,*.X," , kuru

nesatur formula A1 .

SECINAJUMS Formulas PDNF ir noteikta
viennozimigi ar precizitati |1dz elementaro
konjunkciju Kartibal.

PIERADIJUMS Katrai formulai piekartosim
atbilstoso Bila funkciju. Ta athilst viena (ar
precizitati |1dz elementaro konjunkciju Kkartibai)
PDNF, kas ir PDNF ar1 attieciba uz sakotngjo
formulu.

TEOREMA Ja f(X,,X,,..X,) ir -vietiga Bila
funkcija, kas nav identiski vienada a 1
(tautologija), tad eksiste formula A, kuras
elementarie mainigie ir X, X,...X, , kas Ir
lidzvertiga funkcijai ¢+ un kas atrodas PKNF forma.

Sada formula ir noteikta viennozimigi ar precizitati
I1dz kartibai konjunkcija.

PIERADIJUMS So teoremu pierada |1dzigi
leprieksejal teorémai izmantojot dualitati.
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Zegalkina normala forma

Var pieradit, ka 9DUU var izteikt ar operacijam
1A U.

1) @X° XAL:

2) XUY° (XUY)A XAY

TEOREMA

1) XAY°YAX:;

2) (XAY)AZ° XA(YAZ),

3) XA X°0:

2 (XAY)Z° XZAYZ
PIERADIJUMS Izmatot vértibu tabul as.

Tadgjadi var meginat meklét kadu logikas
formulu/Bula funkciju normalo formu, kura tiek
Izmantotas tikal S1s operacijas.

Par Zegalkina polinomu sauc polinomu, kura
saskaitisanas vieta ir operacija A un kars
arguments ir ne vairak ka pirmaa pakape, var bt
art brivaisloceklisO vai 1.

Katru formulu var uzrakstit lidzvertiga ZP forma -
parveidot DNF veida un aizvietot digunkciju

Izmantoj ot A
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n-argumentu Bila funkciju skaits ir 2° , dazado

7P skaits ar n argumentiem ar ir vienads ar 2°
tapec Sis parveidojums ir bijektivs un ir pieradits,
ka ZP normala forma eksiste.

MATEMATISKAS LOGIKASUN BULA
FUNKCIJU PIERAKSTA MINIMIZESANA

DEFINICIJA Biila funkciju sauc par minimalu, ja
mainigo sSkaits tas pieraksta ir vismazakais
sadidzinajuma a visam ta  lidzvertiggam
funkcijam.

PIEMERI X un XY +XY

TEOREMA Ja pilna elementara konjunkcija
K=X2X,>.X," neidet funkcijas T PDNF
Izteiksme, tad nekada konjunkcija, ko iegist,

Izsvitrojot dazus K mainigos, neieiet nekada

DNF izteiksme, kas ir Iidzvertiga funkcijai | .
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PIERADIJUMS. Japilna konjunkcija
K=X3X,2.X*

neieiet funkcijas f PDNF izteiksme, tad

f(s,..,S,) =0,

Pienemsim, ka kada konjunkcija K;, ko iegust
Izsvitrojot dazus K mainigos, ielet kada no DNF

formulam, kasir lidzvertigas funkcijai 1 .

Tada gadijuma f vertha ar mai nigo sarakstu

&, S, A jr 1, jo vienas konjunkcijas (K,) vértiba
ar so sarakstu ir 1. Ir iegata pretruna, kas pierada
teoremu.

Bala funkciju DNF formu minimizacijas
algoritms (tabulas metode)

SolisNrl.

Konstrugjam tabulu, kura rindas ir indeksctas ar
visam iespejamaam pilngam elementargam kon-
junkcijam un kolonnas ir indeksstas ar visam
lespejama am apakskonjunkcijam.

Pedcja kolonna ieraksta visas pilnas konjunkcijas
un rindas pargjas ratipas leraksta apaks-
konjunkcijas, kuras legist, |zsvitrojot
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elementatoros mainigos no pedeja  kolonna
lerakstitas pilnas konjunkcijas.

SolisNr 2

Tabulas pedeja kolonna izsvitrosm visas pilnas
konjunkcijas, kuras neieiet dotas minimizgjamas
funkcijas PDNF pieraksta.

SolisNr 3
|zsvitrosim visas konjunkcijas, kas atrodas rindas
ar jau izsvitrotgjam pilngjam konjunkcijam.

SolisNr 4
|zsvitrosim citur tabula visas konjunkcijas, kas jau
Ir 1zsvitrotas iepriekseja soli.

SolisNr 5
Katra rinda atstasm tikai konjunkcijas ar

vismazako mainigo skaitu un parejas konjunkcijas
sgja rinda izsvitrosim.

SolisNr 6

Katra rinda izvélessimies vienu konjunkciju un
sastadism visu sadu konjunkciju digunkciju.
Sastadisim visas iespgjamas DNF, ko var iegit
sada velda, sSsamazinasm manigo skaitu,
Izmantoj ot idempotences 1pasibu.

SolisNr 7
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No visam DNF, kas ir iegitas ieprieksgja soli,
Izvelesimies vienu ar vismazako mainigo skaitu.

ALGORITMA PAREIZIBAS PIERADIJUMS.
Apzimésim formulu, kas ir ieguta §1 algoritma

rezultata ar F .

Ja f(s,...s,) =1, tad pilna konjunkcija X;*X,>..X*
nav izsvitrota un tapec tal atbilstosagja rinda nav
Izsvitrota vismaz viena konjunkcija, tas nozimg, ka

F(s,.--S,) =1,

Ja f(s,-S,)=0, tad visas konjunkcijas, kas
apakskonjunkcijas pilngai konjunkcijal
X2 XWX i izsvitrotas, tatad pari palikusas tikal
tas konjunkcijas, kuru vertibas ar jebkuru saraksta
&s,,.-, S, M apakskopu ir O.

Tas nozime, ka saja gadijuma F(s,....s,) =0, tatad
iegata formulair lidzvertiga funkcijai f .

Formula F ir minimala saskana ar konstrukciju.

PIEMERI X1X2>z3 + X1>_<2X3 + X1>_<2>_<3 + >z1>_<2X3
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Elektriskas shemas

Bila funkcijas un matematisko logiku izmanto
elektrisko shemu teorija.

Kontaktu shemas

Shéma satur kontaktus, kurus kontrole Bila
argumenti. Var sastadit tabulu (darba tabulu),
kuras rindas indeksétas ar visam argumentu
vektoru veérttbam un pedeja kolona ir 1 va O
atkariba no ta val kedg ir strava.

Var redzet, ka paraéclgam dSlegumam atbilst
digunkcija, un virknes slegumam — konjunkcija.

Ja divam shémam ir vienadas darba tabulas, tad tas
sauc par funkcionali ekvivalentam.

Matematiskas logikas formulu sauc par kontaktu
shemas funkcionazlo modeli, ja tas vertibu tabula
sakrt ar shémas darba tabulu. Funkcionalais
modelis vienmer eksiste.

Matematiskas logikas formulu sauc par kontaktu
shémas stukturalo modeli, ja ta ir ieguta, shemas
paralelos slégumus aizstajot ar digunkciju un
virknes slegumus ar konjunkciju. Ir shémas, kuram
strukturalais modelis neeksiste.
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Shémas analize — funkcionala modela atrasana.
Shemas sSinteze — shémas fizikala modela
konstruesana, jair dota darba tabula.

Logiskie elementi un to shemas

Elektronika tiek izmantotas ierices, kas realize
noliegumu, konjunkciju, digunkciju un citas
logikas operacijas.

Jebkuru funkciju no {0.3" uz {03" var uzdot
tika ar noliegumu, konjunkciju un digunkciju
(izmantojot PDNF vai PKNF) va ar xor un
konjunkciju (izmantojot ZP).

BULA FUNKCIJU /PASIBAS

Visu Bila funkciju kopu, kas ir atkartga no
dementaro mainigo saraksta X ={ Xy, X},
apzimésim ar By .

Viegli redzet, ka |Bx [F2° | tapsc, ka Bila
funkciju var viennozimigi uzdot ar tas vertibu
tabulu, kura ir 2" rindu (tik daudz ir dazadu
elementaro mainigo vertibu sarakstu) un katral
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rindai (vertibu sarakstam) funkcijas vertiba ir O vai
1.

DEFINICIJA Teksm, ka Bila funkcijas

F(Xyss X)) ir bistiski atkariga no mainiga X,
ja eksiste mainigo vertibu vektors

&, 511810 Sy tads, ka
f(s;,-+S.1,0,S4s-S,)t T(S,-S. ;LS5 S,)

Saja gadijuma mainigo X sauc par bitisku
mainigo. Ja mainigais nav bitisks, tad to sauc par
fiktzvu mainigo.

DEFINICIJA Ja ir dota Bila funkciju kopa
Co={fi, o T}, kas ir atkaigas no
elementaro mainigo kopas { X1 X}, tad par

kopas Co funkciju eementaro superpozciju vai
elementaro kompozciju sauc Biula funkciju, ko var

legiit no kadas kopas Co funkcijas pielietojot vienu
no sadam operacijam:
a) pardevejot kadu no st1s funkcijas mainigajiem
X par kadu citu mainigo;
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b) ievietojot kadas funkcijas fi mainiga X |
vieta citu (vai to pasu) funkciju fy.

Apzimessm  kopas C, visu €eementaro
superpoziciju kopu ar S(C,) .

Par k-tas kartas superpozciju kopu sauksim kopu
S*(C,), citiem vardiem, tas ir funkcijas, kuras var

legit no kopas Co pielietojot superpozicijas
operacijas ne vairak ka k reizes.

Par funkciju kopas C, degumu vai kompozicionalo
séegumu sauc kopu C, = CJ S'(Co).

PIEMERI

DEFINICIJA No manigo  saraksta
X ={X;,..., X} atkarigu Bila funkciju kopu C
sauc par dégty, ja S(C) =C vai C =C),

Kopu C sauc par pilnu, ja C =By .

Kopu C sauc par neatkarigu, ja katrai funkcijai
f 1 C izpildas nosacijums fi (C\f).
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Kopu C sauc par baz, ja ta ir nestkariga un
C =B,.

PIEMERI

TEOREMA Pienemsim, ka funkciju kopa
{1, T To} ir pilna un katram i f var tikt
izteikta ka kopas {91,924 0nt  elementu
superpozicija. Tad kopa {91,925 0n} a ir
pilna

PIERADIJUMS Patstavigi.

DEFINICIJA Bila funkciju f sauc par funkciju,

kas saglaba 0, ja f(0,...00=0. visu 3adu

funkciju kopu apzime ar Co
C,={f|f(0,..,0=0

Bila funkciju T sauc par funkciju, kas saglaba 1,
ja f(1...2) =1, visu sadu funkciju kopu apzime ar
C

C,={f[f(L.) =T
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Bila funkciju f sauc par pasdualu funkciju, ja
fof’

(atgadinajums T (Xpres X)) = (X X)),

Visu pasdualu funkciju kopu apzimé ar <D :
D={f|f°f}

Atkape: elementaro mainigo vertibu sarakstu
salidzinagana: ir doti divi saraksti - S = 38;,.-, Syl
un t:él,...,tmﬁ, Saka, ka S£t,ja" | S| £t|

Bula funkciju f sauc par monotonu funkciju, ja no

ta, ka SEt seko, ka T(S) £ f(t). visu montonu
funkciju kopu apzime ar M :

M={f|sEthP f(s)£ f(1)}.

Bila funkciju T sauc par linedru funkciju, jato var
Izteikt forma

f(Xppo Xi) = A X, A, X, A LA C, X,

kur saskaitisana ir péc  “modula 27,
0X =0,1X =X cvarbitOvai 1.
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Visu linearu funkciju kopu apzime ar L
L={f]|f(X,...X )=c,AcX,A.Ac X }

TEOREMA Kopas Co,C, DM, L ir degtas
kopas.
PIERADIIJUMS Patstavigi.

TEOREMA (Posts) Biila funkciju kopa Air pilna
tad un tikai tad, ja Co\A' /B, C\A® A&
D\VAL £, M\AL £ L\A! £

(1sak, bet neparskatamak :
C, \ATCNATESD\AITMVA LT (LA £
val, izmantojot dualitati:

C,UC,USDUMULUA? B,)

PIERADIJUMS Patstavigi (griiti).



