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BULA (BINARAS) FUNKCIJAS
UN/VAI
MATEMATISKA LOGIKA

Lietderigi pétit funkcijas, kuru argumenti un
vertibas ir binaras virknes. Kopa{0,1} tiek asocicta
ar {ja, n¢} va {patiess, aplams}. Lietderigums ir
saistits ar to, ka skaitlus un jebkadus objektus var
lekodet binaru virknu veida.

Vesturiski (sakot no Aristotela laikiem) matematika
un logika ir pétiti izteitkumi, kas var bt paties val
aplami, veidi ka konstruet saliktus iztetkumus no
vienkarsiem.

19.gs un seviski 20.gs pec datoru ieviesanas logika
un binaro (Bula) funkciju teorija tiek tiesi va
netiesi apvienotas.

DEFINICIJA |zteikums (matematisks izteikums) ir
fraze val apgalvojums, kuras jéga normala cilveku
Izpratng var bt patiesaval nepatiesa (aplama).

|ztetkumu sauc par predikatu, ja tas ir izteitkums,
kas ir atkarigs no mainigiem lielumiem.

Matematiska logika ir matematikas nozare, kas peta
|zteitkumus un operacijas ar iztetkumiem.
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|ztetkumu patiesumu val nepatiesumu sauc par
patiesunmvertibam.

PIEMERI:
- "2x2=5",
— “Rgair Latvijas galvaspilseta 2001.

gada”,
— “uzMarsair dzviba”

A B,Cir izteikumi, pie tam izteikums A ir
aplams, izteikums B ir patiess un par izteikumu

C uz & teksta rakstisanas bridi nav zi nams, val tas
Ir patiess val aplams.

Frazes “ sodien ir labs laiks’, “3”, "cik laika ir
palicis 1idz lekcijas beigam?”’ nav izteitkumi masu
definicijas nozime, jo par tiem nevar nekada
nozime apgalvot, katieir pareizi vai aplami.

Par predikatiem ir jadoma ka par funkcijam, kuru
vertibas apgabals ir patiesumvertibu kopa.

Predikatu pieméri:

P(u) = «U ir para skaitlis’,
P(U) ir patiess apgalvojums, ja U ir para skaitlis



O 2005, Peteris Daugulis 3
un aplams, ja U ir nepara skaitlis;

Q(u,v) = “U dalgsar V”,
Q(U,V) patiess, ja U ddas ar V, piemeram,
Q(6,2) ir patiess, un aplams, ja U neddasar V,
piemaram, Q(6,4) ir aplams.

| zteikumu un predikatu pielietojumi:

Nosacitas pargas  un ciklu operatori
programmesana:

“if” (“ja’) operators, “while” (“kamer”) operators.
“until” (“11dzZ") operators

PIEMERS: programma, kas druka 1, ja ievadits
pozitivs skaitlis un O, ja ievadits O val negativs
skaitlis.

Operators “if X then A else B”: ja iztetkums, kas
seko pec “if” ir patiess, tad izpildit komandu A, ja
aplams, tad izpildit komandu B.

Input n;
If n>0 then print 1;
else print O;
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OPERACIJAS AR IZTEIKUMIEM

Sakara ar to, ka mas interest tikal iztetkuma
patiesumvertiba, var identificet iztetkumus ar to
patiesumvertitbam un domat par operacijam ar
Izteikumiem ka funkcijam no binaru virknu kopas
uz kopu {0,1}.

Viena argumenta operacijas
DEFINICIJA Par izteikuma X noliegumu vai

negaciju DX (X ) sauc izteikumu, kas ir patiess
tad un tikai tad, ja X ir aplams.

Izteikumu DX parasti konstrug veida “nav tiesa,
ka X ” vai, saisinati, “ne- X .

Attelosim izteikuma DX vertibas ar ta saucamo
patiesumvertibu tabulu:

X_| @X
01
1,0

Vel ir 3 viena argumenta operacijas.
1) identiska operacija (izteikums);
2) 1 (jebkuram izteikumam tiek piekartots
patiessizteikums 1);
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3) 0 (jebkuram izteilkumam tiek piekartots
aplams izteikums 0).

Divu argumentu operacijas

Par divu iztelkumu X un Y konjunkciju
X UY sauc izteikumu, kas ir patiess tad un tikai
tad, jaabi iztetkumi ir paties.

Konjunkcijai X UY  atbilst tabula

=R OO
~ Ok oK

RO O 0O

1zteikumu X UY  parasti konstrug veida * X un
Y-

Var visparinat uz vairaku iztetkumu gadijumu. Ja ir
dota (iespejams, bezgaliga) izteekumu kopa
{Xa}air, tad par §is kopas izteikumu konjunkciju
U X, sauc izteikumu, kas ir patiess tad un tikai
tad, javis iztetkumi $aja kopa ir paties.
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Par divu izteikumu X un Y disiunkciju X UY
sauc izteitkumu, kas ir patiess tad un tikal tad, ja
vismaz viens no iztelkumiem ir patiess.

Disiunkcijai X UY athilst sadatabula

==l
ROk oK
=]

1zteikumu X UY konstrug veida® X va Y.

Ja ir dota iztetkumu kopa {X.}ai1, tad par SIS
kopas iztetkumu disjunkciju U Xa sauc izteikumu,

al |
kas ir patiess tad un tikai tad, ja vismaz izteitkums
saja kopa ir patiess.

Konjunkciju dazreiz pieraksta bez atdalosa ssmbola

- XY un disjunkciju biezi apzimé ar pierakstu
X+Y.

Noliegums, konjunkcija un digunkcija ir
vienkarsakas operacijas ka no dotiem izteikumiem
konstrugt saliktus izteikumus.
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Par implikaciju no X uz Y sauc izteikumu
X P Y kasir aplams tad un tikai tad, ja X ir
patiess un Yir aplams. lzteikumu X P Y
konstrue veida “ja X ,tad Y ".

Implikacijai X P Y atbilst sadatabula:

XpPY

==
R Ok | O
R Ok kT

Par divu izteikumu X un Y ekvivalenc
X U Y saucizteikumu, kas ir patiess tad un tikai

tad, ja izteikumu X un Y patiesumvértibas ir
vienadas.

Ekvivalencad X U Y atbilst sadatabula

OO X
O O
O o
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izteikumu X U Y konstrue veida * X tad un
tikai tad, ja Y ".

PIEMERI:
X =" Janis dzivo Riga”, tad DX ="nav tiesa,
ka Janis dzivo Riga”,
ja Y ="Andris dzvo Riga”,
tad X UY = “Janis un Andris dzvo Riga”,
X UY =“Janisvai Andrisdzvo Riga”.

Implikacija un ekvivalence ir operacijas ar
Iztetkumiem, kuras ir lietderigi izmantot pieradot
matematiskus apgal vojumus.

To patiesumvertibu izveles motivacija ir saistita ar
sadiem noverojumiem: no patiesa apgalvojuma
logisku secinajumu cela var iegit kadu citu patiesu
apgalvojumu un nav iespejams iegut aplamu
apgalvojumu, savukart no aplama apgalvojuma var
legiut gan aplamu, gan patiesu apgalvojumu, tatad

izteikums “ja X ,tad Y " ir noteikti aplams tad, ja

X ir patiess un Y ir aplams, un var bat patiess
VISOS citos gadijumos.
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Vértibu tabulaizteikumam X P Y ir tada pati ka
|ztelkumam (@X) UY .

Par izteikumu X un Y ekvivalenci ir jadoma ka

oar konjunkciju (X P Y)U(Y P X) tiem
vertibu tabulasir vienadas.

Implikaciju un ekvivalenci pielietojumos izmanto
relativi retak neka konjunkciju un digunkciju.

Vel ir dazas praktiski biezi sastopamas
matematiskas logikas operacijas, pieméram xor:
XxorY=XAY=(XUY)U(XUY)

Kopa ir 16 dazadas divu argumentu operacijas.
Atlikusasir sadas:
1) f(X,Y)=1vai O;
2) f(X,Y)=Xva X,Yva Y;
3) f(X,Y)=XUY (X, bet neY);
4 T(X,Y)=XUY (neX, bet Y);
5) f(X,)Y)=XUY=X"Y (neX, ney,
Pirsa bulta);
6) f(X,Y) =X UY (X,jaY);
7) F(X,Y)=XUY =X[Y (neabi X un,
nand, Sefera svitra)
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Tris argumentu operacijas sikak neapskatisim. n-

argumentu operaciju skaitsir 2° .

MATEMATISKA LOGIKAS FORMULAS UN
TO IPASIBAS

Matematiskagja logika ir lietderigi uzskatit saliktus
Iztelkumus par formulam va vardiem notelkta
alfabeta.

DEFINICIJA  Par alfabetu sauksim jebkuru
netuksu kopu A.

Par vardu alfabeta sauc jebkuru virkni, kuras
elementi ir alfabeta elementi.

Vardu X sauc par apaksvardu varda W, ja eksiste
vardi U un V tadi, ka W= UXV

Par matematiskas logikas alfabetu sauksim
afabétu, kas satur elementaro izzetkumu

apakskopu, operaciju simbolus ouub . U
lekavu ssmbolus (,).

Vardu matematiskas logikas alfabeta sauksim par
matematiskas logikas formulu vai  vienkarsi

— N —

formulu, jaizpildas sadi nosacijumi:
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1) jebkurs elementaraisizteikumsir formula;

2ja A un B ir formulas, tad vardi
(DA),(AUB),(AUB),(AP B),(AU B)
art ir formulas;

3) citu formulu nav.

Par formulas F apaksformulu sauc jebkuru F
apaksvardu, kas ir formula.

Matematiskas logikas formula ir jebkurs iztetkums,
ko var konstruet no dotgiem (elementaragjiem)
Iztetkumiem izmantojot definctas operacijas ar
|zteikumiem.

Pienemsim, ka elementaro iztelkumu kopa ir
vienadaar { X1, X,} .

Vards (Xl U Xz) p (@Xl) Ir formula, bet vards
X, UX, UX| nav formula

DEFINICIJA Ja ir dots matematiskas logikas
afabéts un katra eementara iztetkuma
patiesumvertiba, tad par formulas patiesumvertibu
sauc formulal atbilstosa iztetkuma patiesumvertibu.
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Piepemsim, ka ir doti 3 elementarie izteitkumi
X1 X5 X5 un formula ((BX) UX,)UX,) | Ja

dementaro  izteikumu  Xi, X5, Xy patiesum-
vertibas ir, attiecigi, patiess, aplams, patiess(1,0,1),
tad formulas patiesumvertibair patiess(1).

|ztetkumus, kuru patiesumvertibas ir zinamas, ir
pienemts apzimet ar 1 (patiess iztetkums) vai O
(aplamsizteikums).

Ja ir dota formula, tad elementaro iztetkumu virkni

(Xy- X)), kas piedalas formula, sauksim par
formulas argumentu sarakstu.

Funkciju, kas katram formulas mainigajam piekarto
patiesumvertibu, sauksim, par saraksta
novertejumu vai vertibu sarakstu.

Mes apzimésim vertibu sarakstu ka virkni, kuras
elementi ir skaitli 1 vai O.

Pieméram, ja formula ir tris elementarie mainigie
X1 X5, X3, tad pieraksts (X1, X5, X;3) =(1,02)
nozime, kaizteikums X; ir patiess, iztetkums X,
Ir aplams un izteikums X3 ir patiess.
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Formulas patiesumvertibu, ja mainigo vertibas ir
vienadas ar saraksta verttbam, sauksim par
formulas vertibu ar doto vertibu sarakstu.

Piemeram,  formulas  ((BX;) UX,)UX,)
patiesumvertiba ar elementaro notikumu vertibu

sarakstu (X1, X5, X3) = (L0 jr 1 (patiess).

Biezi elementaro iztelkumu vertibu sarakstu
apzime ar vienu burtu (piemeram, X ) un formulas
A vertibu ar $0 sarakstu apzime ar A(X) .

DEFINICIJA Divas formulas A un B kas ir
atkartgas no viena mainigo saraksta sauc par

lidzvertigam (apzime ar pierakstu A° B), jaso
formulu vertibas ir vienadas ar jebkuram saraksta
vertibam, tas ir, jebkuram vertibu sarakstam X

izpildas vienadiba A(X) = B(X) .

Formulu Iidzvertiba ir ekvivalences attieksme
formulu kopa I|idzigi ka funkciju vienadiba ir
ekvivalence funkciju kopa.

PIEMERI: formulas ((BX)UX,)UX,) un
(DX, UX;)U(X, UX,)) ir Iidzvertigas.
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TEOREMA (formulu lidzvertibas un
parveidojumu pamatipasibas) Jebkuram formulam

A B,C ir speka sadas lidzvertibas:

1) (AUA)° A (AUA)° A (idempotences
likumi);

2) (A(DA)) ° A (noliegumainvolicijas likums);

3)(AUB)° (BUA),(AUB)° (BUA)
(komutativitates likumi, var mainit karttbu
konjunkcijas un digunkcijas);

4) ((AUB)UC)° (AU(BUCQC))
(asociativitates likumi, var nerakstit iekavas);

5) (AU(BUC))° ((AUB)U(AUC)),
(AU(BUC))° ((AUB)U(AUCQ))
( distributivitates likumi);

6) (AU(AUB))° A (AU(AUB))° A
(absorbcijas likumi);

7y (B(AUB)) ° (DA) U(DB),
(B(AUB)) ° (TA) U(DB)
(dualitates likumi);
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g) A° ((AUB)U(AU(©B))),

A° ((AUB)U(AU(@B)))

(saskelsanas likumi).
9)
(Ab B)° (BA)UB,(AU B)° (AUB)U((@A) U(ZB))
(implikacijas un ekvivalences aizvietosanas
likumi);

10)Ja A® B, tad \ , ,
@A° @B,AUC° BUC,AUC° BUC
(AP C)°(BpP C) (CbP A°(CP B)

(AU C)° (BU C).

PIERADIJUMS. Visas formulas pierada aprekinot
labo un Kkreiso pusu vertibas visam mainigo
vertibam.

DEFINICIJA Matematiskas logikas formulu sauc
par tautologiju val identiski patiesu, ja ar jebkuru
elementaro mainigo veértibu sarakstu formula ir
patiesa.

Formulu sauc par izpildamu, ja eksiste mainigo
vertibu saraksts, ar kuru formulair patiesa.

Formulu sauc par identiski aplamu val pretrunigu,
ja jebkural mainigo vertibu sarakstam formula ir
aplama.
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Formulu sauc par apgazamu, ja eksist€ mainigo
vertibu saraksts, ar kuru formulair aplama.

Formulu vida 1pasi svarigu lomu ienem
tautologijas. Par tautologijam ir jadoma ka par
logikas likumiem, kas izpildas visiem iztetkumiem.

Svarigakas tautologijas:
1) Ab A,

2) (AP (BP A)).

3) (AU(DA)) (tresasiespsjas izslegsanas likums,
tertium non datur);

g ((Ap B)bp ((BP C)b (AP C)))
(pectecigas secinasanas likums);

5) (AUB)P A).
6) (AP (AUB)):

Ja formula AP B ir tautologija, tad saka, ka
formula B ir logisks secinajums no formulas A .
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Ja A° B ir tautologija, tad saka, kaformulas A
un B ir logiski ekvivalentas.

|ztelkumu, ko iegust ievietojot kadas tautologijas
elementaro iztelkumu vieta konkretus izteikumus,
sauc par logiski pareizu izteikumu,

logiski pareizs iztetkums ir patiess neatkarigi no ta
val konkrétie to veldojosie izteitkumi ir paties.

TEOREMA Ja formulas A un AP B iy
tautologijas, tad formula B ir tautol ogija.

PIERADIJUMS. Ja eksiste elementaro mainigo
vertibu saraksts X tads, ka B(X) =0, tad
AX)=1 o A ir tautologija un
(AP B)(X) =0, kas ir pretruna ar to, ka
AP B irtautologija, tatad B ir tautologija.

DEFINICIJA Jair dota formula A, tad formulu
A, kuru iegist apmainot vietaim simbolus U un
U | sauc par dualo formulu attieciba uz A.

Jair dots elementaro mainigo vertibu saraksts X |

tad par ta dualo vértibu sauc vertibu sarakstu X,
kura elementaro mainigo patiesumvértibas ir
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malnitas vietam, tas ir O tiek alizvietots ar 1 un 1
tiek aizvietots ar O.

PIEMER! Formulas ((X; UX,)U(DX,)) duala
formulair (X, UX,)U(DX,)) .

Ja (X, X5, X5)=(010) tad duala vertiba ir
(1,0, .

TEOREMA A ir formula, kas ir atkariga no
argumentu saraksta X = (le--’ Xn) . A vertiba
ar sarakstu Siir 1 tad un tikai tad, ja A vértiba ar

*

X iro.

PIERADIJUMS Patstavigi. |zmantot matematisko
Indukciju pec operaciju skaita. Pienemam, ka
teorema ir patiesa, ja operaciju skaits ir mazaks ka
K un pieradam, ka tad teorema Ir patiesa, ja A ir
veida @B, BUC, B UC, kur B un C satur ne

vairak ka k operacijas.

TEOREMA Jebkurai formulai A, kas satur tikai
operacijas OUU yn jebkuram veértibu sarakstam
X ir speka vienadiba A(X)° (B(A (X)), Ja
A° B tad A °B".

PIERADIJUMS. Patstavigs darbs.



