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KOPU APJOMS

Ka salidzinat kopas vai “skaitit” elementus kopas?

Dabisks kopu salidzinasanas veids ir attélot vienu
kopu otra, jeb konstruet funkcijas no vienas kopas
uz otru.

DEFINICIJA Divas kopas A un B sauc par
Izomorfam va ekvivalentam val vienlielam

(apzimé ar pierakstu A @B) tad un tikai tad, ja
eksists bijektivafunkcija T : A® B,

TEOREMA 1 Attieciba @ ir ekvivaences
attieksme.

PIERADIJUMS. Attieciba @ ir refleksiva, jo
katrai kopai A vienibas attelojums id, - A® A jy
bijektivs attelojums, tatad A @A .

Ji A@B, tad eksisté bhijektiva funkcija
f:A® B, kura ir defingta inversa funkcija

f*:B® A, kas ar ir bijektiva, tatad B @A un
attieciba ir simetriska

J A@B un B@C, tad eksisté bijektivas
funkcijas fT:A® B un 9:B® C,  kuru
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kompozicija 90 f :A® C jr pijektiva funkcija,
tatad A @C un attieksmeiir tranzitiva

DEFINICIJA Par kopas A apjomu (elementu

skaitu, kardinalitati) ¢(A) sauc kopas ekvivalences
klasi attieciba uz attiecibu @.

Galigas kopas

TEOREMA 2 Ja A un B ir galigas kopas, tad
A @B tad untikai tad, ja | A|=| B

PIERADIJUMS Ja funkcija f:A® B jr
bijektiva, tad ta ir sirjektiva (katram elementam
kopa B eksiste netukss inversais attéls), tatad
|Al®|B]. Bijektiva funkcija f ir a1 injektiva
(katra kopas B elementa inversais attéls satur tiesi
vienu dementu), tatad |AI|£|B|. Apvienojot
nevienadibas |A[*[B| un [AI£|B], iegastam
vienadibu | A[=| B[

Pienemsim tagad, ka kopas A un B apmierina
nosaciiumu | A|=|B|. Sanumuresim kopu A un
B elementus patvaliga kartiba:
A={a,..,a,},B={b,,...b.}  Definegsm funkciju
f:A® B a gadu formulu: karram &l A
izpildas nosacjums f(&)=b. Acimredzami
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funkcija f ir injektiva un surjektiva, tatad
bijektiva. QED.

Ja kopa A ir galiga, tad saskana ar Teorému 2 tas

apjomu var identificet ar tas elementu skaitu | Al
kas ir naturals skaitlis.

Bezgaligas kopas

Visvienkarsaka bezgaliga kopa, kas ir vienlaicigi
veésturiski pirmais bezgaligas kopas piemérs, ar
kuru ir nacies sastapties matematikiem, ir naturalo
skaitlu kopa N ={12,3,...} - vis skaitli, kurus var
legiit dabiska skaitisanas rezultata.

Kopas N konstrukcijas vienkarsiba motive
salidzinat bezgaligas kopas ar so kopu.

DEFINICIJA Jakopa A ir vienlielavisu naturalo
skait]u kopai N | tad to sauc par sanumuréjamu.

Nosaukuma izvele ir saistita, ar to, ka bijektiva
funkcija T :A® N kas eksistz saskapa ar kopu
vienlieluma definiciju, katram kopas A elementam
a piekarto naturalu skaitli f (@), ko var interpretat
ka edlementa @ numuru, funkciju T :A® N ya
tas inverso funkciju biezi sauc par kopas A
numur éjoso funkcijul.
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Sanumurejamu kopu piemeri: pati naturalo skaitlu
N | visu pozitivo para skaitlu kopa, visu veselo
skaitlu kopa Z, visu racionalo skaitlu kopa Q,

visu kopas N™ elementu kopa, kur M ir naturals
skaitlis, u.c.

Pieradisim, ka visu pozitivo para skaitlu kopa 2N
Ir sanumuréjama: la to izdaritu ir jauzrada
bijektiva funkcija f:N® 2N definesim $adu
funkciju ar formulu (X) =2X | viegli redzat, ka ta
Ir bijektiva.

TEOREMA 3 Katra sanumurgjamas kopas
apakskopa ir galiga vai sanumurgjama.

PIERADIJUMS Piepemsm, ka A ir
sanumurgjama kopa un Bl A, Sanumurssim
kopas A eementus. A={a,a,,..}  piepemsim,
ka B={a .a, ...}, kur I\ <l katram K. Ja kopa
B nav gdiga, tad funkcija f:B® N, kas
defineta ar formulu f(bB )=K ir kopas B
numurgjosa funkcija.

TEOREMA 5 Pienemsim, ka ir dota galiga vai
sanumurgjama kopa {Atin, kur katrs elements ir
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sanumurgjama kopa.  Apvienojums UA ir

sanumurgjama kopa.
PIERADIJUMS Uzskatism, ka A 1 A=A ja

I ] jo pretsja gadijuma mes varam pariet uz

elementu apvienojums ir vienadsar UA | bet katru

il N

divu elementu skelumsir tuksa kopa.

Katra kopa A  sanumurésim  elementus:

A ={a;,a,,.} un ierakstism visu kopu
elementus tabula sada velda:

ay &, A3
Ay Ay Ay
8y 8y 8y

Tabula turpinas bezgalig par labi un uz lgu.
levérosim, ka Kkatrs apskatama apvienojuma
elements sgja tabula tiek ierakstits vienu un tiesi
vienu reizi.

Sanumurgsim tabulas elementus sada veida: saksm
ar lementu 4y; , iesim palabi uz elementu &, , pa
diagonali uz lgju un pa kreisi uz elementu a,;, uz
lgfu uz elementu &s;;, pa diagonali uz augsu un pa
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labi uz elementiem @, un &3, pec tam pa labi uz
elementu Q.

Definesim tagad nakoso numurgjamo elementu
vispariga gadijuma, izmantosim apzimejumu
a; ® 3, kas nozimé to, ka elements & seko
clementam &; . Pargjas ir $adas; &, ® 8,4, ja N
ir nepara skaitlis, &, ® 8,1, ja N ir para skaitlis,
a,, ® a,..;, ja N ir para skaitlis, .. ® a1, ja
N ir nepara skaitlis, &; ® .14, jane 1, ne ]
nav vienadi ar 1 un '+] ir para skaitlis,
a;®a,;, janel, ne ] nav vienadi ar 1 un
| + | ir nepara skaitlis.

Konstruéta numeracija pierada, ka apskatamais
apvienojums ir sanumurejama kopa.

TEOREMA Galiga skaita sanumurgjamu kopu
Dekarta reizinajums ir sasnumurgjama kopa.

PIERADIJUMS Ir dotas sanumurgjamas kopas
A A, A, japierada, ka A A A ir

sanumurgjama kopa.

TEOREMA 6  Katra bezgadiga kopa satur
sanumurgjamu apakskopu.
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PIERADIJUMS Piepemsim, ka A ir bezgaliga
kopa. |zveleésimies patvaligu kopas A elementu un
apzimésim to ar @,. Ta ka kopa A ir bezgaliga, tad
tagja eksiste elements, kas nav vienads ar @,
apzimésim to ar &,. Ta ka kopa A ir bezgaliga,
tad taja eksiste elements, kas nav vienads ne ar &,

ne ar ,, apzimesim S0 elementu ar @;, un ya
talak.

Sis  dementu  apzimésanas  process  nevar
partraukties ta ka kopa A ir bezgaligi daudz
elementu. Rezultata iegisim apakskopu {8y, a,,...},
kas ir sanumurgjama.

KONTINUALAS KOPAS

Va eksiste kopas, kas nav ne gaigas, ne
sanumurgjamas?

Atbilde Ir pozitiva  un vienkarsakais
nesanumurgjamas kopas piemers — bezgaligu
virknu kopa.

TEOREMA Ja A ir sanumurégjama kopa un
IBF 2, tad Fun(A, B) nav sanumurgjama kopa.
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PIERADIJUMS  Izmantosim diagonalizacijas
metodi.

Sakartosim kopas A athilstosi numeracijal.
Funkcija f :A® B ir bezgaligavirkne f;; f,........ ,
kur .1 B. Pienemsim, ka kopa Fun(AB) ir
sanumurgjama, tad sakartosim tas elementus kada
noteikta kartiba f, f,,...:

TR O S

T S S

Konstruesm funkciju fo ta, la fa* fi, tad
for f,"1 un tatad Fun(A B) eementus nevar
sanumurét.

Bez naturaliem un racionaliem skaitliem,
matematika plasi izmanto ar1 realos skaitlus, kurus
var definét ka bezgaligus, ne obligati periodiskus,
dalskait]us.

Realo skaitlu kopas var interpretet arm geometriski,
pieméram, realo skaitlu intervalu [0 var
Interpretet ka taisnes nogriezni.
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DEFINICIJA Kopu, kas ir ekvivaenta realo
skaitlu kopas apakskopai | =[0]], sauc par
kontinuumu vai kontinualu kopu.

TEOREMA 7 Kopa | nav sanumurgjama.

PIERADIJUMS  (Kantora  diagonalizacijas
process) Pieradisim, ka nekada sanumurgjama kopa
nevar saturét visus realos skaitlus intervala
| =[0,]] .

Atgadinasim, ka visu realo skaitlu kopas apakskopu

| =[0] var interpretet ka kopu, kas satur visus
pozitivus bezgaligus decimaldalskaitlus, kuru
vesela dalair O un vel skaitlus O un 1.

Pienemsim pretgjo: eksiste kopa Al || kas ir
sanumurgjama un A=1. Sanumurésim visus
kopas A elementus un sarakstisim tos stabina:

a = 0.8y;8,8;...
a, =0.a,,a,,a,;...

&, = 0.858585.-.

a, =0a,a,a,..
Konstrugsim realu skaitli X = 0.X,X,X;... saskana ar
sadu konstrukciju: % * &;. Viegli redzét, ka
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nekadam N skaitlis X nav vienads ar &,, jo X
askiras no @, N- tagja pozicija. Tatad kopa A
nevar saturgt visus kopas | elementus.

Kontinualu kopu piemeri: visa realo skaitlu kopa,
visu iracionalo skaitlu kopa, visu jebkuras
nepartrauktas ITknes punktu kopa, plaknes un telpas
punktu kopa, plaknes va telpas apgabala punktu
kopa

Dazi pamatfakti par kopu apjomu

TEOREMA (Kantora-Bernsteina teorema) 8
Dotas divas kopas A un B. Ja eksisté injektiva

funkcija f:A® B un injektiva funkcija
g:B® A tad A@B.

PIERADIJUMS  Uzskatism, ka Al B=/,
Fikssm dementu al A un  konstrugsim
elementu virkni {8,,a,.-.} 3ada veida: & =& ja
N ir para skaitlis, tad @1 B, ja eksist,
apmierina nosacijumu 9(&...) =&, ja N ir nepara
skaitlis, tad @,.1, ja eksiste, apmierina nosacijumu
f(a..) =a,. Ir iespejami divi varianti: @) eksiste
N tads, ka &1 neeksisté, citiem vardiem sakot,
virkne {8,,2,,--} ir galiga, $5ja gadijuma sauksim
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N par eementa @ kartu; b) virkne {&g,a.,.} ir
bezgaliga, $aja gadijuma teiksim, ka elementa a
kartair bezgaliga.

Defingsim tris apakskopas kopa A: As - visu to
dlementu kopa, kuru karta ir para skaitlis, Av -
visu to elementu kopa, kuru karta ir nepara skaitlis,

A, - visu to eementu kopa, kuru Kkarta ir bez-
galiga

Acimredzami §1s apakskopas defing kopas A
sadaltjumu; A=A, UAGUA,

Lidziga veidi katran dementan bl B
konstrugsim elementu virkni {b,b,,--}, kur b, =b,
ja N ir para skaitlis, tad b1 A, ja eksist,
apmierina nosacijumu f (B,..) =b, ja N ir nepara
skaitlis, tad b,.1, ja eksisté, apmierina nosacijumu
d(b,.,) =b,. Definesm elementa kartu tapat ka
kopas A gadijuma, definesim atbilstoso kopas B
sadalfjumu: B=B, UB, UB, .

Viegli redzet, ka T |a ir sirjektiva funkcijano Ae
uz By, fla ir sirjektiva funkcijano A uz By,
9|, ir srjektiva funkcija no Ay uz Bp.
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Funkcija f'=(f [,)U(f[,)U(@ " |4,) ir bijektiva

funkcija no A uz B un Iidz ar to teorema ir
pieradita.

Kopam A un B iriespgjami 4 gadijumi:

a) eksisté injektiva funkcija f:A® B un
injektivafunkcija 9:B® A,

b) eksisté injektiva funkcija f:A® B un

neeksisté injektiva funkcija 9:B® A,

b) neeksisté injektiva funkcija f:A® B un
eksisté injektivafunkcija 9:B® A,

¢) neeksisté injektiva funkcija f:A® B un
neeksisté injektivafunkcija 9:B® A,

Ja ir speka gadijums a), tad saskana ar Teoremu
kopas ir ekvivalentas. Var pieradit, ka gadijums d)
nekad nerealizejas. Gadijumi b) un c) redlizgjas, ja
kopam ir dazadi apjomi.

Ja eksiste injektiva funkcija T : A® B tad saka,
ka kopas A apjoms ir mazaks vai vienads neka
kopass B  apjoms (apzimeé a pierakstu
c(A) £ c(B)).

Ja eksiste injektiva funkcija f:A® B un
neeksiste injektiva funkcija 9:B® A tad sska,
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ka kopas A apjoms ir stingri mazaks neka kopas
B apjoms (apzime ar pierakstu C(A) < c(B)).

Viegli redzet, ka jebkurai galigai kopai A un
jebkurai bezgaligai kopai B izpildas nosacijums
c(A) <c(B).

Ja A ir sasnumurgjama un B ir jebkura bezgaliga
kopa, tad no Teoremas 6 seko, ka C(A) £ ¢(B) . Ja
kopa B ir kontinuala, tad ko Teorémas T.9 seko,

ka C(A) <c(B).

TEOREMA 9 Jebkurai kopai A izpildas
nosacijums C(A) < c(P(A)).

PIERADIJUMS Ta ka Al P(A), tad dabiska
immersija I : A® P(A) ir injektiva funkcijano A
uz apakskopu Al P(A).

Atliek pieradit, ka neeksiste injektiva funkcija no
P(A) uz kopu A.

Pienemsim pretejo: eksiste injektiva funkcija
f:P(A)® A, Konstruesim kopas A apakskopu
C sada veida: €l C tad un tikai tad, ja i f *(c)
un f7(c)* .
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Apskatism kopas A edementu X=f(C). Ja
XI C, tad saskapa ar kopas C konstrukciju
XI C, jo x=1(C). Ja xI C, tad XI C | jo
atkal jaievero tas fakts, ka X = f(C).

Mes esam ieguvusi pretrunu, kas nozime to, ka nav
iespejam konstrugt injektivu funkciju P(A) ® A,

Ka mes noskaidrojam ieprieks, jakopa A ir galiga
kopa un [Al=n tad |P(A)[=2". Sis noverojums
dazreiz stimule apzimet kopu P(A) ar pierakstu
2"

(Var pieradit, ka kopa P(N), kur N - naturalo
skaitlu kopa, ir kontinuala, tas ir, tas apjoms ir

vienads ar kopas | =[0.1] apjomu).

Kardinglie skait/i un darbibas ar tiem

Kopu apjomu sauc art par kopas kardinalo skaitli,
jo tas vigparina skaitla jedzienu.

Var meginat definét operacijas ar kardinalgjiem
skaitliem, kas visparina operacijas ar parastgiem
skaitliem.
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Kardinalo skaitli (KS) M sauksim par KS Ny un

N, summu N +N, jamir vienadsar M un M,
apjomu kopu apvienojuma apjomul.

Kardinalo skaitli (KS) r sauksim par KS N, un
N, reizinajumu NN, , jarirvienadsar Ny un N,
apjomu kopu Dekarta rei zinajuma apjomul.

Kardinalo skaitli (KS) € sauksim par KS Ny, un
N, pakapi n", ja e ir vienads ar jebkuras kopas
Fun(A,B) apjomu, kur A apjomsir N, un B apjoms
ir n1.

TEOREMA (kardinalo skait/u ipasibas)
1) atb=b+a, ab=Dba;

2) (atb)+c=at(b+c);

3) (atb)c=acthbc;

4) ab+c — abac.



