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ATTIECIBAS

Attiecitbas - 1pasiba, kas piemit vai nepiemit
sakartotal vienas vai vairaku kopu elementu virknel
(var lietot art terminu attieksme).

Binara attieciba - 1pasiba, kas piemit vai nepiemit
kopas (vai divu dazadu kopu) sakartotiem elementu
pariem.

Ja elementu parim X Y piemit § ipasiba, tad
telksm, ka tie ir sastiti ar attiecibu (kuru

nosauksim varda ! ) un pierakstism to forma
XTI''Y  preteja gadijuma - X7 Y.

Tatad attieciba defing kadu apakskopu kopa

A" B(a XI' Y, tad (X,¥) ir saja apakskopa,
pretéja gadijuma - nav)

DEFINICIJA Binara attieciba starp kopu A un

B elementien ir kada apakskopa R kopa
A B

Ja A=B, tad binaru attiecibu sauc par binaru
attiecibu kopa A.

Biezak tiek izmantotas attiecibas viena kopa.
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Attiecibu T, kes atbilst apakskopai R1 A" B
(R A" A) apzimesim ar pierakstu
r =(ABR) (1 =(AR)),

Kopu R sauksim par attiecibas grafiku.

Kopu A ar taja uzdotu attiecibu ' var apzimét ar

pierakstu (A1) | sis apzimgjums ir izdevigs, ja
attiecibu uzdod ar attiecibas aprakstu, nevis ar kopu

R

Ja I :(A,B,R) un (X,y)l R, tad saka, ka
dementi X un Y ir saistiti ar attiecthu I |,
atrodas attieciba I vai ir salidzinami attieciba
[ (apzime ar XTI Y).

Stradajot ar konkretam attiecibam, burta ' vieta
Izmanto dazadus atdal 0sos simbolus, piemeram

<1:111p1|

un citus.
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PIEMERI a) realu skaitlu vienadiba (5), sgja
gadijuma T = (A'R) kur A ir realo skaitlu kopa
un R={[x y]T A’ [x=y}.
b) realo skaitlu sakartojums ( £), jeb attieciba
“mazaks vai vienads’, A ir realo skaitlu kopa
un R={[x,y]T A’ |X£ y}.

c) veselo skaitlu dalamibas attieciba ( | ) ,
A=Z un R={[xy]l A’|Y dalasar X}:

c)kopu ietilpsanas atieciba (I ), A ir “visu

kopu kopa’ un R={[x, y]I A*|xI y}.
d)apaksprogrammu izsauksanas attiecibair visu
dota programmas apaksprogrammu kopa,

R={(x,y)I A®|yizsauc x}

e) cilveku radniecibas attieciba, A ir visu

cilveku kopa, R={[xyll A*|x un Y
uzskata sevi par radiniekiem};

f) trijstaru lidziba, A ir visu plaknes trijstiru
kopa, R={[x Y]l A*|Xun Y irlidzgi}.

Jebkuram sakartotam kopu parim  (AB) ir
defingtas divas specialas attiecibas:
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a) tuksa attieciba | = (A, B, /),
b) pilng attieciba W = (A,B,A” B)

Jebkurai kopai A ir vel papildus speciala
attieksme - vienibas attieciba

e =(Adag(A) .
Kur

diag(A) ={(x, y)I A*|x=Yy}

ir A”apakskopa, ko sauc par A® diagondli.

Attiecibu var interpretet ka attelojuma grafiku,
tapec pastav savstarpeji viennozimiga atbilstiba
starp attiectbam un attelojumiem.

Attiectbam un  attélojumiem ir dazadas
psihologiskas nianses, kuras ir lietderigl izmantot
dazadas situacijas:

- apakskopu tiesgja reizinajuma A" B ir
erti uzskattt par attélojuma grafiku, ja iet
runa  par kopass A elementu
parveidojumiem par kopas B elementiem
val apakskopam;
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- SO pasu apakskopu ir &rti uzskatit par
attiecibu, ja ir svarigi domat par SO
apakskopu ka par sakartotu e ementu paru
kopu.

Attiecibas uzdosanas veidi:

1) attiecibu ' = (A/B,R) var uzdot defingjot

kopas A un B un parskaitot visus kopas R
elementus,

1 metode der, ja kopas A un B ir mazas
gaigas kopas, Sga gadijuma biezi izmanto
attiecibas uzdosanu matricas (tabulas) veida: ja
| Al=n un |BIE M tad konstrue tabulu, kura
ir N kolonnas un M rindas, tabulas kolonnas
tiek indeksstas ar kopas A elementiem un
rindas — ar kopas B elementiem, tabulas ritina,
kas atbilst rindai XI A un kolonnai Y| B
ieraksta 1, ja [X Y] Runo,jal% Y]l R, ja
Ir uzdota attiecibas matrica to var vizualizet
matricas grafa va attiecibas grafa velda: grafa

virsotnes ir kopu A un B elementi, starp
virsotnem X un Y ir orienteta skautne (bultina
no X uz ¥Y)tad untikai tad, ja [% Y] R:
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2) attiecibu var uzdot ar kadu kopas R A" B
raksturigu 1pasibu;

3) atiectbu var uzdot ar salidzinamo
elementu paru raksturojoso 1pasibu.

Attiecibu vienadiba un salidzinasana

DEFINICIJA Divas atiecibas 1 = (A B,R)
un T, =(AB,/R,) sauc par vienadam (T 1 =T )
tad untikai tad, ja R = R, .

Ja Rt Rz, tad saka, ka attiecibas nav vienadas
(', Ly 2).

Saka, ka attieksme ' 1 ietilpst attieciba I > vai, ka
attieciba I'; ir attiectbas I, apaksattieciba
(r.| 1)) taduntikaitad,ja R | R;.

Ve

Jafil Toun Tyt Iy tad saka, kaattieciba I 1
stingri ietilpst attieciba I » vai, ka attieciba 1 ir
attiecibas I' » 7sta apaksattieciba.

PIEMERI
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Jebkura attieciba ietilpst pilnga attieciba un tuksa
attieciba ietilpst jebkura cita attieksmg.

Ja 1 ir attieciba “mazaks vai vienads’(E)un T,
ir attieciba =, tad "1 | T 5;
ja 1 ir attieciba “bat radiniekiem” un T2 ir

Ve

attieciba “but pazistamiem”, tad rolr, (Mmes
uzskatam, karadinieki pazist viens otru).

Operacijas ar attiecibam

DEFINICIJA Ja ir dotas divas attiecibas
r,=(ABR) un 1, =(ABR,) tad par 50

attiecibu apvienojumu sauc attiecibu
rur, :(A’B’R1UR2);

par attiecibu skelumu sauc attiecibu

r,1r,=(ABRIR):

par attiecibu starpibu sauc attiecibu
r\r, =(ABR\R,).
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Par atiecibas I = (A B,R) papildingjumu jeb
papildinoso attiecibu sauc attiecibu
r'=(AB,(A" B)\R).

Par atieksmes ' = (A/B,R) apversto attiecibu
sauc attiecibu = (B,AR™)  kur
R*={(y,x)1 B" A|[(x,)| R}

Ja ir dotas divas attiecibu ; =(AB/R) un

r,=(B,C,R), tad par so attiecibu kompozciju
val reizinagjumu sauc attiecibu

r,r,= (A,C, R1R2) kur

RR, ={(X Z)TA A" Cl eksiste yl B tads, ka
(X’y)l Rlun (y,Z)| RZ}

Attiecibu kompozicija Ir saistita ar atteélojumu
kompoziciju:  atiecibu 1 =(AB,R) un
r, =(B,C,R,) kompozicijai

rrs,= (AC, R1R2)

athilst kopa RiR; | kas ir vienada ar kopam Ry un
R, athilstoso attelojumu kompozicijas grafiku.
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PIEMERI <

TEOREMA (attiecibu ipasibas) Ja ' = (AR),
S =(AS)unt =(AT) ir attiecibas kopa, tad ir

speka sadas1pasibas
ner =re=r.lr =rl =1
2 (r')=(r);

3)(r Es)*=r"Es ™
(rCs)'=r"Cs

Hr(sEt)=rsErt.
(s Et)r =sr Etr .

5r (s Ct)l rsCrt.
(s Gt)r I sr Ctr -

Attiecibu specialgadzjumi
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DEFINICIJA Attiecibu I = (A'R) sauksm par

refleksivu, ja katram @l A izpildas nosacijums
ar a

Attiecibas I = (A'R) refleksivitate nozime, ka
el I vaaikal! =1 E€ citos terminos
tas grafiks satur kopas A® diagonali, refleksivas
attiectbas grafa katrai virsotnei A var atrast
skautni, kuras abi gali pieder @ (3adu gkautni sauc
par orientétu cilpu).

Refleksivu attiecibu pieméri: skaitlu vienadiba,
geometrisku figiru vienadiba un I1dziba.

DEFINICIJA Attiecibu sauc par antirefleksivu, ja
jakatram @l A izpildas nosacijums @ '@.

Antirefleksivitate nozime, ka ' | €' va ari, ka

r =1 \e antirefleksivas attiecibas grafa nav
nevienas cilpas.

Antirefleksivu attiecibu piemeri: skaitlu
nevienadiba, taisnu perpendikularitate.
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DEFINICIJA Attiecibu sauksim par simetrisku, ja
jebkuriem diviem al A un Bl A izpildas sads
nosacijums: ja & b tag bra,

Attiecibas simetriskums nozimé, ka ' " =T vai

ar, ka (r\e)’=(r\e)’Ee, gmetriskas
attiecibas grafa starp jebkuram divam dazadam
virsotnem val nu nav nevienas skautnes, vai art ir
divas skautnes (verstas pretejos virzienos).

Simetrisku attiecibu piemeri: skaitlu vienadiba,
figaru I1dziba, cilvéku radnieciba.

Attiecibu §auksim parAantisimetrisku, ja jebkuriem
diviem al A un bl A izpildas nosacijums: ja
arbynbra tog a=b.

Attiecibu antisimetriskums NOZIME, ka

rCrtl e va ai ka (r\e)?> =(r\e)’*\e,
antismetriskas attiecibas grafa nav virsotnu paru,
starp kuru elementiem ir divas skautnes.

Antisimetrisku attiecibu piemeri: skaitlu attieciba
“mazaksvai vienads’, vesdlu skaitlu dalamiba.
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Attieksmisauc par asimetrisku, ja jebkuriem
diviem al A un bl A izpildas nosacijums: ja
arb tog br'a.

Attieksmes asimetriskums NOZIME, ka

r¢r =l va a1 ka r°=r°\e
asimetriskas attieksmes grafa nav cilpu un nav
virsotnu paru, starp kuru elementiem ir divas
Skautnes.

Asimetrisku attieksmju piemeri: skaitlu attieksme
“mazaks’.

Attieksmi sauc par tranzitivu, ja jebkuriem tris

dementien @l A bl A un cl A izildas
nosacijums: ja @ b yn brc tgg @r C.

Attieksmes tranzitivitate nozime, ka ' “1r vai
aika(r Ee)*=r Ee,

Ja ' ir patvaliga attieksme, tad attieksmi t =UT"

il N
sauc par attieksmes I'  tranzitivo slegumu (pieradit
patstavigi, ka U ir tranzitiva attieksme! ).
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Tranzitivu attieksmju piemeri: skaitlu attieksme
“mazaks’ (<), <skaitlu daamibas attieksme,
geometrisku figiru [1dzibas attieksme.

Attieksmi sauc par dihotomisku (aptverosu), ja
jebkuriem diviem al A un bl A tadiem, ka
al b izpildas nosacijums: @ b va bra.

Attieksmes dihotomiskums NOZIME, ka
el rErt

Dihotomisku attieksmju piemgri: skaitlu attieksme
“mazaks val vienads’.

Sakartojumi

DEFINICIJA Attiecibu sauc par dajéeju
sakartojumu, jatair

1) refleksiva,

2) antisimetriska,

3) tranzitiva.

Dalgju sakartojumu sauc par pilnu (linearu)
sakartojumu, jatasir dihotomisks.

Attiecibu sauc par stingru (pilnu) sakartojumu, jata
Ir antirefleksiva, antisimetriska un tranzitiva (un
dihotomiska).
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Refleksivu un tranzitivu attiecibu sauc par
pirmsakartojumu vai kvazisakartojumul.

Kopu ar tga uzdotu daleju sakartojumu sauc par
da/eji sakartotu kopu, kopu ar pilnu sakartojumu
sauc par pilnigi sakartotu kopu vai kedi.

Dalgja un pilna sakartojuma attieksmes parasti
apzimé ar iztetkti nesimetriskiem, orientetiem
atdalosiem __simboliem, piemeram
<’£’p’<’u’_' ’I | : u un citiem. Mes
apzimesim visparigu sakartojumu ar £

Dualo DSK iegust no dotas mainot uz pretgjo
salidzinasanas kartibu.

PIEMERS Vienibas attieciba € acimredzami ir
dalgjs sakartojums, to sauc par trivialo vai diskreto
sakartojumu. Dazi klasiski sakartojumu piemeri:

(N,£),(N,]),(P(A),1),

Elementus x un y sauksm par salidzinamiem, ja
XEY (x ir mazaks vai vienads ka y) vai

X3 Y (x ir lidaks vai vienads ka y), pretgja
gadijuma tos sauksim par nesalidzinamiem.
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Ja uzdota da;éji sakartota kopa (AL), tad
apakskopu Bl A sauc par kedi, ja (B,£) ir
pilnigi sakartota kopa, apakskopu B sauc par
antikedi, ja (B,£) ir triviali sakartota kopa.

Kedi (attiecigi, antikedi) B sauc par maksimalu, ja

jebkuram al A\B apakskopa BE{a} nav
kede (attiecigi, antikede).

Saka, ka dalgji sakartotas kopas garums (attiecigi,
platums) ir 1N, ja taja eksiste kede (attiecigi,
antikede), kas satur 1 elementus un neeksiste kede
(attiecigi, antikede), kas satur N +1 elementu.

DSK, kuras garums ir 1, sauksim par divdaligu
DSK.

Elementu X1 A sauc par vislielako (attiecigi,
vismazako), ja katram al A izpildas @£ X
(attiecigi, X £ Q).

Ja DSK eksiste vidlielakals (vismazakais) elements,
tad to sauc par ierobezotu no augsas (apaksas).
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Elementu X1 A sauc par maksimalu (attiecigi,
minimalu), ja no ta, ka X£ @ seko, ka X =@
(attiecigi, no ta, ka A £ X seko, ka @ = X)),

Grafi sakartojumu vizualizesanai

Slidzinamibas  orientetais grafs — grafs ka
visparigal attiecibai.

Slidzinamibas (neorientetais) grafs -  dazadi
elementi tiek savienoti ar neorientétu skautni tad un
tika tad, ja tie ir salidzinami. lzmanto art
nesalidzinamibas graful.

Hasses grafs

Vizualizejot dalgjus sakartojumus grafu veida, ir
lietderigi nedaudz modificet attieksmes grafa
jedzienu: ja ir dots dalgjs sakartojums (A£) | tad
no sakuma konstrug st sakartojuma grafu parastaja
NoZIME un p&c tam izdz&s visas cilpas un visas
Skautnes, kuru eksistence ir tranzitivitates sekas.

Sadu grafu sauc par sakartojuma (vai Hasses)
grafu.
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Ja kopa A ir galiga, tad &1 definicija nozimg, ka
starp dazadiem elementiem @ un D ir $kautne
(& D) tad un tikai tad, ja @E D un neeksiste
CT A tads, ka claclh atc un C£b
Saka, ka b nosedz a.

Papildus DX ipasibas

Par DSK (AE) apaksattiecibu sauksim DSK
(B.£g), kur Bl A un B Eg D, tad un tikai
tad, ja b1 £ bz (kopa A).

Par intervalu [x,y] sauksim apaksattiecibu, kas
satur visusz. XEZE Y

Ja ir dotas divas DSK (A1£A) un (B1£B) tad
funkciju T :A® B sauksim par izotonu (tadu,

kas saglaba kartibu), ja no ta, ka @£ @ seko, ka
f(@tg T(a),

Divas DSK (A1£A) un (B’£B) sauksim par
Izomorfam, ja eksiste bijektiva funkcija
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f:A® B 3dq ka @E2 @' tad un tikai tad, ja
f(aEg f(a).

Var defingt a1 antiizomorfisma jédzienu, kad
eksistz bijektiva funkcija - A® B tida ka
af,a taduntikai tad, ja f(@)3g (),

Par DSK kezu sadalijjumu sauksm tas elementu
kopas sadaljjumu apakskopas, kuram atbilstosas
apaksDSK ir kedes.

TEOREMA (Dilvorts) Galigai DSK platums ir
vienads ar minimalo kézu sadaljuma elementu
skaitu (minimalo skaitu k&zu, kuras var sadalit doto
DSK).

PIERADIJUMS Patstavigi, izmantot matematisko
Indukciju pec platuma.

Operacijasar DK
1) apvienojums - jadotas DSK D; = (A, R) un
D,=(AR) uwn ATA=A i«
D, +D,=(AUA,RUR,)

2) lineara summa - Jja dotas DSK

D, =(A,R) un D, =(A,R,) un
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ALA =/ tad
D,AD,=(AUA,RURUA" A),

visi viena kopas elementi ir mazaki neka vis
otras kopas elementi;

3) Dekarta reizinajums - ja dotas DSK
D, =(A,R) un Dzz(Az’Rz), tad
D," D,=(A" A,S) , kur elementi
(a,a,) un (B,0,) ir salidzinami tad un tikai
'[ad,jaa1£R1 b un & £R2 b,

PIEMERI Keéde ir viena elementa DSK iteréta
lineara summa. Antikéde ir viena elementa DSK
Itercts apvienojums.

Ja ir dotas divas DSK D;=(A,R)un
D, =(A,,R,), tad var defingt leksikografisko
sakartojumu (kopu) Dekarta reizinajuma A A
sadi: (a,3,) £(b,,1,) tad un tikai tad, ja & E By
vai & =B una, £b,

PIEMERS Jair dota pilnigi sakartota kopa (A£)
tad katram NI N kopa A" var defingt pilnu

sakartojumu, ko sauc par sakartojumam £
atbilstoso leksikografisko sakartojumu, kuru mes
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apzimésim  ar P, sada  veida:
(a,»a,)P(b,b) tad un tika tad, ja
mazakajam indeksam | , tadam, ka & * B izpildas
nosacijums & £B .

DSK sauc par graduétu, ja visam maksimalam
kédeém ir vienads garums. Par graduetas kopas
rangu sauc jebkuras tas maksimalas kedes garumu.

Par DSK ranga funkciju sauc funkciju r, kas katram
elementam piekarto veselu skaitli ta, kajay nosedz
X, tad r(y)=r(x)+1. DSK, kura eksiste ranga
funkciju sauc par ranzéetu DSK. Par k-ta ranga
kopu sauc DSK apakskopu, kuras elementi rangs
vienadsar k.

DSK (B£,) ir DSK (A£,) paplasingjums, ja

(En) i (£g). JaB ir linears sakartojums, to sauc
par linearu paplasinajumu.

Topologiskas skirosanas probléema: atrast dotas
DSK linearo paplasinajumu.

Par DSK A realizatoru sauc visu tadu tas linearo
paplasinajumu kopu, kuru skélums ir A. Par DSK
A dimensiju sauc minimali iespgjamo elementu
skaitu tasrealizatora.
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PIEMERS DSK pielietojumi skirosana. Skirosanas
uzdevuma merkis ir sakartot dotos skaitlus
(vispariga gadijuma, lineari sakartotas kopas
elementus) pieaugosa kartitba veicot vairakkartigi
divu elementu salidzinasanas operacijas. Tadgjadi,
jebkura lalka momenta uzkrato zinasanu apjoms ir
DSK, kas apraksta visu salidzinasanu rezultatus.
Algoritms ir jaizstrada ta, lai katra nakama
salidzinasana pec iespgjas samazinatu DSK
dimensiju.

Ekvivalence

DEFINICIJA Attiecibu sauc par ekvivalenci, jata
Ir

1) refleksiva;

2) sSimetriska;

3) tranzitiva.

Ekvivalences parasti apzimé ar simboliem, kas ir
Izteikti Simetriski attieciba pret vertikalo ad,
piemeram, =+ @

Klasiski  ekvivalencu piemeri:  skaitlu  un,

visparigak, matematisku objektu vienadiba vai
“Izomorfisms’, geometrisku figuru lidziba.
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TEOREMA Jebkurai kopai A pastav bijekcija
starp ekvivalencem, kas uzdotas kopa A un kopas
A sadalfjumiem.

PIERADIJUMS Ja ir dots kopas A sadalijums
A ={Al}a, , tad definesm tam athilstosu
ekvivalenci © sada veida: @° D tad un tikai tad,
ja @ un D pieder vienai un tai pasai sadalijuma
apakskopai A, apzimesim 30 attelojumu no kopas
A sadalijumu kopas uz kopas A attieksmju kopu
ar |

Pieradisim, ka katram sadaijjumam definéta
attieksme tiesam ir ekvivalence:

refleksivitate - katram @l A izpildas @ ° &,
smetrija - ja a°b, tad {aB T A Kada
apakskopai Axun b a,

trangtivitate - ja a°b un Db°cC, tad
{abl A un (bl A t@tad A=A un
ac°c

NoO otras puses, pienemsim, ka ir dota ekvivalence
un paradisim, ka sada attieksmes var
viennozimigi  piekartot kopas A  sadalfjumu,
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apzimesim o attélojumu no kopas A ekvivalencu
kopas uz kopas A sadalfjumukopuar Y .

Katram al A definessm A, ={xI A|x° a}
Karam al A al A, tatad ATAE un
yAAa:A, tatad kopa {AJaa ir kopas A
parklajums.

Pieradisim vél, kaja A " A tad AL T A = A
Ja ATAYA tad esse Cl A tads ka

cl Aa’CT A, no ka seko, ka a° ¢c,c° b yn
a°hb.

Pienemsim, ka eksise XI A tads ka
xI ALxI A tad iegistam, ka X% @ un
X°'D., Ta ka a°Db, tad no attieksmes
tranzitivitates seko, ka X ° D, kasir pretruna

L1dziga veida iegisim pretrunu, ja pienemsim, ka
eksiste X A tads ka XI A, X1 A,

No funkciju] unY  konstrukcijam seko, ka to
kompozicijas jebkura Kkarttba Ir vienadas ar
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vienibas attelojumiem attiecigajas kopas, tatad abas
s1s funkcijasir bijekcijas.



