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ATTELOJUMI UN FUNKCIJAS

Kopas parasti tiek uzskatitas par fiksetiem,
statiskiem objektiem.

Lal atlautu kopu un to elementu parveidojumus,
levies attelojuma jedzienu.

Attelojums ir kada darbiba vai operacija, kas
parveido, parstrada dotas kopas elementus par
kadas citas (vai tas pasas) kopas elementiem.

DEFINICIJA Par attélojumu T no kopas A uz
kopu B (f:A® B v4 A%4® B) sauc
atbilstibas likumu, kas katram kopas A elementam
A piekarto kadu kopas B apakskopu T (@), ko
sauc par elementa @ attélu attiecibauz f .

Kopas A elementi, kuru attéli ir netuksas kopas,
veido attelojuma T definicijas apgabalu D(f) .

Par kopas A apakikopas X T -attelu (apzime ar
pierakstu Im(f,X),Im(f) val 1:(X)) sauc kopu
Uf@@.

al X
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Par attelojuma f vertibu kopu sauc kopu f(A) .

Par kopass B edementa D inverso attélu
f “*(b) sauksim kopas A apakikopu

fal Al|bl f(a)}

Par kopas B apakskopas B' inverso attelu
-1
f (B) sauksm kopas A  apakskopu

U ()

bl B’

Attelojuma jedziens Ir viens no
fundamentalakgiem matematikas jedzieniem, bez
kura muasdienu matematika nav iedomajama, un
kuru, tapat ka kopas, cilveki izmanto daudz biezak
neka vini to apzinas.

PIEMERI

a) skaitlu funkcijas, ar kuram lasitaji ir pazistami
no skolas matematikas kursa, ir attelojumi no
kadas realu skaitlu kopas R apakskopas uz

kadu (iespejams, citu) kopas R apakskopu:;
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b) pienemsim, ka kopa A ir visu cilveku kopa,

B ir visu cilveku valodu kopa, katrs cilveks
principa ir spejigs parvaldit vismaz vienu

valodu, tapec apskatisim attelojumu f kas
piekarto katram cilvekam to valodu kopu,
kuras vins vai vina parvalda, ieverojiet, ka ir
cilveki, kuriem tiek piekartota tuksa kopa (tie
Ir cilveki, kas neparvalda nevienu valodu,
piemeram, mazi bérni), ir cilveki, kas parvalda
vienu valodu (tadu ir vairakums) un ir cilveki,
kas parvalda vairakas valodas;

c) (nenopietns piemérs) pienemsim, ka A ir

Jisu augstskolas studentu kopa un B ir
studensu kopa, katram studentam var patikt
viena val vairakas studentes, tapéc varam
definet attelojumu, kas  piekarto katram
studentam to studensu kopu, kas vinam patik.

Attelojuma uzdosanas veidi

Attelojumu var uzdot sados veidos:
a) tiesi defingjot attelu katram kopas A

elementam (31 metode der, jakopas A un B
Ir galigas kopas ar nelielu elementu skaitu);
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b) uzdodot attelojuma raksturigu 1pasibu,
Izmantojot matematiskas va citas dabas

terminus, pieméram, T (X) =sinXx
Attelojumu ir lietderigi vizualizet sada veida: uz
papira lapas, tafeles vai monitora ekrana atzime

visus kopu A un B eementus un katram al A
zZimé vienu bultipu no @ uz katru elementu

apakskopa f(2), sadu zimgjumu sauc par
attelojuma grafu vai diagrammu, kopu elementus
sauc par grafa virsotnem un bultinas - par
Skautnem.

Ja attslojums ir definets no kopas A uz A (tadu
attelojumu sauc par attelojumu sevi), tad pietiek

atlikt tikai kopas A elementus viena eksemplara.

DEFINICIJA Divus atelojumus T :A® B yn
9: X® Y sayc par vienadiem (T = 9) tad un
tika tad, ja A=X,B=Y un katram
al A= X izpildasnosacijums f () = 9(a)

DEFINICIJA Jair dots attelojums T - A® B
tad par ta apversto attelojumu 9 - B® A sauc
attelojumu, kas katram bl B ir definsts ar
nosacijumu 9(0) = f*(0) (apzime ar )
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Par attélojuma f apversto attélojumu ir lietderigi
domat ka par attelojumu, ko iegust, izmainot uz

pretejo visu bultinu virzienus attélojuma f grafa.

Paregjot uz apversto attelojumu, definicijas apgabals
un vertibu apgabals mainas vietam.

(f)*=1f jo, mainot bultipu virzienu divas
reizes, nonakam sakotngja stavokii.

Pieméra a) apvérstais attelojums ir attelojums, kas

katrai valodal piekarto to cilvéku kopu, Kkuri
parvalda so valodu, u.t.t.

DEFINICIJA Par attelojuma T : A® B grafiku
G(f) sauc apakskopu

{(a,b)] A" B|bl f(a)}
kopa A" B.
Attelojumu kompozicija

DEFINICIJA Par atelojumu T :A® B yn
g:B® C  kompozciju (reizingjumu) sauc



O 2005, Peteris Daugulis 6

atelojumu 90 T 2A® C | kas ir definets sadi:
katram al A
(gof)(@=9(f(a).

Ja ir dots gaigs skaits attelojumu
f,rA®A,TL,A®A,. I A®A,
tad par to kompoziciju f10f,0..0T, sauc

attelojumu, kas katram @l A ir definets ar
vienadibu

(f,0f,0..0f)@) = f,(f,(..(f,(a).)

kur labgja puss elementam QA tiek pielietoti
attelojumi Trs Toogoees T

Attelojumus, kuri piedalas kompozicija, sauc par
kompozicijas relzinatajiem.

Attslojuma T :A® A niartigo kompoziciju

5—%%4‘)&; sauksim par f n-to pakapi.

Ja atelojums [ :A® B it vienads ar
kompoziciju 90N, kuwr h:A® C
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g:C® B, tad teksm ka atslojums f
faktorizejas caur C.

TEOREMA (kompozicijas asociativitates ipasiba).
Jebkuriem trts attelojumiem
f:A® B,g:B® C h:C® D
Izpildas vienadiba
(hog)of =ho(go f)

PIERADIJUMS Pieradisim, ka katram al A

1zpildas vienadiba

((hog)o f)(a) =(ho(go f))(a).
K opa pieradamas vienadibas kreisaja puse ir
((hog)o f)(a) =(hog)(f(a)) =h(g(f(a))).
Kopalabaja puse ir
(ho(go f))(@) =h((go f)(a)) =h(g(f(a)))

un vienadibair acimredzama.

ATTELOJUMU VEIDI (SPECIALGAD/JUMI)
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DEFINICIJA Attelojumu T A® B sac par
visur definetu, ja D(f) = A

Attelojumu sauc par sirjektivu, ja f(A)=B,

Attelojumu sauc par funkciju, jatasir visur definets

un katram al A f(a) saur tiesi vienu
elementu.

Funkciju sauc par injektivu, ja jebkuriem dazadiem
kopas A elementiem & un &, ir dazadi attéli, tas
injad* &, tad ()1 T(a,), citos terminos,

katram BT f(A) kopa f (D) satur tiesi vienu
elementu.

Funkciju, kas ir vienlaicigi surjektiva un injektiva,
sauc par bijektivu (savstarpeji viennozzmigu)
funkciju (vai par permutaciju, ja iet runa par
endofunkciju).

Jebkura kopa A funkciju T, kas katram @l A
defineta ar formulu (@) =@ sauc par vienibas
attelojumu (1d,4), kas atbilst kopai A.

Visplasak pielietotais attelojumu tips ir funkcijas.
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Attelojumu, kas nav funkcija, biezi sauc par
daudzvertigu funkciju.

Vairakas dabiski defingjamas funkcijas var atrast,
sikak apliikojot kopu teorijas pamatdefinicijas un
operacijas ar kopam:

Ja S| A, tad ir definsta injektiva funkcija

Is:S® A ko sauc par apakskopai S atbilstoso
dabisko iek/ausanu (immersiju, iegremdéesanu), un

kas " SI S ir defincta ar formulu 1s(S) =S, kur

labaja puse elements S tiek uzskatits par kopas A
elementu.

Jair dots attelojums T : A® B tad kompoziciju
foi;:S® A® B

sauc par attelojuma f sasauringsanu  uz
apakskopu S.

Ja ir dots attelojums 9:S® B un ja eksiste
attslojums f - A® B tads, ka f0ls =0, tad
saka, ka T ir attelojuma 9 paplasingjums no
apakskopas As uz A.
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Katrai kopas A apakskopai S| A definesim
funkciju Cs:A®{0L} & zadu formulu:
cs(@=1jaal A un Cs(@)=0, jaal A

Funkciju Cs sauc par apakskopas S raksturigo
(harakteristisko) funkciju.

Ja A ={A}a ir kopas A faktorkopa, tad ir

defingta surjektiva funkcija P:A® A | ko sauc
par faktorkopal atbilstoso dabisko projekciju, un

kas karanm @l A, ir defincta ar formulu

p(a) = A, .

Jair dotas divas kopas A un B | tad ir defingtas
divas surjektivas funkcijas Pa A" B® A yn
Ps:A" B® B, kuras sauc par dabiskajam
projekcijam uz tiesa reizingjuma komponentem
(faktoriem, reizinatajiem), s1s funkcijas ir definctas
ar formulam

pa(ab) =a, pg(a,b) =b.
Ja atelojumam [ A® B izidas ipasiba

“al AT(a)=D, kur b ir fikssts, tad tadu
attelojumu sauksim par konstantu attelojumu.

Funkcijas starp mazam galigam kopam ir &rti
analizet izmantojot funkciju grafus.
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Ta, piemeram, funkcija T A® Bir surjektiva
tad un tikal tad, ja katra kopas B elementa ieiet
vismaz viena T - bultina. Funkcija ir injektiva tad

un tikai tad, ja katra kopas B elementa ieiet ne
vairak ka viena bultina.

Bijektivu funkciju no (vishiezak galigas) kopas
Sevi parasti sauc par permutaciju (parkartojumu).

TEOREMA Divu funkciju kompozicijair funkcija.
Divu bijektivu funkciju kompozicija ir bijektiva

funkcija. Ja funkcija f:A® B jr pijektiva

funkcija, tad tas apversta funkcija f = arf ir
bijekttiva funkcija un izpildas vienadibas
fof*=id,,ftof =id,

PIERADIJUMS Patstavigs darbs.

TEOREMA A -gdigakopa, f:A® A
1)ja T irinjektivafunkcija, tad ta ir bijektiva.
2)ja T ir sirjektivafunkcija, tad ta ir bijektiva.

PIERADIJUMS Patstavigs darbs.
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Orbitas un invariantas kopas

Pienemsim, ka ir dots atslojums | :A® A

orb, (@)= U £"(a)

elementa a orbitu attieciba uz f. Apakskopal

¥
SI A kopu Orb, (S):Hf (S) art

Kopu sauksim  par

sauksim par tas orbitu.

Apakskopu S| A sauksim par invariantu
(fiksetu)  apakskopu  attiectba uz f, ja

Orb, (S)I S (Orb,(S) =S,

Elementu a sauksim par fiksetu punktu, ja tam
atbilstosa vienelementa apakskopa ir fikseta, citiem

vardiemsakot- f(@) =a

Katras apakskopas orbita ir fikseta apakskopa.
Diviem kopas elementiem orbitas var sakrist.

Attelojumu izomorfisms

Divusattelojumus | -A® B yn g: X® 'Y
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sauksm par izomorfiem, ja eksiste bijektivas
funkcijas ] *A® X yn Y 1B® Y (5das ka
y of =go

Permutacijas un to struktira
Permutaciju pieraksta veidi:

1) attelu saraksts;
2) vertikalais pieraksts;
3) horizontalais pieraksts

- Sgja gadijuma funkciju pieraksta divu rindu veida,
kas ir savienotas ar iekavam, augs¢ja rinda raksta
kopas elementus kaut kada notelkta Kartiba,
apakseja rinda raksta kopas elementu attélus
attieciba uz doto funkciju ta, ka katra kolonna

W o= —

apaksejais elements ir augseja elementa attéls.

Piemeram, funkciju f : A® A ja A={12,34}
un
f)=3f(2)=1 fQ=4f4)=2
var pierakstit sadi:
. _ 882340
- §31425-

4) diagrammas veida.
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Divu permutaciju kompozicijas, permutacijas
INnversas permutacijas notetksana.

DEFINICIJA Jair dots permutacija 1 A® A,
tad divus kopas A elementus x un y sauksim par f-

ekvivalentiem, ja X! Orb¢(Y) citiem vardiem
sakot eksiste k tads, ka X = T “(Y)

TEOREMA f-ekvivalence ir ekvivalences attieciba
kopa A (ekvivalences klases ir f-orbitas)

PIERADIJUMS Nav griits.

Pieradijam, ka kopa A ir savstarpgji skirtu orbitu
apvienojums. Tagad ir jasaprot, ka f darbojas katra
orbita.

DEFINICIJA Funkciju f:A® A no gaigas
kopas A sevi sauc par ciklisku attelojumu vai
ciklu, ja
1) vai nu | AR 2 un kopas A elementus
var  sanumurét  noteikta  kartiba
[a,8,....a,] ta, ka T(&)=a., ja
1£1En-1un f(a,) =4,
2) vai a1 |AF1 un kopas A vienigais

dements A  apmierina  vienadibu
f(a)=a
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Ja A ir galigakopaun f 1 A® A jr funkcijano
A sevi, tad kopas A apakskopu C sauc par T -
ciklu vai ciklu attieciba uz funkciju f , Jafunkcijas
f sasaurinajums uz C ir ciklisks attelojums - val
nu lCP 2 un kopas C dementus var sanumuréat
noteikta kartiba [C1,Czr-- Gl ta, ka T(G) =Gy,
jalEI1£K-1un f(c)=c¢, vaailCFLlun
kopas C vienigais eements C apmierina
vienadibu T(C) =cC.

Elementu skaitu cikla sauc par cikla garumu.

Ciklu, kura garums ir 1, sauc par funkcijas fikseto
punktu. Ciklu, kura garums ir 2 sauksm par
transpozcijul.

Ja cikla garums ir stingri lielaks neka 1, tad ciklu
sauc par istu (netrivialu) ciklu.

Funkciju T 1 A® A,sauc par visparinatu ciklu, ja
eksiste apakskopa C | A kasirists T - cikisun
vis dementi kopa A\ C ir fikssti punkti.
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Divus visparinatus ciklus, kas uzdoti viena kopa
sauc, par neatkarigiem visparinatiem cikliem, ja to
netrivialo ciklu skelums ir tuksa kopa.

PIEMERS: A={123456,789, funkcija
f:A® A jrdefinstasadi:

fO=1f(2=31(3=2f#)=5f()=6T(6)=7
f(7)=8,1(8)=9,f(9) =4,

Viegli redzét, ka sai funkcijai ir 3 cikli: 1 cikls
C.={1} a gaumu 1, 1 ckis C, ={23 a

garumu 2 un 1 cikls Cs ={4.56,7.89} ar garumu
6.

Ciklu ir viegli interpretet funkcijas grafa terminos:.
tas ir sakarigs grafs (grafs, kuru nevar sadalit divos
val lielaka skaita grafos), kura katral virsotnei ir
tiesi vienaizeg osa un tiesi viena iegosa skautne.

Ja funkcija T :A® A i (ks un
f(a)=a,, T(a)=a,,...T(a,) =a,, tad zadu
funkciju Ir pienemts apzimét ar pierakstu
f =(aa,.a,)
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TEOREMA (permutacijas sadalijums ciklos)
Galigas kopas permutacija ir vienada ar galigu
neatkarigu visparinatu ciklu kompoziciju. Sadas
kompozicijas reizinataji ir noteikti viennozimigi ar
precizitati I1dz to kartibai kompozicija.
PIERADIJUMS Pienemsim, ka ir dota galigas
kopas A permutacija f - A® A yn|Al=N.

Interpretesim galigas kopas permutaciju fka
grafu.

Ta ka permutacija ir injektiva un surjektiva
funkcija, tas grafam piemit 1pasiba, ka katrai
virsotnel ir tiesi viena iegosa un tiesi viena izejosa
Skautne.

Tas nozime, ka sakot ar jebkuru virsotni & 3aja

grafa mes iegasim virsotpu kopu Ci ={ay,..a},
kas apmierinas vienadibas

fa)=a, 1(a)=a;..T(a)=a,

Ja K=n, tad permutacija ir cikls un teorema ir
pieradita. Ja K <N, tad izvelesimies jebkuru

elementu kopa A\ C, un atradisim otro ciklu C; .
Turpinasim so proceduru tik ilgi, kamér nebtsim

ieguvusi kopas A sadalijumu {Ci.-.Co}, tadu,
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ka permutacijas f sasaurinajums uz Kkatru
apakskopu Ci ircikls.

Katrs kopas A elements pieder vienam un tikai
vienam ciklam, tapec sads sadaljjums ir notekts
viennozimigi.

Ja C1:Cyie, Gy iy visparinati cikli, kuru netrivialo
ciklu skelums ir tuksa kopa, tad visu so ciklu
kompozicija nav atkariga no reizinataju kartibas,
tasizriet no tiesas parbaudes.

ApzZimesim permutacijas f sasaurinajumu  uz
kopu C a T Artiesu parbaudi var parliecinaties,
ka kompozicija f10 f,0...0 T ir vienadaar T .

SECINAJUMS (permutacijas cikliskais pieraksts)
Teorema rada, ka permutaciju var uzdot parskaitot
tas ciklus un kartibu, kada tiek sakartoti eementi
katra cikla, So pierakstu sauc par permutacijas
ciklisko pierakstu.

Saja pieraksta ciklus ar garumu 1 parasti neuzrada.
PIEMERS permutaciju

. _ 88234567895
g1325674985
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var pierakstit forma
f =(23)(4567)(89)

Funkcijas karta

Par funkcijas T A® A 1artu sauksim mazako

k
naturalo skaitli k tadu, ka T =10,

TEOREMA Katra permutacija ir vienada ar
transpoziciju kompoziciju.

PIERADIJUMS Ta ka jebkura permutacija ir
neatkarigu ciklu kompozicija, pietiek pieradit
teoremu, ja permutacija ir cikls. Vienkarsibas pec
uzskatism, kaA={1,2,...,n}.

Pienemsim, kair dots ciklsf=(1;2;...;n-1;n). Var
redzet, ka T = (@)@ n- 1)...(13)(12)
(paskatities katra e ementa attelu).

TEOREMA Dota permutacija f : A® A kasir
izteikta ka transpoziciju kompozicija f=tt,..1
Tad ir speka sadi apgalvojumi:
— k
1) skaitlis € =(-1)" ir atkarigs tikai no f un
nav atkarigs no transpozicijam (to sauksim par
f paritati);
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2) izpildas vienadiba €t =€t€y (paritates

multiplikativa ipasiba).

PIERADIJUMS Vienkarsibas pec uzskatisim, ka
A={12,...,n}.

1) Pienemsim, ka eksiste vel viens sadalijums
f =SS,..S | kur skaitliem k un | ir dazadas
paritates veselo skaitlu teorijas nozime (atlikums
pec modula 2). legistam, ka Ulp--ty =SS,...§
levérosim, ka katras transpozicijas kvadrats ir
2 .
vienibas attelojums, titad & =1d, . Veidosm
kompozicijas ar {1 13-+ (no kreisas puses), beigas

iegism  vienadibu  1da =4t 0USS, .S
leverosim, ka k+l ir nepara skaitlis pec pienémuma.

Pieradisim sadu apgalvojumui: ja
Id, =SS ,..S 1, kur visas S ir transpozicijas,
tad m ir para skaitlis, no ta sekos pretruna un
teoremas pirma punkta pieradijums. So
apgavojumu mes pieradisim, paradot, ka

reizingjums 1d, =SS ,--S oy ir vienads ar m-2
transpoziciju reizinajumu, atkartojot So operaciju
vairakas reizes, iegisim, ka vienibas atteélojums ir
vienads ar vienu transpoziciju, kasir pretruna.
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Piepemsim, ka visas transpozicijas, sakot ar S j+1,
kur | ir fiksgts, nesatur elementu 1 (1ir to fiksctais

punkts). Pienemsim, ka S j = (1P) . Attieciba uz
S j-1ir iespejami 4 gadijumi:

a) S 1 =(p)-

) Si1=Wa),q* p.

¢)S;.1=(pa), gt p.

d) S i.=(@r), gt p,rt p,

Ja ir speka gadijums a) tad S j-15 | =1d, yn
Id, =SS ,..5 .8 j4S

1~ m,

Ja Ir speka gadijums b), tad
S .S ; =1g)@p) =@p)(pPa) .

Ja Ir speka gadijums C), tad
S .8 =(pa)p) =(19)(pq)

Ja Ir speka gadijums d), tad
S5~ (ar)@p) =@p)(ar) .

Gadijuma a mes jau esam Ssamazinajusi
transpoziciju skaitu par 2. Ja ir gadijumi b),c) val
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d), tad més varam panakt, ka elements 1 tiek
kustinats transpozicija, kuras indekss ir par 1
mazaks, turpinam S0 procesu, kamér va nu
nonakam pie gadijuma a), vai a1 panakam, ka

id, =s'8%..8",, kur S'1=(19) un pargjas
transpozicijas nekustina elementu 1. legustam, ka
id,(D=(s"8"5-8" ) )D=s"D*1 kas ir
pretruna.

2) Ja f =ttt un g:tlltlz---t'h tad
fg=tt,..tt'..t un

e = (- D' =(-) (-1 — €€y,
Atkariba no paritates permutaciju sauksim par para
val nepara permutaciju.

Operacijas

DEFINICIJA Ja ir dota kopa A, tad funkciju
A" ® Asaucpar N-vietigu operaciju.

1-vietiga operacijair vienkarsi funkcija A® A
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2-vietiga operacija (binara operacija) ir funkcija,
kas katram sakartotam kopas A elementu parim
piekarto kadu kopas A elementu.

Binaru operaciju piemeri: skaitlu aritmetiskas
operacijas, funkciju kompozicija.

N. vietigas operacijas ar N> 2 tiek pielietotas
relativi reti.



