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DISKRETA MATEMATIKA

Diskreta matematika — matematikas nozaru
kopums, kas stude objektus, kuru 1pasibas mainas
diskreti (Iecienveidigi, partraukti) , pilemeram,

veselus skait]us,
kopas (dazadu objektu sakopojumus),
grafus (tiklus).

Diskreta matematika ir masdienu datorzinatnes un
datortehnikas matematiska baze (jo datoros
Informacija tiek fikssta un apstradata diskréta
veida) :

Klasiska (nepartraukta) matematika vishbiezak
nodarbojas a  “gludiem”, nepartrauktiem
objektiem: nepartrauktam funkcijam.

Diskrétas matematikas nodalas, kas tiks apskatitas
saja kursa:

kopu teorija,
kopu attéelojumi un funkcijas,

attiecibas,
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matematiska logika un tas pielietojumi;
kombinatorika,

grafu teorija.

KOPU TEORIJAS PAMATI
Pamatdefinicijas

DEFINICIJA Kopa ir jebkuras dabas dazadu
objektu (kopas elementu) kopums, kas tiek
uzskatits par vienotu veselu. Kopal un tas
elementiem piemit sadas raksturigas 1pasibas:

1) viss kopas elementi tiek uzskatiti par
dazadiem;

2) starp kopas elementiem nav uzdota nekada
kartiba, hierarhijaval sakariba;

3) kopas elementiem var but dazada daba un
viena kopa var pastavet dazadas dabas
elementi.

Multikopa ir jebkuras dabas (iespgjams, ar
atkartojumiem) elementu kopums, kas tiek
uzskatits par vienotu veselu. Ja kads elements
multikopa atkartojas N reizes, tad saka, ka s1
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elementa multiplicitate (karta) dotga multikopa ir
vienadaar N.

Ja objekts A tiek uzskatits par kopas A elementu,
tad soka, ka & pieder kopai A vai, ka A satur
dementu @ (al A).

Ja objekts @ netiek uzskatits par kopas A
dementu, tad saka, ka & nepieder kopai A
(al A.

Kopu, kas nesatur nevienu elementu, sauc par tuksu
kopu (apzime ar simbolu £E).

Jakopa A satur galigu skaitu elementu, tad to sauc
par galigu kopu un tas elementu skaitu apzime ar
pierakstu | Al |, pretéja gadijuma kopu sauc par
bezgaligu kopu.

Kopa Iir elementars (un pat uzskatits par
nedefingjamu) matematisks jeédziens, uz Kkuru
balstas matematika.

Kopa ir tik plasi lietots jedziens, ka biezi cilveki
opere ar tam it ka automatiski, nedomajot par to
eksistenci.
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Saja teksta ar terminu “kopa’ més domasim
jedzienu “kopa, kas nav tuksa kopa’, jatiesi nebis
noradits pretejais.

Biezi, stradajot ar ar notelktas dabas elementu
kopam, ir lietderigi fiksSt art visu iespéjamo Sis
dabas elementu kopu — universu, universs var
mai nities atkariba no situacijas un vajadzibas.

Kopu piemeri:

visu naturalu skaitlu kopa , visu naturalu skaitlu
kopa, kas ir mazaki neka 10, visu afab&tu burtu
kopa, visu plaknes punktu kopa, visu plaknes
punktu kopa, kas pieder dotga plaknes figaral,
visu dotas pilsetas iedzivotaju kopa, u.t.t.

Multikopu piemeri:

visu cilveku vardu multikopa(daziem cilvekiem ir
kopigi vardi, tapec tie atkartojas),

visu kada priekSmeta aomu  multikopa
(makroskopisks prieksmets sastav no dazu kimisko
elementu atomiem, kas atkartojas “neskaitamas’
reizes).
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Ja kads elements multikopa atkartojas N reizes, tad
saka, ka st elementa multiplicitate dotaja multikopa
ir vienadaar N.

Kopu uzdosanas veidi

Kopas var uzdot sados veldos:

aprakstot (parskaitot) visus kopas elementus
saraksta veida (ST metode visbiezak tiek izmantota
ja kopas elementu skaits ir mazs), Saja gadijuma
kopas €lementus apvieno ar figuriekavam;
pieméram, uzdosim kopu A, kas satur 3 elementus
a,b,c:

A={ab,c}

acimredzami kopa A ir galigaun | A= 3,

gadijuma, ja kopa ir bezgaliga, lieto sadu pierakstu:
A={a,},;,, kur @ ir indekss, ar kura starpniecibu
tiek parskaititi kopas elementi, un | Ir ST
Indeksa vertibu kopa;

aprakstot kopas elementus raksturojoso 1pasibu
Izmantojot matematiskas vai citas dabas terminus,
sgja gadijjuma izmanto dazada velda pierakstu,
vishiezak raksturojoso 1pasibu iesledz figariekavas,
kuras ir atdalosa vertikala svitra, pa kreisi no sis
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svitras tiek uzdots universs, pa labi no atdalosas
svitras tiek uzdota ipasiba, kas piemit uzdodamas
kopas elementiem; piemeram, definessim kopu A,
kas satur visus naturalus skaitlus, kas ir lielaki neka
10:

A={nl N|n>10}:

legustot kopu no jau ieprieks uzdotam kopam
veicot ar tam notelktas darbibas (operacijas),
pieméram, zemak defingto kopu papildingjumu,
skelumu, apvienojumu, starpibu, apakskopu
konstruesanu, faktorizesanu, tieso reizingjumu un
citas no tam atvasinatas operacijas.

Datoru atmina kopas parasti uzdod masivu —
skaitlu, smbolu, vardu veida.

Ja a kopam ir jastrada ka a datiem
programmesana, tad tas var definet ar1 sados 2
veidos:
1) ar programmu, kas atpazist universa dotas
kopas elementus;
2) ar programmu, kas generé visus dotas kopas
elementus.

Kopu nosaukumus parasti apzimesim ar lielgjiem
latmpu burtiem un kopu elementus ar mazgiem
lattu val grieku burtiem.
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Kopu vizualizacijas metode — Eilera-Venna
diagrammas

Kopas tiek attelotas ka plaknes apgabali. ST metode
var tikt pielietota, ja kopu skaits nav parak liels (2-
4 kopas) un specialgadijumos.

Kopu vienadiba, apakskopas

DEFINICIJA Divas kopas A un B sauc par
vienadam (apzime ar pierakstu A= B), jaizpildas
sads noteikums: ja al A, tad al B un, ja bl B,
tad bl A . Tuksa kopa nav vienada ne ar kadu
netuksu kopu.

(citiem vardiem sakot, kopas A un B nav
atskiramas viena no otras ka elementu kopumi).

DEFINICIJA Ja eksiste vismaz viens al A, tads,
ka al B vai vismaz viens bl B, tads, ka bl A,
tad saka, kakopas A un B nav vienadas(A?t B).

DEFINICIJA Saka, ka kopa A ir kopas B
apakskopa (Al B), ja izpildas sads noteikums: ja
al A, tad al B. Tuksakopair jebkuras kopas (art
tuksas kopas) apakskopa.
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Ja Al B un A B, tad saka, ka A ir ista kopas
B apakikopa( Al B).

Ja Al B, tad saka, ka kopa B ir kopas A
aptverosa kopa.

Par kopas apakskopu ir jadoma ka par kopas dalu.

Apakskopu vagadzibas gadijjuma uzskata par
aptverosas kopas 1stu apakskopu, lai uzsvertu to
apstakli, kata ir atskiriga no aptverosas kopas.

Programmésana apakskopas biezi vien uzdod bitu
vektoru veida: ja ir dots galiga aptverosa kopa val

universs {&,- &} tad apakskopu A uzdosim ka
binaru virkni ar garumu n, kura elements ar numuru

iirl,jaal Auno,jaall A

PIEMERS Ja aptverosa kopair {a,b,c,d,e, f} | tad
apakskopai {b.c, f} atbilst bitu vektors 011001.

Apakskopu rpasibas.

1) Jebkura kopa A ir apakskopa attieciba uz
sevi: Al A:

2) Ja Al B un BI C, tad Al C, jo jebkurs
kopas A elementsir art kopas C eements;
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3)Ja Al B un Bl A, tad A=Bsaskapa ar
kopu vienadibas definiciju (So 1pasibu parasti
Izmanto, lai pieradrtu divu kopu vienadibu);

4) Jebkura kopa ir apakskopa tal atbilstosaga
universa.

Ja dota kopa A, tad sis kopas visu apakskopu kopu
apzime pierakstu P(A) un sauc par §is kopas
buleanu (par godu britu matematikim Bialam
(Boole) vai pakapes kopu).

PIEMERI Ja A={ab,¢; un B={ab,c.d,g, tad
acimredzami Al B unpa Al B.

Fiksesim kopu A={a,b,c} un parskaitisim visas §is
kopas apakskopas. Viegli redzét, ka kopai A ir 8
apakskopas: tuksa kopa A; tris kopas, katra no
kuram satur vienu elementu: {a}.{b}.{c} ; tris kopas,
katra no kuram satur divus elementus:
{a,b}.{a,c}.{b,c}; kopa A.

Naturals skaitlis ir vesels skaitlis, tatad visu
naturalo skaitlu kopa N ir apakskopa visu veselo
skaitlukopa Z : NI Z,

Vesds skaitlisir reals skaitlis, tatad Z 1 R.
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Apskatisim taisni | plakne P . Apzimesim visu
taisnes punktu kopu ar L un visu plaknes punktu
kopuar P , acimredzami L1 P .

Operacijas ar kopam

DEFINICIJA Par kopas A papildingjumu sauc
kopu A={ul Uful A kur U ir kopa A
atbilstosais universs.

Par kopas papildinajumu ir jadoma ka par kopu,
kas paliek pari, ja no universa “izmet ara” visus
kopas A e ementus.

PIEMERI
ja A={12345 un U ={12345678910, tad
A'={67,8910} .

ja A ir visu para skaitlu kopaun U =N | tad A" ir
Visu nepara skaitlu kopa,

ja A={(xWI R |X¥*+y*=%un U=R? tad
A={(xy)|x*+y** T},

DEFINICIJA Par divu kopu A un B apvienojumu
sauc kopu AUB={ul U [ul A vai ul B}, kur U
Ir kopam A un B atbilstosais universs.
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Visparinajums; ja ir dota kopu kopa {A}., , tad
par s1s kopas elementu apvienojumu sauc kopu
UA ={ul Ulvismaz vienam al | izildas

al |

nosacijums ul A},

PIEMERI Par kopu apvienojumu ir jadoma ka par
visu S0 kopu elementu apvienosanu viena kopa
Ignorgjot atkartojumus, kas var rasties, ja kopam ir
kopigi elementi. Saja gadijuma nav svarigi, ar ko ir
vienads universs, jo kopu apvienojums ir atkarigs
tikal no apvienojamo kopu e ementiem.

PIEMERI ja A={ab,c un B={bcd}, tad
AU B ={a,b,c,d},

jaA=NunB=2Z, tad AUB=Z,

ja A={i}, tad UA=N (visu naturalo skaitlu

il N

apvienojums ir visu naturalo skaitlu kopa).

DEFINICIJA Par divu kopu A un B skélumu sauc
kopu Al B={ul U|ul Aunul B}.

Visparinajums; ja ir dota kopu kopa {A}., , tad
par §1s kopas elementu skelumu sauc kopu
I A ={ulUlkatram al | izildas nosacjums

al |

ul A}



O 2005, Peteris Daugulis 12

Par kopu skélumu ir jadoma ka par $o kopu kopgjo
dalu. Ari sga gadijuma nav svarigi, kads ir
universs.

Ja AIB=A, tad saka, ka kopas A un B ir
atdalitas, jeb skirtas.

PIEMERI ja A={ab,c,d} un B={c.d,e f}, tad
Al B={c,d}

ja A ir kadas plaknes Dekarta koordinasu sistemas
X-ass un Bir Y-ass, tad AIB ir koordinatu
sakumpunkts.

DEFINICIJA Par divu kopu A un Bstarprbu
sauc kopu A\B={ul U |ul Auynul B}.

Par divu kopu A un B starpibu A\B ir jadoma ka
par kopu, kas paliek pari, ja no kopas A “izmet
ara” visus elementus, kas pieder kopai B.

levérosim, ka kopas papildinajums ir kopu
starpibas specialgadijums; A=U \ A,

leverosim ari vienadibu A\B=AI1DB

PIEMERI ja A={ab,c,d} un B={c.d,e f}, tad
A\B={a,b}
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ja A ir visu para skaitlu kopa, tad Z\ A ir visu
nepara skaitlu kopa.

DEFINICIJA Par divu kopu A un B simetrisko
starpibu sauc kopu ADB=(A\B)U (B\ A),

Uzdodot kopas ka bitu vektorus var erti atrast kopu
operaciju rezultatus, jo kopu operacijas var viegli
Izteikt ar aritmetiskam operacijam.

Kopas A papildinajuma bitu vektors tiek iegiits no
A bitu vektora mainot taja vietam O un 1.

Kopu A un B skéluma bitu vektors ir vienads ar A
un B bitu vektoru reizingjumu, kas tiek defingts

sada veida: ja A={a,...,a} un B={b,..b}, tad
AB ={al,...ab}.

Kopu A un B apvienojuma bitu vektors ir vienads
ar A un B bitu vektoru summu, kas tiek defingta
sada veida: ja A={a,...,a} un B={b....b}, tad
AB={a +b,..,a,+b} kur 0+0=1, 0+1=1+0=1 un
1+1=1.

TEOREMA (kopu operaciju fpasibas)
1) Jebkuram kopam(ieskaitot tuksas kopas) A
un B ir speka vienadibas
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AUB=BUA, AIB=BI A - §kéluma un
apvienojuma komutativitates likumi;

(AUB)UC=AU(BUC).
(AIB)IC=A1I(BIC) - gkéluma un
apvienojuma asociativitates likumi.

2) Jebkuram kopam A,B,C ir speka vienadibas

(AUB)IC=(AIC)U(BIC).
(A1 B)UC=(AUC)I (BUC) ;
distributivitates likumi.

3) Jebkuram kopam A un B ir speka vienadibas

(AUB)=AIB" | (Al B)=AUB' - dualitates
likumi.

4) A

=U, =/ £l £=F£
AUU =

c <
B 1

5) Jebkurai kopai A ir speka vienadibas

AE/E=A K6 Al £E=£;

AUU =U_ AlU =A:
(A')'= A- papildinajumainvolacijas likums,
AUA=A Al A=A -idempotences
likumi.
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Kopu faktorizacija

DEFINICIJA Jair dota kopa A un tas apakskopu
kopa A ={A}., tada, ka UA =A tad kopu A

al |

sauc par kopas A parklajumu.

Ja papildus vel izpildas nosacijums, ka jebkuru
divu kopas A elementu skelums ir tuksa kopa (ka
kopas A apakskopa), tad saka, ka A ir kopas A

sadalijums vai faktorkopa un kopas A elementi ir
sadalzjuma klases.

Parguno A uz A sauc par kopas A faktorizaciju
attieciba uz doto apakskopu sistemu { A}, .

Faktorizacija ir svariga kopu teorijas operacija, kas
lauj pariet no kopas uz s1s kopas dalu kopu, kuru
elementiem piemit kopigas 1pasibas.

Stradajot ar faktorkopam ir lietderigi sadalijuma
klasu vieta stradat ar so klasu elementiem — klasu
parstavjiem: lai aprakstitu faktorkopu, ir pietiekami
atrast vienu elementu katra sadalzjuma klase.

PIEMERI. Para skaitlu kopa un neparu skaitlu
kopa veido visu veselu skaitlu kopas sadalijumu,
sgja gadijuma faktorkopa satur divus elementus,
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kurus var identificet ar skaitliem O un 1 -
atlikumiem, kurus iegust, dalot ar 2 naturalus
skait]us.

Cilveku kopa sadalijums pec, piemeram, pilsonibas
val acu krasas pazimes defing faktorkopas, kuras
elementiem atbilst valstis val krasas.

Plaknes punktu kopa taisnes, kas paralelas fiksctai
taisnel, veldo sadaijjumu, kuram atbilstosas
faktorkopas elementus var identificet ar taisnes
punktiem $ada veida: uzzimesim vel vienu taisni |
kas nav paraléla nevienal no dotajam taisnem, katra
no paraélgam taisnem krusto taisni | viena
punkta, pie tam jebkuram divam dazadam taisném
Sie krustpunkti ir dazadi un katrs taisnes | punkts
Ir viens no siem krustpunktiem, visi sie apsvérumi
kopuma nozime, ka faktorkopas elementus var
identificet ar taisnes | punktiem.

Kopu tiesais reizinajums

DEFINICIJA Par sakartotu pari sauc kopu, kas
satur divus elementus un kura ir defineta kartiba:
tiek noradits, kurs no diviem elementiem ir pirmais,
un kurs — otrais.

Sakartotu pari apzimé iesledzot kopas elementus
parastgas iekavas va kvadratiekavas notelktaja
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kartiba, pirmais elements tiek rakstits kreisaja pusz,
otrais— labaja puse; pieméram - (a,b) vai [a,b].

Par sakartotu N elementus garu virkni (n-virkni)
sauc kopu, kas satur N elementus un kura katram
elementam ir pieskirts kartas numurs (no 1 lidz n).

Sakartotu virkni apzime iesledzot kopas elementus
parastgas iekavas va kvadratiekavas notelktaja
kartiba, elementi tiek rakstiti no krelsas puses uz
labo; pieméram (&,,a,,--,&,) vai [&,8,,...,3,].

Par bezgaligu virkni sauc bezgaligu kopu, kura
katram elementam Ir pieskirts  Kkartas
numurs(naturals skaitlis).

DEFINICIJA Par divu kopu A un B tieso vai
Dekarta reizingjumu (par godu francu matematikim
Dekartam) sauc kopu (apzime ar pierakstu A” B)
kuras elementi ir vis sakartoti elementu pari, kuros
pirmais elements pieder kopai A, bet otrais
elements pieder kopai B: A" B={[a,b]|al A un
bl B}.

Jair dotas kopas A A,.... A, tad par $o kopu tieso
vai Dekarta reizinagjumuA”~ A" ...~ A, sauc kopu,
kuras elementi ir visas sakartotas N elementus
garas virknes, kuras elements ar kartas numuru i
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pieder kopa A: A A .0 A ={la,a,.,a]l
katram i izpildas nosacijums a1 A}.

Ja ir dota (iespejams, bezgaliga) kopu kopa
{A}ain, kura indekss @ ir naturals skaitlis, tad par
§1s kopas elementu tieso reizinajumu TONAJ\ sauc
kopu, kas satur visas virknes, kuras elements ar
kartas numuru | pieder kopai A .

Kopas, kas piedalas tiesgja relzinajuma, sauc par ta
reizinatajiem.

Ja tiesga reizinajuma vis reizinataji ir vienadi
(A =A katram 1), tad tie3o reizinataju sauc par A
pakapi (apzime ar A").

Ja vismaz no reizinatajiem ir tuksa kopa, tad
relzinajums ir tuksa kopa.

PIEMERI A={a,b} un B={xy}, tad
A" B={(a,x),(ay),(b,%),(b,y)};

ja A=R(skaitlu taisne), tad A" A=A* var
Identificét ar plakni sada veida: definessm plakne
Dekarta koordinates, katram plaknes punktam
Dekarta koordinates (sakartots skaitlu paris) ir
viennozimigi noteiktas, un otradi, katrs sakartots
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skaitlu paris viennozimigi nosaka punktu dotaa
Dekarta koordinatu sistema.

Pedejais piemers rada, ka par divu kopu A un B
tieso reizinajumu A" B ir lietderigi domat ka par
tabulu, kuras rindas tiek indeksttas ar pirmas kopas
A elementiem un kolonnas tiek indeksztas ar otras
kopas B elementiem, tabulas ratinal, kuras rindai
atbilst elements al A un kuras kolonnai athilst
elements bl B | athilst tiesa reizinajuma elements
(a.b).

Ja At B, tad acimredzami A" B! B™ A,

Cik elementu ir kopa A" B?

Jakopas A un B ir gaigas un | A= n,|B|=m, tad
|A” BI=nm, jo para pirmo elementu més varam

Izveleties N veidos un para otro elementu varam
1zvel&ties neatkarigi no pirma M veidos.
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Divu kopu vienadibas pieradisana

Divu kopu vienadibu var pieradit vai atspekot
|zmantoj ot:

1)
2)
3)
4)

kopu vienadibas 1pasibu;

kopu operaciju 1pasibas;

Incidences tabulu jeb elementarskelumus;
Eilera diagrammas.



