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GRAFU TEORIJAS ALGORITMISKIE JAUTAJUMI

Attiecibu-grafu plasa izmantosana praktiski visas zinatnes
un inzenierpielietojumos Ir radijus nepieciesamibu
sistematizet un attistit to algoritmu teorijas dalu, kas
apkalpo grafu teorijas uzdevumus. Sgja nodala mes is
apskatisim plasak pielietotos grafu uzdevumus un
algoritmus to risinasanai.

PLASUMMEKLESANA UN DZILUMMEKLESANA.

Biezi risinot teoretiskus vai praktiskus uzdevumus, ir
nepieciesams apiet (parmeklet, parlasit, iezmet) grafa
virsotnes notelkta, algoritmiska kartiba, izmantojot grafa
skautnes. Ir skaidrs, ka algoritms ir vajadzigs, lal apiesanu
varétu realizét ar datora palidzibu. Sada agoritma
efektivitates del ir lietderigi minimiz&t katras virsotnes
lezimesanas reizu skaitu, piemeram, pieprasit, ka katra
virsotne tiek ieziméta ne vairak ka vienu reizi.

Kada varctu but grafu virsotnu apiesanas dabiska kartiba?

So uzdevumu var viegli atrisinat, ja grafs ir, piemeram,
keéde val cikls, tad ir skaidrs, ka tasir jaapiet:
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Zim. 3.62. — kedes un cikla apiesanas veidi.
Ko darit patvaliga sakariga grafa gadijuma?

Ir vismaz divi dabiski grafu apiesanas veidi -—
plasummeklésana un dzi/jummekiésana. Abos algoritmos
tiek pakapeniski konstruets orientéts koks, kuram
atbilstosais neorientétais koks ir dota grafa parklajosais
koks.

Plasuma meklesana (parlase plasuma, Dbreadth-first
search): sakam ar fiksetu virsotni Vo, atzim¢jam visas ar
to saiStitas virsotnes { Vo, Voo» Voo, } , pilnigi sakartojam tas
veida Vg < Vg, <..., konstrugjam sakartotu koku B :

[ X
PaY

Zim. 3.63. — pirmais solis plasuma meklesanas algoritma.
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Nakosaja sol1 konstrugjam sakartotu koku B, $ada veida:
apejam pilnigi sakartoto virkni {Ve,,Ve,.--} tas pieaugosaja
karttba un katrai virsotnei Vv atzimgjam un piekartojam
ka delu kopu visas virsotnes {vi,vj....} , kas ir saistitas ar
V' un vel nav atzimétas:

Z1m. 3.64. — pirmie divi soli plasuma meklgsanas
algoritma.

Turpinam S0 procesu konstrugjot sakartotu koku virkni
B, B,,..., kuras pedgjais loceklis tiek saukts par plasuma
meklesanas koku. Atzimésim, ka sis koks nav noteikts
viennozimigi, tas ir atkartgs no ta pirmas virsotnes un no
katras ieksejas virsotnes délu sakartojumu.

Novertesim operaciju skaitu, kas ir nepieciesams plasuma
meklésanal. Pienemsim, ka ir dots grafs ar V virsotnem
un E skautném, kas ir uzdots ar saistibas sarakstu.
Plasuma meklesanas procesa katra virsotne tiek ievietota
koka vienu reizi, tatad summarais operaciju skaits ir
O(V). Katras virsotnes saistibas saraksts tiek apskatits
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vienu reizi, tatad summarais operaciju skaits saa
algoritma dala ir O(E). Papildus operaciju skaits grafa
Inicializacijal ir O(V). Var redzet, ka kopgjais algoritma
darbalaiksir O(V+E).

|zmantojot  plasummeklésanu var atrisinat  sadus
uzdevumus:

a) notelkt, va grafs ir sakarigs un atrast grafa
komponensu skaitu - to var izdarit, veicot mekl&sanu
plasuma no jebkuras virsotnes, grafs ir saistits tad un tikai
tad, ja tiek apietas visas grafa virsotnes, komponensu
skaits ir vienads ar nepieciesamo meklésanu skaitu, kas ir
nepieciesamas, lai apietu visas virsotnes,

b) noteikt attalumu starp divam virsotném - to var
Izdart veicot mekléSana no vienas virsotnes, attalums
starp virsotném ir vienads ar attalumu no sakotngjas
virsotnes |1dz otrai virsotnei meklesanas koka,

C) nokrasot grafa virsotnes divas krasas, jair zinams,
katasir divdaligs.

Vesturiski abi meklésanas algoritmi tika atklati, risinot
Izklaidgjosas matematikas uzdevumus par celu mekl&sanu
|abirintos.

Vel viens efektivs plasuma meklésanas pielietosanas
piemers art ir saistits ar izklaidéjoso matematiku. Viens
Nno pedejo gadu aizraujosakaiem notikumiem matematika
Ir ta saucamas ,Eternity Puzzle” gpeles atrisinasana
1999. gada kada britu rotallietu firma laida pardosana
speli, kuras uzdevums ir notelkta veida savietot 209
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plakanas figiras. Par §1 uzdevuma atrisinasanu gada laika
pirma iesitita risinagjuma autoram tika garanteta vienu
miljonu britu marcinu liela balva. Uzdevuma autori bija
nepareizi novertejusi §1 uzdevuma grutibas pakapi un
acimredzot bija parliecinati, ka uzdevumu nav iespejams
atrisinat gada laika pat izmantojot jaudigus datorus. Tas
tomer tika atrisinats septinu ménesu laika velcot
meklésanu ar divu personalo datoru palidzibu un
konkursa organizetajiem nacas izmaksat apsoltto summui.
Spriezot pec risinajuma autoru publikacijam, uzdevums
tika modelets izmantojot grafus un meklésana pamatojas
uz bektrekingu, plasuma meklésanas algoritmu un
diskreto varbitibu teoriju, kas tika izmantota nakosa
elementa optimalai izvélei. Pirmie uzdevumu atrisinaja
divi profesionali matematiki.

Otrs grafu teorija un grafu pielietojumos populars
meklesanas veids ir dziJuma mekléesana (parlase dzi/umda,
depth-first search):

- sakam ar fiksetu virsotni Vo ka toposa meklesanas
koka sakni, atzimgjam jebkuru veél neatzimetu
virsotni Vi, meklesanas koka zimgjam skautni
Vo ® V; un parvietojamies uz virsotni Vi,

- vispariga gadijuma rikojamies s$adi: ja mes
atrodamies virsotné v un eksiste vél neatziméta
virsotne w, kasir saistitaar v, tad

1) atzim&jam virsotni w,
2) meklgsanas koka zimejam skautni V® W un



O 2005, Peteris Daugulis 6

3) parvietojamies uz virsotni w, pretéja gadijuma
(Ja visas virsotnes, kas ir saistitas ar v, jau ir
atzimetas) pargam (atkapjamies) uz virsotnes v
tevu,
- turpinam so algoritmu tik ilgi, l1dzko visas virsotnes ir
alzimetas un esam atgriezusies atpakal virsotne V.

Rezultata iegisim dzi/ummeklésanas koku. Biezi vien ir
lietderigi papildus atzimet art ,,atkapsanas’ skautnes.

PIEMERS

Z1m. 3.65. — dziluma meklgsanas algoritma realizacijas
piemgrs.

Orienteétiem grafiem var izmantot abas meklesanas
metodes ar to divam atskirtbam:
1) virzisanas pa skautni ir atlauta tikal tas noraditaja
virziena un
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2) dziluma meklesana var tikt veikta vairakas reizes,
kamgr tiek atzimgtas visas Virsotnes.

Saja gadijuma dzilummeklesanas algoritma darba
rezultats ir dziJummekl esanas mezs.

Viens no neacimredzamiem dziluma mekleésanas
pielietojumiem ir sarniru notetksana paterejot mazak laika
neka tasir iespejams ar kadu no naivajam metodem.

Dziluma meklesanu tapat ka plasuma meklésanu pielieto
grafa komponensu un stipri sakarigo  komponensu
notetksana, metrisko invariantu (diametra, ekscentritates,
centra) noteiksana, divdaliga grafa sadalisana dalas.
Dziluma meklesanu pielieto art algoritmos, kuros tiek
risinati uzdevumi par augstaku kartu sakarigumu (Sarniru
un bloki notelksana, fiksetas kartas sakartgo komponensu
noteiksana) un planaritati.

STINGRI SAKAR/GO KOMPONENSU MEKLESANA

Praktiski svarigs uzdevums orientétu grafu analizé ir
stingri sakarigo komponensu atrasana. Stingri sakarigas
komponentes parada ka orientetais grafs ir sadalits
mazakas dalas, katra no kuram jebkuras divas virsotnes ir
savstarpeji sasniedzamas ar virzitu kézu palidzibu.

Nalvs agoritms §1 uzdevuma atrisinasanal varctu bt
sads. velksim plasummeklesanu no katras virsotnes un
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aizpildisim virsotnu savstarpgjas sasniedzamibas matricu,
sal matricai atbilstosas ekvivalences attiecibas klases ir
stingri sakarigas komponentes.

Var piedavat art atraku algoritmu, kura tikal divas reizes
tiek velkta pilna dzilummeklesana orientetaja grafa. Jair
dots orientgts grafs G=(V,E), tad definesim jaunu grafu
G* = (V,E®) kur E® ={(u,v)|(v,u)] E}, citiem vardiem

sakot, grafu G* iegust no grafa G mainot visam
skautneém virzienu uz pretgjo.

Tardzana algoritms;

1) veiksm dotgja orientstaja grafa G pilnu
dzilummeklesanu, kamgr ir atzimétas visas Virsotnes,
fiksessm Kkatras virsotnes v visu kaminu atzimesanas
laiku f(Vv);

2) konstruesim G™;

3) veiksim grafa G® dzilJummeklésanu, izvéloties
pirmas dzilummekléSanas virsotnes parametra f
samazinasanas kartiba, katra dzilummekiesanas koka
virsotnes ir vienas stingri sakarigas  komponentes
virsotnes.

BINARO KOKU ALGORITMI

Binarie koki ir ta grafu klase, kas relativi visbiezak tiek
Izmantota pielietojumos un praktiskaja programmesana.
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Saja nodala apskatism vienkarsakos binaro koku
algoritmus un binaro koku pielietojumus.

Apskatissm divus binaros kokus pielietosanas gadijumus
— skirosanas un meklesanas uzdevumos. Viens no
.atrgiem’” (O(nln n)) skirosanas agoritmiem ir ta
saucamais , heapsort” algoritms. Sis algoritms sastav no
diviem soliem. Pirmaa solt nesakartota virkne tiek
parveidota noteikta binara koka — hipa (heap) veida. Hips
Ir binars koks ar virsotném piekartotiem skaitliskiem
Indeksiem, kura katras virsotnes indekss nav mazakas par
tas delu indeksiem. Ja ir dota nesakartota virkne, tad hipu
var konstruct sada veida: pectecigi nemam ara no virknes
elementus un defingjam tas ka nakamas lapas koka, jatiek
parkapts hipa nosacijums, tad virsotnes tiek parvietotas uz
augsu, mainot virsotni vietam ar savu tevu, tik ilgi, kamer
ir tiek apmierinats hipa nosacijums. So procesu varétu
salidzinat ar dabiskas hierarhijas veidosanos cilveku
kolektiva, kuram pakapeniski pievienojas jauni locekli —
cilveki ar lideru ipasibam laika gaita paaugstina savu
socialo statusu, kamér sasniedz tadu Itmeni un socialos
kaiminus, kas aptur vinu socialo kustibu. Otrgja algoritma
sol1 hips tiek parveidots par sakartotu virkni sada velda:
pectecigi no hipa iznem saknes, ievieto tas ka nakamos
elementus saskirotgja virkné un parvieto nakamo lapu uz
augsu lidz sakne mainot to vieta ar tas tevu, kamer nav
apmierinat hipa nosacijums, so procediru atkarto tik ilgi,
kamgr hips nav tukss.
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Populars meklesanas algoritms ir binara koka meklésanas
agoritms. Sis algoritms tapat ka hipsorta algoritms ari
sastav no diviem soliem: pirmaja soli kopa, kura tiks
velkta meklesanas, tiek parveidota notelkta binara koka
(binara meklésanas koka) velda, otrga solt meklgjamais
objekts tiek meklcts binargja koka saskapna ar noteiktu
algoritmu. Par binaras meklésanas koku sauksim binaru
koku ar virsotnem piekartotiem skaitliskiem indeksiem,
kura katras virsotnes indekss nav mazakas par tas kreisa
apakskoka virsotnu indeksiem un nav lielaks par tas laba
apakskoka virsotnu indeksem. Ja ir dots binaras
meklesanas koka, tad elementa meklesanu var veikt
salidzinot mekléjamo elementu no sakuma ar sakni un
talak virzoties uz lgu atkartba no salidzinasanas
rezultatiem. Ja ir dots nesakartots masivs, tad no ta var
Inkrementali izveidot binaras meklésanas koku sada
veida: kartgjais elements no masiva tiek meklets jau
konstruetaja koka un pievienots ka lapa tga vieta, kur tam
Ir jabat, lai pec pievienosanas atkal izveidotos binaras
meklesanas koks.

MINIMALA SVARA PARKLAJOSA KOKA MEKLESANA.

Pienemsim, ka ir dots nosverts (neorientets) sakarigs grafs
G=(V,E) | atgadinasim, ka katrai skautnei e piekartots
pozitivs skaitlis w(e) , jeb, citiem vardiem sakot, ir dota
funkcija W:E® R".  Apskatism $adu uzdevumu:
konstruet parklajoso koku, kura skautpu Svaru summa ir
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minimala. Sadu parklajosu koku sauksim par minimala
svara skeletu. ST tipa uzdevumu biezi gadas
pielietojumos, parskaitisim dazus no tiem:
1)inzeniertehniska (celu tikla), elektrotehniska val
datortehniska tikla sakaru Iiniju kopegja garuma
minimiz&sana,
2)informacijas parraides optimizesana (piemeram, ir
dots spiegu tikls kada valsti, rezidentam ir janodod
kada zina visiem agentiem ta, lai minimiz&tu kopgjo
risku, definessm grafu, kura virsotnes ir agentu,
skautnes ir agentu pazisanas un skautnes svars ir
sakaru Iinijas riska pakape, minimala svara skeleta ir
lekodets riska zipa optimals zinas nodosanas
algoritms)

Minimala svara skeleta meklesanai tiek izmantoti ,rijigie”
algoritmi. Algoritmu sauksim par rijigu (alkatigu,
greedy), ja katra solt tiek izdartta lokali (sga laka
momenta) optimala izvéle. Nebut nav acimredzami, ka
lokali optimalaizveli ir art globali optimala, bet minimala
svara skeleta uzdevuma tas ta ir. Ir divi populari algoritmi
— Kraskala un Prima algoritms, kuros tiek inkrementali
buvets mezs val koks pievienojot skautnes ar minimali
|espejamu svaru.

Kruskala algoritms:
1)Konstrugjam grafu T, =0, +& - pievienojam tuksajam
grafam  ar virsotpu kopu V skautni €l E, kuras
svarsir minimals.



O 2005, Peteris Daugulis 12

2)Ja grafs Ti jau ir konstrugts un i<n-1, tad
konstrugjam grafu T.. =T, +&.1, kur €., ir grafa G |
kural ir minimals svars starp visam tam skautnem,
kas neieiet grafa Ti un neveido ciklus ar grafa T
Skautnem.

TEOREMA 3.40. Jai<n-1, tad grafu T.. ir iespgjams
konstruet. Grafs T,.; ir minimala svara parklajosais koks.
PIERADIJUMS Grafa T; ir tiesi i skautnes, tapec tas ir
nesakarigs, ja i<n-1.Ta ka grafs G ir sakarigs, tad taja ir
vél vismaz viena skautne, kas nesastada ciklus ar grafa T,
Skautnem. Tatad meklgjama sSkautne €., eksSIste.
Apskatisim grafu T,... Ta ka grafs T,.. ir grafs ar n
virsotnem un n-1 skautni bez cikliem, tad tas ir koks
(saskana ar teoremu par kokiem).

Atliek pieradit, ka koka T,,; svars ir minimals.
Pienemsim, ka koka T,.; svars nav minimals un no visiem
grafa G skeletiem izvelesimies vienu skeletu T ar
minimalu svaru, kuram kopéju Skautnu skaits ar T, ir
maksimals. Piepemsim, ka skautne € =(a,b) ir $kautne
ar minimalu numuru koka T,.,, kasnav koka T. Koka T
eksiste kede, kas savieno a un b. Pievienojot sal kedel
skautni € iegasim ciklu. Saja cikla ir vismaz viena
Skautne e, kas neielet koka T,,. Aizvietojot koka T
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skautni e ar & iegisim jaunu skeletu T'=T- e+& Taka
T ir minimala svara skelets, tad

W(T") =w(T) +w(g) - w(e)* w(T)

un, tatad W(g)* w(€) . No otras puses, pievienojot skautni
e kokam T, mes neiegusim ciklu, jo $kautnes €,&,,.... €,
iciet koka T. Ja W(g)>w(e), tad koka T; konstrugsanai
més nebiitu izvélgjusies skautni § . Tatad w(€) =w(€) un
W(T") =w(T) . Esam ieguvusi, ka T’ ir minimala svara
skelets. Kopéju skautpu skaits kokos T' un T, ir lielaks
neka kokiem T un T,.,, kasir pretruna. QED .

Kraskala algoritma rezultata tiek ieguts koks, ko sauksim
par Kraskala koku. Prima algoritms atskiras no Kraskala
algoritma ar to, ka katra solt tiek konstruets, kam pievieno
minimala svara skautnes, kas neveido ciklus ar jau esoso
koku, koka pirma virsotne var tikt izvéleta patvaligi.
Koks, kas tiek ieguts algoritma rezultata, tiek saukts par
Prima koku.

Var pieradit, ka Kraskala algoritma operaciju skaits ir
O(E In E) un Prima algoritma darba laiks ir O(E In V), jo
lielaka dala no darba ir skautnu skirosana, kas var tikt
velkta ar noradito operaciju skaitu.

ISAKA CELA MEKLESANA.
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Pienemsim, ka ir dots nosverts (neorientets val orientets)
sakarigs grafs G=(V,E) ar pozitiviem skautnu svariem
w, apzimesim skautnes svaru ar w(e) un kédes summaro
svaru ar dist.

Apskatism sadu uzdevumu: atrast minimala svara kedi,
kas savieno divas dotas virsotnes. Sadu kedi sauksim par
15ako celu starp divam dotgam virsotnem. Par dota
orienteta grafa isako ce/u koku sakot no virsotnes v
sauksim parklajosu orientetu koku, kura sakne ir v un

kura marsruti [1dz virsotnem realize 1sakos celus.

Isako celu raksturigas ipasibas:

1) var redzet, ka ja virsotpu virkne (ViVi,..,V,1,t) ir
1sakais cels no u lidz t, tad katrai Vi virsotnel sagja
virkng virsotpe virkne (ViVi,.,Vi) ir isakais cel§ no
vIidz Vi;

2) var redzet, ka 1sako celu garumi apmierina sadu
nevienadibu (optimalitates nosacijumu):

dist(v,t) £ dist(v,u) + w(u,t)
kur w(uyt) ir skautnes U ® t svars,

Tipiski 1saka cela pielietosanas pieméri ir saistiti ar
optimala marsruta notelksana transporta sistémas.

Ja visu Skautnu svari ir vienadi, tad sis uzdevums var tikt
atrisinats ar plasuma meklesanas palidzibu.
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Vispariga gadijuma var izmantot Bellmana-Forda
algoritmu val Dijkstras algoritmu, kas péc butibas ir
lTdzvertigs Prima algoritmam ar nelielu modifikaciju.

Dijkstras algoritms balstas uz sadu teorémui.

TEOREMA 3.41. Jair dotas 1saka (mazaka) kedes no
virsotnes u lidz katrai virsotnei no kopas {Vo,Vis-sVo}
kur Vo = U, tad eksiste virsotne v, tada, ka1saka kede no u

lidz v ir forma (U,.-,W,,V) | kur kede (U,--,W,) ir vienano
dotajam kedem val kada no nepartrauktam apakskedem,
kas sakas ar u.

PIERADIJUMS leverosim, ka ja kede (u,...,w) ir 1saka
kede, tad jebkura tas nepartraukta apakskede, kas sakas ar
u ir 1saka kede |1dz tas galapunktam. Apskatisim virsotni v
tadu, kas minimize licdumu dist(u, w, ) +W(w,,V) | kur W
var biit jebkura no doto 1sako kezu virsotném. Var redzet,
kavirsotne v ir mekléjama virsotne. QED

Tatad, la atrastu 1sako celu starp divam virsotném
nosverta grafa pec Dijkstras agoritma, mums ir
jakonstrug Prima koks ar papildus nosacijumiem: ir jasak
ar vienu no dotgam virsotnem, katra sol1 tiek pievienota
skautne (W;,V), kas neveido ciklus un minimizé lielumu

dist(u,v;) +wW(V;,V) . Pec galiga skaita solu tiks konstrugts
koks, kas satur abas no dotagjam virsotnem un attalums
starp tamir vienads ar attalumu konstruetaja koka.
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Originalais Dijkstras algoritms tiek uzdots ar sadas
psei doprogrammas palidzibu:

Klasiskais Dijkstras algoritms
Uzdot nosvertu grafu G=(V,E) ar nenegativu
Skautnu svaru funkciju w;
|1zveleties sakuma virsotni v;
defingt dist(v)=0, pred(v)=0, dist(u)=¥ jau?l v;
defingt LIST:=V, T —tuksais grafs,

while LIST * A
atrast sl LIST, kurai dist(s) = min disi(t);
lzmest sno LIST:
pievienot skautni (pred(s),s) kokam T;

for tI G(s) do
if dist(t) > dist(s) +w(s,t) then
dist(t)=dist(s)+w(st), pred(t)=s,
end if;
end for;
end while;
izvadit T (1sako celu koku sakot no v)

Var pieradit, ka Dijkstras algoritma operaciju skaits ir

O(V?).

Otrs klasisks 1saka cela meklésanas agoritms ir
Bellmana-Forda algoritms:
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Bellmana-Forda algoritms
Uzdot nosvertu grafu G=(V,E) ar nenegativu
Skautnu svaru funkciju w;
|zveleties sakuma virsotni v;
definét dist(v)=0, pred(v)=0, dist(u)=¥ jau?l v;
defingt LIST:={v}, T —tuksais grafs,

while LIST * A
Izmest jebkuru virsotni sno LIST,;
for tI G(s) do
if dist(t) > dist(s) +w(s,t) then
dist(t)=dist(s)+w(st), pred(t)=s,
if tT LIST then
pievienot t kopai LIST,;
end if;
end if;
end for;
end while;
pievienot grafam T visas skautnes forma (pred(s),s),
izvadit T (1sako celu koku sakot no v)

Butu japierada, ka Bellmana-Forda algoritms apstajas, tas
Ir patstavigs darbs lasitajam.

|zmantojot 1saka cela atrasanas uzdevumu, var aizpildit
grafa virsotnu attalumu matricu, kuras ritinas tiek
lerakstiti grafu teorétiskie attalumi starp rinda  un
kolonna athilstosgam virsotnem. Attalumu matricu
Izmanto grafa metrisko invariantu aprékinasanal.
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Attalumu matricu var atrast, velcot 1saka cela meklesanu
no katras virsotnes un apkopojot rezultatus matrica.
Aprakstisim a1 divus atrakus algoritmus attalumu
matricas atrasanal — matricu reizinasanas algoritmu un
Floida-Vorsala (Floyd-Warshall) algoritmu.

Abi algoritmi sakas ar to, ka tiek uzdota orienteta nosverta
grafa G=(V, E) skautpu svaru matrica W, kur

iw(i® j), jaiun jir savienotas
W, ::' ¥, jaiun j nav savienotas
1 0, jai=]
Definesim matricu attzlumu reizingsanas operaciju: jair
dotas divas nxn matricas A un B, tad definesm
A-B=C, kur c; =min(a, +by) Definesm

1£kEN
A" = Ao

k reizes

Matricu relzingsanas algoritms
Uzdot nosvertu grafu G=(V,E) ar nvirsotnem ar
nenegativu skautnu svaru funkciju w;
konstruet atbilstoso skautnu svaru matricu W,

izvadit W " P

Floida-Vorsala algoritms
Uzdot nosvertu grafu G=(V,E) ar nvirsotnem ar
nenegativu skautnu svaru funkciju w;
konstruet atbilstoso skautnu svaru matricu W,
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fork:=1tondo
for (i, )T V™V do
|f Wi > Wy + W, then
Wi = Wi + Wy,
end if;
end for;
Izvadit W(1sako celu matricu).

PLUSMAS MAKSIMIZACIJA.

Pielietojumos ir izplatiti uzdevumu, kas ir saistiti ar
fizikalu val cita veida plusmu vadisanu to transportésanas
ttklos. Pieméram, uzdevums varétu bat saistits ar
maksimalas caurlaides spéjas noteiksanu autocelu tikla,
naftas vadu tikla, datortikla, tehnologiska Itnija, asinsvadu
val nervu tikla. Viens no svarigakaiem jautajumiem, kas
var but uzdots sada situacija, ir jautajums par maksimalo
pielaujamo plasmu tikla.

Dots tikls G=(V,E) ar avotu s un noteku t. Katrai
Skautnei  piekartossm  svaru, definesm  funkciju
c:E® R" - skautpu caurlaides funkciju. Par virsotnes v
divergenci (plazsmu caur virsotni) sauksim lielumu

div(vy= g cuv)- acvw) Funkciju f:E® R

{ufuV] E} {wl[v,ull E}
sauksim par plasmu tikla G, ja ta apmierina $adus
NOSactj UMus;
1) katrai skautnel (u,v) izpildas nosacijums
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O£ f(u,v)£c(u,v)
(plzsma pa jebkuru skautni neparsniedz skautnes
caurlaides spéju)

3)katral virsotnel v iznemot avotu un noteku izpildas
div(v)=0
(plizsma nekur neuzkrajas)

Skaitli div(t) sauc par pliasmas lielumu, apzime ar w(f).
Plismas maksimizacijas uzdevums ir $ads. dotajam
ttklam ar uzdotam caurlaides spejam katrai skautnel
atrast plazsmu ar maksimalu lielumu.

Pienemsim, ka f ir pielaujama plasma tikla. Skautni e
sauksim par tuksu, ja plusma pa to ir vienada ar nulli:
f(e)=0. Skautni e sauksim par piesatinatu, ja plisma pa to
Ir vienada ar caurlaides spgju: f(e)=c(e). Plismu sauksim
par pilnu, ja katrs marsruts no avota uz noteku satur
vismaz vienu piesatinatu Skautni. Plismu sauc par
maksimalu, ja tas liedlums ir maksimals starp visam
pielaujamam plasmam.

Pirmga tuvinagjuma mgs varétu konstrugt pielaujamu
plismu, kasir pilna.

Pilnas plizsmas konstruéesanas algoritms:
1) sakuma bridi definesim nulles plusmu — f(e)=0
katrai skautnei e, konstrugjam paiggrafu G=G.
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2) iznicinam grafa G visas piesatinatas $kautnes,
konstrugjam rezultata jaunu grafu G,

3) Meklgjam grafa G orientétu kedi p no avota uz
tiklu. Ja tada kede neeksiste, tad ir ieguta pilna plusma, ja
kede eksiste, tad g am uz soli 4);

4) palielinam plusmu katra orientetas kedes p posma
par lielumu f,, kas ir vienads ar minimalo caurlaides
speju kede p (ta, la vismaz viena skautne butu
piesatinata). Kopgja plisma palielinasies par f,, plisma
paliks pielauyjama.. Parggam uz soli 2).

Sada tipa metodi sauksim par uzlabojoso kézu metodi.
Diemzel pilna plisma var a1t nebiat maksimala, tapéc
uzdevums par maksimalo plasmu vel nav atrisinats.

(@) (b)

Zim. 3.67. () - tiklapiemérs, (b) - pilnasun
nemaksimalas plismas piemgrs.

Pilnas plismas konstruesanas algoritma mes apskatijam
tikal orientetas kedes, kas ir virzitas no avota uz noteku.
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|zradas, ka ir lietderigi apskatit visas iespejamas, ne
obligati orientetas, kédes no avota uz noteku. Viegli
redzet, ka plasmu var palielinat, ja eksiste kéde no avota
uz izteku ar sadu 1pasibu: katra skautne, kas ir vérta no
avota uz noteku, nav piesatinata un katra skautne, kas ir
vérsta no notekas uz avotu, nav tuksa.(“ no full forward or
empty backward edges’ ).

Var pieradit, ka algoritms, kura tiek pakapeniski
palielinata plisma tik ilgi, kamér nav kezu ar so 1pasibu,
tiesam atrod maksimalo plasmu. Sads algoritms balstas uz
Forda-Falkersona jeb max-flow min-cut teoremu:
maksimalas plusmas lielums ir vienads ar minimalu
griezuma kapacitati.

Gan pilnas, gan art maksimalas plismas meklesana ar
uzlabojoso kézu metodi tiek realizéta konstrugjot mainigu
paligtiklu, kura skautnu caurlaides spéjas tiek modificetas
algoritma darba laika, lai atspogulotu konstrugtas plasmas
letekmi uz tikla atlikuso kapacitati. Virzitie marsruti Sga
paligtikla tiek noteikti izmantojot 1saka cela meklgsanas
algoritmus.

Var pieradit, ka plismas maksimizaciju var realizet ar
algoritmu, kas patére O(VE?) operacijas.

Papildus tiesgiem pielietojumiem transporta tiklos sim
uzdevumam ir art dazi neacimredzami pielietojumi.
|zmantojot Mengera teoremu, var piedavat algoritmu, kas
atrod grafa  sakarigumu |zmantoj ot plasmas
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maksimizaciju: maksimalais virsotnu skirtu kézu skaits,
kas savieno divas virsotnes ir vienads ar maksimalas
plismas lidlumu, kas pienem, ka katra neorientétai
Skautnei atbilst divas orientétas ar caurlaides speju 1.

Biezi vien sakotngjais grafs ir jamodifice ta, lai uzdevumu
varétu atrisinat ar plasmas maksimizacijas metodi,
piemeram, grafam ir japievieno fiktivas virsotnes un
Skautnes.

Apskatisim ar1 ta deveto stabilo laulzbu uzdevumu. Ir dota
zenu kopa Z un meitenu kopa M. Starp daziem zéniem un
meitenem eksiste savstarpjas simpatijas, kuras mes
vienkarsoti modelessm ar skautni, ja eksisté skautne, tad
uzskatissm, ka atbilstosie cilveki, var veidot stabilu
laulibu. Uzdevums ir sads. noteikt kads ir maksimalais
stabilo laultbu skaits, kas ir iespgjams dotajam parim (M,
Z). So uzdevumu var atrisinat izmantojot plasmas
maksimizacijas piegu. Pievienosim vél dazas virsotnes
My un 4o, savienosim virsotni M, ar visam kopas M
virsotnem un <, ar visam kopas Z virsotnem, uzskatisim

M, par avotu un £, - par noteku, katru skautni orientésim
virziena no avota uz noteku un pieskirsim katrai skautnel
caurlaides speju 1. Viegli redzet, ka maksimala plisma
sada tikla define maksimalu paru skaitu.



O 2005, Peteris Daugulis 24

Z M

Z1m.3.68. — stabilo laulitbu uzdevuma risinasana ar
pliismas maksimizacijas metodi.

Apskatism uzdevumu par kopas apakskopu sistemas
parstavju izveli. Ir dota kopa A un tas apakskopu kopa
{A}i. Uzdevums ir atrast apakskopu sistemas dazadu
parstavju kopu — kopu {a}q, | A, kas apmierina 1pasibu
al A, La reducstu %o uzdevumu uz plismas
maksimizacijas uzdevumu, definesim tiklu sada veida:
virsotnu kopa ir {A}ii UAU{X, ¥}, kur x uny ir divas
jaunas virsotnes, savienosim katru kopas A virsotni ar,

savienosim katru kopas {A}q, virsotni ar y, uzskatisim x
par avotu uny par noteku, orientésim skautnes virziena no
avota uz noteku un piekartosim katral skautnei caurlaides
speju 1. Viegli redzet, ka apakskopu sistemal eksiste
parstavju kopa tad un tikai tad, ja maksimala plasma ir
vienada ar apakskopu skaitu.

Minesim art klasisku rezultatu, kas biezi tiek izmantots
uzdevumos, kas ir saistiti ar apakskopu parstavju sistemas
meklesanu. leverosm, ka iepriekseja rindkopa
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konstruetais grafs bez virsotném x un y ir divdaligs grafs.
Virsotnu kopas apakskopai U definesim NU) = UN(u)

ul U

TEOREMA (Holla teorema) Ir dots divdaligs grafs
G=(V,E) ar tadu virsotnu kopas sadalijumu (U,V), ka
skautnes savieno tikal virsotnes dazadas sadalijums dalas.
Maksimala neatkariga skautnu kopa satur [U| elementus
tad un tikai tad, ja katrai U'l U izpildas nosacijums
U'EINUY)I.
PIERADIJUMS. Ja maksimala neatkariga skautnu kopa
satur |U| elementus, tad nosacijums U |£|N(U)]
1zpildas.
Otradi, piepemsm, ka maksimala neatkariga skautnu
kopa S nav incidenta kadai kopas U virsotnei Us.
Konstruesm maksimali garu dazadu virsotnu virkni
M :(UO’V1’U11 ), kas apmierina $adu nosacijumu:
U~V ~U  kur O£] (i) <i. Sadavirkne nevar beigties
ar kopas U virsotni, jo apakskopai {Uo.---Ui 1} apkartne
satur vismaz 1| eementus, un eksiste virsotne
Vil {v,..vi.}, kas apmierina nosacijumu Vi ~U .
Pienemsim, ka konstrugtas virsotnu virknes pedejais
elements ir virsotne V,. Apskatisim virsotnu virkni
M= (Vo Uy oYy 25V 2 o Uo) . Sai virsotpu virknel
atbilstosas kédes para skautnes (skaitot no V,) pieder
kopal S. Virsotne V, nav incidenta ne ar vienu kopas S
skautni, jo pretgja gadijuma mes varetu pagarinat virkni
M va iegatu pretrunu. Virkne M’ atbilstosas kedes
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nepara skautnes veido neatkarigu Skautnu kopu, kura ir
par vienu vairak elementu neka kopa S, kas ir pretruna. Ir
pieradits, ka maksimala neatkariga virsotnu kopa satur |U|
elementus. QED.

MAKSIMALU NEATKARIGU KOPU MEKLESANA.

Dots nosvérts (neorientéts) grafs. Meklessm neatkarigu
virsotnu vai  §kautnu kopu ar maksimalu svaru. So
uzdevumu ir iespejams atrisinat tikal apskatot visas
lespejamas virsotnu val sSkautnu apakskopas, tatad ja
grafam ir n virsotnes, tas ir jaapskata visas 2" apakskopas

un agoritma darba laiks ir W(2") . To ir iespgjams
Izdartt, piemeram, ar bektrekinga algoritma palidzibu —
tiek pectecigi generétas visas apakskopas un uzglabata
apakskopa a maksmalo svaru starp visam jau
generctajam apakskopam.
Var piedavat a1 heiristisku algoritmu, kurs konstrug
neatkarigu virsotnu kopu sada veida:
1)izveleties grafa G virsotni t ar minimalu pakapi un
levietot to kopa U (sakuma kopa U ir tuksa,
2)ja G- (tUNg(t)) ir tukss grafs, tad apstaties, ja
G- (tUNg(t)) nav tukss, tad parveidot grafu G

par G- (tUN¢(t)) (iznicinat kopas tU Ng(t)
virsotnes) uniet uz soli 1).
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KRASOSANA.

Ir dots grafs. Apskatism ta virsotnu krasosanas
uzdevumu, ja ir dots krasu skaits. Ta ka virsotnu
krasosana ir tas pats, kas virsotnu kopas sadalijjums
neatkarigu apakskopu apvienojuma, MEs iegustam sadu
Krasosanas algoritmu:

3)izveleties grafa G maksimalu neatkarigu virsotpu

kopu S,
4)nokrasot kopas S virsotnes kartgja krasa,

5)ja G- S ir tukss grafs, tad apstaties, ja G- S nav
tukss, tad parveidot grafu G par G- S (iznicinat
kopas S virsotnes) uniet uz soli 1.

Var pieradit, ka sis algoritms atrod krasojumu ar k
krasam, ja C(G) £k .

, TOPOLOGISKA SKIROSANA”

Ir dots AOG. Uzdevums ir sakartot grafa virsotnes virkng

ta, la katras orientétas skautnes beigu virsotne virkng
bitu palabi no sakuma virsotnes:
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v s

VS V4 10

Zim. 3.69. — topologiskas skirosanas piemers.

So uzdevumu sauksim par AOG topologiskas skirosanas
uzdevumu. Var redzét, ka péc virsotnu topologiskas
skirosanas AOG blakusattiecibas matrical vis vieninieki
Ir zem galvenas diagonal es.

Viens no ta pielietojumiem ir sads. pienemsim, kair liels
projekts, kas sastav no vairakiem darbiem, darbi var biit
atkartgi viens no otra (pieméram, darbs B nevar bt
lesakts pirms nav pabeigts darbs A), modelésm So
projektu ar orientetu grafu, kura virsotnes ir darbi un
skautnes savieno atkartgus darbus to izpildes Kartiba.
Topologiskas skirosanas uzdevumu atrisinajumu $aja
gadijuma var interpretét ka darbu virkni, kas apmierina
atkartbas nosacijumus.

Ja AOG tiek interpretets ka kadas daleji sakartotas kopas
Hasses grafs, tad topologiskas skirosanas uzdevums ir
ekvivalents dota daleja sakartojuma paplasinasanal 11dz
pilnam (linearam) sakartojumam. Dalgji sakartoto kopu
teorija ir pieradits, katas ir iespgéjams visos gadij umos.
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Sis uzdevums var tikt atrisinats izmantojot $adu
algoritmu:
1)dotaja grafa G atradism visu avotu kopu S
(parskatot grafa matricu val izmantojot dziluma
meklesanu), ja kopa S ir tuksa, tad darbs ir pabeigts,
jang, tad parggam uz soli 2),
2)pievienosim kopu S virknes labga gala jebkura
kartiba, parveidosm G par G- S pariesm uz soli
1).

DARBU PLANOSANAS PROBLEMA

Planojot darbu projekta, kas satur vairakus savstarpeji
atkarigus darbus, varbut nepieciesams modelét sadu
projektu ar grafu palidzibu, atrisinat radusos grafu teorijas
uzdevumus un izstradat atbilstosus algoritmus. Projekti
var tikt modeléti ar grafiem vismaz sados veldos:
1)grafa virsotnes ir projekta darbi, orientetas skautnes
savieno darbus, kas ir savstarpgji atkarigi, sadu
modeli anglu valoda apzimé ar AoN (,activity on
node”);

2)grafa virsotnes ir projekta izpildes stavokli, orientétas
nosvertas skautnes ir darbi, skautnes svars nozime
Izpildes laiku, izmaksas vai citus lidlumus, sadu
modeli anglu valoda apzimé ar AoA (,activity on
arc’);
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3)grafa virsotnes ir projekta izpildes stavokli un darbi,
orientétas sSkautnes savieno savstarpejl  atkarigus
stavoklus va stavoklus un tiem sekojosos val
priekstecgjosus darbus;

Ad)grafa virsotnes ir projekta darbi un izpilditaji,
virsotnes savienu izpilditajus ar darbiem, kurus tie
var izpildit.

Vienkarsakie darbu planosanas uzdevumi var bt sadi:
1)noteikt darbu izpildes secibu, ievérojot darbu
savstarpéjo  atkartbu  izmantojot  topologisko
skirosanu;
2)notelkt vairaku darbu vienlaicigas izpildes grafiku
Izmantojot virsotnu un Skautnu neatkarigu kopu
meklesanu un grafu krasosanu;

3) piekartot maksimali lielu skaitu darbu pielaujamajiem
1zpilditajiem izmantojot tikla plismas maksimizaciju;

4)minimizet projekta izpildes laiku ar neierobezotu vai
lerobezotu izpilditaju skaitu;

5)minimizet projekta kopgjas izmaksas.

EILERA CIKLA KONSTRUESANA
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Ir dots sakarigs grafs G, kuram visu virsotnu pakapes ir
para skaitlu. Uzdevums ir atrast Eilera ciklu. Grafu (ne
obligati sakarigu), kura visu virsotnu pakapes ir para
skaitli, sauksim par kvazi-Eilera grafu. Si uzdevuma
atrisinajums balstas uz to apstakli, ka izdzesot no kvazi-
Eilera grafa kada cikla skautnu kopu, atkal iegisim kvazi-
Eilera grafu. Uzdevuma risinasanal var piedavat sadu
algoritmu:
1)izveleties grafa G virsotni, kuras pakape nav 0 un
konstruet jebkuru ciklu Z sakot ar so virsotni,
lerakstit Z ciklu masiva;
2) ja G- Z ir bezskautnu grafs, tad iet uz soli 4), ja
ne, tad uz soli 3);
3)definet G:= G- Z uniet uz soli 1);
4)konstruet ieguto ciklu sakaribas grafu — virsotnes ir
cikli, Skautne savieno divas virsotnes, |a
atbilstosajiem cikliem ir kopiga virsotne;
5)ciklu sakartbas grafa katras virsotnes z kaiminus
sakartot tada kartiba, kada sie ciklu krusto z;
6)ciklu sakartbas grafa velkt dzilummeklesanu,
Izveloties virsotnu atzimésanas Kartibu saskana ar
sol1 5) noteikto kartibu;
7)apiet ciklus tada kartiba, kada tie ir atziméti veicot
sol1 6) aprakstito dzilummeklesanu.
Klasisks Eilera cikla konstruésanas algoritms ir Flerr

algoritms. sakot no jebkuras virsotnes izvelamies
Incidentas Skautnes, kuras uzreiz péc izvelesanas tiek
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nodzestas, ta lai Kkartgja izveléta sSkautne nav tilts
atlikusaja grafa (janav citasizveles).

Var pieradit, ka saja procesa tiek konstructs cikls, kas
satur visas skautnes, tatad Eilera cikls. Tiesam, ta ka
sakotngji katras virsotnes pakape ir para skaitlis, tad
algoritms beigs darbu taja virsotng, kura saka, tatad
algoritms konstrue kaut kadu ciklu. Japierada, ka sis cikls
satur visas Skautnes. Pienemsim pretejo — algoritms
konstrue ciklu Z, kas nav Eilera cikls. 1zdzéesm no
sakotngja grafa cikla Z skautnes un apskatissm jebkuru
atlikusa grafa sakartbas komponenti C, kas nav triviala.
Apskatisim cikla Z skautnes, kas ir incidentas ar C
VIrsotné un sanumurésim tas to apiedanas kartiba. Skautne
e ar vididako numuru pirms apiesanas bija tilts un
vienlaicigi eksisteja komponentes C skautnes, kas nebija
tilti un kuras vargja izveléties skautnes e vieta. legita
pretruna pierada to, ka algoritma konstrugtais cikls satur
Visas skautnes.

Eilera cikla konstruesanas uzdevums var but svarigs
pilsetu 1elu apkopes specialistiem — ja pilscta tiek
modeléta ka grafs, kura virsotnes ir krustojumi un
skautnes ir ielas, tad Eilera cikls norada minimala garuma
marsrutu, kas ir javeic sniega tirisanas masinal, la attiritu
no sniega visas ielas.

HAMILTONA CIKLA UN ,CELOJOSA TIRGONA
PROBLEMA
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Ir dots nosvérts grafs. Uzdevums ir atrast saja grafa
Hamiltona ciklu, kura skautnu svaru summa ir minimala,
sadu uzdevumu sauksim par ,,celojosa tirgona problemu”,
jo tasir celies no uzdevuma par tirgoni, kam ir jagpmekle
Vvisas pilsetas valstt un jaatgriezas sakotneja pilseta celojot
pec iespgjas 1saku marsrutu. Specialgadijuma, ja visu
Skautnu svari ir vienadu, iegisim uzdevumu par
Hamiltona cikla atrasanu.

Vispariga gadijuma Sim uzdevumam nav atrasts
algoritms, kas patére mazak lailka neka to, kas ir
nepieciesamas Visu Virsotnu permutaciju apskatisanal.
Tatad, ja grafam ir n virsotnes, tad algoritma darbibas

laiks ir WAn!) . Specialu grafu klassm § uzdevuma
risinasanail ir izstradatas efektivas hairistiskas metodes.

GRAFU [ZOMORFISMS

Ir doti divi viena tipa (neorienteti, orientéti u.c.) grafi
G=(V,E) un G=(V,E,). Uzdevums ir noteikt, vai
sie grafi ir izomorfi.

Nalvs veids, ka atrisinat so uzdevumu ir sads. ar
bektrekinga palidzibu generet visas iespéjamas virsotnu
kopas V permutacijas T :V ® V un parbaudit vai grafa
f(Q) matricair vienada ar grafa &G matricu. Redzam,

ka §is agoritms patere laiku YMN!) | jo permutaciju skaits
kopai ar n elementiem ir vienads ar n!. Sadu bektrekingu
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var butiski paatrinat, ja abu grafu virsotnu kopas sadala
apakskopas ar vienadam 1pasibam, piemeram, vienadam
virsotnu pakapem.

GRAFU ZIMESANA

Praktiski svarigs uzdevums ir efektiva grafu attelosana jeb
zimésana plakng. Parasti nepietiek ar to, ka dotais
uzdevums tiek modeléts un risinats ar grafu teorijas
metodem, grafi vél ir jaattélo ta, lai to struktara un
1pasibas ir viegli uztveramas. Zimgjot grafus, parasti ir
liela izvéle, pieméram, virsotnu koordinates var but veseli
skaitli va patvaligi skaitli, sSkautnes var zimét taisnas val
lokvelda, skautnes var but verstas tikai horizontala vai
vertikala virziena vali a1 lepki starp skautném var but
patvaligi. Dazados veidos var attelot virsotnu un skautnu
Indeksus u.t.t. Lal saprastu, ka grafs ir jazimg, ir janosaka
kadas grafa ipasibas un invarianti ir svarigi uzdevuma
risinasana. Parskaitism dazus popularakos grafu
Zimesanas veldos un atbilstosos invariantus:

Dgrafs tiek zimets ta, la minimizétu Skautnu
kKrustosanos skaitu, sSaja gadijuma ir jaizmanto
planaru grafu plakanizacijas algoritmi,

2)grafs tiek ziméts ta, la minimizeétu ta laukumu
vienlaicigi nodrosinot noteiktu attaluma minimumu
starp jebkuram divam virsotnem,
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3)grafs tiek zimets ta, lai minimizetu garakas skautnes
garumu,

d)grafs tiek zimets ta, la tiktu skaidri paraditas ta
augstaku kartu sakariguma komponentes, $aja
gadijjuma no sakuma ir jaatrod s§1S komponentes,
piemeram, ir jaatrod visi sarniri, tilti, bloki u.t.t.,

5)orientets grafs tiek zimets ta, la tiktu skaidri
paraditas ta dsipri sastitas komponentes, S$aja
gadijuma no sakumair jaatrod s1s komponentes,

6)grafs tiek zimets ta, la tiktu skaidri paraditas ta
klikes, Sgja gadijuma no sakuma ir jaatrod visas grafa
klikes,

7)grafs tiek zimets ta, ka visas virsotnes tiek izvietotas
par rinki un iespgjami vairak blakusesosas virsotnes
Ir savienotas ar skautnem, Saja gadijuma grafa ir
jaatrod cikls ar maksimalu skautnu skaitu, vislabakais
gadijumsir tad, jagrafsir Hamiltona grafs,

8)grafs tiek zimets ta, lal tiktu skaidri paraditas grafa
orbitas (attieciba uz automorfisma grupas darbibu) un
automorfisma grupas darbiba, s$aa gadijuma no
sakuma ir jaatrod grafa automorfisma grupa un tas
darbibas orbitas,

O)grafs tiek zimets ta, lai tiktu skaidri paraditas ta
metriskas 1pasibas (centrs, diametrs, radiuss u.t.t.),
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sga gadijuma no sakuma tiek atrasti nepieciesamie
metriskie invarianti, biezi sada gadijuma grafa centra
VIrsotnes zZime zZimejuma centra un pargjas virsotnes
mEgina Zzimét ta, lai to attalums l1idz centra virsotném
aptuveni sakristu ar to grafu-teoretisko attalumu

(radialais attelojums),

10) grafstiek zimétsta, lai tiktu skaidri paradits kads
virsotnu kopas sadalijums va parklajums (grafs tiek
zimets ka m-daligs grafs, grafs tiek zimets ar notelktu
Krasojumu u.c),

11) grafs tiek ziméts ta, lai akcentétu kadu ta
notelktu apaksgrafu, piemeram, ta skeletu,

12) grafs tiek zimets ta, la tiktu pec iespejas
skaidrak paradits sakotngjais uzdevuma modelis
pirms grafa definésanas, Saja gadijuma grafu teorija
nav japielieto,

13) orientets koks tiek zimets ar sakni zimejuma
augsa un lgupegjosam skautnem ta, lai virsotnes, kuru
attalums Iidz saknei ir vienads atrodas viena
horizontalaja [Tmeni (rangu attéelojums) .

Grafu zimésana var izmantot dazadas fizikalas izcelsmes
heiristiskas metodes. Pieméram, var uzskatit, ka katra
virsotne ir elektrisks ladins un katra skautne ir atspere, kas
saista divas virsotnes, uzskatisim, ka virsotnes atgriizas
viena no otras ar speku, kas ir atkarigs no to grafu-
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teorétiska attaluma un uzskatisim, ka atspere darbojas uz
virsotnem saskapa ar Huka likumu, zimésm grafu ka
defingtas fizikalas sistémas Iidzsvara stavokli.

Visbiezak grafu zimésanas algoritmi  sevi ieklauj
geometriskas va  grafu-teorétiskas  optimizésanas
algoritmus, kas ir eksponenciali vai faktoriali atkarigi no
virsotnu skaita pat specialam grafu klasem, piemcram,
kokiem.

Grafu zimésanas algoritmi tiek seviski plasi pi€elietoti
elektrisko kezu projektesana, programminzenierija un
algoritmu animacija.



